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1 Homomorfismus a isomorfismus grafii, souvislost,
stromy, kostry, minimalni kostra

Obecné zde bude fe¢ o neorientovanych grafech.

Homomorfismus grafu

Homomorfismus grafu G do grafu G’ je zobrazeni f : U(G) — U(G’) takové, ze pro kazdou
hranu {z,y} grafu G je f(x), f(y) hranou grafu G’. Jinymi slovy graf miZze byt schovan v
jiném.

Isomorfismus grafu

Isomorfismus grafu G do grafu G’ je bijekce' f : U(G) — U(G") pro kterou plati, ze {z,y}
je hranou G, pravé kdyz f(z), f(y) je hranou G’. Jinymi slovy grafy jsou shodné az na
oznaceni vrchol.

Souvislost grafu

Souvisly graf Graf GG je souvisly pokud pro kazdou dvojici vrcholi grafu x,y existuje
cesta z bodu x do bodu y. Jinak je nesouvisly.
Pozn.: Graf G je také souvisly jsou-li stupné vsech vrcholii alespoii 7.

Most Hrana {z,y} je mostem, jestlize nelezi na zadné kruznici.
Pozn.: Graf s mostem ma alespon 2 uzly lichého stupné

Artikulace Ma alespon 2 hrany nepatrici téze kruznici.
Pozn.: Most ma dvé artikulace.

Blok Blok grafu je maximalni souvisly podgraf bez artikulace.
Pozn.: Zadné dva bloky nemaji spole¢nou hranu, protoZe by jinak nebyly maximalni.
Pozn.: Pro kazdy graf G je blokovy graf B(G) stromem.

Hranovy fez Hranovy fez B mezi uzly z a y (v souvislém grafu) je minimalni mnozina
hran takovéa, ze kazda cesta z x do y obsahuje alespon 1 hranu z B.

Pozn.: Most je vlastné jednoprvkovy hranovy fez.

Pozn.: Odstranénim B se graf stane nesouvislym.

Hranovy stupen hg(x,y) je pocet prvki nejmensiho hranového fezu mezi x a y.
Pozn.: Matice hranové souvislosti - matice s prvky hg(, j).
Pozn.: Graf je hranové k-souvysly, jestlize h(G) < k.

lyzajemné jednoznaéné (prosté a na)



Uzlovy fez Uzlovy fez A mezi uzly = a y (v souvislém grafu) je minimalni mnozina
uzli takova, ze kazda cesta z x do y obsahuje alespon 1 hranu z A.

Pozn.: Odstranénim A se graf stane nesouvislym.

Pozn.: Artikulace je jednoprvkovy uzlovy fez.

Uzlovy stupen ug(x,y) je pocet prvki nejmensiho uzlového fezu mezi = a y. Ale
pokud jsou x a y sousedni, tak ug(x,y) = |U(G)| —1
Pozn.: Graf je (uzlové?®) k-souvysly, jestlize u(G) < k.

Dalsi véty o k-souvislosti Pro kazdy graf G plati - u(G) < h(G) < 46(G).

[FORD, FULKERSON] Graf je hranové k-souvisly mezi uzly a # b < je v ném k hranové
disjunktnich cest vedoucich mezi témito uzly. (Algoritmus na toky.)

IMENGER] Graf je uzlové k-souvisly mezi nesousednimi uzly < je v ném k uzlové dis-
junktnich cest vedoucich mezi témito uzly. (Algoritmus s rozstépenim vrcholu na zdroj a

stok.)

Stromy

Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici. List stromu 7T je libovolny vrchol
se stupném jedna.

Kostra

Kostra grafu GG, je souvisly podgraf bez kruznic, ktery obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

Minimalni kostra

Kostra T grafu G je minimalni, pokud ma minimalni vahu.

Pro hledani minimalnich koster se pouziva tzv. hladovych algoritmi. Tyto algoritmy
vybiraji v kazdém kroku lokalni optimum a nikdy se nevraci zpét. Vlastnosti téchto al-
goritmil je, Ze jsou rychlé, ale vétsinou neposkytuji globalni optimum. My ale nehledame
nejmensi kostru ale minimalni, takze nam to staci ...

Algoritmus 1 (vstup = G, vystup = minimalni kostra): Dokud existuje néjaka
kruznice, tak z ni odstranime hranu s nejhorsim ohodnocenim.

Algoritmus 2 (vstup = G, vystup = minimalni kostra): Dokud nemame kostru,
tak mezi vSsemi hranami najdi hranu s nejmensim ohodnocenim, tu pfidej do nasi budouci
kostry, pokud nevytvoii cyklus. Jinak ji zahod.

SloZitost algoritmu je O(m - n?), protoZe algoritmus prob&hne v (n — 1) krocich (v
kazdém kroku pfiddme jednu hranu), pro kazdou hranu m v kazdém kroku musime zjistit
jestli nevznikne kruznice a to si vyzada dalsich n kroki.

2Slovo ,uzlové“ se ¢asto vynechava.



2 Metrika grafu, minimalni cesta, distanc¢ni matice
grafu

Obecné zde bude fe¢ o orientovanych grafech.

Vzdalenost v grafu

Vzdélenost dg(u,v) dvou vrcholi u a v v grafu G je dana délkou® nejkratsi cesty” mezi u
a v. Pokud neexistuje, je vzdélenost dg(u,v) = oo.

Pozn: 7 té definice se necha vykoukat, ze plati:
dg(u,v) >0, (dg(u,u) = 0),
dg(u,v) = dg(v,u) (pro neorientovany graf),
dg(u, z) < dg(u,v) + dg(v, z) (Trojuhelnikova nerovnost).

Metrika grafu

Metrikou grafu myslime soubor vzdéalenosti mezi vSemi dvojicemi vrchold grafu. Jinak
feceno, metrikou grafu G je distan¢ni matice D, ve které prvky d;; udavaji vzdalenost
mezi vrcholy 7 a j.

Distan¢ni matice ohodnoceného grafu

—

Hrany takového grafu jsou ohodnoceny funkei w : H(G) — (0,00). w nazyvame matice
w-vzdélenosti. w-distan¢éni matici grafu G znac¢ime D¢ a jeji prvky jsou:

dv; = dg(i,j) , kde i, j € U(G)

Algoritmus vypoc¢tu D" - Floydovym algoritmem
Vypocet distanéni matice se provadi Floydovym algoritmem® v ¢ase O(n?).
e Na pocatku necht d[i,j] = 0, nebo w;;, nebo 0o pokud hrana mezi ¢ a j neni.

e Po kazdém kroku ¢ > 0 necht d[i,j] udava délku nejkratsi cesty mezi i a j, ktera jde
pouze pres vnitini vrcholy z mnoziny 0,1,2,...,¢t — 1.

e Pii prechodu z ¢ na nésledujici krok ¢ 4+ 1 upravujeme vzdalenost pro kazdou dvojici
vrcholll — jsou vzdy pouze dvé moznosti:

— Bud je cesta délky d[i,j] z pfedchoziho kroku stéle nejlepsi (tj. nové povoleny
vrchol t ndm nepomuize),

3Tzn. Ze je rovna délce té cesty.
4Ptivodné tu bylo sledu. Ale podle me je to jedno a cesta se mi libi vic. :)
5To je ten jak vypoéitd n matic takovym upravenym nasobenim
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— nebo cestu vylepsime spojenim pres noveé povoleny vrchol t, ¢imz ziskdme mensi

vzdélenost d[i,t]+d[t,]].
e Po |U(G)] krocich obdrzime D™.

Dijkstrtav algoritmus

Ten pouZijeme, pokud nam staci znam vzdalenost jen mezi dvéma body. Slozitost O(n?).
Pozn.: Dijkstriv algoritmus nalezne 1 fadek distan¢ni matice. Chceme-li matici celou, tak
sta¢i vypocet n krat opakovat.’

Nejkratsi cesta

Cesta z u do v optimalizovana vzhledem k po¢tu hran. Znacime ji dg(u,v). Pokud cesta
neexistuje je dg(u,v) = 0.

Pozn.: Alg. prohledavani do sirky.

Minimalni cesta

Cesta P z u do v optimalizovand vzhledem k w délce cesty (w(P) = Yjep(q)w(k)).

3 Silna souvislost, kvazikomponenty, kondenzace, acyk-
lické grafy, kriticka cesta.

Silna souvislost

Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdou jeho dvojici uzli z,y existuje
orientovany sled z x do y i z y,z. _

nebo: Souvisly orientovany graf G je silné souvisly, pravé kdyz kazda jeho hrana lezi
alespon v jednom cyklu.

Kvazikomponenty

Kvazikomponenta grafu G je jeho maximalni silné souvisly podgraf.”

Kondenzace

Kondenzace grafu G je graf G, jehoz vrcholy jsou kvazikomponenty. Hrany mezi kvazikom-
ponentami se slouc¢i do jedné pokud je jich vice v jednom sméru.

6to m4 pak slozitost O(n?).
"Zbytek miize byt tiebas ,jen“ (nesilng) souvisly.



Acyklické grafy

Orientovany graf G je acyklicky, pokud neobsahuje zadny cyklus.
Pozn: Kazdy acyklicky graf ma vstupni a vystupni uzel.

Algoritmus (vstup = graf G, kol = je graf acyklicky?, vistup = ano/ne): Problém je
feSitelny v polynomidlnim case.

Kriticka cesta

Kriticka cesta je cesta grafem pfes uzly, které se nesméji zpozdit.

4 Rozlozitelnost a slaba rozlozitelnost matic.

Rozlozitelnost matic

A Ap
0 A
jsou Ctvercové matice fadu alespon 1 a 0 je nulova matice, nebo lze-li ji do tohoto tvaru
prevést stejnou fadkovou a sloupcovou permutaci (simultdnni permutace). V opacném
pripadé je nerozlozitelna.
Pozn.: Pokud je orientovany graf G silné souvisly pak je matice W (G) nerozlozitelna.
Pozn.: Algoritmus pro zjisténi rozlozitelnosti matice, ktery by pracoval na zkouseni riznych
permutaci by mél slozitost O(n!).
Pozn.: Ale my to umime rychleji. Najdeme kvazikomponenty, ty acyklicky ocislujeme a
podle toho pak piehdzime fadky matice A. Takto vzniklé podmatice A;; jsou jiz dale
nerozlozitelné.

Ctvercova matice A je rozlozitelna, lze-li ji zapsat ve tvaru A = ] ,kde A1 a Ag

Slaba rozloZitelnost matic

Rekneme, Ze ¢tvercova matice A je slabé rozlozitelna, jestlize existuji permutacni matice

P a Q tak, ze PAQ = l AOH 2112
22

1 a 0 je nulova matice. Ctvercova matice, ktera neni slabé rozlozitelna, se nazyva Gplné
nerozlozitelna.

Pozn.: Jak je vidét P a Q jsou rizné matice. Takze jinymi slovy stac¢i najit tu novou matici
libovolnym prehézenim radkid a sloupcti.

Pozn.: Zda je matice slabé rozlozitelna zjistime z bigrafu, kde budeme hledat stabilni
mnozinu (Co je to stabilni mnozina viz dale.).

1, kde Aj; a Asy jsou ¢tvercové matice fadu alespon

Bigraf je orientovany graf, s dvémi disjunktnimi neprazdnych mnozinami uzli U, Us,
kde pro kazdou hranu u,v € H(G) plati, ze u € Uy a v € Us,.



Bigraf je acyklicky graf, jehoz kazdy uzel je bud vstupni nebo vystupni.
Mnozina V (to je ta vlevo - fadek) v bigrafu G je stabilni, pokud |V| > |[W| a kde:
VEUl,O%V#Ul a WEUQ.

Pozn.: TakZe do mmnoziny W (sloupce) patii vSechny vrcholy do kterych vede hrana z
V (tadky).

Precislujeme mnozinu U; a to tak, Ze nejprve ocislujeme vrcholy mimo mnozinu V a
)

pak uvnitf mnoziny. Ziskdme tak predpis pro permutaci fadkt. Obdobné to provedeme

z mnozinou Us a W a ziskame piedpis pro permutace sloupct.

5 Genericka hodnost matice

K vypoctu generické hodnosti matice potfebujeme znat strukturalni matici. To je takova
matice, u které je dana pouze struktura nenulovych a nulovych prvk a hodnoty prvki
nejsou znamy. Pro strukturalni matici pak nastavaji pouze dvé moznosti:

1. Determinant je nenulovy a A je regularni pro jakékoliv ndhodné zvolené hodnoty
nenulovych prvki. (s pravdépodobnosti 1)

2. Determinant je nulovy a matice A je singularni pro jakékoliv ndhodné zvolené hod-
noty nenulovych prvki.

Pozn.: Strukturdlni matice A je genericky regularni pravé kdyz jeji bigraf B(A) ma per-
fektni parovani.

Pozn.: Pocet hran nejvétsiho parovani v bigrafu B se nazyva parovaci ¢islo bigrafu B a
madi se v(B).

Pozn.: Nejvyssi prirozené ¢islo k, pro které v matici A existuje genericky regularni podma-
tice fadu k se nazyva generickd hodnost matice A a znadi se gh(A).

Pozn.: Mame-li A strukturalni matici pak gh(A) = v(B(A)). (Generickd hodnost je rovna
nejvétsimu parovani bigrafu matice A) Pozn.: Hledani generické hodnosti matice, lze pie-
vést na tkol hleddni maximalniho toku a v tom piipadé je gh(A) = maximalnimu toku

v grafu.

6 Sit, tok, existence toku v siti
Sit

Sit je orientovany graf s kladnym ohodnocenim hran a s redlnym ohodnocenim uzlti.



Tok
Tok v ohodnocené siti G je nezaporné hranové ohodnoceni a musi spliiovat dvé podminky:

1. Ohodnoceni kazdého uzlu = souctu toku, které vychazi - souc¢tu toku, které vchazi
do uzlu.

2. Pro kazdou hranu plati, ze 0 < z;; < r;;. (Tok neni pfesycen)

Pozn.: Hodnoté ohodnoceného uzlu a; se rika intenzita uzlu.

Pozn.: Hodnoté ohodnocené hrany 7;; se iikd propustnost hrany.

Pozn.: Je-li a; < 0 pak se uzel nazyva stok a je-li a; > 0 pak se uzel nazyva zdroj.
V ptipadé, Ze a; = 0 jde o neutralni uzel.

Tok mnoziny

—

Necht A € U(G), pak plati:
a(A) = z(A, A) — x(A, A)

Existence toku v siti

V siti existuje tok, jestlize a(G) = 0 a pro kazdou mnozinu A € U(G) je a(A) < r(A, A).

7 Maximalni tok v siti, Ford-Fulkersonova véta

Tok z a do b

Pro sit G s jednim zdrojem, necht (A, A) je ez sité Cj, oddélujici a a b a x je tok v é, pak
plati:

1. |z| = (A, A) — 2(A, a) (Velikost toku = tok fezem oddélujiciho a a b)
A,

2. |z| <r(A, A)) (tok < max tok fezem)

Maximalni tok v siti

Pro sit G s jednim zdrojem a jednim stokem fekneme, Ze tok |z|je maximalni jestlize pro
kazdy tok 2’ plati, ze |2| < |z|.
Pozn.: Prosté Ze neexistuje zadny veétsi.

Rezervni polocesta

Polocesta je rezervni, pravé kdyz neobsahuje zadnou souhlasnou nasycenou hranu ani ne-
souhlasnd nulova hranu.

Pozn.: Pokud pak v grafu existuje rezervni polocesta ze zdroje do stoku, neni tok maxi-
malni.



Ford-Fulkersonova véta

Méjme graf s jednim zdrojem a jednim stokem. Velikost maximalniho toku je rovna pro-
pustnosti minimalniho fezu®, oddélujiciho zdroj a stok.

Z toho plyne, ze kazda hrana, ktera vede z fezu musi byt nasycena a kazda hrana ktera
vede do fezu musi byt nulova, protoze kdyby ne, pak by existovala rezervni polocesta a
tok by nebyl maximéalni.

Pro sestrojeni minimalniho fezu budujeme mnozinu R a to tak, ze do ni pridame zdroj
a pak pokud vedou od vrcholu v mnoziné R nenasycené souhlasné hrany, pfidame vr-
choly na konci hran do mnoziny R, nebo také priddme vrcholy do kterych vedou nenulové
nesouhlasné hrany.

Algoritmus Ford-Fulkersoniv
1. Vychozi tok je pro kazdou hranu nulovy z;; =0

2. Pokud existuje néjaka rezervni polocesta, upravime podle ni tok z:

e z;; + O pokud (7, j) je souhlasna hrana polocesty.
e z,; — O pokud (i, ) je nesouhlasnd hrana polocesty.
e z;; pokud (7, j) nelezi na cesté.

3. Pokud rezervni polocesta neexistuje mame maximalni tok.

Pozn.: Pro pouzitelnost algoritmu se musi zajistit aby byl konec¢ny. Toho se docili celoci-
selnymi propustnostmi hran.

Pozn.: Slozitost algoritmu je zavisld nejen na poc¢tu uzli a hran, ale také na ohodnoceni
hran.

Algoritmus Edmonds-Karpuv

Je to modifikace F-F algoritmu s rozdilem, Zze voli nejkratsi moznou rezervni polocestu.
Vybér se mize provést napr. pomoci prohledavani grafu do sirky.
Pozn.: Slozitost algoritmu je O(m?n).

8 Miry souvislosti grafu

Re¢ je tu o neorientovanych grafech.

Mosty

Hrana {x,y} je mostem, jestlize nelezi na zadné kruznici.
Pozn.: Jestlize ma souvisly graf most, pak ma alespon 2 uzly lichého stupné.
Pozn.: Pokud tuto hranu z grafu odstranime, stane se ze souvislého grafu nesouvisly.

8Rez s nejmensi propustnosti ze véch Fezt.



Artikulace

Uzel x je artikulace grafu, jestlize existuji 2 hrany z uzly x, které nepatii soucasné téze
kruznici.

Pozn.: Kazdy uzel mostu je artikulace.

Pozn.: Pokud nemé graf artikulaci nemiize mit ani most.

Pozn.: Graf, ktery neméd artikulace je (alespori) 2 souvisly.

Bloky

Blok grafu je maximéalni souvisly podgraf bez artikulace.

Pozn.: Dva rtzné bloky nemaji zddnou spole¢nou hranu, nebo jsou si rovny.
Pozn.: Pro kazdy graf G je blokovy graf B(G) stromem.

Pozn.: Kazdy most je blokem grafu o jedné hrané.

Pozn.: Kazdé dvé hrany bloku, které nejsou mostem, lezi na jedné kruznici.
Pozn.: Dva riizné bloky nemaji zadnou spole¢nou hranu.

Blokovy graf

Blokovy graf se sestavi z grafu G tak, ze jeho uzly jsou jednotlivé bloky a artikulace grafu
G. A jeho hrany vedou mezi novymi uzly utvorenymi z blokt a artikulaci.
Pozn.: Kazdy takto sestaveny blokovy graf je stromem pro souvisly graf G.

Hranovy rez

Hranovy fez B mezi uzly x a y (v souvislém grafu) je minimalni mnoZina hran takova,
7e kazda cesta z x do y obsahuje alespon 1 hranu z B.

Pozn.: Most je vlastné jednoprvkovy hranovy fez.

Pozn.: Odstranénim B se graf stane nesouvislym.

Pozn.: Pokud mnozinu B odstranime bude = a y lezet v riznych komponentéch.

Hranovy stupen souvislosti hg(x,y)

Hranovy stupen souvislosti je pocet prvkid nejmensiho hranového fezu mezi = a y.
Pozn.: Matice hranové souvislosti - matice s prvky hg(i, j).
Pozn.: Graf je hranové k-souvysly, jestlize h(G) > k.

Uzlovy fez

Uzlovy fez A mezi uzly x a y (v souvislém grafu) je minimalni mnozina uzli takova,
Ze kazda cesta z x do y obsahuje alespon 1 uzel z A.

Pozn.: Odstranénim A se graf stane nesouvislym.

Pozn.: Pokud mnozinu A odstranime bude x a y leZet v ruznych komponentéach.

Pozn.: Artikulace je jednoprvkovy uzlovy fez.

10



Uzlovy stupen souvislosti ug(x,y)

Uzlovy stupeni ug(x,y) je pocet prvki nejmensiho uzlového fezu mezi = a y. Jsou-li vak
x a y sousedy (neexistuje uzlovy fez) pak ug(z,y) = |U(G)| — 1.
Pozn.: Graf je (uzlové”) k-souvysly, jestlize u(G) > k.

k—souvislost

Graf je hranové k-souvysly, jestlize h(G) > k.

Graf je (uzlové'’) k-souvysly, jestlize u(G) > k.

Pozn.: Pro kazdy graf G plati - u(G) < h(G) < 6(G), kde 6(z) je nejmensi stupen vrcholu
v grafu G.

Pozn.: V kazdém grafu G plati h(G) < 2'5(0)‘.

Charakterizac¢ni véty k—souvislych grafii

FORD, FULKERSON Graf je hranové k-souvisly mezi uzly a # b < je v ném k
hranové disjunktnich cest vedoucich mezi a a b.

Pozn.: Resi se algoritmem na toky. Hrany ohodnoceny jednickou.

Pozn.: Algoritmus(Vstup = neorientovany G, Otazka: je G hranové k-souvisly mezi a a b7,
Vystup: Ano/Ne) Slozitost algoritmu je O(n?).

MENGER Graf je uzlové k-souvisly mezi nesousednimi uzly < je v ném k uzlové dis-
junktnich cest vedoucich mezi témito uzly.

Pozn.: Resi se opét algoritmem na toky s roz$tépenim vrcholu na zdroj a stok. Mezi zdro-
jem a stokem propustnost 1, jinde oo. SloZitost algoritmu je O(n?).

Pozn.: Vidime zde prevod uzlové souvislosti na hranovou.

9 Algoritmy prohledavani a jejich pouziti
Algoritmus prohledavani grafu

Je zédkladem mnoha dalsich algoritmii jako naptiklad prohledavani do hloubky a do sirky.
Pozn.: Komponenty 1ze nalézt v O(m + n) (Pustime-li prohledédvani grafu na néjaky uzel,
tak proleze pouze jednu komponentu. Koukneme jaké uzly nasel, udélame G—closed a
pokud jesté néco zbylo, tak je to dalsi komponenta. . .)

open Seznam uzlid, které jesté nebyly prozkoumany.

closed Seznam uzlii, které jsou prozkoumany.

9Slovo ,uzlové“ se ¢asto vynechava.
108lovo ,,uzlové“ se Gasto vynechava.
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Algoritmus by se dal rozdélit do nésledujicich krokii:

1.

Vytvorime seznam open a closed. Do seznamu open vlozime uzel ng a urc¢ime pro
néj ohodnoceni fj.

. Je-li seznam open prazdny, feseni neexistuje, a kon¢ime prohledavani.

Ze seznamu open vybereme uzel n; s extrémnim ohodnocenim. Uzel n; vlozime do
seznamu closed a smazeme jej v seznamu open.

Provedeme expanzi uzlu n;. Pokud neméa zadné sousedy, tak se vratime na bod 2.

Je-li mezi vygenerovanymi nasledovniky uzlu n; alespon jeden cilovy uzel, pak vybe-
reme ten, ktery ma extrémni ohodnoceni. Ve vygenerovaném stromu feseni najdeme
cestu od kofene stromu k cilovému uzlu a jako feSeni poskytneme posloupnost ele-
mentarnich operatortt (produkénich pravidel) provadénych podél cesty. Ukoncime
prohledavani.

. Pro kazdého bezprostiedniho nasledovnika uzlu n;, kterého ozna¢ime nj, vypocteme

jeho ohodnoceni f; a pokusime se najit stejny stav v seznamu open, nebo closed,
ktery oznac¢ime ng a jeho ohodnoceni f;.

Pokud takovy stav v open ani v closed neexistuje, pak n; zafad do seznamu open.
(uzel se ve vygenerovaném stromu feSeni dosud nevyskytuje).

Pokud f; > (<)fs a ng neni pfedchiidcem nj, tak pak zafad n; do seznamu open a
zru$ uzel ng. Pokud byl zrusen néjaky uzel v seznamu closed, pak museji byt rovnéz
zruSeni vSichni jeho nasledovnici. Je pfitom lhostejno zda se nachéazi v seznamu open
nebo closed.

Pokracuj krokem 2.

Prohledavani do Sifky (breadth first search)

Jedna se o specidlni ptipad zakladniho algoritmu hledani v grafu, v némz plati:

Pozn.
Pozn.

ohodnoceni uzlu = hloubka uzlu
V kroku 3, ve vySe popsaném algoritmu hledani v grafu, se bere minimum.

: Tento algoritmus vzdy nalezne nejkratsi cestu k cili (pokud néjaka cesta existuje).
: Slozitost algoritmu je O(m + n). Pfidani vSech vrcholt do N trva O(n), vloZeni a

vybrani z fronty je O(1), sousedé vrcholii jsou prochdzeni jenom jednou a jejich délka je

O(m).

12



Prohledavani do hloubky (depth first search)

Jedna se o specialni ptipad zékladniho algoritmu hledani v grafu, v némz plati:
e ohodnoceni uzlu = hloubka uzlu
e V kroku 3, ve vySe popsaném algoritmu hledani v grafu, se bere maximum.

e V kroku 3, ve vyse popsaném algoritmu hledani v grafu, je nutno pridat test, zda jiz
bylo dosazeno zadané maximalni hloubky. Pokud ano, vracime se ke kroku 2.

Pozn.: Vyuziti najde napfiklad pfi hledani artikulaci a bloku grafu, zjistovani k—souvislosti,
generovani hamiltonovskych cest a cykld, hledani komponent aj.
Pozn.: SloZitost algoritmu je O(m + n).

Artikulace a bloky grafu

Bactracking méa tu vlastnost, ze v misté artikulace vleze do vétve, celou ji projde a pak ji
opusti zase v misté artikulace.

Algoritmus Backtracking
1. uzly se ocisluji v potradi nalezeni p(z).
2. pro kazdy uzel = se vypocte dolni ¢islo r(x) a to tak:

(a) pii objeveni nového uzlu je r(z) = p(z)
(b) pfi nalezeni chordy xy polozime r(z) = min p(y), r(x)

(c) pfi zpétném kroku z = do y polozime r(y) = minr(y), r(zx)

Pozn.: SloZitost algoritmu je O(m + n).

Pozn.: Vyhled4 artikulace v O(m + n).

Pozn.: Uzel x je artikulace pravé kdyz existuje jeho nasledovnik, ze kterého se nelze
dostat do s nizsim p(z) nez ma uzel x.

Pozn.: Pokud chceme najit bloky, pak kdyz pii zpétném kroku nalezneme artikulaci z,
ddme na vystup vSechny prozkoumané hrany mezi prvnim (dopfednym) a druhym (zpét-
nym) prichodem uzlu .

Pozn.: Hledani artikulace Ize fesit naivnim zptisobem a to tak, ze se vidy odebere jeden uzel
a zkouma se, jestli vzrostl pocet komponent. Takovy algoritmus ma slozitost O(n(n+m)).
Pozn.: Existuje i modifikace pro nalezeni kvazikomponent, resp. kondenzace. (To je sice
mozné i z distan¢ni matice O(n?), ale toto by mélo byt rychlejsi)

Pozn.: Existuje i modifikace 3-komponent (maximalni 3-souvisly podgraf), biartikulace (dvou-
uzlové fezy) s O(n+m). Pro vyssi k—souvislosti uz modifikace backtrackingu zndmy nejsou.

13



Hranova souvislost grafu

Obecné lze ziskat hg(z,y), prevedenim na tlohu maximalniho toku a Fesit v ¢ase O(n?).
Pokud tedy chceme ziskat hranovou souvislost grafu, pak musime provést tento postup pro
vsechny dvojice uzlii, takze n?. Pak celkova sloZitost je O(n®). Nejlepsi zndmé vylepseni
snizuji odhad na O(n*?).

Uzlova souvislost grafu

Obecné lze ziskat ug(z,y), Stépeni uzli a prevedenim tlohy na maximalni tok a ten Fesit
v ¢ase O(n?). To zas provedeme pro vSechny dvojice uzlii n?, takze pak celkova slozitost je
O(n®). Podobné jako u hranové souvislosti lze ziskat feSeni v O(n*?).

Pozn.: Oba tyto postupy jsou nejlepsi znamé na zjistovani k—souvislosti pro k& > 4. Pro
k < 4 lze pouzit upraveny backtracking.

10 Eulerovské a hamiltonovské grafy, postacujici pod-
minky hamiltonovskosti

Eulerovsky graf

Eulerovsky graf je souvisly graf G, v kterém existuje eulerovsky tah.

Pozn.: Eulerosky tah je sled, pii kterém navstivime kazdou hranu grafu pravé jednou.
Pozn.: Kazdy uzel eulerovského grafu je obsazen, alespon na jedné kruznici v grafu.
Pozn.: Pokud je tah uzavieny pak kazdy uzel grafu je sudého stupné.

Pozn.: Pokud je graf otevieny pak dva uzly v grafu jsou lichého stupné a to praveé ty, kde
tah zacina a konci.

Pozn.: SloZitost algoritmu je O(m + n).

Hamiltonovsky graf

Je takovy graf, ktery obsahuje hamiltonovskou kruznici. Hamiltonovska kruznice je tah, pti
jehoz sestavovani projdeme vSechny vrcholy grafu pravé jednou a vratime se do vrcholu,
z kterého jsme vysli.

Algoritmus: Vstup: Graf G.

Uloha: Ham. kruznice/cesta?

Vystup: Ano/Ne.

Modifikuje se bactracking a to tak:
1. neberou se v ttvahu chordy
2. pokud |D| = n pak testujeme existenci hrany z koncového do poc¢atecniho uzlu:

(a) Ne: hamiltonovkska cesta
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(b) Ano: hamiltonovska kruznice

3. pfi zpétném kroku se divame, zda neexistuje naslednik s vyssim c¢islem, pokud ano
pokracujeme zase vpred

Pozn.: Hledani hamiltonovskych kruznic v grafu patfi mezi NP-tiplné problémy. Pro vyhle-
davani se pouzivaji heuristiky, které mohou v polynomialnim ¢ase dat bud odpovéd ano
nebo nevim.

Postacujici podminky hamiltonovsti

[Chvatal] G je k—souvisly(k > 2) a o(G) < k, pak je hemiltonovsky.

[ORE] Jestlize pro v8echny dvojice nesousednich uzli z,y je d(x) +d(y) > n, pak je graf
hamiltonovsky.

[DIRAC] Pokud je §(G) > § pak je graf hamiltonovsky.

[ORE lemma] Mame-li dva nesousedni uzly {z,y} takové, ze d(x) + d(y) > n. Pak je
graf G je hamiltonovsky, pravé kdyz je G + {x, y} hamiltonovsky.

Pozn.: Je-li uzavér grafu G (se 3 a vice uzly), aplny graf, pak G je hamiltonovsky. Pokud
tedy graf nema uplny uzdvér pak s jistotou nenalezneme ham. kruznici. (Uzavér je graf,
ktery vznikne pfidanim véch hran spliiujici Oreho lemma)

Pésovo heuristika

Snazi se o pfimocaré prodluzovani cesty, pokud neexistuje hrana z koncového uzlu do vol-
ného pak vezme hranu do néjakého uzlu na cesté a provede modifikaci. Pokud se nenalezne
feSeni precisluji se uzly a zacina se znovu. Nutna je ochrana proti zacykleni.

Pozn.: Viz obrazek ve skriptech na strané 35.

Uziti Oreho lemma (heuristika)

Nejdfive vytvorime z grafu G uplny uzavér grafu rekurentnim pridavanim hran podle Oreho
lemmatu a testujeme stale splnéni lemmatu. Pak uhddneme hamiltonovskou kruznici. Po-
kud kruznice lezi na ptivodnich hranach pak je hotovo. Pokud ne odstranime naposledy
pridanou hranu wu,v. Pokud porusime kruznici, ziskdme ham. cestu P z u do v, pak uzly
této cesty postupné ocislujeme 1, zs. ...

Do mnoziny M, priddme vrcholy x; pokud z u do z;y; vede hrana a do mnoziny N
pridame vrcholy x; pokud z z; do v vede hrana. Prinik mnozin M N N = z; a zrusime
hranu {x;, z;41}. Pak utvotime hrany {u,z;,1} a {z;,v}.

Pozn.: Viz obrazek ve skriptech na strané 35.
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11 Nezavislost, dominance, klikovost a jadro v neori-
entovanych grafec

Nezavislost

Mnozina A, kterd je podmnozinou vSech uzli grafu G, je nezavisla (vnitiné stabilni),
pokud Zadné dva uzly z A nejsou spojeny hranou.

Nezavislost grafu «(G) je pak nejvétsi pocet prvki nezavislé mnoziny grafu.

Pozn.: Vlastni podmnozina nezavislé mnoziny je také nezavisla. Proto se mé cenu ptat na
nejvetsi nezavislou mnozinu.

Pozn.: Zatim co nalezeni maximalni nezavislé mnoziny je polynomidlni problém(zvolime si
jakykoliv uzel, odstranime jej i se sousedy a pak postup opakujeme), tak nalezeni nejvétsi
nezavislé mnoziny je NP-téZky problém.

Pozn.: Mnozina A je nezavisla pravé kdyz G — A je mnozina B pokryti grafu G.

Pokryti grafu G je mnozina uzlt B, pro kterou plati, ze {z,y} € H(G) je x € B nebo
y € B (mohou byt i oba).

Pozn.: Kazda nadmnozina B je také pokryti. Ma proto smysl hledat nejmensi pokryti.
Pozn.: Pak pokryvaci ¢islo 3(G) je nejmensi pokryti grafu G. Je pak jasné, ze o(G)+5(G) =

U(G)].

Klika

Klika je podmnozina uzll, ktera tvori maximalni uplny podgraf grafu G. Klikovost grafu
w(G) je pak klika s nejvétsim poctem uzlu v grafu G.

Pozn.: Pomoci kliky a dopliiku grafu, lze také urcit maximalni nezavislou mnozinu. Dopl-
nék grafu obsahuje vSechny vrcholy ptivodniho grafu a vSechny hrany, které ptivodni graf
nemél. Pokud A je maximalni nezavisla G, pak zaddné dva uzly v A nejsou spojeny hranou,
pravé kdyz v G jsou kazdé dva jeji uzly spojeny hranou. Z toho pak plyne, ze a(G) = w(G).

Dominantnost

Mnozina B se nazyva dominantni, pokud kazdy uzel, ktery neni v mnoziné B, méa alespon
souseda v mnoziné B. Pak ¢islo dominance 7(G) je nejmensi pocet prvki v dominantni
mnoziné B.

Pozn.: Protoze kazd4d nadmnozina je také dominantni, tak se ptdme na nejmensi a mini-
malni.

Pozn.: Nezavysla a dominantni = maximalni nezavisla mnozina.

Pozn.: Maximalni nezavisla mnozina = miniméalni dominantni. Obracené to vsak neplati
viz obrazek ve skriptech na strané 40.

Pozn.: Je tedy jasné, ze a(G) > v(G).

16



Jadro neorientovaného grafu

Jadro neorientovaného grafu je mnozina uzli, kterd je soucasné nezavisla i dominantni. To
je vlastné kazda maximalni nezavisla mnozina, protoze je zaroven i minimalné dominantni.
Kazdy neorientovany (pro orientovany to neplati) graf ma jadro.

12 Jadro v orientovaném grafu

Definice nezavislé mnoziny pro orientované grafy je stejna jako pro neorientované. Pak
jadro orientovaného grafu je mnozina C', kterd musi spliovat tyto dvé podminky:

1. C' je nezavislda mnozina
2. z kazdého uzlu mimo jadro, existuje hrana do jadra

Pozn.: Kazdy orientovany graf bez cykla liché délky ma jadro. (Hleddme pfes kvazikom-
ponenty.)

Acyklicky graf

Kazdy acyklicky graf ma jadro. Dikaz, lze provézt pouzitim tzv. Grundyho funkce.

Algoritmus:
1. Provedeme acyklické ¢islovani a posledni uzel ohodnotime 0.

2. Postupujem zpét podle acyklického cislovani a v kazdém uzlu se koukneme na ohod-
noceni vsech naslednikti a vybereme nejmensi mozné ¢islo z prirozené posloupnosti

N4

0....N, které jesté zadny naslednik nema.

3. Vsechny uzly, které maji ohodnoceni 0, tvoii jadro grafu

Orientovany graf bez cyklua liché délky
Kazdy orientovany graf, bez cykli liché délky, ma jadro.

Algoritmus:
1. V grafu vyhledame kvazikomponenty a provedeme kondenzaci.
2. Vezmeme vystupni kvazikomponentu Gy a provedeme nasledujici:

(a) zvolime v ni libovolny bod z

(b) pokud existuje z bodu y do z sled sudé délky dame y do mnoziny S (samoziejmé
tam patii i sled délky 0, takze i x)
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3. Je v grafu jesté dalsi kvazikomponenta:

(a) Ano — G = G — Gy pokracuj 2

(b) Ne — mnozina S obsahuje jadro grafu

13 Barevnost grafu, chromatické cislo grafu

k—obarvitelnost a chromatické ¢islo grafu

Graf se nazyva k—obarvitelny, pokud lze uzly obarvit k barvami tak, aby zadné dva sousedni
uzly neméli stejnou barvu.

Chromatické ¢islo (obarvitelnost) grafu x(G) je pak nejmensi pocet barev, kterymi lze graf
obarvit.

Pozn.: Kazdy graf je n—obarvitelny.

Pozn.: Pokud graf obsahuje tiplny podgraf Kj. Pak x(G) > k. Uplny graf ma barvitelnost
k, proto kdyz je podgrafem jiného, tak ten graf, ktery ho obsahuje, musi mit minimélné
stejnou barvitelnost.

Pozn.: Horni odhad obarvitelnosti je x(G) < A(G) + 1, kde A(G) je maximalni stupen
uzlu v grafu. Musi to tak byt protoze sousedy takového uzlu obarvime A(G) barvami a na
uzel musime pak pouzit dalsi barvu.

[Books] x(G) < A(G) az na 2 vyjimky:
1. G ma komponentu Kaq)+1)
2. A(G) =2 a G mé komponentu kruznici liché délky.

Pozn.: x(G) = 2 pravé kdyz neobsahuje lichou kruznici.

Pozn.: x(G) < 4 pokud je graf rovinny.

Pozn.: Zjistit zda je graf obarvitelny 3 barvami patii uz mezi NP-tplné problémy. Urceni
barevnosti grafu je ekvivalentni s rozkladem grafu na minimalni pocet nezavislych mnozin.
Kazda nezavisla mnozina totiz predstavuje jednu barvu.

Pro graf s chromatickym ¢islem x(G) a nezavislosti a(G) plati:

1. x(@)a(G) > |U(G)|, protoZe pti optiméalnim obarveni je jedna barva nezavislou mno-
zinou o nejvice a(G).

2. X(G) + a(G) < |U(G)| + 1, protoze nezavislou mnozinu obarvime jednou barvou a
zbylé uzly kazdy jinou barvou, ale pravdépodobné existuje lepsi obarvitelnost proto
<.
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Heuristicky algoritmus 1:
1. Hledej v G nezavislou mnozinu
2. obarvi ji jednou barvou a vyhod

3. ve zbytku grafu pokracuj bodem jedna

Heuristicky algoritmus 2:
1. vezmi jeden uzel
2. koukni na sousedy a obarvi ho nejnizsi barvou, kterou nemé zadny soused

3. pokracuj v bodu 1

Rovinné grafy

Rovinné grafy jsou takové, které lze nakreslit v roviné tak, ze zadna z hran grafu se nektizi.
Kazdy rovinny graf ma x(G) < 4.

Hranové barveni

Dobré hranové obarveni je takové, ze kazda hrana, ktera méa spole¢ny uzel, ma jinou barvu.
Chromaticky index x/(G) je nejmensi ¢islo k, pro které je graf obarvitelny.

U uzlového obarveni neexistuje dolni omezujici funkce, u hranového je to jiné. Pro kazdy
graf plati, A(G) < X'(G) < A(G) + 1. Prvni nerovnost je jasna, z uzlu jde tolik hran kolik
je jeho stupen a proto musi byt i tolik barev.

Pozn.: Lze dokazat, ze x'(K2,-1) = X' (Ka,) = 2n — 1.

14 Trida problémui P, NP
T¥ida P

Tfida P je t¥ida vSech jazykt (problémil), pro néz existuje polynom p takovy, ze udava
casovou slozitost jazyka nejvyse p.

Jde teda o vSechny problémy, které jsou reSitelné v polynomidlnim case na zékladé
vypoctu rozhodovaciho algoritmu. Pokud je problém optimaliza¢niho charakteru, musi se
na rozhodovaci problém prevést.

Abstrakce pro rozhodovaci algoritmus je deterministicky pfijimaci pocitac¢, jehoz kazdy
krok je jednoznacny a vystupem je pak akceptovani a nebo odmitnuti slova na vstupu.
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Trida NP

Ttida NP je tfida vSech jazykd J takovych, Ze pro né existuje nedeterministicky pocitac,
ktery pracuje v omezeném polynomidlnim case a jazyk J pfijima.

Jde tedy o tfidu problému u nichz uhadnu reseni a pak jeho spravnost dokazu oveérit
v polynomialnim case.

Oproti deterministickému pocitaéi je zde navic piikaz CHOOSE J1, J2(vyber si J1 nebo
J2). Deterministicky pocitac je tedy specialni ptipad nedeterministického a proto P C N P.

Nedeterministicky pocita¢ pracuje v polynomidlnim omezeném case, jestlize existuje
polinom p takovy, Ze libovolné slovo délky n zpracuje v ¢ase nejvyse p(n).

15 Splnitelnost logickych formuli, polynomialita pro-
blému 2-SAT

Splnitelnost logickych formuli

Vstup: Logicka formule v proménnjch v KNF. Ukol: Zjistit zda je formule splnitelna.

Pokud méame logickou formuli, mtizeme se pokusit feseni uhddnout. V polynomidlnim
case pak mizeme ovérit, zda je formule pro uhadnuté feseni splnitelna. Pokud vsak feSeni
neuhadneme, nemiizeme jednoznacné fict, ze formule je nesplnitelnd pokud neprojdeme
vSechny moznosti 2.

Neexistuje efektivni algoritmus, ktery by nam dal jednoznac¢né feSeni v polynomialnim
case. Tato vlastnost je typicka i pro dalsi ilohy podobného typu, napt. hamiltonovskost,
existence kliky velikosti &k, k—obarvitelnost, aj. ..

2-SAT

2-SAT patii do tiidy P. Dikaz je algoritmus, ktery v polynomialnim case, dokaze rozhod-
nout zda je booleovska formule typu 2-SAT splnitelna.
Vstup: Formule f, jejiz kazda klauzule obsahuje praveé dva literdly a je KNF
Ukol: Je formule f splnitelna?
Vystup: Ano/Ne

1. Sestavime orientovany graf G ato tak, ze kazda klauzule bude obsahovat v grafu dvé
orientované hrany podle ptedpisu (@, b), (b, a).

2. Nasledné vyhledame kvazikomponenty a provedeme kondenzaci

3. Provedeme acyklické ¢islovani a sestavime spliujici pfitazeni tak, Ze postupujeme
podle acyklického ¢islovani pozadu a literaliim prifazujem hodnoty:

(a) z; =1, pokud z; € U(G¢)
(b) z; =0, pokud 7; € U(G¢)
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4. Pro splnujici ptitfazeni t pak formule nabyva hodnoty 1 a je splnitelna.

Proto, abychom zjistili zda je formule splnitelna nam staci zjistit, ze zadna kvazikom-
ponenta neobsahuje zddnou proménou a jeji negaci zarovern.

Algoritmus pracuje v polynomialnim ¢ase, protoze vyhledani kvazikomponent, konden-
zace a acyklického ¢islovani l1ze provést v polynomialnim case.

16 NP-uplné problémy

Problém je NP-tplny, jestlize nalezi do tfidy NP a kterykoliv jiny problém z NP lze na néj
kterykoliv jazyk J' < J, a pfitom J je alespon tak tézky jak J', které nalezi NP. NP-tplné
problémy jsou co do obtiznosti ekvivalentni.

Plati, ze P = NP = NPC nebo PN NPC = 0.

17 NP-uplnost problému splnitelnosti logickych for-
muli.

To, ze je SAT v NPC se tézko dokazuje, pokud je tfida NPC prazdna. Nastésti zde ale
mame Cookovu véta, ze SAT € NPC' a dukaz této véty, zafazuje problém SAT jako prvni
problém do mnoziny NPC.

Dtikaz je slozen z dvou hlavnich ¢asti. Nejprve se musi dokazat, ze SAT je v NP,
coz je pomérné snadné, protoze pri urcovani hodnot literalli, pouzivame nedeterministicky
piistup, kdy dévame literatu na vybér bud z hodnotu 0 nebo 1. Spravnost feSeni uréime
v polynomialnim case, ktery je imérny délce formule.

Zbyva tedy dokazat, ze kazdy jazyk J z NP je na SAT prevoditelny v polynomidlnim
case. Ukolem je tedy pro kazdé slovo jazyka J nalézt formuli v KNF takovou, ze bude
splnitelna, pravé kdyz bude akceptovano slovo jazyka J. Nasleduje dikaz na dvé stranky,
ktery fakt nedam.

Poznamka: s nedeterminismem se ve formulich vyrovname pomoci de Morgana, tj.
(d = dLl V dLQ) ~ (d V dLl V dLQ).

18 Problém 3-splnitelnosti logickych formuli

Vstup: Logickéd formule v KNF, jejiz kazda klauzule mé prave tii literaly.

Uloha: Je tloha splnitelna?

3—SAT e NPC

To, ze je 3-SAT v NP je zfejmé, protoze je to specialni pripad SAT.

To, ze je NPC dokdzeme tim, kdyz SAT <3 — SAT. Tim, ze redukuje SAT na 3-SAT
dokazeme, Ze je to alesponl tak t&zky problém jako SAT. Upravami, mtizeme dosdhnout
toho,aby libovolnd KNF obsahovala klauzule pouze o nejvyse 3 literalech.
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19 Nezavislost grafu a jeji NP-uplnost

Vstup: Graf G na n uzlech a pfirozené ¢islo k < n.
Ukol: Zjistit existenci nezavislé mnoziny velikosti alespoii k v G.
IND € NPC

To, ze je IND v NP je ziejmé, protoze nedeterminismus je v rozhodnuti, ze uzel patii
nebo nepatii do mnoziny nezavislych uzli.

Pro dokéazani, ze IND je NPC, je potifeba ukazat SAT < IND. Tedy, ze v G existuje
nezavisld mnozina, pravé tehdy pokud formule je splnitelna.

Sestrojime tedy graf G tak, ze pocet vrcholi budou odpovidat poctu literalti a pro
hrany budou platit nasledujici dvé pravidla:

1. vrcholy odpovidajici jedné klauzuli budou tvorit Gplny souvisly podgraf grafu G.
2. Vrcholy mezi klauzulemi budou spojeny hranou pouze mezi literdly s vlastnosti {x, T}

Pro takto sestaveny graf budou pak odpovidat mnoziny nezavislych vrcholt, fadkam
v pravdivostni tabulce, kde formule nabyva hodnotu jedna a je tedy splnéna. VSechny uzly
v nezavislé mnoziné budou mit tedy hodnotu jedna.

20 Barevnost grafu a jeji NP-uplnost

Vstup: Graf G na n uzlech a pfirozené ¢islo k < n.
Ukol: Zjistit zda je G' k-obarvitelny.
COL € NPC

To, ze je COL v NP je zifejmé, protoze nedeterminismus je v rozhodnuti, jestli uzel
obarvit tou nebo onou barvou.

Pro NPC € COV ukazeme, ze 3 — SAT <« COV'. viz. prednaska.
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21 Souhrn toho nejvétsiho know-how

Véta 1.: Uz nemam sil na prepinani ceske a anglicke klavesnice = nasleduje vynechavani
hacku a carek. :-)

Seznam vedatorskych zkratek

ha(z,y) Hranovy stuper - pocet prvkii nejmensiho hranového fezu mezi x a y.
h(G) nejmensi cislo z cisel hg(z,y).

ug(z,y) Uzlovy stuper - pocet prvkii nejmensiho uzlového fezu mezi x a y.
u(G) nejmensi cislo z cisel ug(x,y).

dg(u,v) vzdalenost mezi u, v

D matice vsech dg(u,v)

d¥%(u,v) vazena vzdalenost mezi u, v

D" matice vsech d&(u,v)

w(P) minimalni cesta

gh(A) genericka hodnost matice

v(B(A)) pérovéni bigrafu matice

r;; max mozny tok po hrane - nebo tak neco

© rezerva polocesty

d(G) nejmensi stupen uzlu v grafu G

A(G) nejvetsi stupen uzlu v grafu G

) nejvétsi nezavisla mnozina - nejsou spojeny hranou

(G) nejmensi pokryti - kazda hrana ma jeden konec v mnozine pokryti

) Klikovost grafu - nejvetsi uplny podgraf

v(G) nejmensi dominantnost - bud je v mnozine a nebo do ni ma hranu
nejvetsi nezavisla mnozina je i minimalni dominantni.

X(G) Chromatické €islo - pocet barev na vrcholy

X'(G) Chromaticky index - pocet barev na uzly
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