Minimalni kostra

Najdéte minimalni kostru grafu G:

Vyzkousejte si pti konstrukci minimdalni kostry obé varianty zakladnitho (hladového) algoritmu:

1. Ky je diskrétni graf na uzlové mnoziné grafu G, do K; ddme hranu grafu G' s nejmensim
ohodnocenim, a pak postupné konstruujeme K;,; z K; ptiddnim hrany grafu G s nej-
mensim ohodnocenim tak, aby K;,; byl souvisly a nevznikla kruznice (coz lze zajistit
tak, ze pridavanou hranu v kazdém kroku volime tak, aby vzdy méla jeden uzel v K; a

druhy mimo K;).

2. Ky = G, postupné vyhledavame kruznice v K; a mazeme v nich hrany s nejvétsim ohod-

nocenim.



Minimalni cesta

Pomoci Dijkstrova algoritmu najdéte minimalni cestu z uzlu u do uzlu v
v grafu G-

Reseni: Tabulka ukazuje postup konstrukce docasnych a trvalych hodnot jednotlivych uzli; trvalé hodnoty

jsou oznaceny tucné.

u=ay | ay | az | ay | a5 | ag | a7 | ag | ag =v
o0 oo | 00| 00| 00| 00| 00 00

0 4 19 |12 |14 | 00| 00| 0 o0
4 |9 |12 |14 |18 | 00 | 00

9 |12 | 14|17 | 22 | © o0

12 | 14 | 17 | 22 | 27 o0

14 | 17 | 22 | 25 29

17 121 | 25 29

21 | 24 28

24 28

Na obrazku jsou minimalni cesty z uzlu u do vSech uzlu grafu; minimalni cesta z u do v je vyznacena

tucéne.

21 24 28
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Kriticka cesta 1

Struktura ¢innosti v ramci projektu je dana nasledujici tabulkou:

Cinnost | Doba trvan{ | Podminujici ¢innosti
A 9 —
B 11 —
C 2 A
D 6 A
E 3 A B
F 2 B
G 10 C
H C,D,E
I C,D,E, F

1. Sestrojte sitovy graf projektu.

2. Urcete minimélni dobu trvani projektu a najdéte kritickou cestu.

3. Kdy nejpozdéji je nutno zahdjit ¢innost C', aby nebyl zpozdén cely projekt?

Resenti:
1.
C
2
D
6
E
NG
0 I
F
Y
2. Minimalni doba trvani projektu je 23, kritickd cesta je vyznacena tucné.

3. Cinnost C je nutno zahdjit nejpozdéji v ¢ase 11.




Kriticka cesta 2

Struktura ¢innosti v ramci projektu je dana nasledujici tabulkou:

Cinnost | Doba trvani | Podminujici ¢innosti

w

A
A
A
B.D
B.D
B,C,D
B,C,D
FG
F,G
H,1,L
E
E
K,M,N
J, K,M,N
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Sestrojte sitovy graf projektu, urcete minimalni dobu trvani projektu a najdéte kritickou cestu.

ResSeni:

1
12

13

2 7

)

0 R

y

el B




Maximalni tok 1

Najdéte maximalni tok z u do v v siti G a ovérte, ze nalezeny tok splnuje
podminky maximality.

Reseni. Niasledujici obrazky ukazuji jednotlivé iterace algoritmu. Rezervni polocesta je vizdy vyznacena

tucne, ohodnoceni hrany (u;,u;) je x;;/r;; (tj. ‘aktudlni hodnota toku hranou’/‘propustnost’).

4/6

Velikost nalezeného toku je rovna intenzité zdroje (a téz intenzité stoku), tj. a = 5+3 = 8. Zakrouzkované
uzly tvoif mnozinu R minimdlnfho fezu, a propustnost fezu (R, R) je rovna 2 +2 + 1+ 3 = 8. Velikost
toku (tj. intenzita zdroje) je tedy rovna propustnosti minimalniho fezu, a tedy tok je maximalni.

Navic si pov§imnéme toho, ze viechny hrany v (R, R) jsou nasycené a vsechny hrany v (R, R) maji nulovy
tok.



Maximalni tok 2

Najdéte maximalni tok z v do v v siti G a ovérte, ze nalezeny tok splnuje
podminky maximality.

Propustnosti vSech hran jsou rovny jedné.

ResSeni.

Nasycené hrany jsou v obrazku vyznaceny tucéné, velikost nalezeného toku (intenzita zdroje) je 4.

Uzly tvoifci mnozinu R minimélniho fezu jsou zakrouzkovdny. Minimaln{ fez (R, R) je tvoren hranami
(u,3), (u,6), (1',v) a (3',v), a jeho propustnost je tedy také 4.

Velikost nalezeného toku je tedy rovna propustnosti minimalniho fezu, a nas tok je proto maximalni.

Navic si pov§imneme toho, ze vSechny hrany v (R, R) (tj. (u,3), (u,6), (1',v) a (3/,v)) jsou nasycené, a
vSechny hrany v (R, R) (tj. (6,3') a (3,3')) maji nulovy tok. Jesté poznamenejme, ze v dané siti nenf

maximalni tok jednoznaény (tj. toto je jeden z moznych maximalnich toku).



Rozlozitelnost matic 1

Zjistéte, zda je matice A rozlozitelna, a pokud ano, najdéte prislusnou permutaci fadkt a

sloupchi.
0 4 0 1
0 0 0 O
A —
7 5 0 3
01 0 0
Reseni. 1 4 2
1. Sestrojime diagram a(A) matice A:
1 5}
7 1
Graf 6(A) neni silné souvisly a tedy A je rozlozitelna. 3 3 4
2. Graf a(A) je dokonce acyklicky, tj. ma jednouzlové kvazikomponenty.
o .y (1) 2 4 2) 4
Uzly ocislujeme podle véty o acyklickych grafech {
(stara cisla uzlu jsou na obrazku v zavorkach a 1 5
nova jsou tucneé).
7 1
(3)1 3 1) 3

3. Porovnanim starych a novych ¢isel uzli dostavame permutaci m, ktera rozklada matici A:
Stara cisla uzlu ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

Nova cisla uzlu ‘ 2 ‘ 4 ‘ 1 ‘ 3

4. Aplikaci permutace 7 na fadky matice A dostaneme matici

75 0 3
0 4 0 1
01 0 0]’
00 0 O

a aplikaci téze permutace m na sloupce této matice dostaneme matici

o O O O
S O O
S = e Ot

o O = W



Rozlozitelnost matic 2

Zjistéte, zda je matice A rozlozitelna, a pokud ano, najdéte prisluSnou permutaci radka a

sloupci.

>

I
S = = =
_ o O = O
— = = = O
—_ = O O =

Resent.
1. Sestrojime diagram @(A) matice A:

Graf (_j(A) nenf silné souvisly a tedy A je rozlozitelna.

2. Graf ?}')(A) mé dvé kvazikomponenty

s uzlovymi mnozinami {2,5} a {1, 3,4},

kondenzace je na obrazku. Komponenty 2,5 1,3,4
oc¢islujeme podle véty o acyklickych grafech:
G1=1{2,5}, Gy ={1,3,4}.

3. Precislujeme uzly souhlasné s oc¢islovanim kvazikomponent,
tj. nejprve uzly v Gy, pak v Gy (stard ¢isla uzlu jsou

opét v zavorkach a nova jsou tuéné):

(5) 2 (4)5
4. Porovnanim starych a novych ¢éisel uzlu dostavame Stard éisla uzl ‘ 1 ‘ 9 ‘ 3 ‘ 4 ‘
permutaci 7, kterd rozklada matici A: Nova ésla uzli ‘ 3 ‘ 1 ‘ A ‘ 5 ‘ 9

5. Provedenim permutace 7 na radky a sloupce matice A postupné dostaneme

1 0 0 1 07 0 0 1 0 17 1 1 1 1 07
1 1 1 01 11 1 10 1 0 011
A=|1 01 0 0]|~0 1 1 0 0|~]0 0 1 0 1
1 01 10 0 01 11 001 10
L0 1 1 1 0l L1 0 0 1 1] L0 0 1 1 1]




Rozlozitelnost matic 3

Zjistéte, zda je matice A rozlozitelna nebo slabé rozlozitelna, a pokud ano, najdéte piislusnou

permutaci fadka a sloupcii.

0 1 0 1 07
001 0O
A=(0 1 1 1 0
01 0 0 1
L1 0 0 1 1]
Reseni. 2
1. Sestrojime diagram a)(A) matice A:
U1 3
@(A) je silné souvisly a tedy A je nerozlozitelna.
Zjistime tedy, jestli A neni alespon slabé rozlozitelna. i o
/
2. Sestrojime bigraf ?(A) matice A: 1 1
2 2/
3 3
Pro S = {1,2,3} je N(S) = {2/,3,4'}. 4 4
Tedy |N(S) < |S|, tj. mnozina S je stabilni. 5 5
/ !/
3. Precislujeme uzly ?(A) tak, ze nejprve ¢islujeme (1) 3 (1)1
uzly mimo S (resp. mimo N(S)) a pak uzly v S (2) 4 (2) 3
(resp. v N(S)). Mnoziny S a N(S) jsou oznaceny (3)5 (3) 4’
krouzky, stara ¢isla uzlu jsou opét v zavorkach a (4)1 (4) 5’
nova jsou tucneé. (5) 2 (5) 2

4. Porovnanim starych a novych ¢isel uzlu dostavame permutace, které rozkladaji matici A:

Réadky
Stara ¢isla uzlu ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5

Novaéfslauzlﬁ\3\4\5\1\2

Sloupce

Starééislauzlﬁ‘1‘2‘3‘4‘5

Nov4, éisla uzli \ 1\3\4\5\2

5. Provedenim nalezenych permutaci na radky a sloupce matice A postupné dostaneme

0 1 0 1 07 [0
0 01 00 1
A=10 1 1 1 0|~ |0
01 0 01 0
L1 0 0 1 1J LO

—_ O = O =

_ = O O O

—_— O = = O

17 0 1 1 0 07
1 1 1 0 0 1
Of~(0 0 1 0 1
0 00 0 10
0 L0 0 1 1 1]




Nezavislost, dominance, klikovost

Urcete nezavisost «(G), ¢islo dominance v(G) a klikovost w(G) nésledujicich grafi:

G1 GQ

Reseni.




Jadro acyklického grafu

Najdéte jadro nasledujiciho grafu.

Reseni.
Znaceni uzlu je i/ f(i), kde i je poradi uzlu v acyklickém ¢islovani a f(i) je hodnota Grundyho funkce

t-tého uzlu. Uzly jadra jsou zakrouzkovany.

2/1 9/0

4/2 10/2

5/ 12/0
/3

1/0

% 11/1

3/3 6,2



Jadro grafu bez lichych cyklua

Najdéte jadro nasledujiciho grafu.

Reseni. Postup konstrukce jadra je popsén v ditkazu Véty 6.9.

Go
q
Hy
E
i
Hy
G

Gy = Hy
Vo

H, &>




Barevnost 1

Urcte chromatické ¢islo nasledujicich grafi.

X(G) < 4 protoze G je rovinny,
X(G) =2 w(G) =4,
odtud x(G) = 4.

X(G) < 3 z Brooksovy véty,
X(G) > 3 protoze G m4 lichou kruznici,
odtud x(G) = 3.

X(G) < 4 protoze G je rovinny,
X(G) > 3 protoze G neni 3-obarvitelny

(odpovida formuli f(z) = x AT, kterd neni

splnitelnd — viz kap. 9.8, dukaz véty 9.11),
tedy x(G) = 4.

X(G) < 4 protoze G je rovinny,

X(G) > 3 protoze G m4 lichou kruznici,
tedy 3 < x(G) < 4.

Ovéite si (probirkou vsech moznosti) ze
G neni 3-obarvitelny (ndvod: pii barveni
3 barvami musi a a b mit ruzné barvy).

Tedy x(G) = 4.



Barevnost 2

Urcte chromatické ¢islo nasledujicich grafi.

Gl GQ

Reseni.

Ziejme plati 3 < x(Gy) < 4 (x(G1) > 3 protoze G; m4 lichou
kruznici a x(G1) < 4 protoze Gy je rovinny). Dokazte, ze G; neni
3-obarvitelny a tudiz y(G1) = 4.

Navod: Pii barveni 3 barvami maji a,b,c ruzné barvy, odkud
x(a) = x(d). Obdobné a, u a v maji ruzné barvy, tedy x(a) =
x(d) = x(z). Symetricky x(a) = x(d) = x(y). Tedy x(z) = x(y),
coz je spor na hrané zy.

Opét 3 < x(Gy) < 4. Hleddme 3-obarveni. Kdyby z a y mély
stejnou barvu (dejme tomu 1), tak by i x(a) = x(b) = 1, coz je
spor na hrané ab. Tedy x(x) # x(y). Pak ale u, v maji stejnou
barvu a dostdavame obdobny spor na hrané cd.
Graf G5 tedy neni 3-obarvitelny a x(Gs) = 4.

Mame x(G3) < 4 protoze G je rovinny, a x(G3) > w(Gs) = 4
protoze G obsahuje kliku velikosti 4. Tedy x(G3) =4 .




Barevnost 3

Urcte chromatické ¢islo nasledujiciho grafu:

A

1
Graf G ma lichou kruznici, tudiz x(G) > 3. Snadno najdeme 4-obarveni
(viz obrazek). Dokézeme, ze neexistuje 3-obarveni. 2 9
Bez djmy na obecnosti polozme y(a) =1 a x(b) = 2. Z x(a) = 1 plyne, zZe .&'
x(e) =2 nebo x(e) = 3.
3 e ® 4

1 1
Pripad 1: x(e) = 2. Pak {x(c), x(d)} = {1, 3}.
(i) Je-lix(e) = Lax(d) =3, pak x(h) = L x()) = 5 o 5
3 a x(j) = 2. Uzel k pak nelze obarvit zddnou o &
z barev 1,2, 3, coz je spor. ..‘ ..‘
(17) Piipad x(c) =3 a x(d) =1 je symetricky.
le ® 3 BL $]

Piipad 2: x(e) = 3. Pak x(f) =1, a x(k) = 2 nebo
x(k) = 3.
(1) Je-li x(k) =2, pak x(g9) = 3, odkud x(c) =1,
a uzel 7 nelze obarvit zadnou z barev 1, 2, 3.
(17) Je-li x(k) = 3, pak x(j) = 2, odkud x(d) = 1,
a uzel h nelze obarvit zadnou z barev 1, 2, 3.

Graf G tedy neni 3-obarvitelny a x(G) = 4.



SAT <« IND

(splnitelna formule)

Je dana logicka formule f(z,y,z,u) = (xVyVZVu)A(ZVZ)A(xVygVa)A(xzVyVz).

Rozhodnéte zda je f splnitelna prevodem na nezavislost grafu.

ResSeni.

Formuli f odpovida nésledujici graf:

P

Formule f mé 4 klauzule, a tedy f je splnitelna praveé kdyz v grafu G existuje nezavisla mnozina velikosti 4.

Takovych nezavislych mnozin je v G vice, nékteré z nich jsou (spolu s odpovidajicimi spliiujicimi pfitazenimi)

zakrouzkovany na nasledujicim obrazku.

z N

Y ®
2 /

w8

z N

y ®
ANV ®

U D\

Poznamenejme jesté, ze napiiklad pro nezavislou
mnozinu  (velikosti 4) mna obrdzku vpravo
dostavame pouze z = 0 a x = 1, a hodnoty
proménnych y a u nejsou touto mnozinou jedno-
znecné urceny. To znamena, ze vSechna prifazeni

s z=0a x =1 jsou spliujici.

/o
N

-
r=1,y=0,z2=0u=1
S
%
»/C>
P
r=1,y=12=0u=0
N




SAT <« IND

(nesplnitelna formule)

Je dana logicka formule f(z,y,2) = (V) A@TVYVZ)AETVZ)A(yVz)A(zVyVZI).
Rozhodnéte, zda je f splnitelna prevodem na nezavislost grafu.

Reseni.

Formuli f odpovidé nasledujici graf: a 7
: -
z

Formule f ma 5 klauzuli, a tedy f je splnitelna pravé kdyz v grafu G existuje nezavisla mnozina velikosti 5.

Takovou nezavislou mnozinu se nedaii nalézt; to vsak neni dukaz. K dukazu nesplnitelnosti formule f je
tteba dokéazat, ze v G neexistuje nezavisla mnozina velikosti 5. Vzhledem k tomu, Ze neni znama dobra

charakteristika, nezbyva nez provést probirku vSech moznosti.
To lze provést naptiklad nésledujici ivahou.

Oznac¢ime K; kliku v grafu GG, odpovidajici

i-té klauzuli formule f, a uzly kliky K; o T e o T 0

(odpovidajici literdlum proménnych z, y, 2)

oznacime a;, b, c;, 1 = 1,2,3,4,5 (viz B
Yy p
obrazek). b by - [b 5

Kdyby v G existovala nezavisld mnozina

Co C3 Cy Cs

A velkosti 5, musela by obsahovat z kazdé
z klik Ky, ..., K5 pravé jeden uzel. K, Ky K, Ky K

7 kliky K tedy dostdavame 2 moznosti:

1. piipad: a; € A. Pak as ¢ Aaaz ¢ A. Z K3 dostavame c3 € A, odkud ¢; ¢ A a ¢y ¢ A. Protoze ay ¢ A
acy ¢ A,z Ky musi byt by € A. Pak ale nutné by ¢ A a to je spor, protoze nelze soucasné by ¢ Aicy ¢ A

(klika K4 by neobsahovala zadny uzel mnoziny A).

2. piipad: by € A. Pak by ¢ Aabs; ¢ A; z Ky plyne ¢y € A, odkud ¢5 ¢ Aacs ¢ AV K5 médme bs ¢ A a
cs & A, tedy as € A, odkud a3 ¢ A, a to je opét spor, nebot K3 by neobsahovala zadny uzel mnoziny A.

Obé moznosti vedou ke sporu, mnozina A tedy neexistuje.



3-SAT <« 3-COL

Je dana logicka formule f(x1,xo,23,24) = (21 V T3V Z3) A (71 V 23V T4) A (T2 V 23 V 24).

Rozhodnéte, zda je f splnitelnd prevodem na 3-obarvitelnost grafu.

Reseni.

Formuli f odpovida nasledujici graf G:

Formule f je splnitelna, pravé kdyz G je 3-obarvitelny, a G je 3-obarvitelny, pravé kdyz existuje takové

3-obarveni G, pfi némz u ma barvu 0, v ma barvu 1 a w ma barvu 2.

Takové obarveni ale existuje — viz obrazek:

Formule f je tedy splnitelna.
(Poznamenejme, ze diky predepsanému obarveni uzlu w barvou 2 davaji barvy uzlu zy, x, 3, x4 prislusné

spliujici ptirazeni).



