9.5 Trida NP

Definice 9.4. Nedeterministicky algoritmus se v nékterych krocich miize
libovolné rozhodnout pro nékteré z nékolika moznych riiznych pokraco-

vani.

Priklad. Uvazujme problém IND a nésledujici algoritmus.
Vstup: graf G s uzly uq, ..., u,.
1) X =0 (inicializace)
2) proi=1,2,...,n proved:
a) budto X := X U {u;},
b) nebo X = X
(nedeterministicky krok)
3) Jestlize {u;,u;} € H(G) pro nékteré u;, u; € X, pak REJECT
(test mezavislosti)

4) Je-li | X| > k pak ACCEPT, jinak REJECT  (test | X| > k)

Vlastnosti:
e v dusledku nedeterministicnosti 2. kroku je 2" moznych ruznych vypocétu,

e v (G existuje nezavisla mnozina o alespon k uzlech pravé kdyz existuje
vypocet, koncici ACCEPT.



Definice 9.5. Nedeterministicky prijimaci pocita¢ ma (navic oproti diive
definovanému prijimacimu pocitaci) prikaz CHOOSE L1, 1.2, kde L1, L2

jsou naveésti.

Definice 9.6. Rekneme, Ze slovo w je piijiméno nedeterministickym priji-
macim poc¢itacem M, jestlize existuje pripustny vypocet pocitace M s po-
catecni konfiguraci danou slovem w a koncici ACCEPT. V opa¢ném pri-
padé rekneme, Ze nedeterministicky prijimaci pocita¢ odmita slovo w.

Rekneme, ze M piijimé jazyk J, jestlize pro kazdé slovo w jew € J < M

prijima w.

Definice 9.7. Rekneme, Ze nedeterministicky prijimaci poc¢ita¢ M zpra-
cuje slovo w v case nejvyse t, jestlize:
- bud'to M prijimé w, a existuje pripustny vypocet urcéeny slovem w
a koncici ACCEPT po nejvyse t krocich,
- nebo M odmita w a kazdy pripustny vypocet konc¢i po nejvyse t

krocich.

Definice 9.8. Rekneme, Ze nedeterministicky prijimaci pocitac M pra-
cuje v polynomialné omezeném case, jestlize existuje polynom p takovy, zZe

libovolné slovo délky n zpracuje v ¢ase nejvyse p(n).



Definice 9.9. Trida NP je trida vSech jazyku J takovych, ze existuje
nedeterministicky prijimaci pocitac, ktery pracuje v polynomialné omeze-

ném case a prijima jazyk J.

Véta 9.3. PCNP.

(2) Je J € P?
(i7) Je alespon J € NP?
(737) Hledame presné teseni postupy typu ,hruba sila‘“.

(iv) Pouzijeme heuristiku a spokojime se s pribliznym fesenim.

Algoritmus Deterministicky | Polynomialni Ptijima J
(i) Dokazuje J € P ANO ANO ANO
(2¢) Dokazuje J € NP NE ANO ANO
(737) ,Hruba sila“ ANO NE ANO
(¢v) Heuristika ANO ANO NE




Polynomialni redukce a NP-tuplné problémy

Definice 9.10. Prekladaci pocitac je pocitac M s libovolnym pristupem
takovy, ze pro kazdy jeho vypocet (dany libovolnou pocatecni konfiguraci)
plati:

- kazdé provedeni WRITE zapiSe na vstupni pasku ¢islo 0 nebo 1,

- po kone¢ném poctu kroku se vypocet zastavi provedenim STOP.
Posloupnost nul a jednicek, zapsanou na vystupni pasce pri vypoctu ur-

¢eném slovem w, oznacime M (w).

Definice 9.11. Rekneme, Ze jazyk J; je redukovatelny na jazyk Jo (zna-
¢ime Jy <4 Jy), jestlize existuje deterministicky prekladaci pocita¢ M pra-
cujici v polynomialné omezeném case takovy, ze pro kazdé slovo w je

w e Sy & Mw) € Js.

Veéta 9.4.
1) Ji< s, Jo<Js = J1<Js (tranzitivita)
2) J1ady, Jhbe NP = Jy € NP
3) J1<aJy, JheP = JeP

J1 < Jo znamena, ze Js je alespon tak tezky jako Jj.



Definice 9.12. Jazyk J se nazyva NP-uplny, jestlize plati
1) J e NP,
2) pro kazdy J € NP je J < J.

Ttidu NP-uplnych jazyku oznacime NPC (,NP-complete®).

Véta 9.5. Plati: bud P = NP, nebo PN NPC = ().

Jazyk J se nazyva NP-tézky, jestlize pro kazdy J' € NP plati J < J.



NP-tplnost problému SAT — Cookova véta

Véta 9.6. (Cook) SAT € NPC.
1. SAT € NP.

2. Pro kazdy J € NP je J< SAT.

Necht
- J € NP,
- M je nedeterministicky prijimaci pocitac, prijimajici J v ¢ase omezeném

polynomem p.

Ukol: pro kazdé slovo w € J nalézt formuli f,, v KNF tak, ze f,, je splnitelna,
prave kdyz M prijima w.

Oznacime:
n - délka slova w,

m = p(n),
q - pocet prikazu programu pocitace M.

To znamena, ze
- pouze prvnich n poli vstupni pasky obsahuje ¢isla # 0,
- pouze prvnich m pamétovych bunék obsahuje ¢islo # 0,
- v zaddné pamétové butice neni ¢islo vétsi nez m,

- pocet kroku pocitace je nejvyse m.



K popisu vsech konfiguraci staci znat hodnoty logickych proménnych:

a;, ’1;21,...,77,2

a; = 1 & v -tém poli vstupni pasky je cislo 1

by, 1=1,... ,n,t=0....,m:

biy = 1 & po t-tém kroku je vstupni hlava na i-tém poli pasky

Cijt, t=0...m,7=0,x1,...,xm, t=0,... m:

cijt = 1 < v t-té konfiguraci je v i-té pamétové buiice ¢fslo j

dj, 7=1,...,¢,t=0,... ,m:

dj; = 1 < v t-t¢ konfiguraci je v programovém registru cislo j



Maji-li proménné popisovat kroky pocitace M, ktery v m krocich ptijme slovo
w, musi splinovat nasledujici podminky:
1) hodnoty a; se shoduji s 0 a 1 ve slové w,
2) hlava nemize byt soucasné na dvou mistech:
pro kazdé t existuje nejvyse jedno ¢ tak, ze b = 1,
3) v kazdé pamétové burice je prdvé jedno cislo:
pro kazdé ¢,t existuje pravé jedno j tak, Ze ¢;j; = 1,
4) totéz pro programovy registr:
pro kazdé ¢ existuje prave jedno j tak, ze dj; = 1,
5) jestlize dj,, = 1, pak j je navésti nekterého pitkazu ACCEPT,
6) vztah hodnot proménnych mezi ¢ — 1 a ¢t musi odpovidat provadénému

prikazu pocitace.

Polozime
fw - fwl A\ fw2 A\ fwB A fw4 A fw5 A fw6:

kde f.; je formule dana podminkou ¢, 2 =1,...,6.



