9. Teorie NP-uplnosti

9.1 Logické formule

Logickd (booleovskd) proménnd je proménnd, ktera nabyva hodnot 0 (false)
a1l (true).

Logicka formule:
() konstanty 0 a 1 a kazda logickd proménna jsou logickymi formulemi,
(i1) jsou-li f, g logické formule, pak je logicka formule i vyraz f, f Ag, fV g,
f=9 /<9 g

f negace f=1 &S f=0

fANg konjunkce fANg=1 & f=1asoucasné g=1

fVg disjunkce fVg=1 <« alespon jeden z f, g je roven 1
f =g implikace f=g=1¢« f=1nchog=1

f < g ekvivalence feg=1 < f=g

f@®& g wvylucovaci nebo fdH g=1 <& prave jeden z f, g je roven 1

Definice 9.1. Ma-li formule pro dané hodnoty proménnych hodnotu 1,
rikame, ze je splnéna. Formule, ktera je splnéna pro vsechny hodnoty

proménnych, se nazyva tautologie.

Rekneme, ze formule f proménnych x1, xo, . . ., x, jesplnitelna, jestlize exis-

tuji hodnoty x1, xo, ..., x,, pro které je f splnéna.



Definice 9.2. Proménné a jejich negace se nazyvaji literaly. Literaly a

disjunkce dvou ¢i vice literalu se nazyvaji (disjunktivni) klauzule.

Je-li formule disjunktivni klauzuli nebo konjunkci dvou ¢i vice disjunk-

tivnich klauzuli, rikame, Ze formule je v konjunktivni normalni formé (tvaru).

Je-li formule v konjunktivni normalni formé a kazda klauzule obsahuje
literaly vsech proménnych, rikame, ze formule je v uplné konjunktivni

normalni forme (tvaru).

Definice 9.3. Literdly a konjunkce dvou ¢i vice literalu se nazyvaji (kon-

junktivni) klauzule.

Je-li formule konjunktivni klauzuli nebo disjunkci dvou ¢i vice konjunk-
tivnich klauzuli, rikame, ze formule je v disjunktivnim normalnim tvaru

(forme).

Véta 9.1. Kazdou nekonstantni logickou formuli Ize vyjadrit v UDNF i
UKNF.

9.2 Problém splnitelnosti logickych formuli — SAT

SAT
Vstup: logickd formule f(x1,xs, ..., x,) v proménnych x1, xo, ..., x, v KNF
(tj. f=c1ANeca Ao Ay, kde ¢ jsou klauzule proménnych x1, s, . .., x,).

Ukol: zjistit, zda je formule f splnitelna.



9.3 Problém k-SAT a polynomialita problému 2-SAT

kE-SAT
Vstup: logicka formule tvaru
m k
flay,ze, . xn) = A [V ay],
1=1 \y=1
kde kazdé a;; je rovno zy nebo zy pro vhodné £ =1,... ,n
(tj. f je formule v KNF, kterd ma m klauzuli délky k).
Ukol: zjistit, zda je formule f splnitelna.

2-SAT
Vstup: logicka formule f(xq,...,x,) = (a1 Vb)) Alaa Vb)) A. ..  Alapm Vby,),
kde kazdé a;, b;(i = 1,... m) je rovno xy nebo Ty pro vhodné £ =1,... | n

(tj. f je formule v KNF s klauzulemi délky 2).
Ukol: zjistit, zda je formule f splnitelna.

Véta 9.2. 2-SAT € P.

flxy,...,x,) =C1 AN Cy A ...\ Cp, jeformule v proménnych xy, ..., x,

s klauzulemi o 2 literalech.

Sestrojime orientovany graf G 7 nasledujict konstruket:
U(C_jf) ={x1,..., T, T1,...,Tn},
pro kazdou klauzuli C; = (a V b) budou v G 7 obé hrany (a,b) a (b,a).



Lemma 9.1. Existuje-li v C_jf orientovany sled z a do b, pak v C_jf existuje

i orientovany sled z b do a.

Spliwjici prifazeni: kazdy vektor t € {0,1}", pro ktery f(t) =1
(tj. takové pritazeni hodnot 0, 1 proménnym xq, ..., x,, ze pro tyto hodnoty

je formule f splnéna).

Je-li a literdl a t € {0,1}" vektor hodnot proménnych x1, ..., z,, pak

a(t) znaci hodnotu literdlu a po dosazeni vektoru .

Lemma 9.2. Existuje-li v éf cesta z a do b, pak pro kazdé splnujici

pritazeni t je a(t) =1 = b(t) = 1.

Lemma 9.3. Je-li t splnujici prirazeni, pak pro kazdou kvazikomponentu
G, grafu Gy a pro kazdé uzly a,b € U(G;) je a(t) = b(t) (a tedy také

a(t) = b(t)).

Lemma 9.4. Formule f je splnitelna prave kdyz zadna kvazikomponenta

grafu Gy neobsahuje soucasné nékterou proménnou i jeji negaci.

C_jl, ey G, - kvazikomponenty G 7 v acyklickém ocislovani
(t]. Gy je vstupni, G, je vystupni a hrany z G; do G existuji pouze pro i < j)
Konstrukce prirazent t

Postupujeme pro j =s,s —1,...,1,

V proménnou x; ur¢ime nejvetsi index jg takovy, ze x; nebo z; je v éjo,
polozime

Cijo)v
Gjo)'

x; = 1, jestlize x; € U(
x; = 0, jestlize T; € U(



9.4 Problém existence nezavislé mnoziny uzlt dané velikosti- IND

IND

Vstup: neorientovany graf G na n uzlech a prirozené cislo £ < n.

Ukol: zjistit, zda v grafu G existuje nezavisla mnozina uzlu velikosti alespon k.

Priklad. Je dan graf G s uzly x1, 2o, ...,x, a cislo k.
Sestrojime formuli f(uy,us,...,u,) takovou, ze f je splnéna pravé kdyz
mnozina N = {x; € U(G)|u; = TRUE} je nezavisla mnozina o alespon

k prvcich.

Nasli jsme polynomialni redukct IND na SAT.

Diusledek 9.1. Uloha SAT je alespon tak tézka jako tloha IND.

Dusledek 9.2. Kdybychom méli polynomialni algoritmus na SAT, bylo

by mozné vytvorit polynomialni algoritmus i na IND.



Priklad. Naopak: je dana logicka formule v KNF' tvaru

m my
f(ul,?,bQ,...,Un) — /\ (\/ al]) )
i=1 \j=1
kde kazdé a;; je tvaru uj, nebo uj pro vhodné k.

Sestrojime graf G takovy, ze v G existuje nezavisla mnozina velikosti m

pravé kdyz f je splnitelna.

Konstrukece grafu G:
U(G):{.Iij‘i:l,...,m; jzl,...,mi},
H(G) = {{zij,zpetli=p a § # qtU{{zij, 2pe}| i # D, J=¢q a aijj =y}

Nasli jsme polynomialni redukct SAT na IND.

Dusledek 9.3. Uloha IND je alespon tak tézka jako tuloha SAT.

Dusledek 9.4. Kdybychom méli polynomialni algoritmus na IND, bylo

by mozné vytvorit polynomialni algoritmus i na SAT.

Dusledek 9.5. SAT € P pravé kdyz IND € P .



