6. Nezavislost, dominance, klikovost a jadro grafu

6.1. Neorientované grafy

Definice 6.1. Mnozina A C U(G) se nazyva nezavisla mnozina grafu G,

jestlize zadné dva uzly mnoziny A nejsou spojeny hranou.

Definice 6.2. Nezavislost grafu G (znacime «(G)) je nejvétsi pocet prvku

nezavislé mnoziny grafu G.

Definice 6.3. Mnozina B C U(G) se nazyva (uzlové) pokryti grafu G,
jestlize pro kazdou hranu {x,y} € H(G) je x € B nebo y € B.

Definice 6.4. Pokryvaci cislo grafu G (znacime B(G)) je pocet prvku
nejmensiho pokryti grafu G.

Véta 6.1. Mnozina A C U(G) je nezavisla pravé kdyz B = U(G) \ A je
pokryti G.

Dusledek 6.1. Pro kazdy graf G plati

a(G) + B(G) = [U(G)].



Véta 6.2 (Chvatal, Erdds). Necht G je k-souvisly graf (k > 2)
s a(G) < k. Pak je G hamiltonovsky.

Véta 6.3 (Dirac).  Necht G je k-souvisly graf (k > 2). Pak pro kazdou
mnozinu M C U(G), |M| < k, existuje v grafu G kruznice C' takova, zZe
M cU(C).

Definice 6.5. Podgraf K C G se nazyva klika grafu G, jestlize
a) K je uplny podgraf
b) jestlize K C K' C G a K' je iplny podgraf, pak K = K'.

Definice 6.6. Klikovost grafu (znacime w(G)) je nejvétsi pocet uzli kliky
grafu G.

Definice 6.7. Necht G je graf. Potom graf
¢~ (v ") vme)

se nazyva doplnék grafu G.

Véta 6.4. Necht G je graf. Pak

a(G) = w(G).



Definice 6.8. Mnozina B C U(G) se nazyva dominantni mnozina grafu G,

jestlize pro kazdy uzel x € B existuje uzel y € B takovy, ze {x,y} € H(G).

Definice 6.9. Pocet prvkil nejmensi dominantni mnoziny grafu G se

nazyva ¢islo dominance grafu G a znaci se v(G).

Veéta 6.5. Necht A C U(G) je nezavisld mnozina grafu G. Pak A je

maximalni nezavisla mnozina pravé kdyz A je dominantni.

Véta 6.5. Kazda maximalni nezavisla mnozina je minimalni dominantni

mnozina grafu G.

Disledek 6.2. Pro kazdy graf G plati v(G) < a(G).

Definice 6.10. Mnozina uzli C C U(G), kterd je soucasné nezavisla i

dominantni, se nazyva jadro grafu G.

Véta 6.7. Kazdy neorientovany graf ma jadro.



Poznamka. Uloha zjistit, zda v daném grafu existuje nezavisla mnozina

predepsané velikosti, je NP-uiplny problém.

Algoritmus (maximalni nezavisla mnozina v grafu).
1. X =0, Y =U®QG).
2. Dokud je Y # (), provadéj operaci (3):

3. Zvolxr €Y,
poloz X := X U{x},

z Y vynech x a vSechny uzly s nim sousedni.



6.2. Jadro orientovaného grafu

Definice 6.11. Bud G orientovany graf. Rikdme, ze mnozina A C U(G)

je nezavisla, jestlize zadné dva jeji uzly nejsou spojeny hranou.

Definice 6.12. Bud G orientovany graf, C' C U(G). Mnozina C' se nazyvé
jadro grafu é, jestlize
(i) C' je nezavisla mnozina,

(ii) pro kazdy x € U(G) \ C existuje y € U(C) tak, ze (z,y) € H(G).

Veéta 6.8. Kazdy acyklicky graf ma jadro.

Veéta 6.9. Kazdy orientovany graf bez cykli liché délky ma jadro.



