3. Grafy a matice

Definice 3.2. Ctvercovd matice A se nazyva rozlozitelnd, Ize-li ji napsat

ve tvaru

A A

kde A11 a Ay jsou c¢tvercové matice radu alesponn 1 a 0 je nulova ma-

A —

9

tice, anebo lze-li ji do tohoto tvaru prevést permutaci radkii a stejnou

permutaci sloupctl.

Ekvivalentné: A je rozlozitelna, jestlize existuje permutacni matice P tak, Ze

A Ap
0 Ayp

PAP! =




Véta 3.2. Bud G ohodnoceny orientovany graf. Plati:

a) Je-li G silné souvisly, pak je matice W(G) nerozlozitelna.

b) Jsou-li él, e Gy kvazikomponenty grafu é, ocislované tak, ze v kon-
denzaci G¢ jsou pouze hrany (ék, ég) pro k < £ a ocislujeme-li uzly
grafu G souhlasné s oéislovanim kvazikomponent, tj. tak, ze je-li i €

Gy aje Gy pro k < {, pak v < j, pak matice W(C_j) ma tvar

W(G) =

kde W;; = W(@)Z, 1 =1,...,k, a tyto matice jsou jiz nerozlozitelné.

Disledek 3.1. Ctvercovd matice A je nerozlozitelnd pravé kdyz jeji

Wi Wi, Wi ...

0 Wy Wy ...
0 0 Wz ...
0 0 0

diagram G(A) je silné souvisly.

Wi
Wy
W3,

. Wi |




Definice 3.3. Rekneme, Ze ¢tvercovd matice A je slabé rozlozitelnd, jestli-

ze existuji permutacni matice P a Q tak, ze

PAQ =

All A12
0 Ay |’

kde A1 a Ay jsou ¢tvercové matice radu alespon 1 a 0 je nulova matice.

Ctvercova matice, ktera neni slabé rozlozitelna, se nazyva uplné nerozlozi-

telna.

Definice 3.4. Bigraf je orientovany graf G , jehoz mnozinu uzli lIze rozlozit

na disjunktni neprazdné podmnoziny Uy, U, tak, ze pro kazdou hranu

(u,v) € H(G) jeu e Uy av € Us,.

Definice 3.5. Bud A = [a;| ¢tvercovd matice fddu n; oznacme U,
mnozinu radkovych indext a U, mnozinu sloupcovych indexii matice A.

Bigraf matice A je orientovany graf B (A) s mnozinou uzli
U=U,UU,
a mnozinou hran

H = {(’L,])’ 1 € Ul,j - UQ,CLU 7é O}



Definice 3.6. Bud G bigraf s mnozinou uzli U(C_j) = U; U U,. Mnozina

V c U, 0 #V # Uy, se nazyva stabilni mnozina v é, jestlize pro mnozinu
uzli

W ={jel| JiecV tak, ze (i,j) € H(G)}
plati
W) < |V].

Véta 3.3. Ctvercovd matice A je slabé rozlozitelnd pravé kdyz v jejim
bigrafu B(A) existuje stabilnf mnozina.



Definice 3.7. Rekneme, Ze bigraf G je linearni, jestlize pro kazdy uzel
u € Uy je dz(u) =1 a pro kazdy uzel v € Uy je dj(v) = 1.

Definice 3.8. Jeli G bigraf a G, c G jeho linearni podbigraf, pak

rikame, zZe G, je parovani v G.

Je-li Gy C G pérovani v G takové, ze U(G) = U(G) (tj. G, je faktorem
bigrafu é), pak rikame, ze G, je perfektni parovani v G.

Véta 3.4.
1. Je-li A regularni matice, pak jeji bigraf B (A) ma perfektni parovant.
2. Jestlize bigraf G m4 perfektni parovani, pak existuje regularni matice
A takova, ze B(A) = G.



Definice. Strukturalni matice radun > 1 je ¢tvercova matice radu n, u niz
je dana pouze struktura nulovych a nenulovych prvki, ale nejsou urceny

jejich konkrétni hodnoty.

(Ponékud presnéji: na strukturalni matici lze pohlizet jako na funkei hodnot

jejich nenulovych prvku.)

Pro kazdou strukturalni matici A nastava pravée jedna z nasledujicich moznosti:
(¢) polynom det(A) je nenulovy, a pii nahodné volbé nenulovych prvku ma-
tice A je matice A regularni s pravdépodobnosti 1,
(77) polynom det(A) je nulovy a matice A je singularni pii kazdé volbé jejich
nenulovych prvki.
V prvnim pripadé rikame, ze strukturalni matice A je genericky reqularni, ve

druhém pripadé je A genericky singuldrnsi.

Véta 3.5. Necht A je ¢tvercovd strukturalni matice. Pak plati:

A je genericky reguldrni <> B (A) ma perfektni parovani.



Definice. Necht A je strukturalni matice. Nejvétsi prirozené ¢islo k, pro
které v matici A existuje genericky regularni podmatice radu k, se nazyva

generickd hodnost matice A a znaci se gh(A ).

Definice. Pocet hran nejvétsiho parovani v bigrafu B se nazyva parovaci

éislo bigrafu B a znadi se v(B).

Véta 3.6. Necht A je strukturalni matice. Pak

gh(A) = v(B(A)).



Nejvetsi parovani v bigrafu je mozno najit v polynomialnim c¢ase prevodem na
dlohu maximalntho toku: bigrafu B s U (é) = U, U U, prifadime sit G tak, Ze
k B pridame

— novy uzel z (zdroj),

— novy uzel s (stok),

— hrany (z,u) pro vsechny uzly u € Uy,

— hrany (v, s) pro vsechny uzly v € Us.

Propustnosti vsech hran jsou rovny jedné.

U 1 U 2
nové hrany A * nové hrany
ol o
zZ e . o S
bigraf B
e o

Najdeme-li v G (celociselny) maximalni tok, pak hrany bigrafu Bs nenulovym

tokem urcuji nejvetsi parovani v B.



