Ohodnocené orientované grafy

Definice. Bud' G graf. Funkce w : H(G) — (0, 00) se nazyva (hranové)
ohodnoceni grafu G ; graf se zadanym ohodnocenim se nazyva ohodnoceny

graf.

Definice. Necht G je orientovany graf s ohodnocenim w. Pro kazdou
cestu P C G definujeme w-délku w(ﬁ) cesty P piedpisem
w(P)= ¥ wh).
heH (P)
Necht u,v € U(G). Pak
(i) vzdélenosti uzliu, v v grafu G (znaéime dgs(u, v)) rozumime nejmenst
délku orientované cesty z uzlu u do uzlu v v grafu C_j,
(ii) w-vzdalenosti uzlt u, v v grafu G (znacime d%(u, v)) rozumime nejmen-
SI w-délku orientované cesty z uzlu w do uzlu v v grafu G.

Neexistuje-Ii v G cesta z u do v, klademe dg(u,v) = df(u,v) = oo.



Nechf G je ohodnoceny graf. Uzly grafu G ocislujeme 1,...,n,aprol <i,j5 <
n polozime
{ w((if)) jestlize (i,7) € H(G),
Wi j = ..
0 jinak.

Matice W(G) = |wi;l} ;1 se nazyva vdZend matice sousednosti grafu G.
Specialné, neohodnoceny graf povazujeme za ohodnoceny w;; = 1.

Matice sousednosti grafu G:
1 jestlize (i,7) € H(G),

b=l 0 jinak.

A(é) = [aij}” kde Qi; = {

Matice w-vzddlenosti (w-distancni matice) grafu G-

—

D (G) = [d4]7,_, kde d% = d4(i, ).

ij=1

Distancni matice grafu G:
D(G) = [dijl}'j=1, kde dij = d (4, ).



Vypocet distanéni matice D(@);

Véta. Necht G je orientovany graf a k > 0. Prvek az(f) matice (A(Gﬂ))"€ je

roven poctu sledu délky (presné) k z uzlu i do uzlu j v G.

—

Disledek. Prvek d;; matice D(G) je roven nejmensi mocniné k, pro kte-

(F)

rou je prvek a;;’ matice (A(G))* nenulovy.

Vypocet w-distanéni matice Dw(é);

Necht G je ohodnoceny orientovany graf.
Definujeme matici C(G) = [Cij]i ;=1 Predpisem:
0  jestlize 7 =7,

cij =1 oo Jestlize i #ja(i,j) ¢ H(G),
w;; jestlize i #£ ja(i,j) € H(G).

(Matice C(G) se nekdy nazyva cenovd matice grafu G).

Definujeme ,,nové™ operace:
a @ b =min{a,b},
a®b=a+b,

a k-tou mocninu matice C(G) pi téchto operacich oznacime D®(G).

Véta. Bud G ohodnoceny orientovany graf a r nejmensi ¢islo, pro néz

—

plati D(G) = DUY(G). Pak D"(G) = D¥(G).



Algoritmus 3.1 (Floyduv algoritmus)
1. Polozime Dy = C(G).
2. Pro k =1,...,n postupné vypocitdvame matice Dy, = [dfj]zj:l, kde
dfj = min{d@‘l , df};l + de_l .

3. D, = DY(G).

Poznambka: dfj

..., k}.

je minimalni w-délka cesty z uzlu ¢ do uzlu 5 mnozinou uzlu

Véta 3.1. Algoritmus 3.1 nalezne w-distanéni matici DY(G) grafu G

v case O(n?).



Dijkstrav algoritmus (minimalni cesta z uzlu u do uzlu v)

1. Uzlu u prifad trvalou hodnotu th(u) = 0, ostatnim uzlum docasnou hod-
notu dh(u) = oo.

2. Je-li z posledni uzel, jemuz byla ptifazena trvalda hodnota th(zx), pak vem

uzlum y, pro néz (z,y) € H(G) a které jesté nemaji trvalou hodnotu,

prifad novou docasnou hodnotu dh(y) := min{dh(y), th(z) + w(z,y)}.
3. Pro uzel z s nejmensi docasnou hodnotou poloz th(z) := dh(z).
4. Ma uzel v trvalou hodnotu?

— NE: vrat se na 2.,

— ANO: th(v) je w-délka minimélni cesty z u do v.

Pozndmka: hrany (z,y), na nichz w(z,y) = th(y) — th(z), uréuji minimélni

cestu z u do v.



Definice. Bud G acyklicky ohodnoceny orientovany graf a u,v € U (C_j)

Orientovana cesta z u do v maximalni w-délky se nazyva kritickd cesta

(zudovv@G).

Priklad.
Cinnost | Doba Bezprostredneé
trvani | podminujici ¢innosti

A 4 —

B 2 —

C 1 —

D 7 A

E 6 A

F 1 ABC

G 2 ABC

H 4 C

I 2 EF GH

J 8 G,H
Uzly — stavy

Hrany — ¢innosti




Uzly:

i ocislovani uzlu grafu podle véty o acyklickych grafech (zéroven oveérent
acyklicnosti)
t(i): minimdlni casové ohodnoceni— minimalni doba, za kterou lze dosdhnout
stavu ¢
T(i): mazimdlni ¢asové ohodnoceni — Cas, kdy je nutno stav i opustit, aby

nedoslo ke zpozdéni projektu

A4
C,]. O G72 0 J78
3 H.4 5)
112 616

Kriticka cesta: 1, 2,4, 5, 7
Kritické ¢innosti: A, G, J



Algoritmus (kritickd cesta z u do v v G)

1. Ocisluj uzly grafu G podle véty o acyklickych grafech.

2. Konstrukee minimalniho ¢asového ohodnoceni ¢(7):
a) uzlu 1 (tj. w) prifad t(1) = 0,
b) proi =2,...,n uzlu i pritad

t(i) = max{t(7) +w((5.1) | (j.i) € H(G)}.
c) t(n) je w-délka kritické cesty.

3. Konstrukce maximélntho ¢asového ohodnoceni T'(7):
a) uzlu n (tj. v) pritad T(n) = t(n),
b) proi =mn—1,...,1 uzlu ¢ piirad
T(i) = min{T(j) — w((i, 7)) | (i,j) € H(G)}.
4. Kriticka cesta prochézi témi uzly i, pro néz T'(i) = t(i), a hranami (i, 7),

pro 1z w((i, )) = £(j) — ().



2. Toky v sitich

Definice 2.1. Sif je orientovany graf G s ohodnocenim hranr : H (C_j) —

(0,00) a ohodnocenim uzli a : U(G) — R.

Znaceni: uzly G ocislujeme 1,...,n,
pro i € U(G) budeme a(i) krétce znadit a;,

pro (¢, 7) € H(G) budeme r((4, 7)) kratce znacit r;,

1,7 =1,...,n.

Definice 2.2. Bud G sit s ohodnocenim uzli a; a s ohodnocenim hran
rij. Tok v siti G je nezdporné hranové ohodnoceni z : H(G) —s (0, 00),
spliiujici nasledujici podminky:

—

1. pro kazdy uzel i € U(G) plati
X Tij — X Ty =G,
Ji(i.j)€H(G) Ji(41)eH (G)

—

2. pro kazdou hranu (i, j) € H(G) plati

—

a;: intenzita uzlu i € U(GQ)
rij: propustnost hrany (i, j) € H(G)

—

Uzel i € U(G) se nazyva
zdrog, je-li a; > 0,
stok, je-li a; < 0,

neutralni uzel, je-li a; = 0.



Definice 2.4. Necht G je sit, A € U(G) je mnozina uzli, a polozme
A =U(G)\ A. Mnozina hran

(A, A) ={(z,y) |z € A,y € A}

se nazyva tez sité G.

Oznaceni.
Je-li f:U(G) — R funkce na U(G), oznacime f(A) =Y f; |
i€A
je-li g - H(G) — R funkce na H(G), oznacime g(A, A) = ¥ g
(i,)€(A,A)

Tvrzeni 2.1. Nechf G je sit, z je tok v G a necht A C U(G) je mnozina
uzlii G. Pak plati

Véta 2.1. Vsiti G existuje tok prave kdyz a(U(G)) = 0 a pro kazdou
mnozinu uzli A € U(G) je a(A) < r(A, A).
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