Definice. Necht G je graf, u,v € U(G). Vzddlenost{ uzlu u,v v grafu G
(znac¢ime dg(u,v)) rozumime nejmensi délku cesty z uzlu u do uzlu v

v grafu G. Neexistuje-li v G cesta z u do v, klademe dg(u,v) = oc.

Véta. Necht G je graf, x,y,z € U(G). Pak plati:
() dg(z,y) je celé ¢islo nebo oo.
(17) dg(z,y) >0 a dg(r,y) =0z =y,
(it1) de(z,y) = da(y, ),
(1v) da(z,y) +da(y, 2) > de(z, 2),
(v) je-li dg(x,z) > 1, pak existuje uzel y € U(G) tak, ze x #+# y # z a
da(z,y) +daly, z) = dg(x, 2).

Definice. Necht G je graf s ohodnocenim w. Pro kazdou cestu P C G
definujeme w-délku w(P) cesty P predpisem
w(P)= Y w(h).
heH(P)
Necht u,v € U(QG). Pak w-vzdélenosti uzlu u, v v grafu G' (znacime d@(u,v))
rozumime nejmensi w-délku cesty z uzlu v do uzlu v v grafu GG. Neexistuje-

li v G cesta z u do v, klademe dg(u,v) = 00,

Pro u,v € U(G):
cesta z u do v v G nejmensi délky: nejkratsi cesta

cesta z u do v v G nejmensi w-délky: minimdini cesta



Funkce d ma také vlastnosti metriky:

Véta. Necht G je graf s ohodnocenim w a necht x,y,z € U(G). Pak
plati:
(i) dg(z,y) 20 a dg(z,y) =0 =z =y,
(it) dg(z,y) = dg(y, ©),
(i0i) dgg(x,y) + dgly, z) = dg(w, 2),
(iv) je-li dg(z,z) > 1, pak existuje uzel y € U(G) tak, ze x #y # z a
dg(x, y) +dgly, z) = dgl, 2).

Priklad.
Graf G — zelezniénf sit CD
p(x,y) — cena jizdenky z x do y (obycejné jizdné 2. trida)

CENIK OBYCEJNEHO JIZDNEHO CD

Vzdélenost (km) | Obycejné jizdné 2. tiida (K¢)
001 - 006 10,-
007 - 010 16 -
011 - 015 22.-
016 - 020 28,

Plzen hl. n. — Nezveéstice 16 km | 28.- K¢
Plzen hl. n. — Stary Plzenec | 10 km | 16,- K¢
Stary Plzenec — Nezvéstice | 6 km | 10,- K¢

Funkece p(z, y) neni metrika.



Priklad: prevoznik, koza, vk, zeli.

Prevoznik sam 1 hod.
Prevoznik se zelim 2 hod.
Prevoznik s kozou 3 hod.

Prevoznik s vlkem 4 hod.
Otazky:
() Lze prevoz uskutecnit?
(47) Jestlize ano, v jakém minimalnim ¢ase?

(237) Kolik ma uloha minimalnich feseni?

Odpoveédi:
(i) ANO.
(22) 17 hodin.

(447) 2 TeSeni.



Necht G je ohodnoceny graf. Uzly grafu G ocislujeme 1, ..., n,aprol <1i,j <
n polozime

a5 = dii. )
Matice D" (G) = [d}]}';—1 se nazyva matice w-vzddlenosti (w-distanéni ma-
tice) grafu G.

Specialne, neohodnoceny graf povazujeme za ohodnoceny w;; = 1.

Distancni matice: D(G) = [di;]};—, kde dij = da(i, 7).

Definice. Bud G graf, m = |H(G)|. Rekneme, Ze G je eulerovsky, jestliZe

v G existuje uzavreny tah délky m.

Véta. Graf G je eulerovsky prave kdyz G je souvisly a vsechny jeho uzly

jsou sudého stupné.

EUL
Vstup: graf G

Ukol: je graf G eulerovsky?
Vystup: ANO / NE

Dusledek. Uloha EUL je resitelna v polynomialnim case.



Definice. Bud G graf, n = |U(G)|. Rekneme, Ze G je hamiltonovsky,

jestlize v G existuje kruznice délky n.

Véta (Dirac). Necht G je graf sn = |U(G)| >3 a
n
> —.
5(6) =

Pak je G hamiltonovsky.

TSP (Problém obchodniho cestujiciho)
Vstup: ohodnoceny graf G

Ukol: najit v G hamiltonovskou kruznici C's minimalnf hodnotou > w(h).
heH(C)
Vystup: kruznice C
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Rozhodovaci strom
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Cas pottebny ke zpracovéani vstupnich dat velikosti n, jestlize je nutno provést

f(n) operaci a provedeni jedné operace trva jednu mikrosekundu.

v\s/teg]gl){g%h pocet operaci f(n)

dat n n? n? n 2" n!
20 0,4 ms 8 ms 0,2s 1s 77 000 let
40 1,6 ms 64 ms 2,6 s 12 dni —
60 3,6 ms 0,2s 13 s 36 600 let —
30 6.4 ms 0,55 41s 13,6107 let —
100 10 ms s 100 s — —
200 40 ms 8s 27 min — —
500 0,25 s 125 s 17 hod — —
1000 Is 17 min 12 dni — —




Predpokladame, ze jsme schopni danym algoritmem s ¢asovou narocnosti f(n)
zpracovat v daném casovém limitu vstupni data velikosti n = 100 a ptame se,
jak se zveétsi velikost uloh, které jsme schopni zpracovat ve stejném casovém

limitu, jestlize zvysime rychlost vypoctu 10x, 100x, 1000x.

zrychlent pocet operaci f(n)
vypoctu "2 n3 nA on n
1x 100 100 100 100 100
10X 316 215 177 103 100
100 1000 464 316 106 100
1000 x 3162 1000 562 109 101




Orientované grafy
Orientovany dplng graf K, = ((1,n), (1,n) x (1,n))
Orientovand cesta délky n > 0: P, = ((0,n),{(i,i+1)] i € (0,n —1)}})

Cyklus délkyn > 1. C, = ((1,n), {(,i+1)] i e (1,n—1)}U{(n,1)}) pro
n > 2: pro n = 1 dodefinujeme C; = ({1}, {(1,1)}).

Definice. Necht G je orientovany graf, u € U (C_j)

Vijstupni (polo)stupen uzlu u v grafu G je cislo
ds(u) = {(u,2)] x € U(G)} N H(G)|.
Vstupni (polo)stupen uzlu u v grafu G je ¢islo

di(u) = {(z,u)| = € UG)} N H(G).

Véta. Pro kazdy orientovany graf G plati
> dg(u)= ¥ diw) =|H(G)|.

uel(G) uel(G)



Definice.

1. Bud G graf, u,v € U(G), a necht f : P, — G je homomorfismus
takovy, ze f(0) =u a f(k) = v. Pak se graf f(P;) nazyva orientovany
sled délky k& z uzlu u do uzlu v v grafu G.

2. Je-li navic f hranovy monomorfismus, pak se f (ﬁk) nazyva oriento-
vany tah (délky k zu dov v G).

3. Je-Ii navic f uzlovy monomorfismus, pak se f (ﬁk) nazyva orientovana
cesta (délky k zu dov v G).

Definice.
1. Necht G je graf a f : C, — G je homomorfismus. Pak se graf f(ék)
nazyva uzavieny orientovany sled délky k£ v grafu G.
2. Je-li navic f hranovy monomorfismus, pak se f (ék) nazyva uzavieny
orientovany tah (délky k v G).
3. Je-li navic f uzlovy monomorfismus, pak se f (C_"k) nazyva cyklus
(délky k v G).

Definice. Rekneme, Ze orientovany graf G je (slabé) souvisly, jestlize jeho

symetrizace je souvisly neorientovany graf.

Definice. Rekneme, Ze orientovany graf G je silné souvisly, jestlize pro

kazdou dvojici uzli u,v € U(é) existuje v G orientovany sled z u do v.

Véticka. Graf G je silné souvisly pravé kdyz pro kazdé u,v € U(G)

existuje v G orientovana cesta z u do v.
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Véta. Souvisly orientovany graf G s alespon 2 uzly je silné souvisly praveé

kdyz kazda jeho hrana lezi v alespon jednom cyklu.

Definice. Bud G' C G. Rekneme, Ze graf G je kvazikomponenta (silna
komponenta) grafu G, jestlize

1. G’ je silné souvisly graf.

2. jeli G' ¢ G" € G a G" je silné souvisly, pak G' = G".

(Tedy: kvazikomponenty grafu G jsou jeho maximalni silné souvislé podgrafy.)

Definice. Bud G graf. Rekneme, Ze G je acyklicky, jestlize G neobsahuje
jako podgraf zadny cyklus.

Véta. Je-li G acyklicky a G' C G, pak G' je acyklicky.

Definice. Uzel u € U(G') se nazyvé

0,
(ii) vystupni uzel grafu G, jestlize ds(u) = 0.

1) vstupni uzel grafu G’ , jestlize df(u
G

Veéticka. Kazdy acyklicky graf ma vstupni a vystupni uzel.
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Véta. Bud G orientovany graf a n = |U(G)|. Nésledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(7) G je acyklicky,

(17) kazdy neprazdny podgraf grafu G m4 vystupni uzel,

(731) kazdy neprazdny podgraf grafu G m4 vstupni uzel,

(iv) existuje takové ocislovani uzli grafu Geéisly 1,...,n, Ze

—

(i,7) € HG) =i < j,

ACYC

Vstup: graf G

Ukol: je graf G acyklicky?
Vystup: ANO / NE

Diusledek. Uloha ACYC je resitelna v polynomialnim case.

Definice. Bud G orientovany grarf, él, . .,C_jk jeho kvazikomponenty.

Orientovany graf Ge s
U(Ge) ={G,...,Gi}

H(Ge)={(G;,G))| i # j aexistuji z € U(G,) ay € U(G;) tak, ze

(z,y) € H(G)}

se nazyva kondenzace grafu G.

Véta. Bud G orientovany graf. Plati:
(i) Ge je acyklicky graf,
(47) G je silné souvisly pravé kdyz Ge je graf s jedinym uzlem,

(431) G je acyklicky graf pravé kdyz G = Ge.

12



