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Predpokladané znalosti: v rozsahu KMA/DMA Diskrétni matematika.
Skripta DMA:
- R. Cada, T. Kaiser, Z. Ryjacek: Diskrétni matematika. Skripta
7CU Plzen, 2004.
- J. Holenda, Z. Ryjacek: Linearni algebra II - Uvod do diskrétnf
matematiky. Skripta ZCU Plzen, 1995.

Literatura
- Zakladnt: http://www kma.zcu.cz/TGD1
— Nejsou to skripta, jen pomocny text k prednasce <—
- Dalsi literatura:
- L. Kucera: Kombinatorické algoritmy. SNTL, Praha 19809.
- J. Demel: Grafy a jejich aplikace. Academia, 2002.
- J. Plesnik: Grafové algoritmy. Veda, Bratislava, 1983.

- Dalsi jen v anglictiné



Forma vyuky
- Folie z prednasek budou prubézné na www strance predmétu
http://www.kma.zcu.cz/TGD1
- Cviceni
- RNDr. Jakub Teska, PhD, teska@kma.zcu.cz
- RNDr. Jan Ekstein, PhD, ekstein@kma.zcu.cz
- K samostatnému procvicovani a ,,hrani* jsou k disposici vyukové

programy (applety), odkaz ze stranky predmétu.

Zkouska,
- Pisemna - 3 priklady
- Ustnf - 2 otazky

Dotazy?



Definice. Graf je usporadana dvojice G = (U, H), kde U je konecna

neprazdnd mnozina a H C (g) U U2

Graf G = (U, H) se nazyva
— neorientovany graf, jestlize H C ([2]),

— orientovany graf, jestlize H C U?.

Definice. Budte G a G' grafy. Zobrazeni f : U(G) — U(G') se
nazyva homomorfismus grafu G do grafu G’, jestlize

(z,y) € H(G) = (f(z), f(y) € H(G), a

{z,y} € HG) = {f (@), f(y)} € H(G).
Znacime f : G — G'.

Definice. Budte G a G’ grafy a f : U(G) — U(G’) zobrazeni. Pak
zobrazeni f* . H(G) — H(G'), definované vztahy

f{u,v}) = {f(u), f(v)}, a

fr((u,0)) = (f(u), f(v)),

se nazyva zobrazeni indukované zobrazenim f.

Tedy: f: U(G) — U(G') je homomorfismus pravé kdyz
he HG)= f"(h) € HG).



Definice. Budte G, G' grafy, f : G — G’ homomorfismus. Pak
rekneme, ze f je

uzlovy monomorfismus, je-li f prosté,

uzlovy epimorfismus, je-Ii f na,

hranovy monomorfismus, je-li f* prosté,

hranovy epimorfismus, je-li f* na,

monomorfismus, je-Ii f i f* prosté,

epimorfismus, je-Ii f i f* na,

isomorfismus, je-Ii f i f* prosté a na.

Poznamky.

1. Ekvivalentne, f : U(G) — U(G") je isomorfismus, jestlize f je prosté
a na (bijekce), a plati
(z,y) € H(G) <= (f(2), f(y)) € H(G), a
{z,y; € HG) <= {f(2), f(y)} € H(G").

2. Znacime G ~ G,

3. Relace ~ je ekvivalence.



1. Které z téchto grafu jsou isomorfni?

vy

2. Které z téchto grafu jsou isomorfni? (d. cv.)
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Neorientované grafy

Uplng graf K, = ((1,n>, ((1,2n>>)

Cesta délky n > 0: P, = ((0,n),{{i,i +1}| i€ (0,n—1)}})
Kruznice délkyn > 3: C, = ((1,n), {{i,i+1}|i € (1,n—1)}U{{l,n}})

Uplny sudy (bipartitni) graf Kypr = UUU'  {{z,y}}|z € U,y e U'})
UnuU =0

Speciélné, Kp,q = K<1,p>,<p+1,p+q>-

Definice. Stupen uzlu u v grafu G je pocet hran grafu G, které ob-

sahuji uzel u.

Stupen uzlu u v grafu G znacime dg(u).

Véta. Pro kazdy graf G plati Y. dg(u) =2|H(G)].
uelU(G)



Definice. Necht |U(G)| = n. Ocislujeme uzly grafu G tak, ze
da(x1) > dg(xo) > ... > dg(z,). Pak kone¢na nerostouci posloupnost

da(x1),dg(zs), . . ., dg(x,) se nazyva soubor stupnu grafu G.

Véta. Necht sy > sy > ... > s,, n > 2, je posloupnost prirozenych
cisel. Pak je posloupnost si, So, ..., S, grafova, pravé kdyz je grafova

posloupnost

82_1783_17"'7881+1_17881+27"'78n'
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Definice. Bud'te G, G grafy. Rekneme, Ze
G je podgrafem grafu G, jestlize U(Gy) C U(G) a H(Gy) C H(G),
G je faktorem grafu G, jestlize U(G1) = U(G) a H(Gy) C H(G).

Bud X C U(G). Pak graf
G = (X.H(G)N ()
se nazyva podgraf grafu GG indukovany na mnoziné X .

Je-li G1 podgrafem grafu GG, znacime G C G.

Definice. Necht f : Gy — G je homomorfismus. Pak podgraf
f(G1) C G, definovany predpisem
f(G1) = (f(U(Gh)), f[F(H(G1)))

se nazyva obraz grafu Gy pri homomorfismu f (,, homomorfni obraz*).

Definice.
1. Bud G graf, u,v € U(QG), a necht f : P, — G je homomorfismus
takovy, ze f(0) = u a f(k) = v. Pak se graf f(Py) nazyva sled délky
k z uzlu u do uzlu v v grafu G.
2. Je-Ii navic f hranovy monomorfismus, pak se f(Py) nazyva tah
(délky k zu dov v G).
3. Je-li navic f uzlovy monomorfismus, pak se f(P;) nazyva cesta

(délky k zu dov v G).



Definice. Rekneme, zZe graf G je souvisly, jestlize pro kazdé u,v €
U(G) existuje v G sled z u do v.

Veéticka. Graf G je souvisly, pravé kdyz pro kazdé u,v € U(G) exis-

tuje v G cesta z u do v.

Definice. Bud G’ C G. Rekneme, ze graf G' je komponenta grafu G,
jestlize

1. G' je souvisly graf,

2. je-li G C G" C G aG" je souvisly, pak G' = G".

(Tedy: komponenty grafu G jsou jeho maximalni souvislé podgrafy.)

Oznaceni.
Minimalni stupen grafu: §(G) = min{dg(U)| u € U(G)}
Maximalni stupen grafu: A(G) = max{dq(U)| v € U(G)}
Nerekneme-li jinak, pak vzdy znacime |U(G)| =n a |H(G)| = m.

Véticka. Je-li 6(G) > 3, pak je G souvisly.

Tvrzeni. (Vlastnosti souvislych grafii)

Necht G je souvisly graf. Pak
1. existuje uzel u € U(G) tak, ze graf G — u je souvisly,
2. m>n-—1.



Definice.
1. Bud f : C, — G homomorfismus. Pak se graf f(C}) nazyva
uzavieny sled v grafu G.
2. Je-li navic f hranovy monomorfismus, pak se f(C}) nazyva uzav-
feny tah v G.
3. Je-li navic f uzlovy monomorfismus, pak se f(C}) nazyva kruznice

v (.

Cislo k se nazyva délka (uzavieného sledu, uzavieného tahu, kruznice).

Definice. Souvisly graf, ktery neobsahuje jako podgraf zadnou kruz-

nici, se nazyva strom.

Véta. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
1. G je strom.
2. Pro kazdé u,v € U(G) existuje v G pravé jedna cesta z u do v.
3. G je souvisly am =n — 1.

4. G je souvisly a nema zadny souvisly vlastni faktor.

Definice. Bud G souvisly graf. Graf T C G se nazyva kostra grafu
G, jestlize

1. T je strom,

2. T je faktor grafu G.

Véticka. V kazdém souvislém grafu existuje alespon jedna kostra.
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Ohodnocené grafy

Definice. Bud G graf. Funkce w : H(G) — (0,00) se nazyva (hra-
nové) ohodnoceni grafu G; graf se zadanym ohodnocenim se nazyva

ohodnoceny graf.

Necht G je ohodnoceny graf. Uzly grafu G ocislujeme 1,...,n, a pro 1 <

2,7 < n polozime

_ w({i,j}) jestlize {i,j} € H(G),

Wi .
0 jinak.

Matice W(G) = [w;;]};—; se nazyva vdzZend matice sousednosti grafu G.

Specialné, neohodnoceny graf povazujeme za ohodnoceny w;; = 1.

Matice sousednosti: A(G) = [a;;]7:_;, kde

ij=1>
1 jestlize {i,j} € H(G),
A;: =
K 0 jinak.
Matice incidence (uzlo-hranova) I(G): ocislujeme uzly uq, . .., u, a hrany

hi, ..., hm a polozime I(G) = [b;;];72;, kde

{ 1 jestlize u; € Ay,
bij =

0 jinak.

Véta. I(G)I(GQ))! = A(G) +S(G)
(kde S(G) = diag(dg(uq), . .., dg(uy)).
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Minimalni kostra grafu

Véta. Bud G souvisly ohodnoceny graf a K jeho souvisly faktor, pro

ktery c¢islo >,  wj;; nabyva minimalni hodnotu. Pak K je kostra
{i.j}eH (K)
grafu G.

Algoritmus 1.
1. Poloz Gy =G, i := 0.
2. Existuje v G; kruznice C;?

- Ano: v C; najdi hranu h; s maximalnim ohodnocenim,
poloz Giy1 = (U(G;), H(G;) \ {hi}),
1 =1+ 1 a opakuj 2.

- Ne: G; je hledana minimalni kostra.

Algoritmus 2.
1. Zvol u € U(Q) a poloz Gy = ({u},0), i :=0.
2. Je G; faktor grafu G7
- Ne: mezi vSemi hranami {x,y}, pro néz x € U(G;) ay ¢ U(G;)
najdi tu, ktera ma nejmensi ohodnoceni,

poloz Giy1 = (U(Gi) U{y}, H(Gi) U {{z,y}}).
1 =1+ 1 a opakuj 2.

- Ano: G; je hledana minimalni kostra.
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