6. cvičení - STA
Bodové odhady
Ze základního souboru (ZS) o rozsahu N vybereme jeho část, výběrový soubor (VS)               o rozsahu n. Tento VS zpracujeme a z výsledků provádíme úsudky na celý ZS. Snažíme se, aby VS měl stejné vlastnosti jako ZS, z něhož pochází.

Bodový odhad spočívá v nahrazení neznámého parametru G (jiné značení např. () hodnotou vhodné výběrové charakteristiky (statistiky) g (nebo jiné značení t), tj. neznámý parametr ZS odhadujeme jedinou nejpravděpodobnější hodnotou (číslem). Parametrem může být např.      u normálního rozdělení střední hodnota ((), rozptyl ((2), směrodatná odchylka ((), 100p% kvantil, hodnota distribuční funkce atd. 
Vhodnost jednotlivých odhadů posuzujeme podle některých vlastností:
1. Nestrannost (nezkreslenost, nevychýlenost) – naším požadavkem je, aby odhad systematicky nenadhodnocoval či nepodhodnocoval odhadovaný parametr (v průměru se trefíme). Tento požadavek je splněn, jestliže střední hodnota odhadu je rovna odhadovanému parametru, tj. E(g) = G (nebo jinak zapsáno E(t) = (). Rozdíl E(g) – G se nazývá strannost (zkreslení, vychýlení) odhadu g. 

Tedy nerovná-li se 
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, nejedná se o nestranný odhad. 

Pochází-li náhodný výběr z (libovolného) rozdělení, které má střední hodnotu (           a konečný rozptyl (2, je 
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, tj. výběrový průměr 
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je nestranným odhadem střední hodnoty ( rozdělení (vychází z centrální limitní věty – v jejímž důsledku má aritmetický průměr asymptoticky normální rozdělení se střední hodnotou μ                  a rozptylem σ2/n) a 
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, tj. výběrový rozptyl je nestranným odhadem rozptylu (2 rozdělení, z něhož náhodný výběr pochází. 
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Jestliže odhad je zkreslený, ale s rostoucím rozsahem výběru se toto zkreslení zmenšuje a pro 
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se blíží nule, hovoříme o asymptoticky nestranném (nezkresleném) odhadu, neboli 
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2. Konzistence – statistika g je konzistentním odhadem, jestliže s rostoucím rozsahem výběru roste pravděpodobnost, že hodnota statistiky g se bude nacházet v blízkosti parametru G (tedy aby odhad pro rostoucí n konvergoval ke skutečné hodnotě parametru,  tedy 
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K tomu, aby g byl konzistentní odhad G, stačí, aby byly splněny 2 podmínky:

a) g je nestranný nebo alespoň asymptoticky nestranný odhad parametru G,

b) 
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, tzn. že rozptyl tohoto odhadu pro 
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konverguje k nule (variabilita odhadu se s rostoucím n snižuje a limitně se blíží nule).

3. Vydatnost – pokud máme k dispozici více nezkreslených statistik, pak z nich je nejvhodnější ta, která má nejmenší rozptyl. Říkáme o ní, že je z uvažovaných odhadů nejvydatnější (nejlepší nestranný odhad parametru G).

Výběrová chyba = g – G

Přesnost bodového odhadu lze měřit pomocí směrodatné odchylky (směrodatné chyby) výběrové statistiky 
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Vlastnosti odhadů parametrů nejčastěji používaných rozdělení

V případě normálního rozdělení N((,(2) jsou statistiky 
[image: image12.wmf]x

 a 
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 nejlepší nestranné            a konzistentní odhady parametrů ( a (2. Statistika *s (výběrová směrodatná odchylka) je asymptoticky nestranný odhad směrodatné odchylky ( normálního rozdělení a je také konzistentní odhad (. 

V případě Poissonova rozdělení Po(() je statistika 
[image: image14.wmf]x

 nejlepší nestranný a konzistentní odhad parametru (.

Příklad. Počet poruch X na zařízení za 40 hodin provozu má Po(() s neznámým parametrem (, který vyjadřuje střední počet poruch tohoto zařízení za 40 hodin provozu. Při sledování n = 10 čtyřicetihodinových provozů zařízení byly zjištěny následující počty poruch: 3, 2, 0, 1, 0, 4, 3, 1, 3, 2. 

Nejlepším nestranným odhadem parametru ( je výběrový průměr 
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. Zde nabývá hodnoty
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Odhadujeme tedy, že zařízení má střední počet poruch za 40 hodin provozu roven 1,9.

Intervalové odhady

Odhad parametru ZS pomocí intervalu (gd, gh), který s danou vysokou pravděpodobností (1 - () bude obsahovat skutečnou hodnotu odhadované charakteristiky ZS.

P(gd ( G ( gh) = 1 - (    ...    (gd, gh) se nazývá interval spolehlivosti
Pravděpodobnost 1 - ( se nazývá spolehlivost odhadu a zpravidla se rovná 0,95 nebo 0,99. Přesnost odhadu je dána délkou intervalu (gh - gd). 

Šířka intervalu je dána tak, aby s danou pravděpodobností (spolehlivostí) obsahoval skutečnou hodnotu odhadovaného parametru. Čím vyšší pravděpodobnost odhadu zvolíte, tím větší budete mít šanci, že se skutečná hodnota parametru do tohoto intervalu opravdu dostane, ale tím větší bude mít interval rozsah hodnot, nebude mít velkou vypovídací schopnost. Pokud chceme vyšší přesnost odhadu, interval spolehlivosti se bude zužovat, ale zároveň bude klesat spolehlivost. Vždy musíme udělat kompromis mezi přesností       a spolehlivostí. Pokud se bude rozsah souboru zvětšovat,  bude se interval spolehlivosti zužovat. Pokud bude klesat rozptyl, bude se interval spolehlivosti rozšiřovat (růst přesnosti).
Intervaly oboustranné či jednostranné .

Je-li udána horní  mez (omezení zprava) ( pravostranný P( G ( Gh) = 1- (
Je-li udána dolní mez (omezení zleva) ( levostranný P(G ( Gd) = 1- (
Odhad střední hodnoty  ZS

Předpokládáme, že sledovaný znak má normální rozdělení se střední hodnotou μ                a rozptylem σ2. Nejlepším bodovým odhadem střední hodnoty je výběrový průměr 
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Náhodná veličina 
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P(u(/2 ( U ( u1-(/2) = 1 - (
Pro kvantily N(0; 1) platí: u( = - u1-(       ....      P(- u1-(/2 ( U ( u1-(/2) = 1 - (
Dosazením za U dostaneme: 
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Po úpravě: 
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 oboustranný interval spolehlivosti.
Výraz 
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 se nazývá přípustná chyba odhadu   ....   
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Přípustná chyba odhadu – maximální chyba, o kterou jsme ochotni se při dané hladině spolehlivosti 1 - ( zmýlit oproti skutečné hodnotě odhadovaného parametru.

Levostranný interval spolehlivosti: 
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 .... hledáme minimální hodnotu, pod kterou se střední hodnota μ s danou pravděpodobností nedostane.
Pravostranný interval spolehlivosti: 
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 ... hledáme maximální hodnotu, nad kterou se střední hodnota μ s danou pravděpodobností nedostane. 

Zpravidla neznáme rozptyl ZS (2. Je-li velikost VS n alespoň 30 můžeme směrodatnou odchylku odhadnout pomocí výběrové.

Rozptyl (2  odhadujeme pomocí výběrového rozptylu : 
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, který je nestranným odhadem. n-1 zajišťuje, že statistika je nestranným odhadem rozptylu v ZS.

V případě velmi malého rozsahu výběru (n ( 30) použijeme statistiku 
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, která má Studentovo t-rozdělení s (n-1) stupni volnosti.
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Určení rozsahu výběru

Máme určenou maximální přípustnou chybu a spolehlivost a my musíme určit požadovaný rozsah VS n. 
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... minimální rozsah souboru
Rozsah výběrového souboru n ovlivňuje několik faktorů:

a) spolehlivost odhadu 1 - ( - čím vyšší spolehlivost, tím musí být vyšší n
b) maximální přípustná chyba 
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 - čím menší je přípustná chyba požadována, tím větší je přesnost, tím musí být větší rozsah n
c) variabilita ZS – čím je rozptyl ZS větší, tím musí být větší n
Příklady:
Příklad 1

Společnost Edison produkuje žárovky. Náhodně otestovala 1000 žárovek a jejich průměrná životnost byla 1600 hodin. Směrodatná odchylka byla naměřena 100 hodin. Určete 95% interval spolehlivosti pro průměrnou životnost žárovek firmy Edison. 

Příklad 2
Výrobce chce zjistit průměrnou životnost součástky (s 95% spolehlivostí). U náhodně vybraných součástek zjistil následující údaje o životnosti.
	Životnost  (hod)
	100
	110
	120
	130
	140
	150
	160
	170

	Počet součástek
	1
	2
	2
	4
	4
	3
	2
	2


Příklad 3

Společnost převzala zásilku součástek a provádí vstupní kontrolu. Bylo vybráno 400 kusů a u nich byl zjištěna průměrná hmotnost 116 g s výběrovou směrodatnou odchylkou 4,081 g. Určete v jakém intervalu se bude pohybovat průměrná hmotnost výrobku v celé zásilce, pokud požadujeme spolehlivost a) 95%; b) 99%. 
Příklad 4

Viz př. 3 - určete hranici, pod kterou se s 95-ti % pravděpodobností nebude nacházet průměrná hmotnost součástky. 

Příklad 5
Viz př. 3 – určete hranici, nad kterou se s 95-ti % pravděpodobností nebude nacházet hmotnost náhodně vybrané součástky.

Příklad 6
Bylo zkoušeno 30 náhodně vybraných ocelových tyčí k určení meze kluzu určitého druhu oceli. Po zpracování výsledků byla určena její empirická střední hodnota 286,4 Mpa a rozptyl 121 [Mpa2 ]. Určete intervalový odhad parametrů základního souboru s 95% spolehlivostí. Kolik vzorků by bylo třeba volit, aby chyba určené střední hodnoty nepřesáhla 2 Mpa?
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