Normální rozdělení

Normální rozdělení N[(; (2]

Nejdůležitější rozdělení spojité NV.

Používá se, když na kolísání náhodné veličiny působí velký počet nepatrných                 a vzájemně nezávislých vlivů (např. chyby měření). Při opakovaném měření téže veličiny za stejných podmínek způsobují náhodné (nekontrolovatelné) vlivy odchylky od skutečné hodnoty měřené veličiny.

Hustota pravděpodobnosti: 
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Distribuční funkce: 
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Střední hodnota: E(X) = (
Rozptyl: D(X) = (2

Hustota pravděpodobnosti (graf):


   Distribuční funkce (graf):






                                     μ

Pravděpodobnost, že náhodná veličina X nabude hodnoty z intervalu μ ± 3σ je prakticky jedna (0,9973) – pravidlo 3σ.

Vlastnosti funkce hustoty p-sti  (možno ověřit pomocí první a druhé derivace):

· Funkce je symetrická kolem své střední hodnoty

· Střední hodnota je současně mediánem a modem rozdělení

· V okolí střední hodnoty je funkce konkávní, směrem k oběma koncům se její průběh mění v konvexní

· Funkce má dva inflexní body ve vzdálenosti ((směrodatná odchylka) od střední hodnoty

Vlastnosti distribuční funkce:

· Distribuční funkce je v celém def. oboru (-∞;+∞) rostoucí

· Distribuční funkce má inflexní bod pro x=(
· Pro x ( ( je distribuční funkce konvexní, pro x(( je distribuční funkce konkávní
· jednu Gaussovu křivku můžeme převést na jinou pouhou lineární transformací jedné nebo obou souřadnic, tzn., že z celé nekonečné množiny všech normálních rozdělení N((,(2) lze vybrat jediné rozdělení jako jejího reprezentanta a ostatní normální rozdělení na něj jednoduše převést; jako výchozí bylo zvoleno normované normální rozdělení

Normované normální rozdělení (U) – speciální typ normálního rozdělení, jehož střední hodnota E(X) je rovna 0 a rozptyl D(X) je roven 1, tedy normovaná náhodná veličina má rozdělení N(0,1).

Protože výpočet distribuční funkce pomocí integrálu je obtížný, transformujeme náhodnou veličinu X mající N[(; (2] na normovanou náhodnou veličinu U mající    N[0; 1] pomocí transformace: 
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       neboli X = (U + (
E(U)=0

D(U)=1

Hustota p-sti f(u) je symetrická kolem 0 a platí : F(-u)=1 - F(u) ,    up= -u1-p.
Grafy fcí f(x), tzv. Gaussovy křivky, jsou pro všechna normální rozdělení (různé (; (2) shodná. Líší se jen měřítky na obou osách souřadnic. Jednu Gaussovu křivku tedy můžeme převést na druhou pouhou lineární transformací souřadnic; můžeme tedy vybrat jediné normální rozdělení jako reprezentanta – normované normální rozdělení, pro které platí právě  N[0; 1] a všechna normální rozdělení můžeme na toto normované převést pomocí výše uvedené transformace. 

Hodnoty F(x) a kvantilů jsou pro normované normální rozdělení tabelizovány.

pro hodnoty u > 4 je hodnota distribuční funkce prakticky rovna 1 – vychází z pravidla 3σ.
· hustota pravděpodobnosti U:
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· distribuční funkce U (tzv. Laplaceova funkce):
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· pro u > 0 jsou tyto funkce tabelované, pro u < 0 použijeme vzorce 
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· ve statistice jsou ještě důležité kvantily up rozdělení N(0,1) definované vztahem P(U < up) = F(up) = p; ze symetrie funkce ((u) podle přímky u = 0 plyne vztah up = -u1-p; kvantil jako inverzní funkci k distribuční funkci najdeme z tabulek distribuční funkce

· platí:
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· odtud speciálně dostaneme:

P(( - ( < X < ( + () = 0,6827 (pravidlo jednoho (),

P(( - 2( < X < ( + 2() = 0,9545 (pravidlo dvou (),

P(( - 3( < X < ( + 3() = 0,9973 (pravidlo tří ().

Příklady:
Příklad 1
Nechť X je normovaná náhodná veličina s normálním rozdělením pravděpodobnosti. Vypočítejte pravděpodobnost, že X nabývá hodnoty:

a) větší než 2,68,

b) menší než 1,73,

c) z intervalu <1,05; 1,65>,

d) z intervalu (-0,05; 1,05).

Určete hodnotu 80-ti% kvantilu a dolního kvartilu.

Příklad 2

Nechť X je náhodná veličina s normálním rozdělením pravděpodobnosti se střední hodnotou 10 a rozptylem 25. Vypočítejte:

a) P(X = 0),

b) P(X ≤ 5),

c) P(X ≥ 20),

d) P(9 ≤ X ≥ 11),

e) horní kvartil,

f) 10 % kvantil – zaneste ho do grafu funkce hustoty.
Příklad 3

Váha určitého plemene kočky se řídí normálním rozdělením se střední hodnotou  6000 g 
a směrodatnou odchylkou 800 g. Určete, kolik procent koček nepřekročí hmotnost  6600 g.
Příklad 4
IQ je standardní škála, která má v populaci normální rozdělení N(100, 225). Jaká je pravděpodobnost, že hodnota IQ náhodně vybraného jedince bude
a)  nižší než 95?
b)  v rozsahu 110 - 120?
c)  vyšší než 130?
Příklad 5
Kolik procent hodnot náhodné veličiny X s rozdělením N(10, 4) leží mimo interval               (8, 12)?
Příklad 6

Hmotnost balíčku s rýží se řídí normálním rozdělením se střední hodnotou 996 gramů
a směrodatnou odchylkou 20 g. Výstupní kontrolou projde balíček, který má povolenou odchylku 
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gramů od hmotnosti 1000g uváděné na obalu. Kolik procent balíčků s rýží projde výstupní kontrolou?
Příklad 7

IQ v populaci se řídí normálním rozdělením se střední hodnotou 105 a směrodatnou odchylkou 8. 

      a) Určete, kolik procent populace má IQ vyšší než 100.

      b) Určete hodnotu IQ, kterou nepřekročí jen 5 % populace.

Příklad 8

Ve strojírenském závodě se vyrábějí určité součástky, jejichž rozměry mají nahodilé odchylky řídící se normálním zákonem rozložení se směrodatnou odchylkou 4 mm. Výrobky s odchylkou menší než 5 mm se zařazují do vyšší jakostní třídy. Určete střední hodnotu počtu výrobků zařazených do vyšší jakostní třídy z daných 4000 výrobků.

Příklad 9

Pravděpodobnost, že náhodná veličina X nabude hodnoty menší než 10, je 0,8 a pravděpodobnost, že nabude hodnoty menší než 15, je 0,9. Rozdělení náhodné veličiny X je normální N((, (2). Vypočítejte hodnoty parametrů ( a (2. 
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