4. cvičení - STA
1) Vybraná rozdělení diskrétní náhodné veličiny:

Alternativní rozdělení A[p]
Náhodná veličina X má alternativní rozdělení s parametrem p, kde 0 ( p ( 1, jestliže X nabývá pouze dvou hodnot x = 0 (jev nenastal) a x = 1 (jev nastal) s pravděpodobnostmi: P(X = 0) = 1 – p, P(X = 1) = p

Frekvenční funkce (fce hustoty pravděpodobnosti):
· P(x) = px * (1 – p)1-x

pro x = 0, 1

· P(x) = 0


jinak


Distribuční funkce:
· F(x) = P(X ( x) = 0


pro x ( 0

· F(x) = P(X ( x) = 1 - p

pro 0 ( x ( 1

· F(x) = P(X ( x) = 1


pro 1 ( x
Střední hodnota: 
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Rozptyl: D(X) = (0 – p)2 * (1 – p) + (1 – p)2 * p = p * (1 – p)

Př.existence závady na testovaném výrobku

Binomické rozdělení (Bernoulliho rozdělení) Bi[n, p]

Máme n nezávislých  pokusů (tj. výsledek žádného pokusu neovlivňuje p-st výsledku jiných pokusů). Jev nastane s p-stí p a nenastane s p-stí q = 1 – p. Náhodná proměnná X vyjadřuje počet úspěšných pokusů (tedy kolikrát při těchto n pokusech zkoumaný jev nastal).
Binomické rozdělení popisuje náhodný výběr ze souboru s vracením, kdy se jednotlivé prvky po vybrání a přezkoumání vracejí zpět do původního souboru.

Každý z n pokusů lze samostatně popsat náhodnou proměnnou s alternativním rozdělení Y ≈ A[p].

Frekvenční funkce (fce hustoty pravděpodobnosti):
· 
[image: image2.wmf](
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     pro x = 0, 1, ..., n

· P(x) = 0

                                  jinak


Distribuční funkce: 
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Střední hodnota: E(X) = E(Y) + E(Y) + … + E(Y) = n * p

Rozptyl: D(X) = D(Y) + D(Y) + … + D(Y) = n * p * (1 – p) = n * p * q

Binomické rozdělení je obecně asymetrické, pouze pro p =0,5 je symetrické kolem střední hodnoty.S rostoucí hodnotou parametru n se asymetričnost tohoto rozdělení potlačuje.

Př.Pozorováním bylo zjištěno, že p-st toho, že žárovka praskne při zapnutí vypínače je 0,05. Jaká je p-st toho, že rozsvítíme-li 2x denně každý den v průběhu jednoho roku, spálí se tři žárovky? – p = 0,05; n = 365 * 2 = 730; x = 3
Poissonovo rozdělení Po[(]
X: diskrétní náhodná veličina znamenající počet událostí v časovém intervalu (0, t)

(: střední (průměrný) počet událostí za časovou jednotku nebo v pozorované oblasti

Frekvenční funkce: 
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Distribuční funkce: 
[image: image5.wmf](
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Střední hodnota: E(X) = (
Rozptyl: D(X) = (
Rozdělení NV diskrétní, ale nekonečné, spočetné. Oborem proměnné jsou všechna celá nezáporná čísla. Lze použít, pokud je sledován počet výskytů daného jevu v určité prostorové (počet rozinek na koláči) nebo časové jednotce, pokud frekvence výskytu tohoto jevu není příliš vysoká- „rozdělení řídkých jevů“ ( počet pokusů (rozsah ZS) n je velký (v praxi n ( 30) a naopak pst výskytu sledovaného jevu p malá (p(0,1)), pak lze binomické rozdělení aproximovat Poissonovým rozdělením s  (=n*p.

Př. vstup zákazníků do obslužného zařízení; počet závad výrobku po dobu jeho záruky; počet telefonátů za jednu pracovní směnu; počet poškozených míst na daném úseku silnice

Př. K lékaři přijde za týden průměrně 28 pacientů. Jaká je p-st, že přijdou 3 pacienti za den? – x = 3; λ = 28 / 7 = 4; pak p-st = 0,1954

Hypergeometrické rozdělení H[N, M, n]

Je základním rozdělením při výběru bez vracení – tj. jednotlivé pokusy jsou závislé (pravděpodobnost nastoupení jevu A v určitém pokusu závisí na výsledcích                   v předcházejícíh pokusech).
V souboru N prvků je jich M s určitou vlastností a zbylých M – N tuto vlastnost nemá. Postupně vybereme ze souboru n prvků, z nichž žádný nevracíme zpět. Počet prvků x se sledovanou vlastností mezi n vybranými prvky je náhodná veličina X, která má rozdělení H(N, M, n).

Frekvenční funkce: 
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Střední hodnota: 
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Rozptyl: 
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Výběr bez vracení má menší rozptyl hodnot než výběr s vracením.

Jestliže rozsah N je veliký a n a M/N se nemění, blíží se Hypergeometrické rozdělení binomickému; pro velká N můžeme zanedbat rozdíl mezi výběrem bez vracení               a s vracením. Postupujeme tak, že určíme hodnotu n/N a je-li tento poměr menší než 0,05, lze H rozdělení nahradit rozdělením Binomickým s parametry n a M/N.

Geometrické rozdělení Ge[p]
Popisuje zvláštní případ náhodného výběru, kdy provádíme opakovaně na sobě nezávislé pokusy, dokud nenastane očekávaný jev.

Výskyt jevu při každém z pokusů je popsán alternativním rozdělením A(p) se stejnou pravděpodobností úspěchu p.

NV geometrického rozdělení X vyjadřuje počet pokusů před výskytem očekávaného jevu (vyjadřuje tedy počet neúspěšných pokusů, které bylo třeba vykonat, nežli očekávaný jev nastal).
Frekvenční funkce: 
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      pro x = 0, 1, 2, .... 

Střední hodnota: 
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Rozptyl: 
[image: image11.wmf]2
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2) Vybraná rozdělení spojité náhodné veličiny:

Rovnoměrné rozdělení R[a, b]

Všechny možné hodnoty náhodné veličiny X mají stejnou pravděpodobnost. A náhodná veličina X může nabývat jakékoli hodnoty z intervalu (a, b(.
Hustota pravděpodobnosti: 

· f(x) = 1 / (b – a)

pro x ( (a, b(
· f(x) = 0


jinak
Distribuční funkce:


· F(x) = 0


pro x ( a

· F(x) = (x – a) / (b – a)
pro a ( x ( b

· F(x) = 1


pro x ( b

Střední hodnota: E(X) = (a + b) / 2
Rozptyl: D(X) = (b – a)2 / 12

Grafy funkce hustoty pravděpodobnosti a distribuční funkce:

      f(x)                                                           F(x)
                 obsah plochy pod křivkou = 1

         ½                                                                1   
                  a(=1)         b(=3)           x                          a(=1)       b(=3)            x
Exponenciální rozdělení E[(]

( = 1 / (
Je duální k Poissonovu rozdělení Po((). Toto rozdělení má NV X vyjadřující délku čekání mezi dvěma realizacemi jevu, jehož četnost výskytu má Po(().

Hustota pravděpodobnosti:
· f(x) = (*e-(*x


pro x ( 0

· f(x) = 0


pro x ( 0


Distribuční funkce:

· F(x) = 1 – e-(*x

pro x ( 0

· F(x) = 0


pro x ( 0

Střední hodnota: E(X) = ( = 1 / (
Rozptyl: D(X) = (2 = 1 / (2
Užití: především v teorii spolehlivosti k vyjádření pravděpodobnostního popisu životnosti výrobků nebo v teorii hromadné obsluhy (systém zákazník - obsluha) k modelování frekvence příchodu zákazníka, resp. délky trvání obsluhy 1 zákazníka.

Příklady:

Příklad 1
Ve skladišti závodu je 5 000 výrobků stejného typu. Pravděpodobnost toho, že daný výrobek nevydrží kontrolní zapojení, je 0,1 %. Najděte pravděpodobnost, že z výrobků na skladě více než dva nevydrží kontrolní zapojení.

Příklad 2
S jakou pravděpodobností do autoservisu nepřijede během půl hodiny žádný zákazník, jestliže je známo, že v průměru přijíždí 4 zákazníci za hodinu? Počet zákazníků se řídí Poissonovo rozdělením.
Příklad 3
Test obsahuje 10 otázek a na každou z nich jsou možné 4 odpovědi (pouze jedna z nich je vždy správná). Správnou odpověď má student zaškrtnout. Jaká je pravděpodobnost, že student u testu uspěje, jestliže je potřeba zodpovědět správně alespoň 8 otázek, student látku nezná a odpovídá zcela náhodně? 

Příklad 4
Na zákaznickou linku volá průměrně 20 zákazníků za hodinu. Zaměstnankyně právě ukončila hovor se zákazníkem. Jaká je pravděpodobnost, že další zákazník zavolá za více než 5 minut? Počet volajících zákazníků se řídí Poissonovým rozdělením.
Příklad 5
Prohlídka v muzeu začíná vždy v celou hodinu a trvá 30 minut. Jaká je pravděpodobnost, že budeme na prohlídku čekat více než 30 minut, jestliže jsme do muzea přišli v otevírací době zcela náhodně? 
Příklad 6
Okolo 20. srpna padá průměrně jedna hvězda za 2 minuty. Jaká je pravděpodobnost, že za deset minut, kdy se budeme na oblohu dívat, uvidíme alespoň 2 padající hvězdy? Uvažujeme, že doba mezi „dopadem“ dvou po sobě padajících hvězd se řídí exponenciálním rozdělením.  

Příklad 7
Pouze 5 pracovníků určitého podniku používá ke své práci tablet. Z 50 pracovníků podniku náhodně vybereme 10 pracovníků. Jaká je pravděpodobnost, že z těchto 10 pracovníků používají tablet:

a) více než 3 pracovníci,

b) žádný pracovník?

Příklad 8
Otcové jsou šťastní, když se jim narodí syn. Z dlouhodobých statistik je známo, že pravděpodobnost narození chlapce je P (A) = 0,51. Otec si naplánoval 5 dětí. Jaká je pravděpodobnost, že z těchto dětí budou alespoň 3 synové.

Příklad 9
V osudí je 20 míčků zelených a 30 modrých. Náhodně vybereme 10 míčků. Jaká je pravděpodobnost, že mezi vybranými míčky bude právě 5 modrých, jestliže:
a) vybíráme s vracením,

b) vybíráme bez vracení.

Příklad 10

Dlouhodobým pozorováním stavu vody v řece byla určena pravděpodobnost jarní povodně na [image: image12.png](=1



. Určete průměrný počet povodní v nejbližších 100 letech.

Příklad 11
Na trase mezi vesnicemi Statistika a Pravděpodobnost délky 10,5 km napočítali cestáři 86 děr v silnici. Jaká je pravděpodobnost, že narazíme na díru v silnici při ujetí úseku délky 100 m na této trase? Počet děr na silnici se řídí Poissonovým rozdělením.
Příklad 12
Ke 400 šroubům M10 bylo omylem přimícháno 100 šroubů M8. Pro montáž přístroje potřebuje pracovník 4 šrouby rozměru M10. Jaká je pravděpodobnost, že mezi vybranými 5 šrouby budou alespoň 4 s požadovanými vlastnostmi?

Příklad 13
Mějme náhodnou veličinu X~R(a,b). Pravděpodobnost P(X>20)=0,2. Délka intervalu, na kterém je NV definována, je 10. Určete parametry a, b.
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