[image: image1.png]8. Numerické derivoviini a integrovéni. Diference. Richardsonova extrapo-
lace. Newtonovy-Cotesovy vzorce. Gaussovy kvadraturni vzorce. Jod-
noduché a slozené kvadraturni vzorce.
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[image: image3.png]Poznémka
Geometricky vyznam derivace f'(a) je smémice teény kfivky dané rovnici y = f() v bodé a (nebot tetna
v bod a je limitn{ polohou seny pro h — 0).

Fyzikalng znati derivace funkce y = (), kde @ je &as a y drsha pohybu, limitu z primémé rychlosti, tedy
okamzitou rychlost v Ease a

Poznamka:
Pro danou funkei f(z) wjadtuje derivace f'(zo) miru ,stoupani®, resp. Klesani" v bodé zo .

=1
\
/ \




[image: image4.png]Zpiisoby odvozeni vzorcii pro v§potet derivace

1. Odvozen pomoci interpolagniho polynomu

Pro funkei f, kterd je zadana tabulkou, sestrojime interpolaéni polynom a derivaci funkce f v bodé a ztotoznime
s derivaci tohoto interpolagniho polynomu v bodg a.

Poznamky:

- Stupefi polynomu nemize byt nizsi nez ¥ad potitané derivace

- Pro jednoduchost hledame hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme ekvidistantni uzly s krokem h.




[image: image5.png]2. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje

hladkou funkei f plati (pro & > 0)

J@n+R)= (e + 10+ e £16), € (20,30 + )
Fan—B)= flo0) b o) + 116D, € (20— ha)

Z prvni rovnice potom plyne vztah

_JEo ) = flm) _ 1,0
s s )

f(zo)
N
= Drf(@orh)
Podobné ze druhé rovnice

_ fl@o) = flza— 1)
h

= Dy1f(20,h)

Fao) +2he)

Obdrzeli jsme dva zskladni dvoubodové vzorce Dpf(2o,h) a Dy f(%o,h), tzv. pravou a levou pomérnou
diferenci

Podobné odvodime dalii vzorce pomoci Taylorova rozvoje vySich F4di. Plati

Faot W)= fa) + A0 + 1) + ), e o mnt )

Jan =) = 120~ b0 + @) - (), €€ o= i)




[image: image6.png]Po odecteni obdrzime:

Fan+ 1)~ flan— ) = 205 ) + (176 + 776

Odtud vyjédiime prvni derivaci a ziskéme t¥ibodovy vzorec D f (2o, h), tzv. centralni pomérnou diferenci

Py = SO RS h) B gy 1 priey)
Do/

.
LG)

()
f(&)
&) + f7(62)

2

1"&)

x
zo—h & xo 3 622?0-0-};





[image: image7.png]Uvedené vzorce jsou pro vypotet prni derivace f'(zo)

Pro vpotet druhé derivace f"(2o) lze pouZit napfiklad vzorec, ktery dostaneme po settenf vztahii:

15 h® Bt
@+ B) = fl@a) + B (o) + £ @) + g £ @) + 5 SOE), € (@nzotB)

Fan—B)= flo0) b o)+ a0 ) + s, e o )

F(@o+h) + f(zo — b) = 2f(z0) + /"(zu) i (f“’(e )+ F9(&)

Odtud vyjadfime druhou derivaci a ziskame tfibodovy vzorec pro druhou derivaci

f@o+h)— 2!;?) +f@=h) _ g(fm(&) +f9)

&

z
Lo

f"(@0)

Poznamka:

Fejmé Ize odvodit Fadu daldich vzorcil, pficem? plati, Ze &im vice bodi poufijeme, tim bude Fad chyby





[image: image8.png]Podminénost dlohy numerického derivovani

Uvazujme nyni napt. vzorec s pravou diferenci D f (o, k), tj. plati

Zo + ) — f(z 1
f’(zo):f( o : flzo) _ Lh"(e)
—_— 2
Dp f (0, h) chyba metody
Chybu metody ozna&me 7.

M
7

Plati-li [f(z) < M pro @ € (20, @+ h), potom |r| <

Musime uvazit chyby méfeni (zaokrouhlovaci chyby) - oznatime 5.

Oznatime-li
f(zo), f(mo+h) ...... presné hodnoty

F*(@o), f*(@o+R) ...... vstupni hodnoty
Potom pro 75 plati
f@o+h) = f(m) _ f*(30+h)— f(z0)
h h
presna hodnota vzorce  vypoctend hodnota vzorce

A dile

f@oth)—f@th)  fz0) = f@) |
n h

[f@o+h) = f*(@0+ B)| | () = f(mo)l
= h h

2

IN

Vyusili jsme zde odhady

|F*(@o +h) = f(zo +h)| <€

|f*(20) = f(@o) < &

fslo & mize predstavovat napt. strojovou presnost.

Pro celkovou chybu 7 potom plati

M 2¢
< <—h+—
I < Il + I < b+

Uloha numerického derivovéni je 3patné podminéna | (pro zmensujici se h roste chyba)

o Lze najit optimalni krok hopt




[image: image9.png]Richardsonova extrapolace

Jde o obecny princip, ktery se pouzivé nejen u numerického derivovani

Mylenka vychézi z toho, Ze na zskladg znalosti virazu pro rozvoj chyby vyuZijeme dvou pribliznych vysledki
k ziskani tietiho, ktery bude presngjsi.

Tento proces eliminace chyb budeme demonstrovat nap. na pomémé centralni diferenci D f (o, ).

Vyjdeme z Taylorova rozvoje:

® Footh) = [(ahd e+ o o o)+ e 100+ 06
@ Far=k) = fzo)h @)+ o 1 (an) =% w0+ 10 an) 1006
0-@ Foo+ )~ faa k) = 2hf )+ e + 2 (1906 + £9e0)
O(h®)
Tt )T B) _ e ¥ oy o) R
Def(@0, k)

Stejny vzorec poutijeme pro vipotet s krokem f = 2h

Do f(zo,h) = f'(z0) + %Qf"’(xo) +0(R%)

Dof(aa, ) = £(a0) + 45 120 + 00K o0

Podtrzené Eleny chceme eliminovat — rovnici @ vynasobime 4

:
4D (z0,) = 41 (30) + 4% £"(2s) + O(H")

Odetteme ®® b2
Do f (20, 2h) = f'(z0) + 4--f"(20) + o(n*)

4Dc f(20, h) — Dc (%o, 2k) = 3f(20) + O(h*)

F(@o) = w +O(ht)

nebo jinak zapsano

Doffeo,R) = Dol h) | ore)

F@e) = Doflanh) + 5

Poznamka:

Timto zpiisobem jsme eliminovali chybu ¥adu h2. Algoritmus Richardsonovy extrapolace Ize samoziejmé pousit
opakované pro eliminaci chyb vy&ich Fadi. Tato metoda je potom velmi efektivni

Pokud bychom chtéli stejnym zpiisobem eliminovat chybu ¥du napF. 4, potom bychom dostali:
D f (@0, k) = f'(z0) + KR /2" a odeZteme 2. rovnici

Dc f(zo,2h) = f'(mo) + K2°h*

(o) = ZPeflen )~ Deflen28)

f'(w0) = Def(z0, h) + Do f(@o, k) — De f (o, 21))

2!

Pro eliminaci chyb vy&ich ¥4dii postupujeme analogicky, tj. misto 4 pouzijeme pislusny Fad

Poznamka:

V nézvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, Ze nova hodnota derivace je linearni kombinaci dvou
hodnot, oviem nele#i mezi témito hodnotami (kdyby tomu tak bylo, mluvili bychom o interpolaci). Koeficienty
lineari kombinace samoziejmé jsou v souttu rovny jedné, ale koeficient u vzorce s krokem h je kladny a koeficient
u vzorce s krokem 2k je zdpomy.




[image: image10.png]PH uréovéni rozvoje chyb jednotlivich vzorct vychazime z Taylorova rozvoje funkce f.

Rozvoj chyby pro Dpf(ao, h) a Duf (@, h)

: . . :
W) Saoth) = fz0) +h1e0) + o @) + o p(e0) + B 100 + o ), € (ao,z0th)

@ Slerh) = fle0) ~ b (mn) + - me) — o £a0) + g SO an) — o FOE), 6o € ()

_ f@+h) = fo)
h

: By By Bl LA
W = fe) 31@0) = T f"@) = 57190 — 75/9E)
R T

—_h _, &=
Dpf(zo, k) ch coh? csh? O(h*)
T 2 3 4
@ = fe)= f(zo) i(zo h) ;f”(lq) _ );fm(z") " Z,;f(‘)(m“) _ 1”20"(5)(52)
Dy f(2o, h) cih oh? csh® O(h*)

Rozvoj chyby pro Do f (o, h)

e
720
& € (20,20 +R)

h? h® ht h® A’
f(@oth) = f(@a) + hf'(20) + - £(20) + G- £"(@0) + 55 fD(@0) + 156/ (@0) + 755 1 (o) + 7 F V&),

: g g ; . .
Flo=h) = (@) = hi'(a0) + 2 1"(a0) = 7 (an) 4 B 10(e0) = S 1) + s 1) = 1 (E),

& € (20 — hy2o)

Po odetteni:

f(@o+h) = f(@0 — h) = 2hf'(z0) + %hsf”’(zo) + %hsf“’(zo) + %:(f“’(fl)Jrf“’(iz))
e o
=O(h")

— = 3
Flao) = f(¢o+h)2hf(1u n %hz!m(%) _ 1;0},4/(5)(%) _ ’;!2!(1)(5)

Dcf(zo, h) oh? coh? O(h®)





[image: image11.png]Algoritmus Richardsonovy extrapolace

Na zakladé znalosti rozvoje chyby pfislusného vzorce miizeme pro zpresiiovani hodnoty vypogtené derivace pouit
nésledujici algoritmus.

Algoritmus (napt. pro vzorec Dc.f)
Pro s=0,1,2,...,5

Teo = Def(20,27°h)
Pro k=1,2,...,5

() 4 =2%, protoze v rozvoji chyby tohoto vzorce jsou pouze sudé mocniny h.

Schéma

h Ty

[ T

A Ty T Te
BTy Ty T T

Poznamka:  Pokud se napf. rovnaji Ty, a Tz, nemusime potitat Tss, protoze vyjde stejné




[image: image12.png]Pouijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro vypotet derivace funkce £(z) = Inz v bodé zo = 3 pomoci

centralni pomémé diference s kroky b = 0,8; 0,4; 0,2 a 0,1

Re

Ukazali jsme, Ze pro dostatetné hladkou funkci f plati vztah

Floo) = %}M b R o 4o

Dof(70,h) rozvoj chyby

kde isla c1, 5, ¢ predstavuif kontanty obsahujici prislugné derivace.

Vsledky zapReme prehledn& do tabulky:

h | f'(zo,h) 1. korekce [4;—1] 2. korekce [1; -]

0,8 | 0,341589

0,4 | 0,335320 | £0,335320 — 10,341589 =
=0,333242

0,2 | 0,333828 | %0,333828 — 10,335329 = | 100,333327 — 1 0,333242 =
=0,333327 =0,333332

0,1 | 0,333456 | %0,333456 — 10,333828 = | 100,333332 — 1 0,333327 =
0,333332 =0,333332

Ve vpottu jsme pouili jednak 1. korekei pro eliminaci chyby Fadu k2, ale dale také 2. korekei, ktera eliminovala

chybu Fadu A%

V tabulce chybf sloupec pro 3. korekei. Dilvod je ten, Ze se hodnoty, ze kterych by se extrapolovala nova hodnota,

rovnai (dostali bychom to samé éislo).
Pro iplnost dodejme, Ze presn hodnota derivace je f/(z) = L, ti. f/(3) = 1.




[image: image13.png]Poznamka:

Pouzijeme-li napF. vzorec 7, bude vysledns matice soustavy opét pasov, e pasu bude nyni 5.

Pro aproximaci derivaci Ize samozfejmé pouZit i jiné vzorce.

Derivace]  Aproximace Odliad chiyly Scliennaticky zapis
1] @) | Fue—u) $h s (@), we C? @—@ }
Ei ot )

2| wim) | - e ¢ Ju'(a)l, ueC? o0—0 }

) .
3| wm) | dluin —uice) [ ()], we C® @—-—@ }

e i Y
4| (@) | gr(—wisa + duspr — 3u) | 07 max [u¥(z)|, ue C*
5| '(z) i — Aoy + Uing) x |u®(a)|, ueC? }
e R — |

(St e s
-2 i-1 [ i+1 it+2





[image: image14.png]Formulace:  M¥me ria (6, ) dénu integrovateinou furleel § = f(). Nallm cllem J& urt pHbliSnou hodnot
urdftho Insegrély





[image: image15.png]Poznamka:

Geometricky viiznam integralu I(f) (viz obrazek) je obsah plochy mezi grafem funkce f a osou @ na intervalu
(a,b)

Numerické metody vypottu integrlu uzivime zejména tehdy, kdyz I(f) neni mozno spotitat analyticky (velmi
Zasty pripad) nebo je sice analytické Feeni mozné, ale je velmi pracné. V. pfipadé, e mame zadanu funkci f
tabulkou, neni ani jiny pfistup mozny.

Pfirozeny princip numerickych metod pro vypotet integralu vychazi z aproximace funkce. Danou funkci f na-
hradime jeji vhodnou aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu I(f) prohlasime hodnotu integralu I(p), tj.

1N~ 1) = [ ol@)de.

Poznamka:

Narozdil od vypoétu derivace je vipoget integralu stabilni, protoze je-li ¢ dobrou aproximaci funkce f na intervalu
(a,b), je integral I(p) dobrou aproximaci I(f).

/:f(a:)dzf /:w(z)dz

< [11@) - o(@)] do < (6~ ) sup [7() ~ o(a)]
! )

£




[image: image16.png]Princip vétdiny metod na vipocet uritého integralu

/ﬂ * fa)do

je zalozen na tom, %e interval (a, ) rozdglime na N podintervali (zx, @ +1) tak, Ze

a=2)< T <T < <Ty1< Ty
Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a integrujeme tento polynom.

Vzorce pro vjpotet uritého integralu (tzv. kvadraturni vzorce) délime na:
na intervalech (¢, Zx11) ... zéakladni

pres cely interval (a,b) ... slozeny (sloeny kv. vzorec je sou¢tem zakladnich kv. vzorcii)

Pro jednoduchost predpokladéme, 7e jsou viechny podintervaly (zx, Tis1) stejné velkeé

Ekvidistantni uzly potom vyjédfime takto

Ty =To+kh, kde k=0,1,...,N-1 a





[image: image17.png]Zakladni vzorce se odvodi snadno na zékladé geometrické interpretace.
Pokud chceme vyjédit sougasné i vztahy pro chyby téchto vzorcii, musime pouzit k odvozeni Tayloriv rozvoj

[ e =rsgm+ 2 e

[ r@e=rin- 2 e

[ s = st - o )




[image: image18.png]Newtonovy-Cotesovy zakladni kvadraturni vzorce

1) Obdélnikové pravidlo (f nahrazujeme konstantni funkei )

[ e mpas by @
= Rs(f,h)

2) Lichob&znikové pravidlo (f nahrazujeme lineérni funkei )

[ 1@ e B ir(e) + flon)
=Tz(f,h)

3) Simpsonovo pravidlo (f nahrazujeme kvadratickou funkei ¢)

[ f@ dem R + 41(en) + Snia)
;
= 53(f,h)

Odvozeni Simpsonova pravidla

NapF. pomoci Lagrangeova interpolaniho polynomu

Py(2) = f(a)la(e) + FO)ls(2) + f(e)le(2)

_(@=d@=c _(@=b(z-c)

L@ =G heg - o
(z—a)(z—c) _(z-a)z—¢)

W)= e = -m
_(z—0)(z-b) a)(z-b)
R e R

/P;(z de = 2h7 (z b)(z — c) d: —%/(z—a)(z—c)dz+M/(z—a)(z—b)dz:

2h?
_f@[= EON A 1) [« F
=== ?(b+c)+zbc |3 —(a+c]+:mc T o |3~ —(a+b)+zab =
J<“)£,'L‘, d_ o ,M i,i, é,“j -
=% |3 3 2" 2 (b+¢) + (c— a)bx 22 (a+c)+(c—a)ac| +
L - B8 s\ 0 )
&) )
e _¢_ (€ _¢& -
+2h7 3 2732 (a+b) + (c — a)ab|
(o)
) é(" ) 26" + ac+ 20> 8(a+ c)(b + ) + 6bc] =
2h 5
= [2¢® + 2ac + 20° — 3(a + b)c — 3¢® — 3ab + 6bc] =
= % [~ — ac+ 3be+ 20 — 3a] =
= %[ a@-c +3b(c—a)+a(a—c)] =
e L)
(a—c)a+c) 2h —2h
—2h
= %[—(a+c)2h+2h3b—2ha] =
2
= 7%[u+c73b+u] =
4h?
= —?(2a—2b+c—b> =
o i
() .= %(211)3 viz pomocny vipotet pro odvozeni lichobéznikového pravidla (slide 10.5.)
(xxx) ... = g;ﬁ stejné jako (*) — plyne ze symetrie

/ Reyds = 2020 IO Lo  TO 2 _ Ms) Lage) + 560 = Talim)




[image: image19.png]Newton-Cotesovy slozené kvadraturni vzorce

Slozené kvadraturni vzorce ziskime sectenim zékladnich kvadraturnich vzorcii:

[r@m =5 [ fae = E [ o)

R(f,h)

T 1t )

T(f,h)

2 f(ao) +25(@) + 20(e) + -+ 2@ ) + flaw)] =

=n 350 + T i)+ SHen]

SR = 2[s(e0) +45@) + 21(ea) + 1o
o 2f(aw2) + 4f (@wo) + Flaw)]

Pro chyby slozenych vzorcti potom plati:

1(f) = R(f, h)+(b*a) f”( )
®o
1(f) = T(k) = (-a) 75 /€)

1(f) = S(m) - (- a) f“'(£)

S ORIE) kS rE =N e

=1
chyba zékladniho
vzorce na (-1, ax)

Priimér hodnot lezi mezi minimalni a maximalni hodnotou:
in 1 " "
min f1(6) < 3 5 f1(6) < max (&)
0
Ze spojitosti funkce f"(z) vyplyne:

e @omm): 11O)= 75516




[image: image20.png]Jak doséhnout pozadovanou presnost ?

Ze vzorcii Ize odhadnout velikost chyby, pripadné urit krok h tak, aby chyba byla meni ne# predem zadan
tolerance

PHklad  Urete h tak, aby chyba slozeného lichob&znikového pravidla pro vypotet

byla nejvige 102

Musi platit:

®=9), 1(2)| < 100
i v agllrelswe

= je nutné odhadnout f":

o1
f=—G-m
f”:ﬁ na (2,3) je f* > 0 (Kladng)

. ,ﬁ <0 = f"je Klesajici

2

5 EElI@I=r0= =2

1
Eh*-zsw 3 = h2<6-10°%

= = ‘/% =12,9 = nejblizi vy [N =13 = h= %
1 T
f(x)=1/(x-1)
0.8
0.6

0.4~

0.2-

=0, 69352

(g

Pesns hodnota: I = [Inz — 1|]; —In2-In1=In2=0,69315

) =

Skutezns chyba:  3,7-10°* < 10°

Nevyhody tohoto postupu:
o vrazy pro chybu obsahuji derivace (Zasto vysokého Fadu), které nenf lehké odhadnout
o vjsledné odhady jsou vét&inou velmi pesimistické

o Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni

(z2vySujeme-li #d vzorce, nemusi konvergovat aproximace integralii k teoretické hodnotz)

o pro odhad chyby je vhodné uzit metodu poloviéniho kroku (Richardsonova extrapolace)




[image: image21.png]Gaussovy kvadraturni vzorce

Princip: Snaime se , aby kvadraturi vzorec integroval presné polynomy co mozn4 nejvyséiho Fadu

Obecné kvadraturni vzorec (zékladni) uvazujeme ve tvaru

() =3 wif(a),

kde w; jsou tzv. véhy a a; jsou uzly.

Msme-li na zakladnim intervalu m + 1 bodi, potom nejuy&i mozny stupef polynomu, ktery jesté kvadraturni
vzorec integruje presné, je 2m + 1 (mluvime o tzv. algebraickém Fadu presnosti)

Pocet parametrii kvadraturniho vzorce je 2m + 2
— polovina pro vahy w;
— polovina pro uzly z;

(Newton-Cotesovy vzorce integrovaly presné polynomy do stupné ~ m.)

Cenou za vy presnost budou ovéem neekvidistantni uzly.




[image: image22.png]Piklad: Odvod'te pro interval (—1, 1) zakladni Gaussiiv kvadraturni vzorec prom = 0 (tj. v intervalu uvazujeme
pouze jeden uzel).
Regeni:
Kvadraturni vzorec pro m = 0 ma tvar
K(f) = wof (o),
kde vystupuji 2 nezndmé wo a To.
Vzorec musf presné integrovat:

1) konstantu
5

4 pot. —r—
Jedo=2"F wo-F@) = w=2.
4

2) linearni funkei

i
e =0

=55+ wo-F(a)
=

= 2b=2(azo +b) =z =

Jednobodovy zékladni Gausstiv kvadraturni vzorec je

k(1) = [ 1a)d2 = 2£(0) + 3

chyba

Yy





[image: image23.png]Piklad: Odvod te pro interval (—1, 1) zékladni Gaussv kvadraturni vzorec prom = 1 (tj. v intervalu uvaujeme
2 uzly)

Regeni:
Kvadraturni vzorec pro m = 1 mé tvar

K(f) = wof (o) + wif(z1),
kde vystupuji 4 nezndmé wo, wy, To a 1.

Vzorec musf presné integrovat polynom a 3 stupné:

o o2 T 5 .
%+b%+c£+dr :0»a+§-b+0»c+2»dp°:1

./71‘(a13+ba:’+c.t+d)dz:[a 7

=il

P2 0o (aa] + b2} + ez + d) +wy (as} + ba? + ez + d) = K(f).
f(@o) f(z2)

Soustava nelinedrnich rovnic pro 4 neznamé:

a: wozy + wiz = 0 (1)

b: wozd + wrzt = 2 )

c: WoTo + w1T, = 0 3)

@ wo +w =2 ()
®-0Q)x woo(@} — 1) + wizs(ad — 1) = 0.

@-@)  wE-DrwmEE-D=-1 /(=) /(=)

i Wo(To —z1)(2f —1) = jm
S e
8 wi(@ —z0)(@i —1) = @
ELE 0
3)a(®)= w = 2-w [
WoTo + (2 — Wo)Z1 0
wo(To — 1) —2z;
(EOEGEr?
4 4 2 1
—2z,(z3 — 1) = =: —2(z3 1) == 2_1=-2 2~
2125 )3$1:> (z5 )Sﬁa:., 5 g
1
=30=—y3
analogicky:
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Daléf zékladni Gaussiiv kvadraturni vzorec (tibodovy, tj. pro m = 2) vypada na intervalu (—1,1) takto:

k()= [ f@dz =31 (—\/g) +210)+5f (\/E) + 1o OO
chyba

Zo & xr2
—_———
wo w1 w2

Poznémka: Koeficienty a uzly vzorci vy3Sich ¥adi jsou uvedeny v tabulkch.

1
Poznimka: To, Ze jsme vyjadil / f(z)dz neubira nic na obecnosti, miizeme toti libovolny interval (a, b)
L

transformovat na (—1,1) a pouzit odvozené vztahy.

Poznémka: Gaussovy kvadraturni vzorce jsou konvergentni.
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Vypottéte / €” dz pouzitim jedno- a dvoubodového zakladnho Gaussova kvadraturniho vzorce.
1

Regeni:
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0,600833.
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w=0,1-2=0,2

z = 1,140,1-(—/) =

I f(z)do ~
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~0,1[f(1,1-0,1%) + F(1,1+0,1%)] = = LS
_ T
=0,1[2,835632 + 3,182716] = 21 = L1+0,1y/5,
=0,601834. wo = 0,1-1=0,1,
w, = 0,1
Presny vysledek: €% — e = 0,601835.
Poznamka:

Podobné jako u Newton-Cotesovych vzorcii miizeme definovat slozené Gaussovy kvadraturni vzorce

Piklad
Vypottite / @ sin 3z dz pouzitim jedno-, dvou- a tiibodového slozeného Gaussova kvadraturniho vzorce. Pocet
d8lent intervalu (0, ) volte N = 10, resp. N = 20.
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Vypottéte / €” dz pouzitim jedno- a dvoubodového zékladniho Gaussova kvadraturniho vzorce.
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Regent:
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Vypottéte [ & sin3z dz pouzitim jedno-, dvou- a tiibodového slozeného Gaussova kvadraturniho vzorce. Potet
o

délen intervalu (0, 7) volte N = 10, resp. N = 20.
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