[image: image1.png]7. Aproximace funkei. Zikladni aproximani dlohy. Aproximace Tayloro-
vém polynomem, interpolace, diskrétni a spojitd L2 aproximace. Dis-
krétni Fourierova transformace.




[image: image2.png]PHi numerickém Feseni tloh matematické analyzy €asto nahrazujeme danou funkei f, vystupujici v fesené ma-
tematické dloze, jinou funkci @, které v néjakém vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pritom
matematicky zpracovévé & modeluje na potitadi. Tuto funkci ¢ nazjvime aproximaci funkce f.

Poznamka:  Aproximaci funkce jsme jiz pouzivali u fedeni nelinesri rovnice. Napiiklad u Newtonovy metody
jsme danou funkei f z fesené rovnice £(z) = 0 aproximovali linesrni funkei (teénou ke grafu funkce f); podobné
tak tomu bylo u metody seéen.

Poznamka:  Jiz pouhy vypotet funkénich hodnot nékterych zakladnich funkei (sin, e, Ina, ... ) v potitai &
na kalkulatce se provadi uZitim aproximace téchto funkei. Tyto aproximace jsou ovéem zabudovany do vipozetniho
systému a uZivatel si Zasto ani neuvédomuie, Ze pie-li v programu napt. y=sin (x), nahrazuje vypoZet hodnoty
funkee sin@ vypoétem hodnoty jistého polynomu

Phiklady uziti
 numerické metody pro vypotet urtitého integralu
 zpracovéni vysledkii méFeni



[image: image3.png]Formulace {-4iladnl aproximagnl {loha)

Je déna funkes f = f(z), & € (a,5). Zwolime {n -+ 1) linedm nerbuislfch funle! @g, @:, .- - G a hleddme
funlel @ definovancu na {m,B), lserou |2e vyjddHe ve tvary Tnedm kombinace

o(z} = cowolz) + era(®) + . + Cuu{z)
a Icverd je v ndjaldm smyslu blfzld furkel £

© Terto typ aprowdrmace se navivé linedrni aproximace
o Polwd 7a furlee g:{z) volline potyromy, mluvime o polynomiainf aproximaci

o PHidader neline&mi aproximace je furkee w{z):

I e
= e e

WV tomto pHpadt miuvime o racionain apraximaci



 [image: image4.png]Pistupy k aproximaci
Aproximace na okoli bodu - PouZijeme, chceme-li aproximovat chovani funkce v malém okolf bodu. Pikladem
miiZe byt napt. vy&isleni hodnoty sin ¥ na kalkulaéce.

Interpolace - Pouzijeme, chceme-li tabulkou danymi body prolofit polynom, tj. pozadujeme-li, aby aproximace
pesné prochézela zadanymi body.

La-aproximace - Pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body (ziskanych napfiklad
métenim), kde nutné nevyZadujeme, aby aproximace danymi body prochszela. Divodem miizou byt napF.
EiniEy, &2 (e fem hedhegy rer Al




[image: image5.png]Aproximace na okoli bodu

~ mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem

Predpokladéme, e dana funkce f m4 v daném bodé o a jeho okolf spojité derivace a2 do F4du n
Podminky pro funkci, které co nejlépe napodobuje chovni funkce f matematicky zapiSeme takto:

¢(@0) = fN@o), §=0,1,...,n

(Hodnoty derivaci funkei f, v bodé 2o jsou stejné az do Fadu n.)

Tuto podminku samozrejmé splfiuje Taylortv polynom

2,02 = floo) + Lo~ z) + LI o gy L g e

Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati

1
_ T (z) = f) (z — o)

e(z) = (@) = Tu(e) = SOy € €Ul

umime-li odhadnout (n + 1)-ni derivaci funkce f na daném okoli bodu zo, miizeme provést nasledujici odhad

o

Plati-li [f**)(z)| < M Vz € U(zo), potom e(z)| < — zo|" L.

M
(n+1)




[image: image6.png]Piklad  Stanovte odhad chyby aproximace Taylorovym polynomem 10. stupné funkce £(z) = €° v bodé Zo = 0
na intervalu (—1,1).

fO@)=e, =01, fO0)=1,§=0,1,...

& @
Tﬂ(:)_1+:+7+...+m

e(z):euT"’(z):li:,z" = |le@)

IA
=

IA

7107





[image: image7.png]Pro chybu plati

e(2)

=f(@) - Tu(2) =

(n+1

(z — zo)"

] L) |





Interpolace

[image: image8.png]Aproximace interpolatnim polynomem

Aproximujeme funkei, kterd je déna svymi hodnotami v 7+ 1 bodech z;, i = 0,1,...,n (body z; nazjvime
uzly interpolace), a poadujeme, aby aproximace (interpolanim polynomem) prochazela zadanymi body.

Aproximace ndm potom poslouZi k ziskai izné hodnoty zadané funkce v libovolném bodg intervalu (zo, Zn)




[image: image9.png]Vita  Inserpoladnl Gloka ik jeding Feden, pokud jsou urly @p, @:,...,8a navedjem riomé.




[image: image10.png]Vet M-Il funce £, k ni3 pHeul data fgs,), §=0,1,...,7, spoicé derivace v r¥jalcém Imeenvalu (@, 8) D
ik (B0, B -, Bu} 40 FAU 7 @ derivac)  f10(z) v (8,8), potom Vz € (a,5) 3 = £{z) € {5,) tak, Se
pro chybu interpoladniho polyromy  Fu(z) plat'




[image: image11.png]Lagrangeiv interpolatni polynom

Oznacme si hledany polynom n-tého stupné  Ln(z)
Vime, % musi byt spinény interpolacni podminky

La(e) = f(@:), i=0,1,...,n.

Lagrangedv interpolacni polynom hledime ve tvaru

(@)= 2 (@) L) |

kde li(z) jsou polynomy n-tého stupné takové, Ze plati

_JL 1=
'5"‘{0, i#j

L(a;

(snadno se presvédiite, 7e dosadite-li do predpisu pro Ln(z) uzly interpolace, ziskite zadané interpolaéni
podminky).

Konkretizujme nyni diléi polynomy ().
Vime, 7e 1(z) mé kofeny o,1,: 1,Tis1,-+-,@n a nabjvé hodnoty 1 v bodé ;.
Miizeme jej tedy zapsat ve tvaru

(2 —20)(& = 21) ... (2 = 2i1) (&~ Tisa) ... (T~ Tn)
T — 20)(T: — T1) . .. (i — Ti1)(@i — Tiga) ... (Ti — Tn)

ORS





[image: image12.png]Newtoniv interpolaéni polynom

Oznacme si hledany polynom n-tého stupné  Ny(z).
Pro jeho odvozent pougijeme jinou kontrukei. Polynom volime ve tvaru

No(z) = ao + a1(z — Zo) + a2(T — To)(Z — Z1) + -+ + An(T — T0)(T — 21) ... (T — Tn_1)

Opét pozadujeme spinéni interpolacnich podminek

No(z:) = f(z:), i=0,1,...,7n.

Poznamka:  Vhodou volby tohoto zdanlivé sloitého predpisu je fakt, Ze pridame-i dali bod interpolace
[@ns1, £(Zns1)], nemusime cely wpotet opakovat, ale staéi dopogitat prisludny koeficient a1 (ostatn koefici-
enty a; zistavaji beze zmény). PHi pouZiti Lagrangeova polynomu bychom museli cely vipotet provést znou.

Ukazme si, co dostaneme dosazovanim interpolanich podminek do predpisu polynomu:

Na(®o) = [0 = f(20)

(@) = f(z0)

No(21) = ao + a1(21 — @) = f(z1) = |a=
1 — %

No(22) = a0 + a1(2 — Zo) + a2(22 — Z0)(22 — 1) = f(22)
f(®2) — f(@0) — a1 (22— 20
(@2 — To)(z2 — 1)

fe) =S, o S-S, )

L1 — Ty =

=0

= o=

/(rz) flzo) =

(z; — %o)(22 — 21)

F(es) - fla)— f(zx) f(zn)(z

(z2 — zo)(z; = 11)

f(@2) = f(1) _ f(=1) = f(=0)

> |ap=—22-2 z — 3o
T2 =30

Potitat koeficienty a; pfimo ze soustavy neni praktické, budeme je potitat pomoci tzv. pomérnych diferenci.

Algoritmus (koeficienty Newtonova polynomu)

Proi=0,1,...,n
Aio = f(:)
Prok=1,2,...,i

An=

Vystup: |a; = Ay

Schéma algoritmu

2o [f(20) = Aw = a0
21 [f(21) = Aw An=a
22| f(22) = A Ax An=a

Zn| f(2n) = Ano Am An - Am=a,




L2 aproximace diskrétní a spojitá

[image: image13.png]Uvod d diskrétni L,-aproximace

Myslenka
Chceme aproximovat funkci, ktera je dana tabulkou {[z;, f(z:)], 4 = 0,1,...,n}.

V pfipadg, kdy jsou f(z;) zatizeny chybou (napF. vsledky méFeni) nebo pokud je bod ,mnoho”,
nenf vhodné provadét interpolaci

Aproximaci ¢ hledime ve tvaru

¢(z) = copo(®) + 191(2) + -+ + Cmpm(2),

kde @; jsou zadané funkce a c; hledané parametry.

— poet bzovjch funkel p; je men3i nez potet zadanych bodii (m < n)
— v pfipadé rovnosti se miize jednat o interpolaci (zle%i na zvolenyich bazovych funkeich)

— o interpolaci se mize jednat i pokud je m < n

Nasim cilem je minimalizovat ,odchylku” funkce ¢ od zadanjch dat.




[image: image14.png]Jakou pousit normu pro méFeni chyby e ?

o max {|f(z:) - e(z)l}

o<i<n

O E\f(zx — (=)l

n+1=

Cilem je chybu minimalizovat = vybereme tu normu, kters umozni nejsna%f postup.




[image: image15.png]Formulace

Je diina furlce  wabulkou hodnot v -+ 1 bodech g, @, ..., ﬁH—

vollme war aproximujfel funkcs
¢z} = cown() + oupn(E) + - + Cmral{}
s polterm pararmetrl ¢ nejvie rovmm -+ 1

Diskrétnf Ly-aproximact furkce § je potorm <alovh linehm! lombinace birowjen funlke! pi(z), o] loshciersy
splfiujf podminku, & T riorma chyby je minimainf, ¢

10 = 31560~ o = 3 [i(a) - g;c,-wica)]

I minimsint.




[image: image16.png]Diskrétni L,-aproximace linearnim polynomem

Ukolem je stanovit diskrétni Ly-aproximaci funkce f dané tabulkou {z:, £}, i = 0,1,...,n linesmim polyno-
mem, tj. zvolime napt. go(z) = 1, ¢1(z) = z.
Tedy

pE)=co+az |

Minimalizujeme funkci

R=3li—a-aal |
=

Nutn a postatujici podminka minima je

OR =
P —2§[L — ¢ — 1)
AR 2
o 72§[}:’Cﬂ’01$i]1’;70

Koeficienty cy a ¢, nalezneme jako fesent soustavy

™=

(n+ 1)+ (

z;) o= ‘Z:;f;

o

@)= 2":/.2‘
=

=
M- g

(

@) o+ (

Maticové zapséno

Pc=q| kde P je symetricks, pozitivng definitni.

Jiny postup:

Usijeme metodu pro Feeni ,nefeSitelnych soustav’
Plati (m&lo by):

Cotazi=f, i=0,1,...,n

1 fo
1z h
1 o [‘“}: £
C1,
1 2, fa.
Maticové zapsino
Qc=F

Soustava Qc = F je nefesiteln3. Provadime minimalizaci 17r, kde r=F — Qc je reziduum soustavy.
Dosadime-li, pak plati:
r = (F - Qo) (F — Qc) = FTF — TQ”F — FTQc + ¢'Q7Qc = F7F — 2c7QF + <7 Q7Qc,

protoze (" Q”F)” = (F7Qc).
PP
o o

Matice Q7Q je symetricks, pozitivné definitni. Nutna a postatujici podminka minima

Q"Qc-Q'F=0 = [Q7Qc=Q'F

tzv. soustava normalnich rovnic.
Plati:

P=Q7Q| a [q=QTF





[image: image17.png]Ptiklad

Aproximujte funkci f, kter4 je déna tabulkou

z; [[0]1[2
F&=)|1]2]3
pomoci funkce |p(z) = coz + 1% + crz° |-
A
3 .
2 .
1¢
R
0 1 2
Qc=F, Q... singulérni matice

© prvni rovnici nelze splnit = soustava nem4 FeSeni

® fesime metodou nejmensich Ctvercl

QT./ Qc=F — Q'Qc=Q'F

5 9 17] [o 8
9 17 33| e = |14
17 33 65 leo] (26

o(z) = 0,47 + 2,652% — 1,052°

©0(0) = 91(0) = 9,(0)=0 =  (0) =0




[image: image18.png]Definice:  Releeme, Fe syscém funlkel 10;(z), §=10,1,
diskrétng line&rn& nezévisly, jsou-I" velory

[10s(o}; wolz:)s -

[ (@) n{@a); .«

[}, Oonl)s -

lingfir® nezfuislé.

-7, definovanych na (@, §) O int{ss, 51,

Jen{za)]”

o)l

<l

ey} je




[image: image19.png]Podminénost dlohy diskrétni L,-aproximace

Budeme-li aproximovat na intervalu (0, 1) funkci f a zvolime-|i ekvidistantni dgleni a bizové funkce budeme volit
; = @7, bude matice P = QTQ soustavy normalnich rovnic blizki Hilbertové matici, kters je velmi $patng
podmingna.

Reseni:  Za funkee ;() volime ortogonalni polynomy (napF. Gramovy polynomy)

Pozndmka:  Ze systému n-lineré nezavislych funkei g; Ize pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizaéniho pro-
cesu zkonstruovat systém ortogonalnich funkci.




[image: image20.png]Definice:
MEme funkel 1 = w(z), kcerh je definovina nia (3, 5) a je kladné a omesend. Mro¥iny refimjeh furleel f = f(z}
definovangcn ria {a,b) takovjch, e

oomatime Ln(a,b). Skalfmim soutinem dvou furll f, g € Ve, b) nargvime ¥slo

Lrelo
T N

1= B = { w(z){f(s)J’dz}

nasjwéme normou furlece § v Faf, B).
Furiles f, 9 s¢ narjvail ortogondint, plat-If





[image: image21.png]Vita
Jsou-IT furilce (0o, @4, .- , Y lInedmE nesdvislé, mi dloha spojick Fu-aproximace jeding FeSe!.
Kosficienty ¢} jsou Pedenfim normdinf soustavy a platl:

4. funkee § — 10° je ortogondinl ke vlem funkelm w;




[image: image22.png]Piklad
Stanovte spojitou Ly-aproximaci funkce f(z) = Inz na (1,e) lineérni funkei () = &1z + co.

Minimalizujeme funkci
7(co,c:) = [ 1£(2) = (@) do = [(1nz o - iz} do
! !

Podminky minima

—2/(ln:c—cn—cjz)dz:0
1

ar 7
= —2./(lnz—co—c,z):cdz—0

Cgildz+c,jzdz:ibxdz
1 1

Cn/ea:d.z+c;/=zzdz:ja:1.uxda:
1 1 1

o sl -
HGERVIECERI I

Regeni: ¢ = —0,46518, c; = 0,56325

(z) = 0,56325 — 0, 46518

1.2

0.8

04 ¢ =0,563252 —0,46518





[image: image23.png]Uloha diskrétni Fourierovy analyzy

Radu T periodickych funkef (integrovatelnjich) Ize vyjédit ve tvaru Fourierovy ¥ady

= 2mkz . 2mkz
fl@)y=> <ak cos WT + b sin ‘KT)

k=0

nebo

E i sin (

+ w) kde 72 =al+b, ve= arctan%
2

@ = Tisinve, by = T COS U,

acosa+bsina = rsinvcosa + rcosvsine = r(sinvcosa + cosvsina) = rsin (a + v).

Fourierovou (harmonickou) analyzou rozumime dlohu uréit amplitudy 7 a faze vy tzv. harmonickych slozek

rusin 27 L7 ¢ v ol i it 1),

Fourierovou (harmonickou) syntézou rozumime Glohu uréit funkei , jsou-li dany faze vi a amplitudy T
Tuto dlohu miizeme Fedit nékolika zpiisoby:
(4) Vyideme z ilohy spojité Fourierovy analyzy a numericky vypoéteme Fourierovy koeficienty, které jsou dany:

27rk$

/ (=) cos

27rk$ 5

/ f(z)sin

Uzijeme napt. lichob&nikové pravidlo (viz dal§f prednatka). Pozor, pro velks k integrandy osciluji!

(1) Funkci f aproximujeme (interpolace, diskrétni Ly-aproximace) pfimo vhodnou funkci @, kterd ma
tvar trigonometrického polynomu

Pouzijeme pristup (i4) realizovany v prikladu.




[image: image24.png]Vita  Trigonomewicly polynom

%
p{;ﬁj:%w‘—z(/v‘alﬁwk:s—{—ﬁiainkz), N=241 (W lich)
(=i

e ko 4 Bywin kz) + 25 (W sudé)

splfuje Icerpoladn podminy

27 N
PE =t w= g F=0L., N1,

privk ldy? Losficlenty polynomu () [sou déiny pormod worcl

PR
Ay == % fjomks;,  E=01,...,%
N

GEa
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