[image: image1.png]5. Gradientni metody. Metoda nejvétsiho spidu. Metoda sdruzengch gra-
dientit. Konvergence téchto metod.




[image: image2.png]Uvazujme kvadratickou funkci redlné proménné z:
1.2
flz)= 59% —bzx+c, a>0.
Nutn a postatujici podminka minima funkce (f'(z) = u) ma tvar
az=b.

To znamens, %e misto Feseni linearni rovnice miizeme Fedit Glohu najit minimum konvexni kvadratické funkce
(@) (obé tlohy maji stejn rese

Uvédomme si, %e v pripadé funkce vice proménnych je treba spinit dal podminky kladené na matici soustavy
A, abychom zarutili konvexnost prislusné kvadratické funkce.




[image: image3.png]Princip
Stejné jako u kazdé iteraéni metody nejprve zvolime potéteén aproximaci regenf x().

Princip gradientnich metod spotiv v tom, %e zvolime smér a v tomto sméru se budeme chiit co nejvice piblizit
k presnému Feseni. Gradientni metoda je tedy uréena volbou sméri, ve kterych minimalizujeme funkei F.

Béhem jedné iterace se pohybujeme po povrchu grafu funkce F(x) tak, abychom se dostali na niz3f vrstevnici

F(21,22)

T3

V pfipadé soustavy dvou rovnic ziskéme promitnutim grafu funkce F(x) do roviny proménnych @3, @z systém
soustrednych elips - hladin (vrstevnic).
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[image: image4.png]Metoda nejvétsiho spadu

Metodu nejvétiiho spadu ziskéme, pokud budeme za smérové vektory volit sméry nejvétsiho spadu, tj. vektory

d® = — grad F(x®) = b — Ax® |

Iteragni formuli volime ve tvaru

00 — () 4 48 g,

v kazdém kroku metody uréime smér nejvétéiho spadu d®) a provedeme jednorozmérnou minimalizaci v tomto
sméru, 4.

i (k) ()
mip F(x¥) + £d®).

F(z1,22)

Minimalizovanou funkci proménné ¢ oznatime ¥(t).
Potom platf:
F(x® +td®) = %(x(‘” +td®)TAG® + ¢d®) — bT(x®) + td®) =
(t)

= %x“‘)TAx“‘) + %tx“"TAd(") + %td(“'TAx("' + %a ABT A — BTx® BTk

'N'Tgt) = % xBTAd® + %d(“'TAx(“' +¢d®7Ad® — bTa®

Poznamka: Prvni 2 &leny, tj. x*TAd® a d®”Ax(® jsou skalary a jsou si pro symetrickou matici A rovny.

ABTAX® = (dBTAXOYT = (AxP)Td® = xBTATGH

%ﬁ” = td®TAd® + xBTAd® — pTd(*)
(x®T A — bT) d®)

—a®T
%ﬁ‘) = td®TAd® 4 xOTAd® — b7
(x®T A — pT) d®)

—d®T
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[image: image5.png]Poznamka:

Pokud by matice A nespliiovala podminku symetrie, jaky vysledek by ném dala metoda nejvétsiho spadu?

grad F(x) = 0

1 1 1 1 1
grad F(x) = grad (ExTAx —bTx) = ZOTAY + 5Ax—b=cATx+ 2Ax-b=0

1
= E(AT +A)x=b





Veta o konvergenci a odhadu chyby:

[image: image6.png]V&ta: Metoda nejvEeiiho spadu korverguje {pro symetrickou, positivid definfenl matiel A pro bovolnou velbu
potiteln! aproximace X l pResnérmu Felenl soustavy Ax = b,




[image: image7.png]Algoritmus metody nejvétsiho spadu

1. volba xO, ¢

2. vjpotet sméruspadu  d®) = b — Ax(¥)
o A®T gk

drd-_

3. vjpotet koeficientu s

4. vjpotet nové iterace  x(*+1) = x(¥) 4 tHq(k)

5. k=k+1azpétna2) pokud [[x*) — x| > ¢

Poznamka: Abychom usetfili operace nsobeni matice a vektoru, uréime d(+). takto:

AFH =~ Ax) = b= Ax®) () = d® _ 18 Ad®)
©
() toto se potitalo v kroku 3 v predchoz iteraci




[image: image8.png]Poznémka
V pFipadé, e budou hladiny (elipsy) velmi protahlé", bude obecné metoda nejvétsiho spadu konvergovat velmi
pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt.

Na druhou stranu, pokud budou hladiny (elipsy) ,skoro kruznice", bude metoda nejvétsiho spadu konvergovat
velmi rychle.

Nevjhodu cik-cak efektu odstrani nova metoda, tzv. metoda sdruzenych gradientd, kterd vyuzivé dimysingjsi
volby smérii minimalizace, a sice tak, aby se neopakovali, jak k tomu dochazelo u metody nejvétsiho spadu.
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Pomoci metody nejvétéiho spadu Feste soustavu Ax = b, kde
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[image: image10.png]Metoda sdruzenych gradientii

Za sméry, ve kterych minimalizujeme, budeme brat A-ortogonalni vektory s(*)

Plati tedy:

sBT A O

Chceme, aby platilo:

ST/ X ox® = [ )

=t

SOT A(x* — x@) = ¢0) BT A o*)
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& Zlohed ey
-0 RO)

o ST 3(0)
¢ BT Ak





[image: image11.png]Algoritmus (Metoda sdruzenych gradientir)
1. xO, ¢
2. 10 =b— AxO, O = x©

3.t s57r)
BPCINC)

4 x04D) = xB) 4 4()g(k)
5. p(k+1) = p(6) 4 B A 59

ST A p(k+1)

6 A=A

7. sk+H) = plE+) 4 g o)

8. If [[x*+) —x¥[| < & then konec, else — add 3




[image: image12.png]V&ta Nechi A je symetrickd porieivnd definienl. Potom metoda sdrudeneh gradient] korverguje nejwile po
kroeleh. Navie chyba &t serace (i < 1) & orcogondinl ria sméry 89, §=0,1,...,5—1 a plast:
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