[image: image1.png]3. Primémetody pro feSen soustav lineamich algebraickych rovnic. Gaus-
sova eliminacnl metoda. LU a Choleského rozklad. Existence a jed-
nomagnost trojihelntkovchio rozkladu. Stalilita trojihelnkovélo roz-
Iadu. Pifme metody pro soustavy se specidlni matici




[image: image2.png]Formulace:
Je déna Tvercovh matice A = [ay;
|lledérme velctor x = [2:, 32, - -, Bu]

sk, aby platllo
Ax=h,

rozepsing po sloFlich
BBy + Gaaa + oo+ Gradu = by

BBy + OnaBs + o0+ Gada = B

BB + GuaBz + 0>+ G = by

s @ vektor pravé strany b = [by, bz, ..

BN

Predpold &ddime, Fe je matice A reguldrml (1. soustava mé prévd jedno Felenl).




[image: image3.png]Méme dva zékladni typy soustav:

o soustavy s obecnou matici
o soustavy se specilni maticl  (symetricka, pozitivné definitn, Fidka, pasova apod.)

Pro prni skupinu se vétsinou pouzivaji pfimé metody, pro druhou skupinu metody iteracni nebo speciaini modi-
fikace ptimych metod.




[image: image4.png]Idea dalgich pfimych metod vychazeji z faktu, Ze soustavy

Ax=b| a [TAx=Tb|

kde T je regulrni matice, majf toté fesen, tj. jsou ekvivalentni.

Touto transformaci Ize ziskat trojihelnikovou soustavu

Ux= U=TA, y=Tb
pf:
Ui Uz Uiz [Ty Y
0 ux uss| (T2 = |y2
0 0 ugw)lzsl lus

Trojihelnikovou soustavu Ize velmi snadno Fesit zpétnou substituci. Realizovany proces se nazyva zpétny chod.




[image: image5.png]Gaussova eliminaéni metoda

a1 G a1z | by
Ax=b rozepsino po slozkich | @z s ass | b2
o G: Az | bs

Definujeme multiplikatory [ma; = — 22| | [mgy = — 284
a1 a1
WW=p o) = b,
#) =¥, + mahy 8 = by + masby
&) =+ maihy B = by + marby
Ziskame novou soustavu ... 1. faze eliminace

au G G| by
AWy = pO 0 o o |s®
0 o o |4

a3z G33
o)
Definujeme multiplikator |msy = —=¢%
A
D) ) o =y
K= B2 — 5D
1 =K 4 mgif) B2 = b + magblt)
Ziskéme novou soustavu ... 2. faze eliminace

ou G a3 | b
Alx =b® 0 aof off 8
0 0 o |o®

Celf tento postup nazjvéme primy chod. Trojthelnikovou soustavu FeSime zpétnym chodem.




[image: image6.png]= Véta: Je-li matice A ostre diagonalné dominantni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.





[image: image7.png]j. absolutni hodnota diagonalniho prvku je vétsi nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvki v fadku.

Napt.:





[image: image8.png]= Véta: Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.





[image: image9.png]P sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp. jeho Esti pod diagonslou vietng) vybirali
&islo, které bylo maximalni v absolutni hodnoté a v pfipadé, e toto Eislo nelezelo na diagonale, vymnili
jsme pHislusné 2 rovnice. Dle jsme pokragovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty pod
diagonélou.

Sloupcova pivotace neni jedin moznost. Podobné miizeme vybirat i maximalni prvek v absolutni hodnoté
2 prislugného Fadku (resp. jeho Easti) a poté vyménit prisluéné sloupce. Pozor! Je ovdem tieba zaménit i
prislusné slozky Fedent x. V/ tomto pfipadé hovofime o Fadkové pivotaci.

Dal& mo#nosti je vybirat maximalni prvek v absolutni hodnoté z celé matice A (resp. prislusné podmatice).
V tomto pipadé hovofime o Giplné pivotaci. Opét je treba mit na paméti, Z je treba zaménit slozky ve
vektoru esen. Nevjhodou Gplné pivotace je pomalejéi vipotet nebot hlavni prvek vyhledvéme z celé
dosud neupravené &sti

Libovolnou pivotaci dosdhneme realizovatelnosti GEM pro libovolnou regulami matici A




[image: image10.png]Metoda LU-rozkladu

Opét uvazujeme regularni matici A fadu N. Matici A Ize rozloZit na soutin |A = LU |,
kde L je dolni trojdhelnikova matice fadu N a U je horni trojiihelnikova matice fadu N.

Napt:
an a1z a3 ln 0 0 U Uiz Uig
@1 Gz ax| = [l b 0|0 ux Uy
a3 @3 A la s lss 0 0 wug

Tento rozklad neni dan jednoznan& (12 neznémych a 9 podminek), jednoznatnosti dosshneme napf. tim, %e
polozime [lz=1, i=1,2,...,N|

Algoritmus: (viz skripta)

je odvozen z postupného nasoben F4dkii matice L a sloupcti matice U

(1,1) uy =an (2,1) ag = lyuns (3,1) aa1 = lgyuns
ar (2,2) azp = luip + vz (3,2) a5 = Lz + Itz
(1,3) w3 = a1z (2,3) g3 = lpyusg + uzs (3,3) a3z = la1sz + lastuo + us3
Reeni soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1. Realizace LU-rozkladu: A = LU
2. Regent trojihelnikové soustavy: Ly = b LUx=b
v

3. ReZeni trojihelnikové soustavy: Ux =y




[image: image11.png]4.1.1 Véta. Bud A € C"*". Potom A md LU rozklad, tj. A lze napsat ve tvaru
A=LU,

kde L je dolni trojiihelndkovd, U horni trojihelngkoud matice, pravé kdyz

Ai#0  prokasdéi=12,...n.

Potom lze matice L, U volit tak, Ze viechny diagondlni proky matice L jsou rovny 1. Touto
podminkou jsou matice LU uréeny jednoznacné a je-li A redlnd, jsou matice L, U také
redlné.




[image: image12.png]P#mé metody pro soustavy se specidlni mati
Uvazujeme matice:

o symetrickd

e symetrickd a pozitivné definitni

o diagonalné dominantni

* pasova

Plati: Je-li matice A symetrickd a A®) jsou matice ziskané GEM v zékladni verzi, pak podmatice A®) jsou
také symetrické.
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Lze pak pouzit symetrickou verzi GEM a LU-rozkladu.

Je-li matice A navic pozitivné definitni, pak Ize realizovat Choleského metodu rozkladu

A=UTU

Pozndmka: V algoritmu je potteba realizovat vypocet odmocnin a to Ize pouze pro pozitivné definitni matice.

1
@11 Q12 A1z unp 0 0 Ui Uiz Uiy
@ G Qx| = |un uz 0[]0 up ux
a3 G sl lusm um ussl [0 0 s
(1,1): an =1, (21): an =up-u (3,1): @5 = 1w up
(1,2): G2 =1 U2 (2,2): 6 =udh+ud, (3,2): @z =3~ Ura + Uns - Uz

(1,3): ars=wn-ws (2,3): @23 = uro - wrs + w2z Uzg (3,3): a3y =uy+ujs +uly




[image: image13.png]Metoda LU-rozkladu pro pasové matice

Uvazujeme matici A takovou, e

a; = 0|, kdyz

li-il>p

(8itka pasu je 2p + 1)

|

L;=0, kdyz j>1 a j<i—p,

p+1

p+1
p+1

Pokud Ize realizovat LU-rozklad, pak

u; =0, kdyz j<i a j>i+p.
Poznamka:

V pfipadé obecné matice viak nelze Zekat, 7e matice L a U bude mit nulovy prvek v téze pozici
jako jej méla matice A.

Pro pasové, symetrické, pozitivné definitni matice pouzivime specidlni verzi Choleského rozkladu




Choleského rozklad

[image: image14.png]Algoritmus rozkladu [editovat]

Prvky matice L je mozné potitat po sloupcich zleva a v kazdém sloupci odshora dold

Pro prni sloupec plati nasledujci.

ay = luly — by = Van

ay =lnly — ln=an/ly

= bl — b =an/ln
Pro druhy sloupec plati:

g = liloy +Ioley — 1o = \Jaz — By
azy = Il + lolyy — I3z = (022 —lnuln) /b

Qn:

Lnaloy + Lnol: (an2 = lnalor) /12
Pro prky na diagonle Ize, vzhledem ke znalosti celého fadku vievo od prvku, odvodit nésledujici vzorec.

— Iy





př.:
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[image: image16.png]Pro matici A dostaneme

w1 = @ =2

w1 = (o) = (1) =2
us = 7 (ms) = () =0

uzs = g (a2 —wipurs) = F(0-1-0) =0
2z 022 7 LA
uss = \fass —uls— w3, =VE— 0202 =2




[image: image17.png]odstavec 3.4.11), Ze je-li A € C™*", pak symbolem A; znaime hlavni minor A Fidu i
(i=1.2....n).4.

4.1.1 Véta. Bud A € C™". Potom A md LU rozklad, tj. A lse napsat ve tvaru
A=LU,
kde L je dolni trojiihelndkovd, U horni trojihelngkoud matice, pravé kdyz

Ai#0  prokasdéi=12,...n.

Potom lze matice L, U volit tak, Ze viechny diagondlni proky matice L jsou rovny 1. Touto
podminkou jsou matice LU uréeny jednoznacné a je-li A redlnd, jsou matice L, U také




