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aiplny problém. Mocninnd metoda a metoda Rayleighova podilu. Or-
togondlni transformace. Singuldmi rozklad matice. Vywsti pro r
obecnych soustav linedrnich algebraickych rovnic.





[image: image2.png]Vypotet vlastnich &isel a vlastnich vektorii

S pojmem vlastniho Eisla jsme se jiz setkali napfiklad u iteragnich metod pro feSeni soustav linesrnich alge-
braickjch rovnic. Velikosti vlastnich &isel itera¢ni matice rozhodovaly o konvergenci prislusné iteragni metody.
S dlohou na viastni &isla se setkdme i v aplikacich pii fesent fady technickych a fyzikalnich problémi

Je déna Etvercova matice A Fadu n. Cislo A, pro které ma soustava

Av=2Xv resp. (A-ATv=0

eni v vlastni vektor matic

islo matice A, jemu odpovidajici nenulové f

nenulové feseni, se nazgva vlastni

Homogenni soustava ma nenulové feseni matice soustavy je singularni, tj. jeji determinant je nulo

Vlastni &isla Ay, Az, . ., An jsou kofeny charakteristické rovnice

Pa(A) = det(A — AI) = 0.

Ke kazdému vlastnimu &slu A; existuje alespon jeden vlastnf vektor v;

Poznamka:  Charakteristicky polynom je stupné n = 3n vlastnich &isel.

,An) Nazjvime spektralni matici matice A.

Definice: Matici A = diag(As, )

Ulohy na nalezent viastnich isel rozdélime do dvou skupin:

o Uping problém — tloha najit vechna viastni Eisla

o Casteény problém — dloha najit pouze nékters vl. &isla (obvykle s nejvétsi absolutni hodnotou)




[image: image3.png]Mocninna metoda
Chceme uréit viastni &slo matice A s nejuétsi absolutni hodnotou (dominantni viastni &islo)
Predpoklady:

1. A mé n-linedmé nezavislych viastnich vektori

2. existuje jediné dominantni viastni islo

3. vlastni Eisla Ize sefadit: |A1] > [As| > [Ag] > -+ > A

Odvozeni:
1. Zvolime y(® jako linearni kombinaci vlastnich vektorii
Y9 = avi + aava + -+ + GV
2. Sestrojime posloupnost
Y8 = AyED g y®) = ARy
¥® = a1 ARV + apAFvy + -+ APV,
3. Plati Av; = Av;, proto

y® =g A vi+aoMive+ oo+ Ay,
o2

4. Vytkneme dominantni viastni &islo (viz *)
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5. Analogicky vyjadiime y(*+1).

6. Vybereme j-tou slozku y**1) a y(*), vydélime je a provedeme limitni prechod
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Ptiklad

Mocninnou metodou stanovte dominantni vlastni &islo matice A, kde

A=

110
111 a ¥y =[1,1,1".
011

Regeni: Pouzijeme iteraéni formuli

y*) = Ay®), pro k=0,1,...

b8
Y=t A =Y5=3
{

<

y@ = (5757 AP =1x2,3333,
y® = [12;17;12]7 AP = 2 ~ 2, 4285,
¥y = [29;41;207 AP = £ ~ 2,4117,

¥® = [70;99; 7017 (Y = % ~ 2,4146.
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Chceme urit viastni &slo matice A s nejvétéi absolutni hodnotou (dominantni viastnf &islo)
P¥i odvozeni metody Rayleighova podilu budeme navic (oproti mocninné metodg) predpokladat, % matice A je
symetrick (redlnd). Potom musi byt viastni vektory ortonormalni (vI'v; =0 pro i#j a vIvi=1).

Odvozel
6. krok z odvozenf mocninné metody nahradime vyjédrenim souginu  y®7y(®)
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Poznimka: Soutin €Ze) konverguje k nule (pro k — 00) zhruba dvakrt rychleji nez e, k nulovému vektoru
= metoda Rayleighova podilu bude rychleji nez mocninna metoda

Piklad

Metodou Rayleighova podilu uréete dominantni viastnf &islo matice A, kde

11
A 11 a yO =11
01

- o

Regent:
® T w_ yOTy®
y® = [2;3;2] At =%=§z2,3333,
Fy
. @ _a
@) = [5;7;5]" A =4~ 2,417,

1217127 A®) — 6ori10ie0 _ 2
=[12;17;12]7 A = SGtiloteo _ 20 o 2 41417,
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Pouzijeme podobny princip jako v predchozim pripads, tj. sestrojime posloupnost navzsjem podobnych matic
Ao Ay, Ay, ... tak, Ze

A1 = QfAQ:,  k=0,1,2...

Pozadujeme, aby posloupnost A konvergovala k matici, jejiz viastni &isla lehce urime. Ortogonini matici Qi
vybirsme specilnim postupem. V§hodou tohoto algoritmu je numericks stabilita

Poznimka:  Pro obecnou matici pouzivime metodu QU-rozkladu (QR-transformace).
A=QU Q... ortogonslni matice (QQT =L, tj. Q" = Q%)
U...horni trojihelnikova matice
B=UQ (U=Q'A = B=Q'AQ = B=0QTAQ).

Motivaéni priklad:
PHikladem ortogonsini matice je matice rovinné rotace o hel a:

cosa —sina ] om|c —s
sina  cosa s ¢l

Q(e) =

Pro matici

a=[13]
stanovte matici B = QT(a)AQ(a) tak, aby by, =0.
Reteni:

Rozepigeme si prvky matice B:

bu bo]_[ cs] [21] [c-s]_
by by | | -s e 13 s ocf

_[ 2c+s c+3s] [c —s]_
—2s+c —s+3c s ¢
_[ 2c+es+es+3s? —2cs—s2+c?+3cs
T [ —2cs+c*—s243cs 288 —cs—cs+3c |

Pro spinéni podminky biz = 0 musf platit

—2c5s—s2+c2+8cs=cs— s>+ =

cosasina —sin’ & + cos®a = 0.
CoslainaS cogig

1.
3 s +cos2a

1.
cos2a = — sin2a
—2=tan2a
a=—0,5535

Po dosazeni dostaneme, ze
B

3,6180 0
01,3819 |

B je diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagonale a stejna vlastni Cisla ma i matice A. o

Poznamka:

Podobné jako v predchozi metods, pro dostatetné velké & je Ay hori trojihelnikovs matice a vlastn{ vektory
jsou (pfiblizné) sloupce matice QoQ - - Qi 1

Poznamka:

Pro symetrickou matici A vede uvedenj postup na tzv. metodu Jacobiovy diagonalizace.




[image: image6.png]Charakteristika metod na feSeni plného problému:

1) metody zalofené na vypottech viastnich &isel pomoci charakteristického polynomu

Nevyhodné pro velka . (f4d matice A), protoge je obtizné vypotitat pa() = det (A — AL) z definice
determinantu.

2) metody vyuZivajici podobnosti matic

Tato kategorie metod vyu#iva faktu, Ze podobné matice maij stejné viastni &isla

Princip: konstruujeme posloupnost navzajem podobnjch matic, ktera konverguje k matici, jeji viastni
&sla se dajf jednoduchym zpiisobem urit

3) smi%ené metody

zalozené na prevodu obecné matice na matici tidiagonaini (nap. Givensova, Householderova a Lanczosova
metoda) a nasledny efektivni vypocet kofenii charakteristického polynomu této upravené matice.




+singulární rozklad matice

+využití pro řešení obecných soustav lineárních algebraických trovnic

!(nepodařilo se mi na trialu najít)

