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[. Aproximace funkci

1 Numerické tlohy v analyze a aproximace funkci

1.1 Modelovani tiloh matematické analyzy na pocitaci.

Predmétem studia matematické analyzy jsou funkce a operace s nimi. Typickymi tlo-
hami matematické analyzy jsou napf. vypocet integralu z dané funkce pfes interval, vypocet
hodnoty derivace, feSeni diferencidlnich rovnic nebo i pouhé stanoveni hodnoty funkce v
nékterém bodé. Pro tlohy matematické analyzy je charakteristické, Ze zpravidla nejde o
numerické tlohy, tj. takové tlohy, kde vstupni i vystupni data jsou vektory o kone¢ném
poc¢tu slozek [21]|. Protoze na pocitac¢i mizeme piimo modelovat (naprogramovat) pouze
tlohy numerické (piikladem mohou slouzit tlohy linearni algebry, viz [21]), byva pfi FeSeni
uloh matematické analyzy na pocitaci nezbytnym piipravnym krokem pfibliZzné nahrazeni
(aproximace) dané matematické tulohy tlohou numerickou. Numerické metody matematické
analyzy maji proto ponékud jiny charakter nez numerické metody algebry.

Jednim ze zékladnich tkoli numerickych metod matematické analyzy je studium apro-
ximaci funkeci. Pfi numerickém feSeni tloh matematické analyzy totiz ¢asto nahrazujeme
danou funkci f, vystupujici v feSené matematické tloze, jinou funkci ¢, ktera v néjakém
vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pritom matematicky zpracovava ¢i mo-
deluje na pocitaci. Tuto funkci ¢ pak nazyvame aprozimact (p¥iblizenim) funkce f.

Oblasti matematiky, v nichZ pouzivame aproximace, jsou znacné ruznorodé. V tomto
seSité se budeme zabyvat prevazné témi tlohami matematické analyzy, jejichz vstupnimi a
vystupnimi daty jsou redlné funkce jedné redlné proménné. Jiz pouhy vypocet funkénich
hodnot takovych funkci na pocitaci se provadi uzitim aproximaci ¢, jejichz hodnoty se daji
vypocitat pomoci kone¢ného po¢tu aritmetickych a logickych operaci.') Tyto aproximace
jsou ov8em pro radu funkei jiz zabudovany do vypocetniho systému a uzivatel pocitace si
¢asto ani neuvédomuje, ze piSe-li ve svém programu napi. Y=SIN(X), nahrazuje vypocet
hodnoty funkce sin z napt. vypoc¢tem hodnoty jistého polynomu.

Jinym typickym piikladem jsou numerické metody pro vypocet urcitého integrilu z
funkce f. Zde nahrazujeme funkci f funkei ¢, ktera se snadno integruje, napt. polynomem.

Dalsi oblasti numerické matematiky zaloZenou na uziti aproximaci je zpracovani vy-
sledkit méfeni. Hledame tu zpravidla jednoduchy analyticky vyraz vyjadiujici (pfiblizné)
funkéni zavislost, zadanou tabulkou naméfenych hodnot.

Pti pouziti aproximaci tedy misto pivodni tlohy, ve které vystupovala funkce f, feSime
alohu, v niz misto f vystupuje jeji aproximace ¢. To ma ovSem za nésledek, ze vysled-
kem vypoctu nebude piesné feseni ptivodni tlohy. Ukolem numerickych metod analyzy je

1) To jsou totiz nejobecngjsi funkee, jejichz hodnoty se daji na poéitaci piimo vyd&islit.



proto také zkoumat, co muzeme fici o odchylce ziskaného ptiblizného tfeSeni od presného
(teoretického) FeSeni dané tlohy.

1.2 Priklad.

Hledejme na intervalu <O, %> feSeni pocatecni tlohy

(1.2.1) y'=—xy, y0)=1, (0)=0.

Uloha (1.2.1) nenf numericka tloha, nebot ani funkei y, ani jeji derivace /,%” nemi-
zeme specifikovat kone¢nym poctem ¢isel. Tuto matematickou tlohu muzeme aproximovat
numerickou tulohou napt. tak, ze jako vystupni data budeme hledat aproximaci feSeni y
pro x = h,2h,3h, ..., %, h=1/(2N) , kde N je pfirozené ¢islo, a rovnici (1.2.1) aproximu-
jeme vhodnou diferenéni rovnici [21]. Vysledkem tohoto postupu bude pievedeni po¢atecni
tlohy (1.2.1) na vypocet pribliznych hodnot feSeni v uvedenych bodech = = h,2h,3h, ...
pomoci jistych rekurentnich vzorcii, které se daji na pocitaci bez vétsich problémi na-
programovat. Nepfesnost takto ziskaného priblizného feseni se d4 odhadnout postupy, o
kterych pojedname v kap. III.

Jiny mozny piistup k numerickému Feseni tlohy (1.2.1) spo¢iva v tom, Ze feSeni (1.2.1)
aproximujeme spojitou funkci, ktera se da spolu se svymi derivacemi specifikovat kone¢nym
poctem parametri. Piikladem takové funk-ce je polynom.

Hledejme napt. polynom p(z) = a+bx+cz?+dx? tfetiho stupné, ktery co nejlépe splituje
obé pocatetni podminky a rovnici (1.2.1). Postupnym derivovanim dostaneme p'(z) =
= b+ 2cx + 3dz?, p"(x) = 2c¢ + 6dx. Pocateéni podminky miizeme splnit presné, staci
poloZit a = 1, b = 0. Mame tedy p(z) = 1+ cz? + da?.

Dosadme p(z) do diferencialni rovnice (1.2.1). Dostaneme 2c+ 6dz = —z(1+ cz? +dz?)

neboli 2¢ + 6dr = —x — cz® — dx*. Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin z* pro
k =0,1,3, odtud dostane-me ¢ = 0,d = —%. Diferencidlni rovnici tedy nesplnime presné,
ale s chybou —dz* = /6. Nalezené priblizné Feseni je tvaru

L 5
(1.2.2) plx)=1-— g%

Z naseho postupu vyplyva, ze p(x) je pFesnym feSenim pocatecni alohy
1

(1.2.3) y'=—zy+ 6x4, y(0)=1, %(0)=0.

Toto je rovnéz jeden ze zpusobu, kterymi nas numerickd matematika informuje o pies-
nosti ziskaného pftiblizného feseni: Ukaze se, 7ze pfiblizné feSeni je pfesnym feSenim po-
rusené puvodni tlohy, a uda se néjaka informace o velikosti této poruchy. Je-li pivodni
matematicka tloha dobfe podminéna, tj. stabilni vii¢i takovym porucham, lze pak usuzo-
vat na velikost odchylky pfesného a priblizného feSeni dané tlohy. V naSem piipadé pro
x € <O, %>, plati x1/6 < 9—16. 7Z (1.2.2) dostavame p(0,5) = 0,979; da se ukazat, ze odchylka
této hodnoty od y(0,5) je mensi nez 3 - 107,

10



1.3 Triidy aproximujicich funkci.

V celé této kapitole se budeme zabyvat aproximacemi spojitych funkci jedné
proménné. Pri vybéru vhodné aproximace postupujeme v numerické matematice tak, ze
predem zvolime tvar aproximujici funkce, ve kterém vystupuji nékteré proménné parametry,
a hodnoty parametri se pak snazime urcit tak, aby ziskana aproximace vyhovovala nasim
pozadavkim. Tak napt¥. v odst. 1.2 jsme volili aproximaci feseni ve tvaru polynomu

a+ bx + cx? + da?.

Vsimnéme si také toho, Ze uvedeny polynom je linearni kombinaci funkei 1, z, 22, 23.

Obecné se pii vybéru aproximace velmi ¢asto postupuje takto: Zvolime nejprve pevné
systém jednoduchych zdkladnich funkei pg, 1, ..., takovych, které se snadno matematicky
zpracovavaji nebo se s nimi dobfe pracuje na pocitaci. Danou funkci f pak aproximujeme
linedrni kombinaci ¢ zékladnich funkei:

(1.3.1) p(x) = copo(x) + c1p1(w) + .. + cnpn(w).

Otazka vybéru aproximace k funkci f se tak prevadi na urc¢eni hodnot parametri cg, cq, ..., ¢,
podle néjakého kritéria vhodného pro tu ¢i onu konkrétni alohu: (K feSené tloze pfipadné
prihlédneme také pii volbé zékladnich funkei.) Protoze aproximace ¢ dana vyrazem (1.3.1)
zavisi na parametrech ¢, ¢y, ..., ¢, linearné, iikame, ze (1.3.1) je aprozimace linedrniho typu.
Pti pevnych zakladnich funkcich g, ¢1, ..., nazyvame mnozinu V, vSech funkeci tvaru
(1.3.1) tridou aproximugicich funkci (linearniho typu).

Priklady ¢asto pouzivanych zakladnich funkei jsou

(1.3.2) 1z, 2%, ... 2",

(1.3.3) 1, (z — x0), (x — 20)?, ..., (x — 20)", 29 pevné,
(1.3.4) 1,cosx,sinz, ...,cos Lz, sin Lr  (n = 2L),
(1.3.5) 1e® e* . e™ (i =—1).

Jsou-li zakladni funkce ¢y, 1, ...on, dany (1.3.2) nebo (1.3.3) je V,, tFida polynomi nej-
vySe n-tého stupné. Pro (1.3.4) a (1.3.5) se aproximujici funkce ¢ linedrniho typu nazyvaji
trigonometrické polynomy.

Prikladem tiid aproximaci, které nejsou linearniho typu, jsou t7idy raciondlnich funkci
[napf. tvaru p(z) = (a + bx)/(c + dx)|. Teorie a praxe takovych aproximaci je - jako
je tomu u vétSiny nelinearnich problémi - ve srovnani s aproximacemi linedrniho typu
pomérné komplikovana. Pro nékteré tlohy vSak aproximace nelinearniho typu dévaji velmi
dobré vysledky.
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1.4 Vybér aproximujici funkce.

Budiz f dana funkce a ¢ jeji aproximace na intervalu (a, b). Funkci £ danou pro x €

€ (a,b) vztahem

E(x) = f(z) — ¢()
budeme nazyvat chybou aproximace. Chceme-li vybrat funkci ¢ z dané tridy V), tak, aby
byla dobrou aproximaci funkce f, budeme se jisté snazit o to, aby chyba aproximace vyla
v néjakém smyslu mal4. Ve vétsiné tloh nas pritom prakticky nezajimé znaménko chyby
a kvalitu aproximace posuzujeme podle absolutni hodnoty chyby aproximace |E(z)| =
= [f(z) —p(2)].

Moznosti, jak posuzovat ("mérit") velikost funkce E na intervalu (a, b) je ale cela fada.
Muzeme napi. pozadovat, aby maximalni hodnota |E(z)| na intervalu (a,b) byla mensi
nez néjaké dané ¢islo . Jindy pro nas muze byt dulezita velikost |E(x)| pouze v nékterych
bodech intervalu (a, b). Muzeme pozadovat, aby byl maly integral z funkce |E(z)| ptes (a, b)
nebo aby byla mala také absolutni hodnota derivaci funkce E (pokud ovSem existuji). To,
jakym zptisobem budeme chybu aproximace mérit, zavisi tedy do znac¢né miry na nasi
libovili. Volbu vhodného kritéria pro métfeni chyby budeme provadét s pirihlédnutim k
feSené matematické tloze a zptusobu zadani funkce f.

V dalsim vykladu budeme rozliSovat dva zékladni typy kritérii pro méteni chyby apro-
ximace podle toho, zda kvalitu aproximace posuzujeme na zakladé hodnot chyby E (a
piip. nékterych jejich derivaci) ve vS§ech bodech x € (a,b) (spojity pripad) nebo jen podle
hodnot ve vybrané soustavé bodi x; € (a,b), i = 0,1,...,m (diskrétni pripad). V
piikladu 1.2 jsme vlastné oba piistupy kombinovali. Aproximaci p feSeni y tlohy (1.2.1)
jsme tam hledali tak, aby veli¢ina

o(y,p) = ly(0) = p(0)| +[y'(0) — p'(0)] + mey ly"(z) — p"(2)]
ez
byla pokud mo’no mala. Chybu aproximace jsme tady posuzovali podle hodnot Fa E’ v
bodé r = 0 a hodnot E” ve vSech bodech z € <O, %> Radu jinych, ¢asto pouzivanych
kritérii pro méreni chyby aproximace uvadime v odst. 1.5 a 1.7.

Vrat’me se nyni k problematice vybéru aproximujici funkce ¢ z dané tfidy V,, kterou
chceme pouZit jako aproximaci dané funkce f na intervalu (a,b). PFedpokladejme, Ze jsme
jiz pevné zvolili néjaké kritérium o( f, ) = 0 pro posuzovani chyby aproximace a ze chceme
zvolit ¢ € V, tak, aby hodnota o(f, ) byla pokud mozno mala. Je pak nasnadé otéazka,
zda v dané t¥idé V), existuje nejlepsi aprorimace, tj. aproximace ¢* takova, ze pro vSechny
aproximace ¢ € V, plati

(1.4.1) 0= o(f,¢") = olf p)

Dale nas bude zajimat, zda takova aproximace ¢* existuje jedina a jak ji efektivnim zpiso-
bem sestrojit, tj. jak stanovit pfislusné hodnoty koeficienti ¢, ¢1, ..., ¢, ve vyjadieni (1.3.1).

O nejlepsich aproximacich pojednava celd jedna oblast matematiky, teorie aprozrimaci
[20]. V tomto sesité se nékterymi piiklady nejlepsich aproximaci budeme zabyvat také. Je
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vSak tfeba mit na paméti, ze z praktického hlediska je vétSinou primarnim pozadavkem to,
aby chyba aproximace méfena veli¢inou o(f, ¢) byla mensi nez néjaké piedem dané ¢islo
(pozadované piesnost). Ke splnéni tohoto pozadavku neni vzdy nutné pouzivat nejlepsi
aproximace, nékdy je to dokonce neefektivni nebo nemozné.

1.5 Meéreni chyby aproximace: spojity pripad.

Jako mértitko kvality aproximace se ve spojitém piipadé Casto uziva veli¢ina

(1.5.1) Omaz(f,0) = max |f(z) — ¢(z)].
z€(a,b)
Typickym ptikladem tloh numerické matematické analyzy, pii nichZ se pouzivaji aproxi-
mace vybirané na zakladé (1.5.1), je pfiblizny vypocet hodnot funkei zadanych riiznymi
analytickymi vyrazy na pocitac¢i. Nahrazujeme-li pro pfiblizny vypocet hodnoty takovych
funkei na intervalu (a, b) hodnotami jejich aproximaci, je pfirozené pozadovat, aby |E(x)]
byla mala pro vSechna = € (a,b). Tomuto pozadavku pravé odpovida (1.5.1) nebo po-
dobné kritérium pro relativni chybu. Nejlepsi aproximace podle (1.5.1) se ¢asto nazyva
C’ebygevova aproximace nebo nejlepsi stejnomérnd aprorimace funkce f.
Ve spojitém piipadé se chyba aproximace méfiva rovnéz pomoci veli¢in

1/p

(1.5.2) /V z)fPde |, p21,

které (pro malé p) nezdiraznuji maximalni absolutni hodnotu chyby aproximace.
Ze souboru kritérii (1.5.2) je v praxi nejuzivanéjsi

1/2

(1.5.3) /U ) [?da

Nejlepsi aproximace podle (1.5.2) se nazyva nejlepsi L,-aprozimace; pro (1.5.3) méme pak
nejlepsi Lo-aprorimaci.

Kritérium (1.5.3) je nékdy vyhodné prizptsobit fesené tloze tak, Ze se v ném budou
vice uplathovat hodnoty chyby aproximace v nékterych ¢astech intervalu (a,b). Toho se
dosdhne uzitim veli¢iny

1/2

(15.4) 0(fo ) = / (@) — o) Pwle)dr|

kde w je funkce spojitd a kladna na intervalu (a,b), kterda muze mit v koncovych bodech
a, b integrovatelné singularity. Funkce w se nazyva vdhovd funkce; jako piiklad mize slouzit
funkce w(z) = (1 — 22)~Y2 (setkdme se s ni v odst. 5.6.1).
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Kritéria spojitého typu (1.5.1) az (1.5.4) se uplatni zejména pii préaci s funkcemi zada-
nymi analytickym vyrazem. Pii zpracovani vysledki méfeni a v fadé numerickych metod
matematické analyzy pouzivame jejich diskrétni obdoby popsané v odst. 1.7.

1.6 Priklad.

Jako ilustraci vlivu volby kritéria pro méreni chyby aproximace na tvar nejlepsi apro-
ximace (pii pevné dané tiidé V,) uvedeme dvé nejlepsi aproximace funkce f(x) = /x
na intervalu (0, 1) polynomem prvniho stupné. Jako zakladni funkce (viz odst. 1.3) tedy
volime o(x) = 1, p1(z) = x a nejlepsi aproximaci hledame ve tf¥idé V; aproximaci tvaru
o(x) = ¢y + 1z [srov. (1.3.1)].

Nejlepsi stejnomérnd aproximace ¢, ma tvar ¢, (r) =  + 3 (viz piikl. 8.3 a 8.5).
Plati pro ni ome(f, ) = % = 0,125. Nejlepsi Lo-aproximace @] ma tvar 9pu. =

L )1/2 = 0,047 1 (nakreslete si grafy

= §x+ % (viz ptikl. 6.6.1). Plati pro ni oo(f, ) = (m

aproximované funkce i obou aproximaci).

Métime-li chybu aproximace ¢% .. podle (1.5.3) dostavame oso(f, ©F0e) = (%)
= 0,085 4. Méifme-li chybu aproximace ¢} podle (1.5.1), dostava-me gpae(f, ¢}) = 15
= 0,267. (Hodnoty veli¢iny oo se snadno ovéfi pfimym vypoc¢tem; hodnoty 0ma. byly
ziskdny vySetienim pribéhu funkce |E(z)].)

[le I|°

1.7 Meéreni chyby aproximace: diskrétni piripad.

Funkce f, kterou chceme aproximovat, mize byt zadana raznymi zpusoby. V praxi je
velmi casty piipad, kdy je funkce f dana tabulkou

{(zy, f(zy)), i=0,1,...,m}

funkénich hodnot f(x); v bodech z; € {(a,b). V takovych piipadech méfime chybu aproxi-
mace diskrétnimi obdobami kritérii popsanych v odst. 1.5, v nichz vystupuje pouze dany
kone¢ny pocet hodnot funkce f. Tak napi. (1.5.1) prejde v

(1.7.1) Omaz(f>) = _max [f(z;) — p(x3)]

i=0,1,...,m

a jako diskrétni obdobu (1.5.2) mizeme uzit

1/p
(1.7.2) (£ ) <Z|f )I) . p2 L

Pti védeckotechnickych vypoctech se v diskrétnim ptipadé velmi ¢asto chyba aproximace
érf pomoci

1/2
(1.7.3) (Z £ (x:) = ()| >
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nebo

1/2
(174) QQUJ f QD <Z|f xz z)’ wz) )

kde vdhy w; jsou néjaka pevné zvolena kladna ¢isla.

Nejlepsim aproximacim tikdme v diskrétnim piipadé nejlepsi diskrétni aprorimace. Nej-
lepsi diskrétni Lo-aproximaci se také ¥ika aprozimace metodou nejmensich ctverci [srov.
(1.7.3) nebo (1.7.4)].

Prikladem méritka chyby aproximace, které je ponékud jiného typu, je veli¢ina

(1.7.5) nyw z0) — W (z0)], 0 € (a,b),

kde fU) a »U) znamena j-tou derivaci funkci f a ¢. Méfime-li chybu aproximace podle
(1.7.5) a hledame-li nejlepsi aproximaci ve t¥idé polynomi n-tého stupné [n stejné jako
v (1.7.5)], je touto aproximaci Taylorav polynom funkce f znamy z matematické
analyzy (viz ¢l. 2).

1.8 Priklad.

VySetifujme stejné jako v piikl. 1.6 aproximaci funkce f(x) = /x na intervalu (0, 1)
polynomem prvniho stupné. Funkce f necht je nyni zadana tabulkou.

Mame-li funkei f zadanu tabulkou hodnot v bodech zp = 0 a z; = 1 [f(0) =
f(1) = 1|, ma nejlepsi diskrétni Lo-aproximace ¢} tvar o (x) = x. Ze je ¢} nejlepsi
aproximace, je ihned vidét z toho, ze plati

1/2
QQ f?SDL (Z|f Z; _377,’2> :O

Vsimnéme-li si jesté toho, ze o velikosti chyby aproximace E mimo body zy a x; nam
nulové hodnota o3 nic nefika.

Bude-li funkce f zadana tabulkou hodnot ve tfech bodech xqg = 0, z; = 2, ro = 1, bude
mit nejlepsi diskrétni Lo-aproximace ¢} tvar ¢j (z) = z+ 2(v/2—1) (viz prikl. 6.6.2); nyni
jiz bude 03(f, 1) > 0.

Aproximujeme-li f Taylorovym polynomem, sestrojenym z hodnot f (%) = (v2)/2 a

f(3) = (v/2)/2, dostaneme aproximaci ¢ tvaru

or = (VD/2(x— )+ (VD)2

pro kterou plati ok(f, p%) = 0.
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1.9 Polynomy jako aproximujici funkce.

Jako aproximace funkei se v numerické matematice velmi ¢asto pouzivaji polynomy.
Zavedeme si proto zvlastni oznaceni pro tiidy polynomi, které budeme pouzivat v celém
sesité. Ttidu V,, aproximujicich funkei (viz odst. 1.3), ktera se sklada ze vSech polynomu
nejvyse n-tého stupné, budeme nadale znacit P,.

Divodit pro pouzivani polynomialnich aproximaci je cela fada [26]. Patii sem piede-
v8im to, Ze se polynomy daji plné popsat konenym poc¢tem udaji (stupeii, koeficienty) a
ze se jejich hodnoty daji bez problému pocitat kone¢nym poctem aritmetickych operaci.
Jak jsme jiz uvedli v odst. 1.1, poditame pii uziti jinych zakladnich funkci nez polyno-
mialnich hodnoty zékladnich funkci ¢, @1, ..., p, stejné pomoci aproximace polynomem
nebo racionélni funkeci. Dalsim diuvodem pro uzivani polynomii je to, Ze se s nimi snadno
matematicky pracuje (derivovani, integrovani).

Vsechny tyto vyhody ttidy P,, by vSak nemély vyznam, kdybychom nevédéli, ze pomoci
t¥id P, muzeme spojitou funkci aproximovat s libovolné vysokou ptesnosti. Toto tvrzeni je
obsahem véty, jejiz diikaz podal K. Weierstrass (viz [26]).

1.10 Véta.

Budiz f funkce spojitd na intervalu (a,b). Pak ke kaZdému e > 0 ezistuje pFirozené ¢islo
n a polynom ¢ € P, n-tého stupneé takovy, Ze

Qmaz(fa 90) = ;&?f; |f($) - QO(I>| < E.

Zcela analogicka véta plati, mé&fime-li chybu aproximace pomoci go(f, ©).

1.11 Poznamka.

Mnohé vysledky uvedené v této kapitole pro aproximace pomoci polynomi si zachova-
vaji platnost i pro jiné tiidy aproximaci linedrniho typu. Tak napi. véta 1.10 i analogicka
véta pro oo(f, ) plati také pro aproximaci periodické spojité funkce s periodou 27 pomoci
trigonometrickych polynomai.

2 Aproximace Taylorovym polynomem

2.1 Taylortv polynom.

Budiz dané funkce f, kterda ma v daném bodé z, € (a,b) alespon n derivaci. Pfedpokla-
dejme, 7e zname hodnoty £ (zg), j = 0,1,...,n, (f© = f) a e chceme najit aproximaci
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 funkce f takovou, kterd "co nejlépe" napodobuje chovani funkce f v okoli bodu z.
Vzhledem ke zptisobu zadani funkce f je pfirozené tento pozadavek matematicky vyjadrit
takto: Hledame aproximaci ¢ takovou, aby platilo

(2.1.1) e (z0) = f9(x0), 7=0,1,....,n,

nebo aby alespon byla veli¢ina o7.(f, ¢) z (1.7.5) so nejmensi.
Hledejme ¢ ve t¥idé P, polynomil nejvyse n-tého stupné a zapiSme ¢ ve tvaru

(2.1.2) o(x) =co+ci(x —x0) + ... +cpx — 20)"

(timto zptusobem muZeme pii daném xy zapsat kazdy polynom z P,). Spodi-tame-li j-tou
derivaci funkce ¢ v bodé g, dostaneme ¢9)(z) = jlc;. Existuje tedy pravé jeden polynom
Pn € Py, pro ktery plati (2.1.1) neboli o}(f,¢) = 0. Je to polynom tvaru (2.1.2) s koefici-
enty ¢; = f9(x0)/5!, =0, 1, ...,n, neboli polynom

(2.1.3)  pu(x) = f(20) + f/(lﬂ!vo) f’/;g!yo)

Tento polynom znadme z matematické analyzy pod nazvem Tayloriv polynom n-tého stupné

pro funkci f v bodé xq. V piikladu 1.8 jsme pro f(z) = v/ uvedli Taylortiv polynom prvniho
stupné (n = 1) v bodé 1 (zg = 3).

f(n) (z0)

(x —20)* + ... + -

(x — x0) + (x — x)".

2.2 Priklad.

Sestrojme Taylorav polynom ¢étvrtého stupné pro funkci f(x) = sinz v bodé zq = 0. Z
matematické analyzy vime, 7ze hledany polynom je
3
pa(z) = — T
Zvolime-li o = 7 /4, dostaneme polynom
R 2 x —1/4)? x—1/4)3 x —1/4)*
) = VE [+ (o ey TP P e

Vgimnéme si toho, 7e je py(0) = 0, p4(0) = 0,00196, py(7/4) = (V2)/2 = sin(r/4) =
= 0,707 11, py(mw/4) = 0,704 65 (vysvétlete rozdily).

2.3 Chyba aproximace.

7 konstrukce Taylorova polynomu vyplyva, ze chyba aproximace E(z) = f(x) — p,(z)
je spolu se svymi prvnimi n derivacemi v bodé xy rovna nule. Ze samotného tohoto faktu
vSak nemuzeme jesté usuzovat na chovani funkce E v bodech = # xy. Prubéh funkce F na
intervalu (a, b) budeme moci posoudit teprve tehdy, budeme-li mit podrobnéjsi informaci o
chovani funkce f a jejich derivaci na celém intervalu (a, b). Diikaz nasledujici véty o chybé
aproximace lze nalézt v ucebnicich zdkladi matematické analyzy.
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2.4 Véta.

Necht funkce f, f', ..., f) existuji a jsou spojité na intervalu (a,b) a necht pro viechna
x € (a,b) existuje derwace f)(x). Necht p, je Tayloriv polynom n-tého stupné pro
funkei f v bodé xo, kde xo € (a,b). Pak pro chybu aproximace E plati na intervalu (a,b)
vzorec

(:L‘ _ xo)n+1

A

(2.4.1) E(x) = f(x) = pn(z) =

kde £ je néjaké (blize neurcené) cislo, které lezi mezi x a xy a zdvisi na intervalu na hodnoté
x.

2.5 Odhad chyby aproximace.

Vzhledem k tomu, Ze hodnotu £ ve (2.4.1) pro dané x nezname, dava (2.4.1) jen kva-
litativni informaci o priabéhu chyby aproximace E na intervalu (a,b). Vidime, Ze pokud
je n a o pevné a f*1) () se na (a,b) piilis neméni, roste hodnota chyby aproximace -
vzdalujeme-li se s bodem z od bodu ¢ - asi jako C(x — z)"™, kde C' ~ konst.

Pocetné se da vyuzit snadny disledek véty 2.4, ktery udava odhad chyby aprozimace.
Umime-li totiz stanovit ¢islo M takové, ze |V (z)| £ M pro viechna z € (a,b), pak ze
(2.4.1) ihned plyne nerovnost

M | —x |n+1.

(2.5.1) |E(x)| = CEE] x

Uloha odhadnout chybu aproximace se tak pievadi na alohu odhadnout n + 1-ni derivaci
aproximované funkce.

2.6 Priklad.

Odhadneme chybu aproximace polynomy py a p, z piikl. 2.2. Protoze |f®) (x)| =
= |cosz| < 1 pro v8echna z, dostavame z (2.5.1)

7(2) ~ pa(o)| £ <P

719

(@)~ pu(a)] € o |o =
(porovnejte hodnotu skuteéné chyby s odhadem v bodech z =0 a x = 7/4).
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2.7 Rad chyby aproximace.

Polozime-li x = x¢ + h, mizeme Tayloriv polynom p, zapsat ve tvaru

(2.7.1) alo +h) = F(x0) + b7 (20) + o (o) o+ o [ ).

Podle vzorce (2.7.1) miizeme na zékladé znalosti hodnot funkce f a jejich derivaci v bodé
xo potitat priblizné hodnoty dané funkce v okoli tohoto bodu. Uvazime-li, ze plati (2.4.1),
ihned vidime, 7ze

hn+1

(2.7.2) f(@o +h) = pulzo + h) + f(E).

(n+1)

V dalsim vykladu budeme p¥ileZitostné pouZivat uzite¢né symboly O(h*) apod. (viz téz
[21]), pficemz zapis f(z) = O(g(x)) (pfi * — x¢) bude znamenat, ze v okoli bodu zg je
funkce |f(z)/g(x)| ohrani¢end (x( muze byt i £ 0o). Pfesnéji (pro x¢ kone¢né): Existuje
d > 0 a realné ¢islo C tak, ze |z — x| < 0 = |f(x)] £ Clg(z)|. Vztahy (2.7.2) a (2.7.1)
tedy davaji pro h — 0 a funkei f, jejiz (n + 1)-ni derivace je v okoli bodu zy ohranicena,

h?’L
(27.3) flwo+h) = f(xo) + hf'(w0) + .+~ [ (w0) + O(R™H);
podobné piseme (zde pro z — xg)

(2.7.4) f(@) = pu(z) + O((z — 20)" ™).

Plati-li (2.7.3) a (2.7.4), fikAme, Ze chyba aproximace je Fddu h" ™! nebo (z—xy)"*!. V tomto
symbolickém vyjadieni je uchovana podstatna ¢ast informace o chovani chyby aproximace.
Poznamenavame jesté, ze vztahy (2.7.3) a (2.7.4) se ¢asto uzivaji k odvozovani riznych
piibliznych vzorca (viz tlohu 2.9.4).

2.8 Chyba aproximace a celkova chyba.

Chyba aproximace F(z) funkéni hodnoty f(z) hodnotou polynomu p,(z) nevystihuje
(nejen u Taylorovych polynomi, ale obecné) vSechny nepiesnosti, kterych se pii pfiblizném
vypoc¢tu hodnoty f(z) dopoustime. Udava pouze chybu metody (ve smyslu [21]) vzniklou
tim, Ze jsme matematickou alohu [vypocet f(x)| nahradili jejim jistym modelem [vypocet
pn(x)]. Nejsou zde zahrnuty piipadné vlivy chyb ve vstupnich datech [napf. u Taylorova
polynomu nepiesnosti ve stanoveni f(j)(xo)], ani vliv zaokrouhlovacich chyb pfii vypoctu
hodnoty aproximace p,(x) na pocitaci. Studium podobnych otazek rozsah tohoto sesitu ne-
dovoluje; piipadného zajemce odkazujeme na uc¢ebnice numerické matematiky a monografii

31].
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Pii zkoumani celkové chyby, které se pii ptiblizném vypoctu hodnoty f(x) dopoustime,
muzeme k posouzeni citlivosti vystupnich dat [f(x) & p,(x)] na chyby ve vstupnich datech
[hodnoty fU)(z¢)] pouzit metodu experimentdlnich perturbaci: Provedeme vypocet vicekrat
s poruSenymi vstupnimi daty a sledujeme vztah mezi zménami (perturbacemi) vstupnich
dat a zménami ve vystupnich datech. Umélé poruchy ve vstupnich datech volime tak, aby
jejich velikost tadové odpovidala nepresnostem, které v nich predpoklddame. Konkrétni
¢iselné hodnoty poruch je vhodné vybirat nahodné (pomoci tabulky ndhodnych ¢isel nebo
programu pro generovani nahodnych ¢isel na pocitaci).

2.9 Ulohy.

2.9.1

Sestrojte Taylorovy polynomy ¢tvrtého stupné v bodé zq pro tyto funkce: /x, cosx,
(1—2)7Y (1+2)Y2 In(1+2), In(1 — ).
[Pro \/z neexistuje; cosz ~ 1 —2%/2+2%/24; ..; In(1 —x) ~ —x —2?/2 — 23 /3 — 21 /4]

2.9.2

Je-li p, Taylorav polynom n-tého stupné pro funkci e v bodé zy = 0, uzijte (2.5.1) a
stanovte nejmensi n takové, ze plati

T < —6
02:?51 le® — pu(z)| = 107°.

[n =9

2.9.3

V jak velkém okoli bodu zy = 0 déavaji dale uvedené aproximace zarucené funkéni
hodnotu aproximovanych funkci s pFesnosti na 2D: a) sinz & x. b) cosx ~ 17

[Navod: Ovéite, Ze jde o aproximace Taylorovymi polynomy. Pfesnost na 2D (absolutni
chyba nejvyse % -1072) je zarucena v obou piipadech pro |z| < 0,1 pii M = 1 ve (2.5.1).
Ve skute¢nosti plati vztah a) na 2D pro |z| < 0,31; odhad |sinz| £ 1 je v okoli z = 0
piili§ pesimisticky.|

2.94

Ukazte, Ze v okoli bodu z = 0 plati: a) (1+2)"/? = 1+12+0(2?), b) €® = 1+2+0(z?).
[Navod: Aproximujte funkce Taylorovym polynomem.|
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2.9.5

Ukazte, Ze pro dostatecné hladkou funkei f plati pro mala h

flz+h) - [f(x)
h

= f(z) + O(h).

Co pfesné musime piedpoklddat o funkci f
[Navod: Vyjadrete f(z+h) pomoci Taylorova polynomu prvniho stupné v bodé z. Uzijte
vétu 2.4.|

2.9.6

Rozhodnéte, zda je mozné splnit (2.1.1) volbou vhodné polynomiélni aproximace ¢ €
€ Py, kde N < n.
[Obecné ne.|

3 Aproximace interpola¢nim polynomem

3.1 Obecné o interpola¢ni aproximaci.

V odstavci 2.1 jsme aproximovali Taylorovym polynomem n-tého stupné funkci zadanou
n+ 1 hodnotami f(z), f'(z), ..., f™(z) v jediném bodé& x = zy. Pfedpoklddejme nyni, Ze je
funkce f ddna pouze svou hodnotou, ale v n+1 bodech zg, x4, ..., x,,, a Ze chceme najit apro-
ximaci ¢ takovou, kterad napodobuje chovani funkce f v okoli v8ech téchto bodu. Typickym
prikladem takového zptisobu zadani funkce f jsou funkce zadané tabulkou, at’ uz
tato tabulka vznikla jako vysledek néjakého méreni ¢i jde o tabulku hodnot nékteré stan-
dardni funkce ziskanou matematickymi vypocty. O tabulkovych bodech z;, i = 0,1,....,n, v
nichz jsou zadany hodnoty f(x;), budeme v celém ¢l. 3 predpokladat, ze jsou navzajem
riazneé.

O interpolaci hovoiime tehdy, je-li nasim tkolem stanovit hodnotu funkce f dané tabul-
kou pro néjaké & lezici mezi dvéma tabulkovymi body (tj. & # z;, i = 0,1,...,n). S touto
tlohou se ¢tenar setkal jiz na stiedni skole, kde provadél interpolaci napi. v tabulkach
logaritmii. Pfi interpolovani aproximujeme urc¢itym zpusobem funkci f vhodné vybranou
(viz dale) funkei f a klademe potom f(Z) =~ ¢(z).

Postupujeme tak, 7Ze nejprve stanovime - s prihlédnutim k predpokladanym vlastnostem
funkce f - t¥idu F aproximujicich funkei, v niz budeme aproximaci ¢ hledat (napf. ¢ bude
polynom nejvyse n-tého stupné, F = P,). Konkrétni aproximujici funkci z této tiidy
vybereme na zdkladé vstupnich dat nasi ulohy - funkénich hodnot f(z;), i =0,1,...,n. V
¢lanku 2 jsme aproximujici funkei (Tayloriv polynom) vybirali tak, ze platilo (2.1.1), tj.
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0 (xg) = fU)(xg), 5 =0,1,...,n. V souladu se zmé&nénou situaci se p¥i interpolaci snazime
volit funkci ¢ tak, aby platilo

(3.1.1) o(x;) = f(z;), 1=0,1,...,n.

tj. aby pfesné nabyvala zadanych funkénich hodnot. Podminkam (3.1.1) bude-me Fikat
interpolacni podminky.

Z matematického hlediska zde okamzité vyvstava otazka existence a jednoznacnosti (v
dané tiidé F) funkce ¢ spliujici vztahy (3.1.1). Pro aproximace linearniho typu je tato
problematika podrobné zpracovana v fadé u¢ebnic numerické matematiky (napi. [3|, [26]).
Poznamenavame, ze funkce ¢ spliwjici (3.1.1) (interpolacni aprozimace) minimalizuje ve

tridé F veli¢inu
1/2
o5(f,p) = (Zlfrm z)|> ;

plati pro ni totiz (pokud existuje) o5 (f,¢) = 0. Jde tedy o specialni nejlepsi diskrétni
Lo-aproximace pro n = m.

V prikladu 1.8 jsme vlastné pron = 1, xyp = 0, z; = 1 uvedli interpola¢ni aproximaci
funkce /z. Skuteéné, nejlepsi diskrétni Lo-aproximaci ¢} (z) = z z piikl. 1.8 spliiuje inter-
pola¢ni podminky z; = /x;, ¢ = 0,1 a je tedy soucasné interpola¢ni aproximaci ze t¥idy
Pi.

Strategie zalozen& na presném splnéni interpola¢nich podminek je pfi aproximovani
funkci zadanych tabulkou opravnéna jen v téch pripadech, kdy jsou vstupni data
(funkéni hodnoty) udana s velkou pfesnosti. Zpracovavame-li vysledky méfeni, je Gasto
ucelndjsi nepozadovat presny souhlas f(z) a p(z) v tabulkovych bodech, ale pouzit strategii
jinou (viz metoda nejmensich ¢tverca, ¢l. 5).

3.2 Poznamky.
3.2.1

Jak uvidime v kap. II a III, uziti interpolacnich aproximaci se zdaleka neomezuje na
vypocet hodnot funkci zadanych tabulkou nebo zpracovani vysledkii méreni. Interpolaéni
aproximace jsou také zakladem mnoha efektivnich numerickych metod pro vypocet inte-
gralu a feSeni diferencialnich rovnic.

3.2.2

Ulohu o interpolaci lze dale zobecnit. Jsou-li v nékterych tabulkovych bodech udany
rovnéz hodnoty derivaci funkce f, pozaduje se kromé (3.1.1) také splnéni podminek typu
©®) (z;) = f®)(x;). Takové interpolaci se iika Hermitova interpolace jeji specialni piipad
je vlastné aproximace Taylorovym polynomem. Studium Hermitovy interpolace - jakkoli
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je pro inzenyra mnohdy uzite¢na - piresahuje rdmec tohoto sesitu. Ctenaie odkazujeme na
podrobnéjsi u¢ebnice numerické matematiky, napt. [3|, [26].

3.3 Lagrangetiv interpola¢ni polynom.

Protoze interpola¢ni podminky (3.1.1) predstavuji stejné jako (2.1.1) n + 1 podminek
na aproximujici funkci, lze o¢ekavat, zZe jednou z vhodnych tiid aproximujicich funkci bude
tiida P, polynomu nejvyse n-tého stupné (takové polynomy maji n + 1 koeficienti).

Ukézeme, ze pro kazdou funkci f a kazdé n skutec¢né existuje pravé jeden polynom
¢ € P,, ktery splituje podminky (3.1.1). Tomuto polynomu budeme fikat interpolacni
polynom pro funkei f v bodech zg, x4, ..., z, a budeme jej znacit L,. Tabulkovym bodim
Zg, X1, ..., T, budeme fikat také uzly interpolace.

Snadno se ovéfi (dosadte x = x;), Ze interpolacni podminky (3.1.1) splituje polynom

(3.3.1) Ly(z) = Zf(azi)zi(x),

kde [; jsou polynomy n-tého stupné takové, ze plati

(3.3.2) li(xy) =0 pro k#i,
1 pro k=1, i, k=0,1,..n.

Polynom [; m4 tedy koteny x,x1,...,2;—1, Tit1, ..., T, & mizZeme jej zapsat ve tvaru

(x —zo)(x —21)...( — i) (® — 2i31) ... (T — )

(3.3.3) Li(z) = (i — o) (z; — 21). (@ — 2im1) (2 — Tigr)o (5 — )

(pfipominame piedpoklad, Ze z;, i = 0, 1, ..., n, jsou navzajem ruzné). Interpolac¢nimu po-
lynomu L,, ve tvaru (3.3.1), kde [; je dano vztahem (3.3.3), se ¥ika Lagrangetiv interpolacni
polynom. Stupen polynomu L, je zfejmé nejvyse n.

Ukazali jsme, Ze interpolacni polynom nejvyse n-tého stupné pro funkci zadanou hod-
notami v n+ 1 navzajem riznych bodech skutené existuje (tim, Ze jsme jej sestrojili). Do-
k&Zeme nyni, Ze existuje jen jeden takovy polynom. Uvazujme libovolny polynom p, € P,,
ktery splhuje interpola¢ni podminky, tj. p,(z;) = f(z;), i = 0,1, ...,n. Funkce p, — L, je
opét polynom nejvyse n-té¢ho stupné p,, — L,, € P, a tento polynom se rovna nule ve vSech
n + 1 bodech z;, ¢ = 0,1, ...,n. Ale polynom nejvySe n-tého stupné nemize mit vice nez
n kofent, pokud se nerovné identicky nule. V nasem piipadé tudiz nutné p, — L, = 0,
Pn = Ly; jednoznacnost interpolac¢niho polynomu je dokézéna.

3.4 Priklad.
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Necht je funkce f dana svymi hodnotami v bodech (n =3) g =1, 1 = 1, 29 = —1,
xg =3 anech f(0) =1, f(1) =2, f(—=1) = 2, f(3) = 0. Vypocitame piibliznou hodnotu
f(2) pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu Ls.

Mame
(x—1D(z+1)(x—3) 1
lo(z) = 0= )0+ D (0=3) = §(x —D(z+1)(z —3),

a dale podobné obdrzime

li(x) = —%x(w + 1)(x = 3),

() = (e~ 1)z~ 3),

Samotny polynom L3 méa tvar

Ly(x) =1-lp(x) +2-l1(x) +2-la(x) + 0 -l (z)3 =

1 1 1
= g(x —D(z+1)(z—3)— §x(:v +1)(z —3) — Zx(:z: —1)(z—-3) =

3.5 Linearni a kvadraticka interpolace.

Interpolujeme-li funkci f na zakladé jejich hodnot ve dvou bodech, aproximujeme ji
polynomem prvniho stupné (n = 1) a hovofime o linedrni interpolaci. Interpolaéni polynom
prvniho stupné L; mé tvar

r — I

(3.5.1) Li(z) = flxo) +

Ty — T1 1 — Zo

T — Xo

f(x1).

Pravé line4rni interpolace se bézné pouziva pii praci s tabulkami funkei ve skole
Je-lin = 2, hovotime o kvadratické interpolaci. Interpola¢ni polynom Lo druhého stupné
ma tvar
(x — 1) (x — 29) (x — o) (x — 29)
3.5.2 Ly(z) = flxo) + flxy)+
( ) 2( ) (Io—lj)(xo—xz) ( 0) (I1—$0)<I1—I2> ( 1)
(z — @) (2 — 21)
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3.6 Priklad.

Méame danu tabulku hodnot funkce f(z) = sinx na 5D (tab. 1). Vypocitame piibliznou
hodnotu sin 20°18’ linearni interpolaci z funkénich hodnot v bodech zy = 20° a x; = 21°.

Tabulka 1

T 20° 21° 22°
sinz 0,34202 0,35837 0,37461

Podle (3.5.1) mame

20,3 — 21 20,3 — 20
in20°18" ~ 0,34202 ————— ———— =0,346 93.
sin 20°18" ~ 0,3420 20 — 21 + 0,358 37 51— 20 0,346 93
Presnd hodnota sin 20° zaokrouhlend na 5D je 0,34694. V tomto pripadé je tedy line4rni inter-
polace zcela postacujici, bylo by zbyte¢né pracné volit n > 1.

3.7 Vliv nepresnosti ve vstupnich datech.

Ze (3.3.1) miizeme snadno odhadnout, jaky vliv mohou mit nepfesnosti ve vstupnich datech
na hodnotu interpola¢niho polynomu v bodé z. Pfedpokladejme, ze vSechny hodnoty f(z;) jsou
zatizeny chybou, jejiz absolutni hodnota nepfevysi €. Oznacme L,, interpola¢ni polynom, ktery
odpovida hodnotam f(z;) = f(z;) + &, |ei| < . Potom

A

(3.7.1) |Ln(x) = Ln(@)| = | Y _[f (i) = f(a)]li(x)

A

M§1M=

[f (@) = fla)llli(e |<ez|l

Il
=)

7

Vliv chyb ve vstupnich datech na hodnotu interpola¢niho polynomu souvisi tedy s chovanim funkce

2) =3 li(a)
=0

tato funkce zavisi pouze na hodnotach z;, ¢« = 0,1,...,n, a volbou tabulkovych bodu je proto
mozno vliv chyb ve vstupnich datech na hodnotu interpola¢niho polynomu redukovat.

3.8 Priklad.

Pron=3axz; =1,1=0,1,2,3, je pritbéh funkce F' na obr. 1. Je vidét, Ze chyby ve vstupnich
datech se budou silngji projevovat na kraji intervalu vytvareného body x;; mimo tento interval
mize L,(x) reagovat na chyby ve vstupnich datech jiz velmi citlivé.
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Obrazek 1:

3.9 Chyba aproximace interpola¢nim polynomem.

Z toho, ze pfi interpolaci pro chybu aproximace £ = f — L, plati E(z;) = 0,7 =0,1,....,n
[protoze interpolaéni polynom L, spliuje (3.1.1)] nemtzeme je§té usuzovat na hodnotu chyby
aproximace mimo tabulkové body. Zadn4 tabulka zi'ejmé nedefinuje funkci obecné jednoznacné a
pro x # x; se dané funkce miize chovat zcela libovolné. Ctenar by tedy nemél byt piekvapen tim,
7e (podobné jako u Taylorova polynomu) pribéh chyby aproximace na intervalu (a,b) budeme
moci posoudit teprve na zakladé dalSich informaci o vlastnostech funkce f, napft. informace o tom,
7e f je na (a,b) dostate¢né "hladka", tj. ma tam urcity pocet derivaci.

V dalsim vykladu budeme symbolem int (zg, 21, ..., Zn, ) 0znafovat nejmensi otevieny interval
takovy, ze body xg, x1, ..., Ty, x lezi uvniti tohoto intervalu nebo na jeho hranici. Dikaz nasledujici
véty o chybé aproximace interpola¢nim polynomem najde ¢tenar v ucebnicich numerické mate-
matiky (napf. [3], [26]).

3.10 Véta.

Necht (a,b) je libovolnyj interval, kterj obsahuje viech n+1 bodii zg, x1, ..., Tp,. Necht f, f, ..., f)
existuji a jsou spojité na {(a,b) a necht pro viechna x € (a,b) existuje derivace f"+V(z). Necht
L, je interpolacni polynom pro funkci f a uzly xg,x1, ..., xn. Pak pro chybu aproximace funkce f
polynomem L, plati na intervalu (a,b) vzorec

F(E)

(3.10.1) E(z) = f(z) — Lp(z) = (v — 20)(x — 21)-.(v — @) CE

kde & je néjaké (blize neurcené) ¢islo z intervalu int (xg, x1, ..., Ty, ), které zdvisi na hodnoté x.

Vidime, ze pokud se f("*t1)(z) na (a,b) p¥ilis neméni, je pro pribéh chyby aproximace roz-
hodujici prubéh polynomu e, (z) = (z — xo)(x — z1)... ... (x — p).. Tento polynom (stejné jako
funkce F' v odst. 3.7) nezavisi na interpolované funkei, ale pouze na bodech z;. Vhodnou volbou
uzld z;, © = 0,1, ...,n, mizeme tedy téz zmensit chybu interpolace.
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3.11 Priklad.

Pribéh funkce e, v pfipadé n = 3, z; =4, ¢ = 0,1,2,3 je znédzornén na obr. 2. Opét vidime,
7e se da Cekat, Ze vné intervalu int (zg, 21, ..., 2,) chyba aproximace interpola¢nim polynomem
prudce poroste.

Obrazek 2:

3.12 Odhad chyby aproximace.

Vzorec (3.10.1) pro chybu interpolace polynomem mé podobny tvar jako vzorec (2.4.1) pro
chybu aproximace Taylorovym polynomem. Vsimnéme si také toho, ze e,(x) ve vSech uzlech
interpolace.

Ze (3.10.1) je také ihned vidét, ze je-li aproximovand funkce f sama polynom nejvyse n-tého
stupné, aproximuje ji interpola¢ni polynom n-tého stupné s nulovou chybou, a je pak tedy L, = f
[pro polynom f € P, je totiz f(*+1)(z) = 0].

Pro praktické stanoveni chyby interpolace v obecném pfipadé v8ak ani zde - stejné jako tomu
bylo u Taylorova polynomu - neni vztah (3.10.1) pouZitelny (nezname &). Ze (3.10.1) ale opét
plyne odhad chyby aproximace: Existuje-li konstanta M takova, ze pro vSechna x € (a, b)
je [f ()| £ M, pak

(3.12.1) B@)| € 2 len(@)] <

D) max |e, ()|

(n + 1)' z€(a,b)

pro viechna z € (a,b).
3.13 Priklad.

Odhadneme chybu aproximace, které jsme dopustili pfi linedrni interpolaci v piikl. 3.6.
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Jen =1, f’(x) = —sinz. Tento vztah je ale odvozen za predpokladu, 7e  méffme v oblou-
kové mife, a proto musime cely odhad provést na intervalu (7/9, 77 /60), ktery v obloukové mite
odpovida intervalu (20°,21°). Na tomto intervalu mame |f”(z)| = |sinz| < 0,358 37 (na 5D), a

tedy
1 18 x 42 7
E(20°18")| < = - = =] (= -—)=1,1-10"°.
[E20°18)] = 5 - 0,35837 <60 180) <60 180) 110

s s vw

dostali bychom odhad chyby aproximace zbytetné pesimisticky.
3.14 Extrapolace.

Pouzivame-li interpola¢ni polynom k vypoétu pfibliznych hodnot interpolované funkce vné
intervalu int (zg, 21, ..., T), fikdme, Ze provadime extrapolaci. V odstavci 3.11 jsme upozornili na
to, ze chyba aproximace muze byt v tomto piipadé velké; totéz plati i o vlivu nepfesnosti ve
vstupnich datech na spocitanou pfibliznou hodnotu f(z). Pro z velmi blizka koncovym bodim
intervalu int (zg, 21, ..., z) lze vSak pfesto dostat dobré vysledky.

3.15 Priklad. Linearni extrapolace

Linearni interpolace z hodnot sin20° a sin21° (viz piikl. 3.6) dava podle vzorce (3.5.1) pro
sin 21°18’ piibliznou hodnotu 3,36328 s chybou asi 3 - 107, coz je zcela piijatelny vysledek.
Line4rni interpolace s uzly z¢o = 21°, 7 = 22° dava sin21°18' ~ 0,36324 s chybou piiblizné
1-1075.

3.16 Nevillav algoritmus.

Tam, kde nas zajima hodnota interpola¢niho polynomu jen v jednom bodé x = Z, je zbytecné
pocitat koeficienty tohoto polynomu. UkéZzeme totiz, Ze hodnotu interpola¢niho polynomu L, v
bodé x = & miuzeme spocitat p¥imo ze vstupnich dat ulohy, tj. z ¢isel x;, f(z;), 1 =0,1,...,n.

Uvazujme interpola¢ni polynom L;; k-tého stupné, ktery interpoluje funkci f v k£ 4+ 1 uzlech
Ty Ti_kils -, T; PF n&jakém daném i, 0 < ¢ < n, i = k. Pro ucely tohoto odstavce bude vyhodné
znadit Py, i =0,1,...,n, k < i, hodnoty polynomu L;; v bodé z = Z, tj. klademe Pj;, = L;x(Z),
i=0,1,...,n, k < i. Specialné bude Py = f(x;), i = 0,1, ...,n, (interpolacni polynom je v tomto
pripadé konstanta) a P, = L,(&). Algoritmus pro vypocet P,,, ktery nyni popiSeme, vyuziva
vzdjemny vztah hodnot P, P 1 a Pi_1 1.

Ze vzorce (3.5.1) vidime, ze pro linearni interpolaci plati napt.

(@ — o) f(z1) — (@ —21)f(z0) _ (& —20)Pro — (& — 21)Poo
Tr1 — X0 N Ir1 — X0 '

P =

Obecné se da ukéazat (viz napf. [3], [29]), ze plati

(@ —wi—g)Pig—1 — (T — xi) Pi—1 g1
Ti — Tj — k ’

(3.16.1) Py, =
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Ponékud upraveny vzorec (3.16.1) tvoii zaklad Newvillova algoritmu pro vypocet Ly, (&)

(3.16.2) Vstup :  n, &, xo, 1, ..., Tn, f(T0), f(x1), ..., f(Tn)-
Pro i=0,1,...,n:
Py = f(x).

Pro k=1,2,...,i:
Pirp1+ P15

Py, = P 1 + (& — x;) F——
1 11—

Vystup : Ly (Z) = Ppn.

Mezi hodnoty P, ¢ = 0,1,...,n, k = 0,1,...,7 je pfi ruénim vypocétu vyhodné uspoiadat do
tzv. Nevillova schématu (tab. 2). Pii vypoctu se postupuje po fadcich schématu. Sipky ukazuji, z
kterych hodnot v levém sloupci schématu se pocitaji hodnoty v sousednim pravém sloupci.

Tabulka 2
T f(xo) = Poo
\
z1 f(z1) =Py — P
Tp—1 f(@n-1) =Pn_1p P11 - Po_1n-1
\ N
Tn f(xn) — 4'n0 — I'n1 .. Pn,nfl I Pnn

3.17 Priklad.

Vypocitame Nevillovym algoritmem hodnotu L3(2) pro funkci f z piikl. 3.4. Vypocet (Ne-
villovo schéma) uspofadame do tabulky (tab. 3).

Tabulka 3
1 xX; f*l’l f(itl) —P1 Pﬂ(k: 1) Pﬁ(k—?) Bg(k—?})
0 0 2 1
1 1 1 Pig=2 3
2 -1 3 Pyy =2 Py =2 5
3 3 -1 0 % o 2
Je napf.
T —x9)(Poy — P, 3-0
P21:P20~|—( 2)(Pao 10):2+ _o
Xro — I —2

a jako posledni hodnotu pocitame

(& —a3)(P—Pp) 5 (-1)(3-5 5
3

P33 = P3o +
r3 — X0 4




3.18 Pouziti Nevillova algoritmu.

Nevilliv algoritmus je velmi efektivni zpisob vypoc¢tu hodnoty L, (z) pro dané z — &. Pokud
viak chceme znét L, (z) pro vice hodnot x, museli bychom pokazdé sestavovat Nevillovo schéma
znovu. Efektivnéjsi metoda pro takovou tulohu bude popséana v odst. 3.20 az 3.26.

Z odvozeni Nevillova algoritmu vyplyva, Ze uzly x; nemuseji byt uspofadany monotéonné (viz
téz prikl. 3.17). Je dokonce vyhodné uspoiadat je podle rostouci vzdélenosti od bodu Z, v némz
chceme stanovit pribliznou hodnotu funkce f. Pfi vypocétu po radcich Nevillova schématu pak
podle rozdilu hodnot P;; a P;_1 ;1 na diagonale mtiZeme rozhodnout o tom, zda méa smysl bréit v
uvahu jesté dalsi tabulkovy bod a interpolovat polynomem vyssiho stupné (tj. po¢itat dalsi fadek
schématu).

3.19 Piiklady.

Uvedeme dva piiklady vypoc¢tu Nevillovym algoritmem, na nichz chceme ilustrovat tvrzeni
predchazejiciho odstavce. Vysledky usporadavame jiz pouze zkracené podle tab. 2.

3.19.1

Uzitim Nevillova algoritmu vypocitame f(0,44) pro funkci f, jejiz hodnoty jsou uvedeny v
néasledujicim Nevillové schématu (vypoc¢tu provadime na 5D):

T f(z:)

0,3 0,2955

0,4 0,3894 0,42696

0,5 0,4794 0,42540 0,42587

0,6 0,5646 0,42828 0,42598 0,42591

Cisla na diagonéle schématu (jsou tisténa tu¢né) maji ustalené chovéani, coz nas vede k zavéru,
7e 0,4259 je dobra aproximace hodnoty f(0,44).

3.19.2

Uzitim Nevillova algoritmu vypocitame f(1,8) pro funkci f, jejiz hodnoty jsou uvedeny v
néasledujicim Nevillové schématu (vypocty provadime s péti platnymi ¢islicemi):

i f(xi)

2 0,13534

1 0,36788 0,18185

3 0,049787 0,24064 0,17009

0 1,0000 0,42987 0,089260 0,16201

0 0,018316 0,55824 0,27583 0,13901 0,16431

Chovani hodnot na diagonéle schématu zde naznacuje, ze vstupni data odpovidaji funkci, kterou
lze na vétsim intervalu §patné aproximovat polynomem. [Ve skute¢nosti je f(z) = e %; e 18 =

= 0,165 30.] Podobny ptiklad viz ulohu 3.33.
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3.20 Newtonuv interpola¢ni polynom.

Chceme-li pocitat hodnoty interpolac¢niho polynomu ve vice bodech & nebo pracovat s inter-
pola¢nim polynomem v uzavieném tvaru, je ¢asto tcelné hledat interpola¢ni polynom k datim
{(x4, f(x))},i=0,1,...,n ve tvaru

(3.20.1) Nyp(x) = ap + ar1(x — x0) + ag(x — xo)(x — 1) + ...+

+ an(x — xo)(x — 1) (T — TH1).

Interpola¢ni polynom (3.20.1) se nazyva Newtoniv interpolacni polynom. Vzapéti uvidime, ze jsou-
lu uzly interpolace navzijem ruznd c¢isla, urcuji vstupni data jednozna¢né koeficienty ag, a1, ..., a,
takové, ze N,, splije interpola¢ni podminky (3.1.1) neboli

(3.20.2) Ny(x;) = f(zi), i=0,1,...,n.

V odstavci 3.3 jsme ukézali, ze podminkami (3.1.1) a vstupnimi daty {(z;, f(z;))}, i =0,1,...,n
je interpola¢ni polynom nejvyse n-tého stupné urc¢en jednoznaéné. Polynom N, dany (3.20.1) je
nejvyse n-tého stupné, a nebude tedy vlastné ni¢im jinym nez novym zptsobem zapisu
interpolacniho polynomu, ktery jsme az dosud zapisovali v Lagrangeové tvaru.

Ukazme nyni, ze skute¢né existuje pravé jeden soubor koeficientii ag, ay, ... ... , an, takovy, Ze po-
lynom N, spliiuje podminky (3.20.2). Dosadime-li do (3.20.2) za Ny (x;), i =0,1,...,n dostavame
postupné

(3.20.3) Ny (o) = ag = f(zo),
Nn(xl) =ap + a1(1‘1 - 330) = (131)7
Nyp(22) = ap + a1(x2 — xo) + az(x2 — x0) (22 — 1) = f(x2),

Divame-li se na (3.20.3) jako na soustavu rovnic pro vypocet ag, ay, ..., a vidime, Ze je to soustava
linedrnich algebraickych rovnic s trojihelnikovou matici, jejiz diagonalni prvky jsou pfi navzijem
riznych tabulkovych bodech razné od nuly. Takova soustava ma pravé jedno feseni [21], které se
da vypocitat obdobou zpétného chodu Gaussovy elimina¢ni metody [z prvni rovnice vypocitame
ap = f(xo), z druhé a; = (f(z1) — ao)/(z1 — x0) atd.].

3.21 Pomérné diference.

Pocitat koeficienty a;, j = 0,1,...,n. Newtonova interpolacniho polynomu pfimo ze soustavy
rovnic (3.20.3) neni praktické. Abychom je mohli vyhodné vyjadfit ve formé vhodné pro vypocet,
zavedeme nejprve veli¢iny, kterym budeme fikat pomérné diference a které se budou pocitat
jednoduchym rekurentnim zpusobem z tabulky funkénich hodnot {(z;, f(z;)), i = 0,1,...,n}. V
dalsim vykladu uvidime, Ze z pomérnych diferenci se koeficienty Newtonova polynomu jiz snadno
ziskaji a Zze pomérné diference maji v numerické matematice vyznam i samy o sobé.
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Pro jednotnost zépisu nejprve formélné nazveme funkéni hodnoty f(x;) pomérngmi diferencemi
nultého Fddu a budeme je v této souvislosti znacit f[x;] [= f(x;)]. Pro danou funkci f a tabulkové
body z;, i = 0,1, ...,n utvofime z diferenci nultého ¥adu vsechny podily f[x;, z;1+1] tvaru

flwiga] = flai] <: G f(l“z')) 7

Tit+1 — X5 Tit1 — X5

flzi, zipa1] =

i=0,1,...,n—1, anazveme je pomérnygmi diferencemi proniho ¥dédu. Pomérné diference f[x;,x; i1,
Ziy2] druhého Fddu tvofime nyni analogicky z diferenci prvniho fadu jako podily
flwiv1, wiva] — flzi, ig1]

flxs, ig1, Tiga] = ;
Tito — T

i=0,1,...,n — 2. Jestlize jsme jiz stanovili diference (k — 1)-niho fadu, definujeme pro i + k < n
pomérné diference flx;, xiy1, ..., Tivrk] k-tého Fddu rekurentnim vztahem

(3211) f[xiaxi—l—l,--~,xi+k—1,$i+k] =
_ FlZigts s Tihe1s Tik) — FT, Tig1, ooy Tipho1]
Litk — T4

[Diference na praveé strané (3.21.1) jsou (k — 1)-niho fadu.| Diference n-tého fadu existuje pii n
tabulkovych bodech pouze pro i =0 (je to f[zo,x1, ..., Zp]).

Rekurentni vypocet pomérnych diferenci pro danou tabulku hodnot funkce f uspofadame (po-
dobné jako u Nevillova algoritmu) do tabulka pomérngch diferenci (tab. 4). Tabulku pomérnych
diferenci budeme sestavovat po Fadcih. éipky v tabulce ukazuji, z kterych hodnot v levém
sloupci se podle (3.21.1) pocitaji diference v sousednim pravém sloupci tabulky.

Tabulka 4
zo  flwo) = flzo]
N
z1 fle)  =flm]  — flzo, ]
Tn—1 f(xnfl) : f[xnfl] ‘ f[xnf%xnfl] e f[x()vmla ~~wxn71]
N N
Ty flzn) = flan) — flXn-1,2n] ... flr1, T2, ., T — flzo, 1,y Tp]

Vsimnéme si jesté té - velmi dilezité - vlastnosti pomérnych diferenci, ze f|x;, Tit1, ..., Titk—1,
Zit] zavisi pouze na fadcich i,i+1, ..., i+ k tabulky diferenci, tj. pouze na uzlech z;, 11, ..., T4
a na hodnotach funkce f v nich. Specialné zavisi diference f[xg,z1,...,x;] pouze na prvnich ¢ + 1
fadcich tabulky. Tato vlastnost je ihned vidét z definice (3.21.1) pomérnych diferenci. Da se také
ukézat [3], Ze pomérné diference jsou symetrické funkce svych argumentt v tom smyslu, Ze pii
libovolné permutaci uzla z;, x;y1, ..., i1, zistava hodnota f|x;, 211, ..., Ti1k| beze zmény.

Pomérné diference maji uplatnéni nap¥. pii aproximaci derivaci funkce f (viz odst. 15.8).
Duvodem je skutecnost, ze plati |3|

9@

(3.21.2) flxo, 1, .oy xi] = -, 1=0,1,...,n,
i
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kde ¢ ke n&jaky blize neur¢eny bod lezici v int (zg, 21, ..., ;). Ze (3.12.2) plyne, Ze je-li polynom
N-tého stupné, jsou jeho pomérné diference k-tého fadu pro k£ > N rovny nule. Z velikosti po-
mérnych diferenci se tak da v zdsadé usuzovat na to, zda se dana funkce bude dobfe aproximovat

polynomem.
3.22 Priklad.

Sestavime tabulku pomérnych diferenci (tab. 5) pro funkei f zadanou stejné jako v piikl. 3.4.

Tabulka 5
1 oxy f(x) = flag] k=1 k=2 k=3
0 0 1
11 2 floo,a1] =1
2-1 2 flr, 2] =0 flzo, 1, 22] =1
3 3 0 flag,ws) = =3 floy,mp, @3] = =% flwo, 21, 20,23) = =5

V tabulce 5 napf.

_ flws] = fleo) _0-2 1
f[ﬂ?g,l’g]— xr3 — T2 a 3+1 2
a jako posledni hodnotu pocitame
 flwiwe,m3] — flze,w1,2e]  —5—1 5
flwo, x1, 2, 23] = T3 — g ~3_0 12

3.23 Koeficienty interpola¢niho polynomu.

Vyznam pomérnych diferenci pro interpolaci spo¢iva v tom, Ze se d& ukazat [3], ze pro koefi-
cienty a; Newtonova interpola¢niho polynomu plati

(3.23.1) a; = flxo,z1,...,x5], j=0,1,...,n.
Ovéfme to alespon pro j = 0, 1. Z prvni rovnice (3.20.3) mame ihned

ap = f(xo) = flzo]-
Vypocitame-li z druhé rovnice a;, dostavame

ay = fla1) —ao _ flaa] = flao] _ flzo, z1].
xr1 — Xo 1 — o

Pro j > 1 je ovéfeni jiz technicky néro¢né a nebudeme je provadét.
Koeficienty Newtonova polynomu jsou tedy ¢isla na diagonédle, tabul-ky pomérnych
diferenci (tab. 4, odst. 3.21) a Newtoniv polynom miizeme proto zapsat jako

(3.23.2) N (x) =flzo] + flzo, 71](x — 20)+
+ flzo, x1, x2)(x — 20) (2 — 1) + ... F
+ flzo, x1y ooy xp)(x — 20) (z — 1) — Tp—1).
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Interpola¢ni polynom zapsany ve tvaru (3.23.2) mé dvé zasadni vyhody oproti Lagrangeovu tvaru.
Predevsim je to skutecnost, ze koeficienty flxo,z1,...,z;] ve vyjadfeni (3.23.2) nezaviseji na
x. Je proto mozné vypocitat je (pii danych vstupnich datech) jednou provzdy a hodnoty interpo-
la¢niho polynomu pro rizna x pak pocitat postupnym dosazovanim do (3.23.2). Druhou vyhodou
je to, ze koeficienty Newtonova polynomu maji vlastnost, které se fikd permanence. P¥idame-li
totiz k uzlim interpolace xg,x1, ..., z, dalsi bod z,41 rizny od vSech ostatnich uzli, bude mit
prislusny interpola¢ni polynom N, koeficienty

f[xO]af[anxl]a "'7f[x07$17 ...,l'n],f[l'o,ilfl, -'-7xnaxn+l]-

Prvnich n+ 1 koeficientt se oproti IV,, viibec nezméni, protoze jejich hodnoty zdviseji pouze na x;
a f(x;) prot=0,1,...,n. U Newtonova interpola¢niho polynomu je tak mozné pohodlné zvysovat
stupen interpolac¢niho polynomu tim, ze pfibirdme do vypoctu dalsi uzly interpolace. Polynom v
Lagrangeové tvaru bychom museli v takovém piipadé sestrojovat cely znovu.

3.24 Priklad.

Newtoniiv interpolac¢ni polynom tietiho stupné pro funkci f z piikl. 3.22 muzeme jiz ihned
napsat. Jeho koeficienty jsou na diagonale tabulky pomérnych diferenci (tab. 5, odst. 3.22). Mame

N3(z) =1+ (x — x0) + (x — zo)(x — 1) — %(z —x0)(x —x1)(x — x2) =

:1+x+a:(x—1)—1—52x(:c—1)(33+1).

3.25 Algoritmy.

Vsimneme si toho, %e v s-tém fadku tabulky pomérnych diferenci (tab. 4, odst. 3.21), kde
s =0,1,...,s, jsou obsazeny vesmés diference tvaru f|Ts_g,Ts_gi1,--r ... ,Ts—1,Ts), a to pro k =
=0,1,...,s. Pro algoritmicky zapis vypoctu tabulky pomérnych diferenci po jejich fadcich bude
proto vyhodné oznadit
Fy, = f[xs—lﬁ Ls—k+1y -7 Ls—1, 1’3]-

Pfi tomto oznaceni budou v s-tém radku tab 4. zleva doprava veli¢iny
F807 F817 X3 F8,8—17 Fss-

Rekurenci (3.21.1) pro vypocet pomérnych diferenci pfevedeme na rekurenci pro vypocet Fy,
k=0,1,...,s, tak, ze v ni polozime ¢ = s — k, i + k = s. Vysledkem je vztah

Fsk—I*Fs—lk—l
Fsk: . : .

Ts — Ts—k
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Pro vypocet koeficientii Newtonova interpola¢niho polynomu tak dostavame algoritmus

(3.25.1) Vstup : n,xo, 1, oy T, f(20), f(21),-ons f0).
Pro s=0,1,...n:
FSO = f(ms)

Pro k=1,2,...,s:
Fop1—Fs_15-1

Fg. =
Ts — Ts—k

as = Fgs.
Vystup : ag,a,...,an.
Doporucujeme ¢tenafi, aby si algoritmus provéril opét na tab. 5 z piikl. 3.22. Hodnota Fg je v
tab. 5. na priseciku fadku s a sloupce k.

Hodnoty interpola¢niho polynomu vyjadieného ve tvaru (3.20.1), resp. (3.23.2) miizeme po
provedeni algoritmu (3.25.1) pohodIné pocitat algoritmem podobnym Hornerovu algoritmu z [21]:
(3.25.2) Vstup @ M, 20, T1, .., L1, 00, A1, -, A1, (n.

P =a,.
Pro i=n—-1n-2,..,1,0:
P:P(:r—xi)—i—ai.
Vystup :  N,(x) = P.
Znameénko rovnosti ve ¢tvrtém Fadku algoritmu (3.25.2) zde pouzivame ve smyslu pfifazeni -
tak jako v programovacich jazycich. Velicinu P je tfeba chapat jako proménnou v jazyce FOR-

TRAN, Algol apod. Tuto licenci budeme obcas uzivat i v dal§im vykladu, aniz bychom na to
znovu upozoriovali.

3.26 Priklad.

V piikladu 3.24 jsme nalezli Newtontv interpola¢ni polynom N3 pro funkci f z pirikl. 3.22.
Vypocitejme hodnotu tohoto polynomu v bodé =z = 2.
Uziti algoritmu (3.25.8) neznamena nic jiného, ne7 7e vyraz N3(x) uzavorkujeme takto:

Ny(2) = 14 (@ — 20)1 + (2 — 21)[1 — —= (2 — 22)] =

12
)
:1+$1+($—1)[1—E($+1)].
Skutecné, algoritmus (3.25.2) dava pro z =0, g =0, 21 = 1, 290 = =1, a0 = 1, a1 = 1, az = 1,
az = —% postupné
5
P - 15 )
P =— 3@2+1)+1 =- 1 (i=2),
P =— 12-1n+1 = 2 (i=1),
P 3.2+1 =— 5 (i=0).

je tedy N3(2) = % Vysledek je stejny jako hodnota L3(2) v piikl. 3.17 a 3.4.
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3.27 Ekvidistantni uzly interpolace.

Jsou-li uzly interpolace z;, ¢ = 0,1,...,n uspofddany podle velikosti a ekvidistantni, tj. je-li
Tit1 —x; = h,1=0,1,...,n — 1, h = konst > 0, je mozné sestrojeni Newtonova interpola¢niho
polynomu déle zjednodusit. Pomérné diference (3.21.1) se v tomto p¥ipadé daji vyjadiit pomoci
jednodussich velic¢in, kterym se 7ika pouze diference nebo dopfedné diference.

V souladu s tradici budeme u ekvidistantnich tabulek pouzivat oznaceni f; = f(z;). Necht je
tedy dana tabulka {(z;, f;), ¢ = 0,1,...,n} hodnot funkce f s ekvidistantnimi uzly x; = 2 + ih,
1 =0,1,...,n, h = konst. Konstantné h budeme ¥ikat krok tabulky. Dopiedné diference se definuji
obdobné jako diference pomérné. Pro kazdé ¢ = 0,1, ..., n definujeme doprednou diferenci nultého
Fadu vatahem AYf; = f;aproi =0,1,...,n— 1 definujeme doprednou diferenci A f; proniho Fddu
vztahem A'f; = fi 1 — fi. Casto se misto Al pise pouze A. Doprednou diferenci k-tého vddu
A fi k> 2, definujeme nyni pro i + k < n rekurentnim vztahem

(3.27.1) Abf = AAR ) = AR — AR E
Pro i £ n — 2 tedy napt. je

A’ fi = AAf;) = Afig1 — Afi = (fiva — fiv1) — (fir1 — fi) = fira — 2fir1 + fi.

Podobné jako tomu bylo u pomérnych diferenci, zavisi dopfedna diference A* f; pouze na hodno-
tach fi, fi+1, -, firk (odtud nézev dopfedné diference).

Mezi pomérnymi diferencimi s ekvidistantnimi body x;, ¢ = 0, 1, ..., n a dopfednymi diferencimi
plati vztah

AFf;

(3.27.2) flis Tit1s s Tigr] = Bk

ktery se snadno pii pevném ¢ ovéFi indukei podle k [indukéni krok se provede uzitim (3.21.2) a
(3.27.1)].

Doptedné diference miizeme pocitat opét algoritmem (3.25.1). Za tim ucelem oznacime Fy, =
=AFf, 1, 5=0,1,...n, k=0,1,...,s, a vzorec pro Fy ve (3.25.1) zaménime vzorcem

(3.27.2) Fop = Fs -1 — Fs—1k-1,

ktery je pfepisem vztahu (3.27.1) pro i = s — k. P¥i ruénim vypoctu zaloZzeném na rekurentnim
pouziti vztahu (3.27.1) uspofadavame diference opét do tabulky (tab. 6).

Tabulka 6
Zo f(zo) = fo
N
T f($1) =fi — Afo
-.rn—l .f(xn—l) : fn—l . Afn—Q . An_l,fO
N N
Ty f(zn) = fn — Afp1... A" — AT
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Sipky ukazuji, z kterych hodnot v levém sloupci tab. 6 se podle (3.27.1) pocitaji diference v
sousednim pravém sloupci. P#i zapisu diferenci do tabulky se ¢asto vynechéava desetinnd ¢arka a pisi
se pouze vyjznamné ¢islice (Cislice normalizované mantisy p¥i vyjadfeni ¢isla v semilogaritmickém
tvaru). Misto 0,079576 tedy do tabu.ky zaneseme 79576.

3.28 Priklad.

Sestrojme tabulku diferenci pro f(z) =sinx, xo = 0,6, krok h = 0,1 a n = 4.
Dostéavame (srov. tab. 6):

T fi

0,6 0,564642

0,7 0,644218 79576

0,8 0,717356 73138 —6438

0,9 0,783327 65971 —-T167 —T729

1,0 0,841471 58144 —T7827 —660 69

Je tedy napft.
Afy = f3— fo=10,065971,
A*fo = A3 fi — A3 fy = —0,000 660 + 0,000 729 = 0,000 069 apod.

3.29 Interpolac¢ni polynom s dopifednymi diferencemi.

Jsou-li uzly interpolace ekvidistantni s krokem h, mutZeme koeficienty Newtonova interpolac-
niho polynomu a;, j = 0,1, ...,n, pomoci (3.27.2) snadno stanovit z diferenci Alfy, 5=0,1,...,n,
tedy opét z hodnot na diagonéle tabulky diferenci (tab. 6). Chceme-li uzit k zapisu interpo-
la¢niho polynomu doptedné diference, je v8ak ti¢elné provést v polynomu N,, zdménu proménnych
a polozit

(3.29.1) x = g + th.

Budeme tam méfit v jednotkdch h vzdalenost bodu z od zg. Zavedeme jesté jedno oznaleni,
n
kterym zobecnime pojem binomického koeficienti <k:> pro n realna. Polozime pro reilné ¢ a

pfirozené j

(3.20.2) <:> _He- 1>"‘;f_j+1), (é) =1.

Po substituci (3.29.1) a dosazeni za pomérnou diferenci podle (3.27.2) piejde Newtontv inter-
pola¢ni polynom N,, v polynom N, kde

(3.29.3) N, (t) = fo+ (f) Afo+ ...+ (;) A" fg =
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Polynom N, se nazyva Newtoniv interpolacni polynom s dopiednymi diferencemi nebo také New-
tondv polynom pro interpolaci vpred (t = 0). Protoze jde jen o specidlni zptsob zapisu interpo-
la¢niho polynomu, plati pro chybu aproximace polynomem N, stéle vzorce (3.10.1) a (3.12.1).
Provedeme-li substituci (3.29.1) také napt. v (3.12.1), dostaneme odtud odhad chyby ve tvaru

(1)

(3.29.4) |f(zo — th) — NF(t)| £ MA™H

kde M > |f(+1)(€)| pro viechna ¢ € int (zg, T,, ).

3.30 Priklad.

Urceme sin 0, 63 z tabulky piikl. 3.28 a odhadnéme pfesnost vysledku. Pouzijeme interpola¢ni
polynom N,'.

Mame xg = 0,6, h = 0,1, n = 4. Zfejmé t = 0, 3. Hodnoty diferenci, které potiebujeme dosadit
do (3.29.3), jsou v tabulce vytistény tu¢né (pozor na desetinnou ¢arku!). Jako aproximaci hodnoty
sin 0, 63 interpolaci s pouzitim polynomu ¢trtého stupné dostavame (na 6D) podle (3.29.3)

N;(0,3) =0,564 642 + < 0’13 ) -0,079576 — ( 0’23 ) - 0,006 438—

- ( 05))3 ) - 0,000 729 + < Of > -0,000069 = 0,589 145.

Pata derivace funkce sinz je cosx, a je tedy v absolutni hodnoté mensi nez 1. Absolutni
hodnota chyby aproximace je tedy podle (3.29.4) mensi nez

1-1075.

-5
( 5 )’ = 010.3) - (<0,7) - (<2,7) - (=3,7)] < 0,310

3.31 Interpola¢ni polynom se zpétnymi derivacemi.

V kapitole III o feSeni diferencidlnich rovnic budeme potiebovat interpola¢ni polynom ve tvaru
obdobném (3.29.3), ale vychézejicim z hodnoty funkce f na pravém konci soustavy ekvidistan¢nich
uzli interpolace x;, tj. z hodnoty f,, v bodé x,, = zg+nh. V tomto tvaru interpola¢niho polynomu
budou pak vystupovat diference tvorené zpétné z funkénich hodnot funkce f vlevo od bodu z,.
Témto diferencim se ¥ika zpétné diference.

Zcela obdobné jako jsme v odst. 3.27 zavedli doptedné diference, definujeme zpétne diference
nultého Fddu vztahem AYf; = f;, i = 0,1,...,n, zpétné diference proniho ¥ddu definujeme pro
i=1,2,...,n vatahem A'f; = f; — fi_1 a zpétné diference k-tého fadu rekurentnim vztahem

(3.31.1 AFfi= NOAFT = A L)

)
pro 2 < k < i. (Pifeme zde A misto Al.) Zpétna diference AFf; zavisi pouze na hodnotéch
fis fiz1, ooy fi—r odtud nézev zpétna diference).
Pii zapisu interpola¢niho polynomu pomoci zpétnych diferenci uzivime stejné jako v odst.
3.29 substituci. Tentokrat v8ak klademe z = x, + th (mé&ime vzdilenost bodu x od x, misto
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od zg). Da se ukazat [3], [26], Ze interpola¢ni polynom pro data (z;, f(x;), i =0,1,...,n) je pak
mozno zapsat ve tvaru

(3.31.2) N, (t) = fu — ( _f ) A fot o+ (=17 ( _2 ) A" f, =

-2 (5) s (=)

J

Polynom N, se nazyva Newtoniv interpolacni polynom se zpétnymi diferencemi nebo také New-
tondv polynom pro interpolaci vzad (t < 0).

Pfipominame znovu, Ze ani polynom N, neni nic jiného nez urcity zptisob zapisu interpolac-
niho polynomu, ktery je vstupnimi daty jednoznac¢né urcen. Ctenar si mozn4 také jiz v&iml toho,
7e neni nezbytné nutné zavadét oba druhy diferenci, A i A. Plati napf. (ovéftel).

Afi=Afii1, Ofi=A%f .

Obecné se da ukazat, ze plati
A fi = A fiy

Proto jsou ¢iselné hodnoty polozek v tabulce zpétnych diferenci (kterou nebudeme popisovat)
stejné jako v tabulce doprednych diferenci, jde pouze o jiné oznaceni. Hodnoty diferenci vystupujici
v Newtonové polynomu (3.31.2) pro interpolace vzad najdeme tudiz v poslednim #adku u
tabulky diferenci (tab. 6).

Kromé doptednych a zpétnych diferenci se zavadéji také it centralni diference definované vzta-
hem

0fi = fivry2 — fic1y2-

a dale opét rekurentné. Piitom klademe f;11/o = fx; & h/2. Pomoci tabulkovych hodnot Ize tedy
vyjadiit pouze centrilni diference sudych Fada. Je napf.

82 fi = 8(8fi) = 0fi1j2 — 6 fim12 = firn — 2fi + fir1.

Centralni diference 6% f; zavisi na hodnotach funkce f v tabulkovych bodech, které jsou rozlozeny
symetricky kolem z;. O interpola¢nich polynomech s centralnimi diferencemi viz napf. 3], [26].

3.32 Konvergence interpolac¢niho procesu.

V tomto odstavci se budeme zabyvat otazkou, zda pii interpolaci funkce f na intervalu (a, b) s
uzly xg, x1, ..., T, povede zvySovani potu uzli (a tedy aproximace interpola¢nimi polynomy stéle
vyssich stupiiti) ke stale lepsi aproximaci funkce f.

Necht je dana funkce f, kterd je spojitd na intervalu (a,b), a oznatme D = {a = z9 <
< 21 < ... < xp = b} soubor uzli interpolace. Vime jiz, Ze ke kazdému souboru n + 1 uzli D
existuje interpolatni polynom pp(z;) € P, takovy, ze pp(x;) = f(x;) pro x; € D. Vezméme nyni
posloupnost soubort

Ds={a< x(()s) < :Cgs) <..<zl) =0}
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a ke kazdému souboru uzlt interpolace Dg pfifadime interpolacni polynom pp,. Zajima nés, zda
polynomy pp, budou konvergovat k f za pfedpokladu, Ze uzly interpolace volime tak, aby

max ]xz(j_)l —zi(s)] — 0

pro s — oo. Odpovéd je v mnoha smérech negativni. At’ volime uzly interpolace jakkoli, vzdy
existuje spojita funkce tak, Ze interpolacni proces tuto funkci nekonverguje stejnomérné.
Zvolime-li uzly interpolace ekvidistantné, tj.
b—a

xgs):a—ki , 1=0,1,...;8,
s

pak napi. pro tak elementarni funkce jako jsou (1+x2)~! na (a,b) = (—5,5) nebo \/z na {(a,b) =
= (0, 1) nekonverguje interpola¢ni proces ani bodoveé na celém (a, b). Dalgim negativnim piikla-
dem je interpolace funkce |z| na (—1,1), kde interpola¢ni proces s ekvidistantnimi uzly nekonver-
gujev zadném bodé s vyjimkou bodi z = —1,0, 1. Interpolace spojitych funkci mize tedy p¥i
pouziti ekvidistantnich uzlti davat problematické vysledky. Jediny pouzitelny pozitivni vysledek
je tu ten, Ze interpola¢ni proces s ekvidistantnimi uzly konverguje stejnomérné, je-li f celistva
analytickd funkce. Interpolace ekvidistantnich dat polynomy vy&sich stupni je v nékterych p¥ipa-
dech také Spatné podminénd tuloha, tj. malé nepiesnosti ve vstupnich datech ptisobi velké chyby v
hodnoté interpolac¢niho polynomu. Potize vznikaji zejména pfi aproximovani funkce pobliz konci
intervalu (xg, ), kde se pak navic interpola¢ni polynomy vyssich stupiii zpravidla zna¢né "vIni".
Chceme-li aproximovat néjakou funkci polynomem na celém intervalu a mazeme-li si vybrat
body, v nichz po¢itame nebo méfime tabulkové hodnoty, je proto vzdy rozumnéjsi nevolit uzly
z; ekvidistantné. Dobra strategie je volit tabulkové body tak, aby byly rozloZzeny stejné jako
kofeny Cebysevovych polynomu (viz odst. 5.6 a [26]), ¢imZ mimo jiné minimalizujeme
hodnotu max |e, ()], kde e, (x) = (x — zo)(x — x1)...(x — zp) [viz (3.10.1), (3.12.1) a piikl. 3.11].
Pracujeme-li tedy s (a,b) = (-1, 1), volime

2t4+1m )
(3.32.1) T; = Cos <n+ 1 2) , 1=0,1,...,n

[£i, 7 = 0,1,...,n jsou kofeny Cebysevova polynomu (n + 1)-niho stupné, viz piikl. 5.6.1]. Na
obecny interval (a,b) uzly (3.32.1) zobrazime jednoduchou linearni transformaci

- %[(b—a):c+(b+a)], ze(=1,1), z€(ab).

Volime-li uzly interpolace podle (3.32.1), mé interpolaéni proces pii n — oo tu vlastnost, ze
vzniklé interpola¢ni polynomy konverguji na (a,b) stejnomérné k aproximované funkci uz pii
velmi mirnych pozadavcich na tuto funkci. Postacujici podminkou pro stejnomérnou konvergenci
je napf. jiz existence spojité prvni derivace f’ na (a,b). Tuto podminku lze jesté déle zeslabit.
Podobna konvergenc¢ni véta plati také pro uzly volené jako kotfeny Legendrovych polynomi (viz
prikl. 5.6.3).

Podrobné pouceni o konvergenci interpolacnich procesii (pro interpolaci polynomy) najde za-
jemce napf. v [3].
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3.33 Ulohy.
3.33.1

Funkce f je ddna svymi hodnotami v uzlech 9 = 1, x1 = 5, 2 = 3, z3 = 0. Je f(1) = 2,
f(5) =30, f(3) = —4, f(0) = 5. Sestrojte Lagrangeuv interpola¢ni polynom t¥etiho stupné pro
funkci f.

[Ls(x) = 23 — 422 + 5]

3.33.2

Funkce In x je kvadraticky interpolovana v bodech z = 10,11, 12.

a) Odhadnéte chybu aproximace interpola¢nim polynomem v bodé = = 11, 1.
[[E(11,1)] £3,3-1075]

b) Jak zavisi znaménko této chyby na z?

[E(x) > 0 pro z € (10,11), znaménko se méni v uzlech interpolace.|

3.33.3

Sestrojte tabulku hodnot funkce f(z) =2z + 1 pro ; = 0,14, i = 0,1, ..., 5. Stanovte f(0,26)
linearni interpolaci a ovéite si, ze vysledek je pfesny [E(0,26) = 0]. Vysvétlete
[Navod: Uzijte (3.10.1).]

3.33.4

Je déna ekvidistantni tabulka hodnot funkce e® na intervalu (0,1) s krokem h = 0,01. Od-
hadnéte nejvétsi moznou chybu, které se dopustime pfi linedrni interpolaci v této tabulce.

[[E(x)] < (e/2)-107% £ 1,36 - 107* pro = € (0,1); pii presngjiim odhadu (x — x¢)(z — 21)
dostaneme dokonce |E(x)| < (e/8) - 1074]]

3.33.5

Piepiste Nevilliv algoritmus (3.16.2) pro funkei f danou ekvidistantni tabulkou s krokem h
(Tip1 —mi = h).
[Navod: Polozte napt. x = xy + th.|

3.33.6

Funkce f je dana témito hodnotami, které jsou zaokrouhleny na 3D: f(0,2) = 0,962, f(0,4) =
= 0,862, f(0,6) = 0,735, f(0,8) =0,610.

a) Sestavte Nevillovo schéma pro tato vstupni data a & = 0,5. Stanovte pfibliznou hodnotu
£(0,5) pii interpolaci kubickym polynomem.

[£(0,5) ~ P33 = 0,8001.]

b) Odhadnéte chybu aproximace kvadratickym interpola¢nim polynomem s uzly 0, 2;0,4;0, 6.
Pouzijte pfitom odhad |f"(x)| < 4,67 pro z € (0,1). Porovnejte se skute¢nou chybou, vite-li, ze
fla) = (1+2%)L,

[[E£(0,5)] £0,5-1072-4,67 < 2,34 - 1073; skute¢na chyba je —0,001 875.]
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3.33.7

Funkce f je dana tab. 7. Naleznéte Nevillovym algoritmem pfibliznou hodnotu f(1,5) ~ P
a posudte vysledek.

[Navod: Sestrojte cele Nevillovo schéma a posudte chovani hodnot na diagonéle. Pgs =
=0,3573.]

Tabulka 7

T 01 02 05 10 20 50 100
f(r) 100 50 20 10 05 02 0,1

3.33.8

Sestrojte Newtoniv interpola¢ni polynom N3 pro funkci f danou hodnotami f(1) =0, f(2) =
=2, f(4) =12, £(5) = 20.
[Ns(z) =2(z—1)+ (z—1)(x —2) = (z — 1)z.]

3.33.9

Mate informaci, ze data v tab. 8 jsou hodnoty jistého kubického polynomu. Uzijte pomérné
diference a ovéfte diference a ovéite toto tvrzeni. Sestrojte piislusny polynom.
[f(z) =23 + 22 — 22 + 3]

Tabulka 8

r 3 -1 0 2 3
flx) 9 5 3 11 33

3.33.10

Sestrojte tabulku diferenci pro funkci f, kterd je ddna svymi hodnotami v ekvidistantnich
uzlech 2 +ih, i = 0,1,2,3, h = 0,5: f(2) = —1, f(2,5) =5, f(3) = 15, f(3,5) = 35. Napiste
Newtoniiv polynom pro interpolaci vpied Ngr a pro interpolaci vzad N; .

[Navod: Uzijte toho, ze AFf; = AFf;_. Kontrola: A% fy = 6.]

3.33.11

Sestrojte tabulku diferenci pro data z tab. 9. Napiste Newtontiv polynom pro interpolaci vpied

vy

[Dva. Kontrola: A¥f; =0, A*f; =0 pro k > 2]
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Tabulka 9

z 00 01 02 03 04 05
f(r) 100 1,32 1,68 208 252 3,00

3.33.12

Sestrojte uzly interpolace na intervalu (0, 1), které jsou rozlozeny podle (3.32.1) s n = 2.
[0 =0,93301; x; = %; x9 = 0,066 987 na 5 platnych ¢islic.|

3.33.13

Napiste program, ktery realizuje algoritmy (3.25.1) a (3.25.2) a umoziuje tak p¥i dané tabulce
hodnot funkce f poé&itat hodnoty piislusného Newtonova interpola¢niho polynomu. Polozte f(z) =
= (2522 +1)~! a pomoci tohoto programu:

a) Sestrojte interpolacni polynomy stupné n = 5,10, 15,20 pro ekvidistantni uzly interpolace
x; = =14 (2/n)i,i = 0,1,...,n. Tabelujte hodnotu aproximace v bodech (x; + x;11)/2, p¥ip.
zndzornéte f i vSechny interpola¢ni polynomy graficky.

b) Provedte totéz, jako v bodé a), ale s uzly podle (3.32.1). Porovnejte vysledky a) a b).

4 Interpolace racionalni funkci a spline-funkci

4.1 Interpolace racionalni funkci.

Ne kazdé spojita funkce se da dobfe aproximovat polynomem, i kdyz davodu pro to, abychom
aproximujici funkce pouzivali polynomy, je cela fada (odst. 1.9). V p¥ikladu 3.19.2 a tloze 3.33.7
lze nalézt typické piiklady vstupnich dat, kterd polynom aproximuje Spatné; v obou pfipadech
pochazeji data z funkci, které maji asymptoty. U takovych funkci dostaneme ¢asto lepsi vysledky,
aproximujeme-li je vhodnou racionalni funkci.

Teoretické problémy interpolace funkcemi ze t¥idy R, racionalnich funkei, které maji v ¢itateli
polynom nejvyse p-tého stupné a ve jmenovateli polynom nejvyse g-tého stupné, jsou podstatné
komplikovanéjsi, nez tomu bylo u polynomi. Jde tu o aproximace nelinedrniho typu (hod-
nota aproximujici funkce nezavisi na volitelnych parametrech - koeficientech racionéalni funkce -
linedrné). Vétsinou je vak i zde urfena p + ¢ + 1 vstupnimi daty {(z;, f(z;)), i =0,1,...,p + q}
pravé jedna raciondlni funkce ¢ € R,

ap + a1x + ... + apx?
4.1.1 =
( ) #(2) bo + b1z + ... + by’

ktera spliiuje interpolacéni podminky
(4.1.2) o(x;) = f(zi), i=0,1,....,p+q.

Poznamenavame, Ze ve vsech funkcich z R, vystupuje vlastné pouze p + ¢ + 1 nezavislych para-
metrd, nebot jejich koeficienty jsou vzdy urceny pouze az na nenulovy spoleény faktor.
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Podrobnéjsi studium interpolace racionédlni funkci pfesahuje ramec tohoto segitu. Dobré pou-
Ceni najde ¢tenar v [29]. Zde se omezime na to, Ze pro informaci uvedeme analog Nevillova algo-
ritmu zaloZeny na interpolaci racionalni funkci. Tento algoritmus pochazi od J. Stoera [29] a je
ur¢en k vypoctu hodnoty (&) interpolujici racionalni funkce ¢ pro vstupni data {(z;, f(z;)), i =
= 0,1,...,n}. Konstruovana funkce ¢ pfitom patii do ti¥idy Rpq, kde n = p+ g a p = ¢ nebo
p = q — 1 podle toho, zda n je sudé nebo liché ¢islo.

(4.1.3) Vstup :  n,Z,x0, T1, ..., Tn, f(T0), f(x1), ..., f(Tn)-
Pro :=0,1,...,n:
R; 1 =0; Rjo = f(xs).
Pro k=1,2,...,i:
Ry, = P 1+
b — ) Rip1+ R¢—1,]/;—1

R k=1t R p—1 "

Vystup :  ¢(Z) = Run.

Vzhledem k rozdiliim ve jmenovatelich muze algoritmus (4.1.3) selhat (déleni nulou). Praxe vsak
ukazuje, Ze se to stava jen velmi ziidka. Stejné jako u Nevillova algoritmu jsou i zde mezivysledky
R; hodnotami jistych racionalnich interpolacnich funkci.

Ruéni vypocet podle (4.1.3) mizeme uspotradat do tabulky zcela obdobné Nevillovu schématu
(tab. 2, odst. 3.1.6). Rozdil bude v tom, ze hodnota R;; se nyni nepocita ze dvou hodnot v
sousednim levém sloupci schématu, ale ze tif hodnot R; 1, R;—1 x—1, Ri—1 k2, takZe k vypoctu
R;;, pouzivime dva sousedni sloupce vlevo od sloupce k.

4.2 Priklad.

Aplikujme Stoertv algoritmus (4.1.3) na ulohu z p¥ikl. 3.19.2, kde nam interpolace polyno-
mem nedala pii vynalozeném objemu vypocétu dobry vysledek. Mame stanovit pfibliznou hodnotu
f(1,8). Vypocet usporadame do tabulky (tab. 10). Sipky v tab. 10 op&t naznauji, které hodnoty
se pouziji pfi vypoctu. Je napf.

Ri0 — Roo
1—(=0,2)(R10 — Roo)/(Ri0 — Ro—1)’

Ri1 = Rio +0,8—

tj.
0,23254
—1—-1(0,2)-(0,23254)/(0,36788)
Vzhledem k ustélenému chovani hodnot na diagonéle tabulky (jsou tistény tu¢né) klademe
f(1,8) = 0,165 (= Ryy). P¥ipominame, ze e~ % = 0,165 30. Hondota R4y je hodnota interpolac¢ni
funkce ¢ € Roo v bodé z = 1, 8.

Rip = 0,36788+0,8

= 0,154 93.
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Tabulka 10

i x; Ri—1 Rio= f(zs) Ry ) Ri3 Ry

02 0 013534
N
1 1 0 0,3678 —0,15493
0 0,049787 0,10346 1,16291
N
1,0000 0,080313 0,18623 — 0,164 63
4 4 0 0,018316 0,039811 0,12462  0,15758 0,165157

w
o
o

4.3 Aproximace funkcemi, které jsou po ¢astech polynomy.

Metodami popsanymi v ¢l. 3 jsme aproximovali funkci f na intervalu (a,b) interpola¢nim
polynomem. Je-li interval (a,b) velky, neumoziiuji ¢asto interpola¢ni polynomy nizsich stupni
dosahnout pozadované pfesnosti. Snaha zmensit velikost chyby aproximace tim, Ze pouzijeme
interpola¢ni polynom vys§iho stupné, v8ak nevede vzdy k cili. Interpola¢ni polynomy vysokych
stupinia se zpravidla v intervalech mezi uzly interpolace zna¢né "vIlni". Rovnéz uvahy o konvergenci
interpola¢niho procesu (odst. 3.32) ukazuji, Ze zejména v piipadé ekvidistantnich uzla interpolace
nemusi zvySovani{ stupné interpola¢niho polynomu p#inést zmensSeni velikosti chyby aproximace.

Osvédcenou cestou, jak dosdhnout u interpola¢ni aproximace pozadované piesnosti a vyhnout
se pritom interpola¢nim polynomtim vys§Sich stupii, je neaproximovat funkci f jednim polynomem
na celém intervalu (a, b), ale rozdélit (a,b) na nékolik ¢asti na kazdém intervalu pouzit
polynom jiny. Budou-li dil¢i intervaly dostateéné malé, bude pfitom mozné aproximovat na
nich funkei f polynomy nizkych stupnu. Vysledna aproximujici funkce ¢ je pak na (a,b)
funkce po ¢astech polynomiélni. Snazime-li se zkonstruovat funkci ¢ tak, aby byla na celém inter-
valu (a, b) spojita, méla na (a,b) co nejvétsi pocet spojitych derivaci a aby jeji kiivost na intervalu
(a,b) byla co nejmensi, vedou nés tyto pozadavky k uziti interpola¢nich spline-funkei.

4.4 Priklad: po Castech linearni interpolace.

Jako ilustraci postupu naznaceného v odst. 4.3 popiSeme interpola¢ni aproximaci funkce f z
piikl. 3.4 funkci ¢, kterd je po ¢astech polynom prvniho stupné. Budeme pfitom pozadovat, aby
funkce ¢ byla na intervalu (a,b) = (—1,3) spojita. Grafem takové funkce je lomena Cara.

Uzly interpolace z piikl. 3.4 uspofddame podle velikosti, takze bude platit x; < x;41, ¢ =
=0,1,2,3, a oznacime h; = x;41 — ;. Udaje o funkci f z piikl. 3.4 sestavime do tabulky (tab.
11), ve které budou navic vystupovat nékteré dalsi veli¢iny, jez pouzijeme z¢asti v tomto piikladu,
z¢asti (A\;, i, i) v prikl. 4.7. Body x;, i = 0,1,2,3, déli interval (—1,3) na N = 3 dil¢i intervaly.
Na kazdém z téchto intervali (z;,x;y1) budeme funkci f aproximovat polynomem ¢; prvniho
stupné. Budeme pfitom zadat, aby hledana aproximace ¢ spliovala v uzlech x;, @ = 0,1,2, 3,
interpolaéni podminky ¢(z;), i =0,1,2, 3.
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Tabulka 11

iowg b f(r) f(ra) = flo) N g
0 -1 1 2 1

1 0 1 1 1 3 s 6
2 1 2 2 2 3 2 4
3 3 0

Na kazdém intervalu (z;, z;+1), 7 = 0, 1, 2, sestrojime jako interpola¢ni polynom prvniho stupné
@i = Ny pro data (z;, f(zi)), (xit1, f(xit1)). Podle (3.23.2) pak pro x € (x;, z;11) plati (klademe
n =1 a zaménime xy — xg, T1 — Tit1)

(4.4.1) o(x) = i = flw] + flzi, zigal(z — 7)) =

Jediné mozné body nespojitosti funkce ¢ v intervalu (—1,3) jsou z1 = 0 a 29 = 1, v nichZz piechézi
wo ve p1 a @1 ve po. Ale protoze plati p;(xir1) = f(zit1) = @ir1(Tit1), @ = 0,1, je funkce ¢
ziejmeé spojitd na celém intervalu (—1,3).

Na zékladé hodnot v tab. 11 dostavame podle (4.4.1)

p=2—(z+1)=1-2, -1Zz=20,
elx)= pr=1—(z—-0)=1+=z, 0<z<1,
pr=2-(x—-1)=3-u, l=z=3,

Graf funkce ¢ je na obr. 3 (v odst. 4.7) spolu s grafem funkce L3 z piikl. 3.4.

4.5 Interpolace kubickymi spline-funkcemi.

Danou funkci f mizeme na intervalu (a,b) v zésadé aproximovat funkce-mi, které jsou po
¢astech polynomy libovolného stupné. Ukazuje se vSak, Zze z riznych divoda jsou k tomuto Gcelu
obzvlasté vhodné aproximace funkcemi, které jsou po ¢astech polynomy tietiho stupné [32].

Rozdélime interval (a,b) na N dil¢ich intervalt body xg, x1, ..., xx takovymi, Ze a = xg < x1 <
< ...<zxzny-1 < xy =b. V tomto odstavci se budeme zabyvat interpolac¢nimi aproximacemi po-
moci funkci ¢, které budou mit tyto dvé vlastnosti:

(4.5.1) a) ¢ € C%{a,b), tj. ¢ a jeji derivace jsou spojité funkce definované na intervalu (a, b).
b) Na kazdém dil¢im intervalu (z;, x;+1), ¢ = 0,1,..., N — 1, splyva ¢ s jistym polyno-

mem tietiho stupné.

Funkce ¢, ktera ma vlastnosti (4.5.1), se nazyva kubickd spline-funkce.”) Kubicka spline-funkce se

2) Cti splajn-funkce; ustileny cesky ekvivalent tohoto terminu zatim neexistuje. Anglické slovo spline
znamen$ elastické pravitko uzivané k sestrojovani velkych kiivek pii stavbé lodi. Upevni-li se toto pravitko
vhodnym zpusobem tak, aby prochézelo body (z;, f(z;)), ¢ = 0,1,..., N, ma jeho prihybova kiivka v
prvnim piibliZeni stejny tvar jako graf kubické spline-funkce, ktera interpoluje tato data [32].
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tedy sklada z kubickych polynomt, pospojovanych dohromady tak, Ze jejich hodnoty a hodnoty
jejich prvnich dvou derivaci v bodech z;, ¢ = 1,2,..., N — 1, splyvaji. Témto bodim se také iika
uzly spline-funkce . Trividlni piiklad kubické spline-funkce je samoziejmé kazdy polynom tfetiho
stupné na (a, b).

Predpokladame nyni, 7e v bodech z;, ¢ = 0,1,..., N, mame udény funk¢ni hodnoty f(x;),
funkce f a Ze je nasim tukolem sestrojit interpolacni kubickou spline-funkci ¢, pro kterou bude
platit

(4.5.2) o(z;) = f(z;), ©1=0,1,...,N.

Na rozdil od Lagrangeova interpola¢niho polynomu neni podminkami (4.5.2) interpolac¢ni spline-
funkce ¢ urcena jednoznacné. Je to vidét z této uvahy: Podle (4.5.1b) je ¢ na kazdém dilé¢im
intervalu (x;, z;+1) polynom tietiho stupné. Takovy polynom mé 4 neznamé koeficienty, dil¢ich in-
tervali je NV, a ¢ je tedy na (a, b) ur¢ena celkem 4N parametry. Tyto parametry mame stanovit tak,
aby platilo (4.5.1a) a (4.5.2). Podminky spojitosti funkei ¢, ¢, a ¢” v uzlech z;, i = 1,2, ..., N — 1,
davaji celkem 3(N — 1) = 3N — 3 podminek, interpola¢ni podminky (4.5.2) pfedstavuji dalgich
N + 1 podminek. Mame tedy celkové 4N — 2 podminek pro 4N neznamych parametri. Chybé-
jici dvé podminky mutzZzeme dodat v zasadé podle své liboviile. Nasim cilem je pridat takové dvé
podminky, aby pfislusna interpolac¢ni spline-funkce existovala a byla jiz ur¢ena jednoznacné.
D4 se ukazat, Ze vhodnymi podminkami jsou napfr.

(4.5.3) a)  ¢(a)="fo,  ¢'b)=fr;
b) ¢'(a)=fg, ()= f\;
c) ¢"(a)=0, ©"(b) =0;

Podminkam (4.5.3) Fikéme okrajové podminky. Cisla 1o, £y v okrajovych podminkach (4.5.3a) jsou
bud’ hodnoty prvni derivace funkce f v krajnich bodech intervalu (a,b) [f; = f'(a), fn = f'(D)],
nebo néjakeé jejich predem dané aproximace. Podobné jsou ¢isla f{/, fi hodnoty nebo aproximace
hodnot druhé derivace funkce f v bodech a a b. Interpola¢ni kubické spline-funkci, kterd spliuje
okrajové podminky (4.5.3¢c), se ¥ika prirozend spline-funkce.

V tomto sesité popiSeme podrobné pouze konstrukci interpola¢nich kubickych spline-funkeci,
které splimji podminky (4.5.3b) nebo (4.5.3c). O spline-funkcich, které jsou uréeny podminkami
(4.5.3a), a jinych vhodnych okrajovych podminkéch se lze poucit v [7], [29], [32].

4.6 Konstrukce interpola¢ni spline-funkce.

Méjme danu tabulku funkénich hodnot (z;, f(x;)), i =0,1,..., N takovou, Ze x;y; > z; a
hledejme interpola¢ni kubickou spline-funkci ¢, ktera spliuje interpola¢ni podminky (4.5.2) a
nékteré z okrajovych podminek (4.5.3), ve tvaru

(461) So(:l:) = (101(‘/17) pro x € <mi7$i+1>7 = Oa ]-7 aN - ]-a
kde
(4.6.2) o(x;) = a+ bi(x — x;) + ci(x — ;) + di(x — 27)*

(tento zpusob zapisu dil¢ich kubickych polynomi nam zna¢né zjednodu$i dalsi vypocty). Nasim
ikolem je tedy stanovit hodnoty koeficientd a;, b;, ¢;, d;, i = 0,1,..., N — 1.
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Vzhledem k tomu, Ze ¢; jsou polynomy t¥etiho stupné, jsou jejich druhé derivace ¢ polynomy
prvniho stupné. Druhé derivace hledané spline-funkce ¢ ma byt podle (4.5.1a) spojita, je tedy ¢”
spojitd funkce, kterd je po ¢astech polynom prvniho stupné. Takova funkce je plané urc¢ena svymi
hodnotami v bodech z;, i = 0,1, ..., N. Jeji konstrukci jsme popsali v piikl. 4.4. Vyjdeme proto
i zde z konstrukce druhé derivace hledané spline-funkce ¢ a z hodnot ¢”(x;), i = 0,1,..., N, pak
stanovime hodnoty koeficientt a;, b;, ¢;, d;, ve (4.6.2).

Stejné jako v prikl. 4.4 budeme znadit h; = z;41 — x;, ¢ = 0,1,..., N — 1. Pfedpokladejme
nejprve, ze jiz zndme hodnoty druhé derivace hledané spline-funkce ¢ v bodech z;,

(4.6.3) () =M;, i=0,1,.,N—1

Hodnotam M; se fikd momenty spline-funkce . K problému, jak najit hodnoty momenti M; z
tabulky hodnot funkce f, se vratime pozdéji. Nagim prvnim cilem je ukazat, Zze hledana spline-
funkce ¢ je svymi momenty plné urc¢ena a odvodit vzorce pro vypocet a;, b;, ¢;, d;j, i = 0,1, ..., N—1,
z ¢isel M;,©+=0,1,...,N.

Uzijeme vztah (4.4.1) z piikl. 4.4, ktery jesté ponékud upravime, a zapiSeme ¢”(z;) ve tvaru
(4.6.4) @ () = My + =z — ) =

7

r — Iy

Tiy1l — X
= M;="— + M1 o
7

h;

S <.CC,‘, xi-{—l)‘

[Pievedli jsme vlastné interpola¢ni polynom Nj pro data {(z;, M;), (zit1, M;+1)} na Lagrangetv
tvar, srov. (3.5.1).] Integraci vztahu (4.6.4) dostaneme vyraz pro prvni derivaci ¢,

(x —x;)?
2h;

(zip1 — x)?

4.6. () =—M;
(4.6 (@) i

+ M

kde A; je zatim nezndmé integracni konstanta. Podobné odvodime

(z — ;)3

. _ 3
(4.6.6) cpz(x) = MZM + M1 oh

6l —l—Ai(x—xi)—i—Bi,

kde B; je dalsi neznam4 konstanta (integracni konstantu C; jsme tentokrat rozepsali jako C; =
= —A;xz;+ B;. Hodnoty konstant A;, B;,i =0,1, ... ... , N—1, uréime z toho, Ze podle interpola¢nich
podminek (4.5.2) a na zakladé spojitosti funkce ¢ musi platit ;(z;) = f(i), @i(xit1) = f(xitr1),
i=20,1,...,N — 1. Dosazenim = = z; a © = ;41 do (4.6.6) se snadno ové¥i, ze funkce ¢ budou
tyto podminky spliiovat, bude-li

f@iva) — flz) R

(4.6.7) A= - = 5 Miv1 = M),

h?

Tim mame pomoci momenti plné uréeny funkce ¢;, i = 0,1,..., N — 1 ve tvaru (4.6.6). Pro
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koeficienty a;, b;, ¢;, d; ve vyjadieni (4.6.2) pak ze (4.6.2), (4.6.5), (4.6.4) a (4.6.7) dostavame

(4.6.8) a; = ¢i(wi) = (i) = f(:),
b= ) = A =
_ S@iv1) = fwi)  2Mi 4+ Miyy h,
h; 6 ’
¢ = % P (@) = %Mi
i = gl (art) = LR,

kde ¢} (z;+) znamena derivaci v bodé x; zprava [vypo¢tenou z momentii derivovanim (4.6.4)].

Zatim nevyuzité okrajové podminky (4.5.3) a nevyuzity pozadavek spojitosti prvni derivace
¢’ pouzijeme nyni k odvozeni rovnic pro momenty. V dalsim vykladu se omezujeme na okrajovée
podminky (4.5.3b) a (4.5.3c). V&imneme si toho, 7e okrajové podminky pro piirozenou spline-
funkei jsou specialnim piipadem podminek (4.5.3b), kde klademe f{f = 0, f§, = 0. Staci tedy dalsi
konstrukci popsat pro okrajové podminky (4.5.3b).

Z podminek (4.5.3b) pfedevsim ihned dostavame
(4.6.9) My=f!l, My =fl.

Spojitost funkce ¢’ v uzlu z;, i = 1,2,..., N — 1, znamen4, ze ma platit ¢, | (z;—) = ¢}(z;+) kdy
symboly — a + znamenaji derivaci v bodé x; zleva a zprava. Pro i = 1,2,..., N — 1 dostaneme
podle (4.6.5) a (4.6.7)

flxs) = flic1) . hica hi—1

! i—) = M; M;_
@1,1(37 ) hi—l + 3 + 6 1

i+1) = f(@i) | hi h;

h; 3 6
Tyto dvé veli¢iny se maji na sobé& rovnat, a mame proto

hi— hi—1+ h; h;
(4610) 6 ! M; 1+ %Ml + EMiJrl =
_ f($i+1)h— fi) | flxi) ; f($i71)7 i=1.9 . N_1,
i i—1

coz je N — 1 rovnic pro N — 1 nezndmych momentt My, M, ..., Mn_1. Polozime-li pro ¢ =
=1,2,..., N — 1 jesteé

hi—1 hi
(4.6.11) E::E:i’E::E:1_M:%
a uzijeme (4.6.9), muzeme (4.6.10) zapsat ve tvaru
(4.6.12) oM, + w1 Mo =g — M\f],
Ao My + 2My  + po M3 = 9q
AN—2MN_3+ 2MNn—2+ pn—2Mn-_1 = gN—2,
AN-1Mpy—2+ 2MN_1 = gn-1— pN-1fN-
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Matice soustavy linearnich algebraickych rovnic (4.6.12) je t¥idiagonélni (viz [21]) a mé& tu vlast-
nost, ze pro jeji prvky A;, 2, p; plati A\; + pu; < 2 (nebot \; + u; = 1). Da se ukazat, ze takova
matice (tzv. ostie diagonalné dominantni matice) je vzdy Gaussovou elimina¢ni metodou pro
tfidiagonélni matice [21].

Zévérem shriime postup pii vypoctu interpolacni spline-funkce v algoritmické formé:

(4.6.13) Vstupni data: N, xg,x1,...,xN, f(z0), f(z1), ., f(zN).
1. Vypocitame h; = ;41 — x5, ¢ =0,1,..., N — 1.
2. Vypocitame A;, pi, gi, 1 = 1,2,..., N — 1, podle (4.6.11).
3. Ze soustavy (4.6.12) stanovime My, Mo, ..., My_1. Polozime My = f{/, My = f¥.
4. a) Bud vypocitame a;, b;, ¢;, d;j, i =0,1,..., N — 1, podle (4.6.8),
b) nebo vypocitame A;, B;, i =0,1,...,N — 1, podle (4.6.7).
Vystupni data: Koeficienty spline-funkce ¢ ve vyjadieni (4.6.2) nebo (4.6.6).

Vypocet hodnoty (&) spline-funkce ¢ v bodé z provadime ve dvou krocich:
1. Stanovime interval (x;,xz;11) takovy, ze & € (z;, Tit1).
2. Vypocitame ¢(Z) = ¢;(Z) podle (4.6.2) nebo (4.6.6).

4.7 Priklad.

Sestrojime podle algoritmu (4.6.13) pFirozenou interpola¢ni spline-funkce pro data z tab. 11
(piikl. 4.4). Je N =3, f§ =0, fy, =0.

1. Cisla hi, i =10,1,2, jsou jiz vypocitana v tab. 11.

2. Vypocitame \;, i = 1,2, podle (4.6.11) a p; = 1 — A;. Z hodnot v tab. 11 vypoé&itame podle
(4.6.11) g;, i = 1,2 (vysledky viz tab. 11).

3. Podle (4.6.12) a tab. 11 dostavame pro M;, i = 1,2, soustavu dvou rovnic

1
2M, + §M2 = 6,

1
ng +2My = —4.
8, My = —83. Déle klademe My = 0, Mz = 0.
4. Stanovime koeficienty a;, b;, ¢;, d;, 1 = 0, 1,2, ve vyjadieni (4.6.2). UZijeme (4.6.8). Dosta-
vame postupné

Regenf této soustavy je M; = 52

apg =2, a1 =1, a9 =2

. f(.’El) — f(SUQ) 2Moy + My . 37
bo = - ho = —53,
ho 6 23
5 17
by = — _ '
1 237 2 237
U I )
¢ =Y, C1 237 c2 237
14 My — My 24 5
0723 T 6hy 23" 7 23



Obrazek 3:

Hledan4 spline-funkce je nyni na intervalu (—1,3) dana kubickymi polynomy g, @1, @2 s koefici-
enty, které jsme pravé urcili. Je tudiz

37 14
2 = 1 — 1)3 —1<2<
23(a:+) +23(az+) , <z <0,

5 42 24
=14+ = - - <z <
p(z) + o537 + o537 537 0<z<0,

17 30 5

24+ —(z—-1)——=(z—-12+ —(z—1)3 1<z <
+23(ﬂc ) 23(:6 ) +23(m )°, <z<3

Vypocitejme napt. ¢(2) Je 1 £ 2 < 3, takze

17 30 5 38
2)=24—— —4+ —=—.
P =2t s o5 T3 T o
Na obr. 3 je prubéh interpola¢niho polynomu tietiho stupné k danym podle piikl. 3.4 (¢arkovana
Cara), prubéh interpola¢ni funkce z piikl. 4.4 (¢erchovand ¢ara) a prubéh praveé sestrojené piirozené
spline-funkce (plné ¢éara).

4.8 Vlastnosti kubickych spline-funkci.

V odstavci 3.32 jsme uvedli, Ze interpola¢ni polynomy se nemusi blizit k funkci f, jejiz hodnoty
interpolujeme, ani kdyz déleni intervalu (a, b) body x; libovolné zjemiujeme. Potize pii interpolaci
s vice uzly vznikaji zejména pii ekvidistantnim déleni intervalu (a,b). O interpola¢nich kubickych
spline-funkcich se naproti tomu da dokazat, ze za velmi slabych predpokladii o funkci f a zptsobu,
jak rozdélujeme interval (a, b) na dil¢i intervaly, konverguji stejnomérné k f pfi h = max h; jdoucim
k nule. Postacuje k tomu napf. existence spojité prvni derivace f’ na intervalu (a,b), ¢i spojitost
funkce f a déleni intervalu (a,b) ekvidistantnim zptsobem. Pro dostate¢né hladké funkce plati
navic napf. toto tvrzeni [29], [32]:
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4.8.1 Véta.

Necht f € C*a,b) (tj. f a jeji prond étyri derivace jsou na intervalu (a,b) spojité). BudiZ K
konstanta takovd, Ze pii déleni intervalu (a,b) na dici intervaly délky h;, i =0,1,..., N — 1, plati
max h;/ min h; £ K. Necht ¢ je interpolacni spline-funkce pro funkci f a necht ¢ spliiuje okrajové
podminky (4.5.3a) nebo (4.5.3b), kde hodnoty derivaci funkce f jsou uddny presné.

Pak pro vSechna x € {(a,b) a k =0,1,2,3 plati

(4.8.1) 1F®)(z) — o (2)| £ CKR,

kde h = max h; a C je konstanta, kterd nezdvisi na x ani na zpisobu déleni intervalu (a,b).

Presnost aproximace spline-funkcemi, v jejichz okrajovych podminkich vystupuji pouze piib-
lizné hodnoty derivaci, bude ovSem - zejména u kraji intervalu (a,b) - nizsi. Pfirozena spline-
funkce sice nevyzaduje zadnou informaci o derivacich interpolované funkce, nedavé vsak u kraju
intervalu (a, b) aproximaci funkce f s chybou fadové lepsi nez O(h?) (a druhé derivace jiz neapro-
ximuje obecné vibec). Podrobnéjsi vyklad vyboc¢uje v ramce tohoto sesitu a lze jej nalézt v [29],
[32].

Kubické spline-funkce se velmi dobfe hodi ke grafickému zpracovani dat. Maji totiz tu vlast-
nost, ze se mélo vlni a davaji kiivky, které danymi body prochézeji "hladce". Piesné&ji plati [29],
[32]: Piirozena interpola¢ni spline-funkce minimalizuje integral

/b 9" (@) d

ve ti¥idé funkei v, pro nez tento integréal existuje, jejichz prvni derivace ¢ je na (a,b) absolutné
spojitd a které spliwji interpolacni podminky. Protoze kiivost kiivky y = (x) je pii malych
hodnotach ¢/(x) pfiblizné dana hodnotou 9" (x), je uvedeny integral piibliznou mirou celkové
k¥ivosti funkce ¢ na intervalu (a,b). V tomto smyslu je tedy pfirozena spline-funkce "nejhladsi"
interpola¢ni aproximaci. Interpola¢ni spline-funkce splitujici jiné okrajové podminky minimalizuji
uvedeny integral na jinych, uzgich tfidach funkci.

4.9 Ulohy.
4.9.1

Prepiste Stoertuv algoritmus (4.1.3) pro funkei f danou ekvidistantni tabulkou hodnot s krokem
h (l’i+1 —X; = h)
|Navod: Polozte = xo + th.|

4.9.2

Funkce f je déana daty v tab. 7 (aloha 3.33.7). Naleznéte Stoerovym algoritmem (4.1.3) pii-
bliznou hodnotu f(1,5). Vysledky porovnejte s vysledkem ulohy 3.33.7.

[Jiz Ry = %, coz je presna hodnota. Dale R;;, = %, dokud nedojde k déleni nulou p#i vypoctu
Rs3. Data v tab. 7 jsou funk¢éni hodnoty racionalni funkce f € Rq1].
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4.9.3

a) Sestrojte kubicky polynom, ktery interpoluje funkci 24 v bodech z = 0, 1, 16, 81. Vypo-
¢itejte hodnotu tohoto polynomu v bodé = = 64. Porovnejte s piesnou hodnotou, ktera je 2,/2.
Pokuste se vysvétlit velikost chyby aproximace.

[Navod: N — 3(z) = o — t&sz(x — 1) + 7,1225 - 10~ *z(z— —1)(z — 16); ve vzorci pro chybu
vystupuje ¢tvrta derivace. |

b) Uzijte Stoeriiv algoritmus (4.1.3) k nalezeni priblizné hodnoty funkce /4 v bodé = = 64
interpolaci v bodech z = 0, 1, 16, 81. Porovnejte s vysledkem tlohy a).

[R33 = 2,688 033]

4.9.4

Funkce f je ddna svymi hodnotami v bodech z =0, 1, 2 a plati f(0) =1, f(1) =2, f(2) = 2.
Naleznéte funkci ¢ € Rq1, kterd interpoluje tato data.

[Navod: Kdyby bylo by = 0, nebyla by ¢ definovana pro x = 0. Funkci ¢ proto miizeme hledat
ve tvaru ¢(x) = (ap + aix)/(1 + byx). Vysledek: Uloha neni fefitelna. V Ry; takova funkce ¢
neexistuje. |

4.9.5

Popiste algoritmus pro konstrukci pfirozené interpola¢ni spline-funkce v piipadé, ze vstupni
data jsou ekvidistantni. PiepiSte vSechny vzorce, které se pouziji béhem vypoctu. jakad je nyni
matice soustavy (4.6.12)7

[Navod: Polozte h; = h.]

4.9.6

Funkce f je dana svymi hodnotami v bodech z =0, 1, 2, 3 aje f(0) =0, f(1) =1, f(2) =0,
f(3)=0.

a) Sestrojte interpolatni polynom tf¥etiho stupné pro tato data.

INs(z) =2 —z(z — 1) + 32(z — 1)(z — 2).|

b) Sestrojte pfirozenou interpola¢ni spline-funkei pro tato data.

[M; = —3,6; My =2,4.]

Porovnejte maxima obou interpola¢nich aproximaci na intervalu (0, 1) a minima obou aproxi-
maci na intervalu (2, 3).

[Na (0,1) je maxN3z(x) = 1,056; maxp(z) = 1,006. Na (2,3) je min N3(z) = —0,316;
min p(z) = —0, 154.]

4.9.7
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Funkce f je na intervalu (0,7/2) dana tab. 12. Sestrojte k ni na (0,7/2) interpola¢ni aproxi-
maci, kterd je po ¢astech polynom prvniho stupné.

[p(z) = 0,97449z (0 < = < m/8); 0,826 14z + 0,05826 (1/8 < x < m/4); 0,55201z+
+0,27356 (1/4 < z < 31/8); 0,19384z + 0,69552 (37/8 < x < 7/2).]

Tabulka 12

x 0 /8 /4 31/8 /2
f(x) 000000 0382683 0,707107 0,923880 1,000000

4.9.8

Sestrojte prirozenou interpolaéni spline-funkci pro data z tab. 12.
[M; = —0,40571; M —2 = —0,64389; M3 = —1,20713.]

4.9.9

Napiste program, ktery realizuje algoritmus (4.6.13) véetné feSeni soustavy (4.6.12) a umoziuje
pii dané tabulce hodnot funkce f pocitat hodnoty p¥islugné piirozené interpolacni spline-funkce.
Polozte f(z) = (2522 + 1)~! a pomoci tohoto programu sestrojte interpola¢ni spline-funkci pro
funkci f s ekvidistantnimi uzly interpolace z; = 1+ (2/n)i, i = 0,1,...,n. Volte n = 5, 10, 15, 20
a tabelujte hodnotu chyby aproximace v bodech (z; + x;+1)/2, pfip. znazornéte f i sestrojené
spline-funkce graficky. Porovnejte s vysledky ulohy 3.33.13.

Tabulka 13

tf -1,000 -0,960 -0,860 -0,790 0,220 0,500 0,930
f(t) -1,000 -0,151 0,894 0,986 0,895 0,500 -0,306

4.9.10

[9] Fiktivni fyzikalni experiment davé jako vysledky data z tab. 13; chyba méFeni je zanedba-
telna. Mate sestrojit interpolaéni aproximaci funkce f pro t € (—1,1). Z fyzikalnich uvah plyne,
7e y = f(t) je velmi hladké kiivka.

a) Znézornéte méfeni graficky a polozte interpola¢ni kiivku podle své intuice od ruky.

b) Sestrojte a graficky znézornéte polynom Ng(t) pro data z tab. 13.

c) Sestrojte k datim z tab. 13 pfirozenou interpolaéni spline-funkci a graficky ji znazornéte.

Porovnejte vysledky a), b), ¢).
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5 Ortogonalni systémy funkci

5.1 Linearné nezavislé systémy funkci.

V ¢lanku 5 se vratime k obecné formulaci tlohy o aproximovani dané funkce f aproximaci ¢
linearniho typu (1.3.1), sestrojenou jako linearni kombinace zékladnich funkci g, 1, ..., pn. Bu-
deme se zabyvat systémy zékladnich funkci, které maji urcité specidlni vlastnosti, totiz linearné
nezavislymi a ortogonélnimi systémy. ProtoZe pojmy linedrni nezavislosti a ortogonality jsou zavé-
dény a podrobné studoviny v teorii vektorovych prostort, algebfe a teorii ortogondlnich systémi
[19], je cely ¢l. 5 pojat pouze jako piehled vysledku potfebnych pro v ostatnich ¢astech tohoto
sesitu.

Specifikou tohoto ¢lanku je skutecnost, Ze oba pojmy zavedeme ve dvou verzich, spojité a dis-
krétni, stejné tak, jako jsme podle zpusobu zadani funkce f v ¢l. 1 rozliSovali nejlepsi aproximace
ve spojitém a diskrétnim ptipadé. Pripominame proto, ze spojity pripad je takovy, kdy aproximo-
vand funkce je zadana jako funkce spojita na celém intervalu (a,b) [pracujeme s hodnotami f(x)
ve viech bodech z € (a,b), kdezto diskrétni piipad se vztahuje na situaci, kdy je funkce f déna
jako vektor

(5.1.1) tab f = (f(zo), f(21), ..., f(xm))

funké¢nich hodnot v kone¢né mnoziné tabulkovych bodu z; € (a,b), i =0,1,...,m.

Polozme si nejprve otazku, zda systém zakladnich funkci {¢g, 1, ..., ¢rn} neobsahuje zbyte¢né
mnoho funkci. To by nastalo v pripadé, Ze bychom mohli nékterou z funkei ¢g, @1, ..., n vynechat
a t¥ida V), aproximaci linearniho typu sestrojenych z daného systému zékladnich funkcemi existuje
funkce g, kterou je mozno vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich zdkladnich funkei:

m
(5.1.2) po(x) =D ajpi(x), € (a,b).
5=0
i#s
Systém funkci, pro ktery na intervalu (a,b) plati (5.1.2), se nazyva linedrné zdvisly.

V souladu s touto definici fikame, Ze systém funkei {¢g, ©1, ..., prn} je na intervalu (a, b) spojité
linedrné nezdvisly, jestlize rovnost

n
(5.1.3a) Zozjcpj(:r) =0
j=0
plati pro v8echna x € (a,b) pravé jen pii a, = ag = ... = a,, = 0. Podobné Fekneme, Ze systém

funkci {0, @1, ..., on} je pii danych tabulkovych bodech x;, ¢ = 0,1,...,m, diskrétni linedrné
nezdvisly, jestlize rovnost

n
(5.1.3b) > ajtabg; =0,
=0
kde taby; = (¢j(z0),¢j(x1), ..., j(xm)), plati pravé jen pro oy = a1 = ... = a, = 0, tj.

jsou-li vektory tab g, tab ¢q,...,tab ¢, linedrné nezévislé ve smyslu linedrni algebry. Z teorie
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vektorovych prostori je zndmo, Ze pti daném poctu m+1 tabulkovych bodi nemiize mit diskrétné
linedrné nezavisly systém funkci vice nez m + 1 prvkia.

Z platnosti (5.1.3a) pro v8echna = € (a,b) plyne ihned platnost (5.1.3b) pfi libovolné volbé
tabulkovych bodt. Systém funkci, ktery je linedrné nezavisly v nékterém diskrétnim piipadé, je
proto také spojité linearné nezavisly a nespliuje pro zadné s vztah (5.1.2). Ze spojité linearni
nezévislosti systému funkci v8ak jesté neplyne, ze systém bude pro danou volbu tabulkovych bodu
diskrétné linedrné nezavisly.

5.2 Priklady
5.2.1

Systém funkei {1, z, 2%} je na intervalu (—1,1) spojité linearné nezavisly, protoze je linearn&
nezdvisly napt. v diskrétnim piipadé daném volbou xzg = —1, z1 = 0, 9 = 1. Skute¢né, mame
pak tab g = (1,1,1), taby; = (—1,0,1) a tab ¢y = (1,0, 1), coz jsou linearné nezavislé vektory.

5.2.2

Systém funkei {1,x,23} je na intervalu (—1,1) spojité linearné nezévisly, protoze je linearné
nezavisly napt. v diskrétnim piipadé daném volbou zg = 0, 1 = %, x9 = 1. Naproti tomu
v diskrétnim ptipadé daném volbou zg = —1, 71 = 0, 2 = 1 neni systém {1,z,23} linedrné
nezavisly, nebot je tab g = (1,1,1), tabp; = (—1,0,1) = tab ps.

5.2.3

D4 se ukézat, ze polynomidlni systémy (1.3.2) a (1.3.3) jsou linearné nezévislé na kazdém
intervalu a pro kazdé n (s tim, ze v diskrétnim p¥ipadé musi byt m = n). Podobné se da ukazat,
7e trigonometrické systémy (1.3.4) a (1.3.5) jsou linearné nezavislé na intervalu (0, 27).

5.3 Ortogonalni systémy funkci.

7 analytické geometrie v prostoru je zndmo, ze pojem linedrni zavislosti vektort v trojrozmér-
ném euklidovském prostoru znamené, Ze posuneme-li vektory tak, aby mély spoleény pocateéni
bod, budou lezet v roviné. Extrémnim piipadem linedrné nezavislych vektoru jsou vektory vza-
jemné kolmé, ortogondlni. Pojem kolmosti je pfitom mozno definovat pomoci skalarniho soucinu
vektort.

V tomto odstavci ukdzeme, jak se definuje ortogonalita u obecnych systému funkei {¢o, ¢1, ...,
¢n}, a podame piiklady ortogonélnich systému. Ortogondlni systémy zakladnich funkei jsou v
aproximacnich metodach velmi uzite¢né. V mnoha situacich umoziuji zjednoduseni vypocti a
jejich pouziti zpravidla vede na algoritmy, které jsou numericky stabilni. Stejné jako v analytické
geometrii zacneme i zde definici skalarniho sou¢inu dvou funkeci. Protoze v dalsim vykladu budeme
vyjimedné vySetiovat i spojité funkce, které na intervalu (a,b) nabyvaji komplexnich hodnot,
definujeme skaldrni soucin jiz nyni obecné pro komplexni funkce realné proménné.
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Skaldrni soucin dvou spojitych funkei f a g, které jsou definovany na intervalu (a,b) a maji
tam obecné komplexni hodnoty, budeme oznacovat (f, g) a definujeme jej vztahem

b
(5.3.1a) (f.9) = / f(@)g@w(z)dz  (spojity pifpad),
1

kde pruhem oznacujeme ¢islo komplexné sdruzené a w je pevné dand vahova funkce, kterd je
spojitd a kladné na intervalu (a, b) a integrovatelna na intervalu (a,b), nebo vztahem

m

(5.3.1b) (f,9) = Z f(zi)g(z;)w; (diskrétni pripad),
i=0

kde vahy w;, ¢ = 0,1, ..., m, jsou kladna &isla.

V diskrétnim skaldrnim soucinu vystupuji pouze hodnoty funkci f a g v tabulkovych bodech
a na chovani funkci mimo tyto body hodnoty soucinu (f, g) nezavisi.

Skalarni soucin (5.3.1b) w; = 1 jsou-li hodnoty funkci f a g realné, je (f,g) totéz jako obvykly
skalarni soucin vektort tab f a tabg v (m + 1)-dimenzionilnim euklidovském prostoru R™*!,
Vahy ve skalarnich soucinech zavadime ze stejnych divoda jako v odst. 1.5 a 1.7.

Snadno se ukéze (provedte to), ze pro takto definované skalarni souciny plati (f, g, h jsou
funkce, ¢1 a ¢ jsou obecné komplexni ¢isla)

(5.3.2) a) (f,9) = (9, f),
b) (le+62.gah) = Cl(f7 h) + 62(97 h)7
) (f,f) 20,

d) (f f) -0 & {f(x) =0, ze€ (a, b> (spojity pf"ipad),

flx;)) =0, i=0,1,....,m (diskrétni piipad).
Z platnosti (5.3.2b) vyplyvéa (diukaz lze provést indukci), Ze plati

n

n
(5.3.3) Z CiPi, Pk | = Z cj (@, Pr)-
j=0

J=0

Vlastnosti ¢) a d) skalarniho soucinu nas vedou k tomu, ze definujeme pojem normy funkce f
jako
Il = (. )2

Norma funkce mé podobné vlastnosti jako absolutni hodnota ¢isla; z (5.3.2) plyne, ze plati
(5.3.4) a) [If]l 20,

flx)=0, =z e€{a,b) (spojity piipad),
B 71 =0 & (SO =0 weleh) (poitd privad),
f(z;) =0, i=0,1,....,m (diskrétni p¥ipad)

) llefll =lel-IfIl,  kde ¢ je éislo,
d) [F+gll = I1f1 + llgll-

Je-li v diskrétnim pfipadé w; = 1, je || f|| totéz jako |tab f|, tj. délka vektoru tab f.
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Budeme fikat, ze systém {po, ¢1, ..., on} je (spojité nebo diskrétné) ortogondlni, jestlize plati
(¢j, k) =0 pro j # k a ||| # 0 pro vSechna j = 0,1, ..., n. Ortogonalni systém je vzdy linearné
nezavisly, VSimneme si je$té toho, ze pojem ortogonality zdvisi na volbé vahové funkce w & vah
w;i, t =0,1,...,m a v diskrétnim pfipadé opét na tabulkovych bodech z;, i = 0,1, ..., m.

Je-li dan nekone¢ny ortogonélni systém funkcei {po, ¢1, ...}, mizeme pro kazdou funkei f, kterd
je na intervalu (a, b) spojita (p¥ip. i pro obecnéjsi funkce), formalné sestrojit nekoneénou fadu

— (e
(5.3.5) jzz:oc]goj, 03—7(%’%).

Takova fada se nazyva ortogondlni rozvoj funkce f. Pro jisté ortogonélni systémy fada (5.3.5)
konverguje (za pomérné velmi mirnych pozadavki na funkci f) k funkci f a jeji ¢astetné soucty
se daji pouzit jako dobré aproximace funkce f.

5.4 Piiklady.

Uvedeme nékolik prikladi ortogonélnich systému funkci pro rtzné vahy, intervaly a piip. i
tabulkové body.

5.4.1

Spojity pripad. Funkce
@j(x) =cosjz, j=0,1,..,

tvoif pro (a,b) = (0,7) a w(x) = 1 ortogonalni systém. Plati pFitom ||¢o||> = /2 pro j > 0.
Skutecné, pro j # k plati [srov. (5.3.1a)]

m m

1
(5, ) = /coij cos kxdx = 5 /[cos(j — k)z + cos(j + k)z]dx = 0.
0 0

Vypocet ||g0j]|2 = (pj, ;) pienechavame ¢tenaii.

5.4.2

Diskrétnt pripad. Funkce
pj(x) =cosjz, j=0,1,..,n,
tvoii pro (a,b) = (0, 7),
25+ 17
Ts = )
n+12
skalarni souc¢in tvaru (5.3.1b) s m =n aws =1, s =0,1,...,n, ortogonélni systém. Plati pfitom
lpoll? = n+1, [l;]1* = (n +1)/2 pro j > 0.

s=0,1,...,n,
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Dikaz uvedenych tvrzeni spociva v pomérné pracném vypoctu hodnoty skaldrniho soucinu
n
(vj,0k) = g cos jxs cos kxs
s=0

(viz napf. [5], véta 4.2.4).

5.4.3

Spojity pripad, w(x) = 1. Da se ukazat (viz ulohu 5.7.3), ze funkce a, cos x, sin z, cos 2z, sin 2z, ...
tvoii na intervalu (—m, ) ortogonalni systém funkci.

5.4.4

Spojity pripad, w(z) = 1. Funkce
pj(r) =€ 2=—1, j=0+1,+2, .,

tvoii na intervalu (—m,7) ortogonaln{ systém funkci. Plati pritom [|¢;]|> = 2.

Skutecné, mame
s

(5, n) = /ei(j_k)xdm

—T

Tento integrél se rovna 0 pro j # k, 2w pro j = k.

5.4.5

Diskrétnt pripad, ws = 1. P¥i volbé
s

— s=0,1,....m,
m+1

Ty = 2T

plati pro funkce p; = €% j =0,1,2,..., vatah
J y

m+1, jestlize (j —k)/(m+ 1) je celé &islo,
0, v ostatnich piipadech.

(@i, 01) = {

Skutecné, podle definice skalarniho sou¢inu (5.3.1b) méme

o DR
(¢, ox) ;exp [I(J k)2m—— |

coz je Castefny soucet geometrické fady s kvocientem ¢ = exp[i(j — k)27/(m + 1)]. Je-li (j—

—k)/(m+ 1) celé ¢islo, je ¢ = 1 a soucet se rovna m + 1. V ostatnich p¥ipadech dostaneme podle
vzorce pro soulet ¢lenit geometrické posloupnosti, ze (¢j, px) = 0.
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5.4.6

Spojity pripad, w(z) = (1 — 22)~1/2. Na intervalu (—1,1) tvofi funkce
@;j(x) = cos(jarccosz), j=0,1,..,

ortogonalni systém funkei. Plati ptitom ||gol|> = 7, ||¢;]|* = 7/2 pro j > 0. Dikaz prenechavime
Ctenafi (uloha 5.7.4).

5.5 Ortogonalni polynomy.

S ortogondlnimi systémy funkci budeme pracovat v ¢l. 6, 7 a v kap. 1L Radu prikladd orto-
gondlnich systémi trigonometrickych funkci jsme uvedli v pfedchazejicim odstavci. V odstavcich
5.5 a 5.6 podame piehled nékterych v numerické matematice pouzivanych ortogonélnich systému
polynomtu a popiSeme jejich vlastnosti. Z teorie ortogonélnich polynomu vychézi celd fada nu-
merickych metod v riiznych oblastech matematiky (napf. vypocet integrélu, algebraické ulohy na
vlastni ¢isla). Podrobnéjsi informace o teorii ortogonalnich polynomu a jejich pouziti v numerické
matematice a rovnéz dikazy tvrzeni uvedenych v tomto odstavci nalezne ¢tenaf napf. v |2], [5],
[16].

Ortogonalni systém polynomi miZzeme sestrojit pro kazdou vahovou funk-ci w a kazdy interval
(a,b). Ve spojitém piipadé dostavame nekonecny systém polynomu {Q;, j =0,1,...} ta-
kovy, ze stupeil polynomu @); je roven j. Zadanym skalarnim souc¢inem je systém {Q;, j =0,1,...}
urcen jednozna¢né az na to, ze koeficienty A;, j = 0,1,..., u nejvyssich mocnin polynomi @,
7 = 0,1,...,, mizeme pifedem zvolit jako libovolnd nenulova ¢isla. V diskrétnim pripadé
neni ortogonalni systém polynomi nekone¢ny, protoze pro tabulku, kterda ma (m + 1) bodi, ma
polynom Q11 }<ofeny ve v8ech tabulkovych bodech x;, ¢ = 0,1,...,m, a jeho diskrétni norma

m 1/2
[Z Q2,1 () je tudiz rovna nule. Ortogondlni systém polynomi se tedy v diskrétnim pii-
pzadoé skladd z polynomi Qo, @1, ..., @m, kde stupeii polynomu @; je roven j.

V obou piipadech je mozné ortogonélni systémy polynomu postupné konstruovat podle tiiclen-

ného rekurentniho vzorce

(551) Qj-i—l(m) = ij(x - ﬁJ)QJ(x> - ’Yij—l(x)v J=0,1,.., =ze€ <a7 b>7

kde Qo(z) = A — 0 # 0 a kde formalné klademe 79 = 0, Q_1(z) = 0. Koeficienty v (5.5.1) jsou
dény vztahy

Ajtr :
(5.5.2) aj = A ji=0,1,..,
g =9 ) gy
1Q5]]
o; 1@

J= 2
a1 [|Qj-1]

kde cisla Aj, j = 0,1, ..., jsou volitelnd nenulové ¢isla.
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Vcelku snadno se dé ukézat, Ze ve spojitém ptipadé je libovolny polynom p; € P; linedrni
kombinaci ortogonalnich polynomi Qq, @1, ..., Q; daného ortogonédlniho systému. Polynom @); je
tudiz ortogonélni nejen k polynomim @, Q1,...,Q;—1 nybrz vibec ke vSem polynomim, jejichz
stupenl je mensi nez j.

V numerické matematice hraji roli také kofeny ortogonalnich polynomi. Da se ukazat, Ze
ortogonalni polynom @; j-tého stupné sestrojeny na intervalu (a,b) ma j jednoduchych kofent,
které v8echny lezi v intervalu (a,b). Déle plati pro j = 1,2, ..., Ze mezi kazdymi dvéma polynomu
Q;j+1 lezi alesponi jeden kofen polynomu Q);.

5.6 Piiklady
5.6.1

Cebysevovy polynomy (spojity piiklad). Polozime (a,b) = (—1,1), w(z) = (1 — 22)~1/2. V
ptikladu 5.4.6 jsme pro tento piipad uvedli ortogonalni systém funkei ¢;(x) = cos(jarccosx),
j = 0,1,.... Ale z trigonometrickych identit plyne, Ze funkce ¢; je polynom j-tého stupné v
x (polozime = = cost a vyjadiime cosjt jako polynom v cost). Tyto polynomy se nazyvaji
éebygevovy polynomy. Cebyéevﬁv polynom j-tého stupné budeme nadéle znacit 1. D4 se ukézat
(aloha 5.7.5), ze rekurence (5.5.1) ma v piipadé Cebysevovych polynomi tvar (viz téz |21], prikl.
1.5.5)

(5.6.1) To(z) =1, T\ (z) = x,
Tji1(z) = 22Tj(x) — Tja(x), j 21
Koeficient A; u nejvyssi mocniny v polynomu 7} je tudiz A; = 2/=! (j=0). Normy CebySevovych

polynomt jsou udény v piikl. 5.4.6.
Uvedme nékolik prvnich Cebysevovych polynomi:

To(xz) =0,

Ti(z) = =,

Ty(z) = 22° — 1,
Ts(z) = 423 — 3z,
Ty(z) = 82" — 822 4 1

éebyéevovy polynomy jsou stiidavé sudé a liché funkce; je
Tj(—=) = (1) Tj(=).

Protoze Tj(x) = cos(j arccos x), jsou kofeny polynomu 7} dany vzorcem

25+ 1
(5.6.2) xs:COS< Sj+ g) s=0,1,..,j—1.

Polynom T}, j > 0 mé na intervalu (—1, 1) j+1 extrému, kterych nabyva v bodech zj, = cos(kn/j),
k=0,1,.... 5, a plati

Ti(z}) = (=% k=0,1,...,5, |Tj(x)| <1 pro = # x}.
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Polynomy T; maji také velmi vyznamnou minimaliza¢ni vlastnost [2], [26]. Pro vSechna j = 0
plati, ze polynom 2~ T; minimalizuje veli¢inu

L Ips()]

ve t¥idé vSech polynomii p; € P; takovych, Ze jejich koeficient u mocniny x; je roven 1.

5.6.2

Cebysevovy polynomy (diskrétni piipad). Polozime-li (a,b) = (—1,1), w; = 1 a uvazujeme
skalarni soucin (5.3.1b), kde za x;, i = 0,1, ..., m, vezmeme kofeny Cebysevova polynomu Ty
[viz (5.6.2)], da se ukazat, 7e pro 0 < j < m, 0 < k < m plati (T,T}) = 0 a | To||> = m + 1,
||T]H2 = (m+1)/2 pro 7 > 0 (tyto vysledky plynou z vysledku p#ikl. 5.4.2, polozime-li z = cost).
Systém {71y, 11, ..., T)n} je tudiz pii danych tabulkovych bodech diskrétné ortogonalni.

5.6.3

Legendrovy polynomy (spojity piipad). Jsou to ortogonélni polynomy pro (a,b) = (—1,1),
w(x) =1 a jsou definovany vztahem

1 &

(2 —1)7], j=1,2,...

Rekurence (5.5.1) ma v jejich piipadé tvar

(5.6.4) Py(x) =1, Pi(x) ==,
2j+1 J

Uvedme nékolik Legendrovych polynomai:
Po(e) = (32~ 1),
Po(x) = 3 (54" — 32),
Py(x) = %(353;4 — 302% + 3).

Plati
2

Pl =
I = 5

7=0,1,..,

Pj(~z) = (~1)' F(a).

Legendrovy polynomy hraji vyznamnou roli p¥i numerickém vypoctu integrali (¢l. 13).
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5.6.4

Ortogonélni polynomy pro interval (0,+4o00) a vdhovou funkci e™* se nazyvaji Laguerrovy

polynomy. Ortogonalni polynomy pro interval (—oo, +00) a vahovou funkci w(z) = exp (—22) se
nazyvaji Hermitovy polynomy. Jejich definice, rekurentni vztahy a vlastnosti jsou uvedeny napf.
v [2], [26]. tyto polynomy maji vyznam pro pfiblizny vypocet integrala.

5.6.5

Gramovy polynomy. Je to soustavy diskrétné ortogonalnich polynomi pro ekvidistantni ta-
bulku a w; = 1, ¢ = 0,1,...,m. Gramovy polynomy G;, j = 0,1,...,m, pro tabulkové body
T =1— %m, 1 =0,1,...,m, které jsou rozlozeny symetricky kolem pocatku s krokem h = 1, jsou

dény rekurentnim vztahem [26]

(5.6.5) Go(z) =1, Gi(z) = =x,

Podle (5.6.5) postupné dostaneme napf.

(5.66)  Ga(w) =22 — %[(m 12— 1],

Gy(z) = 2® — %[B(m +1)2 - 7,

Ga) = 2 — L [3(m+1)? — 1322 + ——m(m + 1)[(m + 1) — 9].
14 560

Pti daném m lze podle rekurence (5.6.5) ovSem sestrojit polynomy G; i pro j > m. Ortogonalni
soustavu vsak tvoii pouze Go, Gq, ..., G, nebot Gpy1(x;) = 0,1 =0,1,...,m (srov. odst. 5.5), a
ve smyslu uzité diskrétni normy je tedy Gy,+1 nulovy polynom. (Ovéite to napt. pro Go am =1
nebo Gz am = 2.)

Gramovy polynomy budeme pouZzivat v metodé nejmensich ¢tverci (¢l. 6). Tyto polynomy
nemusi mit vzdy koeficient u nejvyssi mocniny roven 1 (viz [26]). Gramovy polynomy pro jiné
soustavy tabulkovych bodi jsou uvedeny v [3], [5].

5.7 Ulohy
5.7.1

Dokazte, ze jsou-li tabulkové body z;, i = 0,1, ..., m, navzajem riizné, jsou funkce 1, z, 22, ..., z™

diskrétné linedrné nezavislé.
[Navod: Kdyby byly linedrné zévislé, existoval by nenulovy polynom m-tého stupné, ktery by
mél kofeny ve vSech bodech z;, i =0,1,...,m.]
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5.7.2

Vyjadiete (f,c1g + c2h) pomoci (f, g) a (g, h).
[e1(f,9) +ca(f, )]

5.7.3

Ovéite tvrzeni z piikl. 5.4.3.
[Navod: Postupujte podobné jako v piikl. 5.4.1.]

5.7.4

Ovétte tvrzeni z piikl. 5.4.6.
[Navod: Polozte x = cost a uzijte vysledky p¥ikl. 5.4.1.]

5.7.5

Dokaite, ze plati (5.6.1).
[Navod: Plati cos(j + 1)t + cos(j — 1)t = 2costcos jt, t = 1.

5.7.6

Sestrojte T5(x) a Tg(x).
[T (z) = 322° — 482* 4+ 1822 — 1]

6 Metoda nejmensich ¢tverci
6.1 Nejlepsi Lo-aproximace.

Je-li nasim tkolem aproximovat funkci danou tabulkou

{(:El,f(l‘@)), ’iZO,l,...,m}

a jsou-li hodnoty f(x;) zatizeny vétsimi chybami (jde napf. o naméfené veli¢iny), neni na misté
provadét interpolaci, tj. pouzit aproximujici funkci ¢ € V,, (viz odst. 1.3), kde n = m a (z;)
= f(z;), 1 = 0,1,...,m. Misto toho volime tfidu aproximujicich funkci V,, s n < m a parametry
€0, C1,y .., Cp, ve funkci o(x) = copo(x) + cro1(z) + ... + cnon(z) [srov. (1.3.1)] se snazime stanovit
tak, abychom minimalizovali "souhrnnou odchylku" aproximujici funkce ¢ od zadanych dat. Tak
napf. prokladame tabulkou dvaceti hodnot piimku ¢(x) = ax+b (n = 1). Pfedpokladame pfitom,
7e charakter mérené zavislosti je mozno s dostateénou piesnosti vystihnout polynomem prvniho

stupné.
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Definujeme-li "souhrnnou odchylku" aproximace ¢ od vstupnich dat jako [srov. (1.7.4)]

1/2
(611) QQw f7 <Z ’f xl )2wi> )

mé prislusné nejlepsi aproximace, kterd minimalizuje o3’ ve tfid€ Vy,, n < m, urcité vhodné statis-
tické vlastnosti [18] a vyrovnava vliv ndhodnych chyb v zadanych (namé&fenych) hodnotach. Této
nejlepsi aproximace se Tik& nejlepsi diskrétni Lo-aprozimace nebo aprozimace metodou nejmensich
ctverci. Vihy w; > 0, ¢ = 0,1,...,m, umoziuji zdtaraznit vliv dat v nékterych bodech, jsou-li
vstupni data udéna s rtiznou piesnosti. Volba w; = |f(z;)|~! znamen4, Ze budeme posuzovat rela-
tivni odchylku aproximace ¢ od naméfenych dat. Casta je oviem volba w; = 1. Poznamenéavame,
7e stale predpokldadame, ze tabulkové body jsou navzajem rtzné.

Ve spojitém pripadé se nejlepsi Lo-aprozimace ¢ € V, hleda tak, aby minimalizovala
[srov. (1.5.4)]

1/2

(6.1.2) & (fre / (@) = o) Pew(z)dz

Pro numerické aplikace je vSak dulezitéjsi diskrétni pfipad nejlepsi Lo-aproximace. Spojity piipad
nejlepsi Lo-aproximace ma vyznam spiSe pro teorii.

6.2 Normalni rovnice.

Hledame-li ve t¥idé V,, nejlepsi Ls-aproximace k datim

{(zi, f(z;)), i=0,1,....,m}, m>n,

znamend to, ze mame ur¢it hodnoty parametria cg,cy, ..., ¢, ve funkci ¢ tak, abychom minima-
lizovali veli¢inu o5’ (f, ). Je zfejmé, ze tato tloha je ekvivalentni tloze o minimalizaci druhé
mocniny g5° , tj. veliiny

Z F(a:) — )P

Pracujeme-li s redlnymi funkcemi, nemusime zde psat absolutni hodnotu a dostavame tak veli¢inu

m

R(f,0) =D [f (@) — o) wi.

1=0

Z matematické analyzy je znamo, ze nutnou podminkou pro to, aby veli¢ina R(f,y) jako

funkce parametri cg, ¢y, ..., ¢, nabyvala minima, je splnéni rovnic
OR(f, )
(6.2.1) e k=0,1,...n
Dosadime-li do (6.2.1) za R(f,¢), polozime
m
Z cjpi(w
7=0
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a vypocitame parcidlni derivace podle ¢k, k = 0, 1, ..., n, budou mit rovnice (6.2.1) tvar

> wi [ fl@) =D cei(a) | er(zi) =0, k=0,1,..,n.

j=0 J=0
Po jednoduché upravé tuto soustavu n+1 lineadrnich rovnic pro n+ 1 hledanych para-

metri ¢j, j = 0,1,...,n, zapiSeme jako

m m

(6.2.2) Z Zwlgoj (xi)pr(x:) | ¢j = szf zi)op(zi), k=0,1,...,n

Jj=0 | j=0 j=0

Rovnice (6.2.2) se nazyvaji normdlni rovnice.

Mnohem piehlednéjsi tvar budou tyto rovnice mit, zapiSeme-li je pomoci diskrétniho skalarniho
souc¢inu (5.3.1b). Oba soulty pfes i v (6.2.2) je mozné psét jako skalarni souciny a dostavame tak
soustavu linearnich rovnic

(6.2.3) D (ejien)e = (frer), k=0,1,...n.
7=0

V oznaceni odst. 5.3 jsou tyto rovnice nutnou podminkou minima veli¢iny R(f,¢) = (f — ¢, f—
—0)—|If — ¢||* a také veliciny || f — ¢||. Rovnicim (6.2.3) se ¥k normdini rovniceive spojitém
pripadé a v pripadé funkci nabyvajicich komplex-nich hodnot.
Nyni je t¥eba zjistit, zda existuje pravé jedno Feseni cf, c7, ..., ¢ soustavy (6.2.3), a pokud ano,
pak zda funkce ¢* dana vztahem
©* = copo(z) + c1o1(z) + o + Cipn ()
skutefné minimalizuje velic¢inu ||f — ¢|| ve t¥idé V), funkei tvaru

m

> cip;.

=0

Odpoveéd na tyto otazky podédme v odst. 6.4 a 6.5.

6.3 Piiklady.

PopiSeme podrobnéji tvar normalnich rovnic ve dvou jednoduchych piipadech. V obou piikla-
dech jde o diskrétni typ aproximace.

6.3.1

Uvazujme aproximace z tiidy Vo (n = 1) a vezméme po(x) = 1. Pujde tedy aproximaci
o(x) = copo(z) = cp, tj. o aproximaci konstantou. Normélni rovnice se nam v tomto p¥ipadé
redukuji na rovnici jedinou,

(¢0,0)co = (f5¢0)-
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Odtud méame
(f’ 900)

cp=-—""-1,
’ (0, ¥0)

coz po rozepsani skalarnich souc¢int podle (5.3.1b) a dosazeni za g dava

m

> wif(x;)

=0

f@) = p(x) = co = —F

Rikéme, Ze ¢g je vdzeny primér hodnot f(xo), f(z1), ..., f(Zm).
Je-li w; = 1, dostavame

m
> flwi)
i=0
m-+1
Vypocet pruméru je tedy specidlnim pfipadem metody nejmensich ¢tverca.

Ccy) =

6.3.2

Necht nyni n = 1 a uvazujme aproximace z Vi, kde ¢g = 1, p1(x) = z. Bude tedy ¢(z) =
= ¢o + c1(x). Volme pro jednoduchost w; = 1. Normélni rovnice jsou v tomto piipadé

(6.3.1) (¢0,%0)co + (¢1,90)c1 = (f; %0),
(0, p1)co + (p1,01)c1 = (f, ¢1)
neboli
(6.3.2) (m+1)co + (Z Cﬂz> c1 = Z f(za),
i=0 i=0

(Z :w) co + (Z w?) cr =Y wif(x).
=0 =0 1=0
6.4 Existence nejlepsi Lo-aproximace.

Dosud jsme se nezabyvali existenci a jednozna¢nosti feSenf soustavy (6.2.3) ani tim, zda takto
ziskané FeSeni skutetné minimalizuje veli¢inu R(f,») = ||f — ¢|| [podminky (6.2.1) jsou obecné
pouze nutné podminky pro extrém|. D4 se ukézat, ze pfi linedrné nezavislém systému {p;, j =
=0,1,...,n} (viz odst. 5.1) m4 tuloha o nejlepsi Lo-aproximaci vzdy pravé jedno FeSeni, které je
mozno nalézt postupem uvedenym v odst. 6.2. Pfesnéji toto tvrzeni formulujeme v nésledujici
véte, kterd ve spojitém i diskrétnim piipadé. Dikaz véty 6.5 lze nalézt v [5]; podobna
véta je dokdzéana také v [2].
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6.5 Véta.

Je-li systém zdkladnich funkci {p;, j =0,1,...,n} linedrné nezdvisly, pak existuje pravé jedna

aproximace 0" € Vy,
n

¢ (x) = ) cjpi(@),
=0
kterd minimalizuje ve tiide V, wveliciny || f — || a ||f — <p||2. Koeficienty ci, j = 0,1,...,n, se
najdou jako jediné FeSeni soustavy normdlnich rovnic (6.2.3).
V diskrétnim pripadé s tabulkovymi body x;, i = 0,1, ..., m, dostavdme pri n = m interpolacni
aproximaci, pro niZ plati

m

(6.5.1) > i) = f(zi), i=0,1,...,m.
j=0

Takova aproximace existuje ve V,, pravé jedna.

6.6 Piiklady.

Sestrojime ve spojitém i diskrétnim p¥ipadé€ podle véty 6.5 nejlepsi Lo-aproximaci funkce VZ
na intervalu (0, 1) polynomem prvniho stupné. Bude tedy n = 1, ¢(x) = cp+cix; volime w(x) = 1,
w; = 1.

6.6.1

Spojity pripad (viz piikl. 1.6). Je po(z) = 1, ¢1(z) = x a soustava normalnich rovnic (6.2.3)
mé tvar (6.3.1). Protoze

1
(f.9) = / f(@)g(x)d,
0

mame 1 1
(wo,0) =1,  (p1,%0) = (0, p1) = 3 (1,01) = 3

Dale je

1 1
(f7900)=/\/5dm:§, <f,¢1>:/mdx:2_
0 0

Soustava normaélnich rovnic mé tudiz tvar

1
CO+§CI =

)

1oL
0T 3=

(S0 CRGVEN V)
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Resenf jecog = %, 1 = % a hledané nejlepsi Lo-aproximace polynomem prvniho stupné je
() 4 . 4
r)=—+-x
4 155

6.6.2

Diskrétni piipad (viz piikl. 1.8). Zvolime m =2 a xg =0, 1 = %, 9 = 1. Je potom

flzo) =0, flz1) = (V2)/2, flz2)=1.

Normalni rovnice pro aproximace z V; a diskrétni piipad jsme jiz rozepsali v piikl. 6.3.2. Dosadime-
li do (6.3.2) za m a potiebné soucty, dostaneme pro koeficienty ¢y, ¢; soustavu rovnic

3 242
3
co + 201 5 R
3., 0. 4T V2
270 4™ 14
Reseni této soustavy je
1
0026(\/5—1), c1=1
a hledané nejlepsi diskrétni Lo-aproximace polynomem prvnfho stupné je
1
o(x) = 6(\@_ 1) + .

Ukazeme jeSté, ze pro m = n = 1 dostaneme metodou nejmensgich ¢tverci pravé interpolacni
polynom prvniho stupné. Volime z¢ = 1, 21 = 1, a je tudiz f(zp) =0, f(z1) = 1. Soustava (6.3.2)
mé v tomto piipadé tvar 2co +c1 = 1, cg + ¢; = 1 a feSeni je cg = 0, ¢; = 1. Metoda nejmensich
¢tvercu tedy dava ¢(z) = x, coz je interpola¢ni polynom pro y&auzly zo =0, z; = 1.

6.7 ReSeni normalnich rovnic a volba zakladnich funkci.

Matice (ay;)
akj:(gojagak)? jvk:0717"'7n7

soustavy normalnich rovnic (6.2.3) je hermitovskd (plati ar; = aji), v p¥ipadé realnych funkci
symetrickd a pro linearné nezavisly systém funkci dokonce pozitivné definitni (viz napft. [3]).
Takové soustavy se obecné daji bez problému fesit Gaussovou elimina¢ni metodou bez vybéru
hlavniho prvku. Specidlni metodou pro pozitivné definitni symetrické matice, kterd je asporné&jsi
co do poctu operaci i narokd na pamét pocitace, je Choleského varianta LU-rozkladu matice [21].

Podminénost soustavy normélnich rovnic, a tim i stabilita celého algoritmu metody nejmensich
¢tvercll, viak vyrazné zavisi na volbé zékladnich funkci ¢;, j = 0,1,...,n. Omezime se zde na
nejlepsi Lo-aproximace algebraickymi polynomy, kde se ukazuje ze pii klasické volbé p;(x) = al
j=0,1,...,n, jsou soustavy normalnich rovnic p¥i vét§im stupni aproximujiciho polynomu (zhruba
> 5) ¢asto §patné podminéné. Regenf normalnich rovnic je pak znatné citlivé na vliv chyb ve
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vstupnich datech a chyb ze zaokrouhlovani béhem vypoctu. Tato vlastnost se velmi silné projevuje
zejména pii ekvidistantnich tabulkovych bodech, kde jiz pii n ~ 9 je (pfi vypoctu v jednoduché
aritmetice obtizné dostat vysledky, které by byly viibec pouzitelné [26].

S volbou zékladnich funkci souvisi také volba jejich poctu n, tedy volba stupné polynomu,
hledame-li aproximaci polynomialniho tvaru. ZvySovani stupné aproximujictho polynomu nepfi-
nasi totiz vzdy zvysSeni pfesnosti aproximace. Je ziejmé, ze volbou n = m, tj. interpolaci, mizeme
dosdhnout toho, aby o5'(f,») = 0. Ale v metodé nejmensich ¢tverci vychazime z jinych predpo-
kladt nez pii interpolaci. Nasim zakladnim predpokladem zde je, Ze funkce f miize byt z hlediska
praxe povazovana za polynom N-tého stupné, kde N < m, pfi¢emz hodnotu N pifedem nezname,
nasi ulohou je ji rovnéz urcit. Zvolime-li naproti tomu n > N, ztratime dobré vlastnosti nejlepsi
Lo-aproximace co do hladkosti a vyrovnavani ndhodné rozlozenych chyb ve vstupnich datech.

Neméame-li piedem informaci o vhodné volbé n, doporucuji statistické avahy [26] fesit normélni

rovnice postupné pro n =0, 1,2, ..., po¢itat navic hodnotu
2
2 _ [ o
o, =
m—n

a pokracovat tak dlouho, dokud o2 s rostoucim n vyznamné klesa. Hodnota n, po niz nenasle-
duje vyznamny pokles o2, je ze statistickych diivodit vhodnym stupném N polynomu nejleps
Lo-aproximace. Pfi volbé ¢;(z) = 27 takovy postup z pocetniho hlediska znamend, Ze musime
stanovit feSeni normélnich rovnic pro kazdy stupei n polynomu nejlepsi aproximace znovu, pro-
toze hodnoty koeficientti polynomi ¢-tého stupné, ¢ < n, se k vypoctu feseni normélnich rovnic
pro stupenn n pouZit nedaji. To je dalsi nevyhoda uvedené volby zakladnich polynomt ¢;.

Oba nepifjemné disledky volby ¢,(z) = 27, j = 0,1, ...,n, odpadaji, vezmeme-li za zékladni
funkce ¢; ortogondlni polynomy (t¥ida aproximujicich funkei se tim neméni!). Je-li totiz
systém zakladnich funkci ortogonélni, tj. plati-li
(¢, k) = 0 pro j # k, je matice soustavy normalnich rovnic (6.2.3) diagonalni a muzeme
rovnou psat

(6.7.1) ¢j = ws) o1

(55 #5)
Koeficienty ¢; v tomto piipadé nezavisi na n, a lze tedy postupné zvySovat pocet parametrii
ve funkci ¢ (tj. stupenn polynomu, jsou-li zékladni funkce ortogondlni polynomy) tak, ze pokazdé
pouze dopocitame jeden potiebny koeficient. VSimneme si také toho, Ze ¢astecné soucty ortogonél-
nich rozvoju funkce f, o kterych jsme se zminovali v odst. 5.3, jsou vlastné nejlepsi Lo-aproximace
dané funkce [srov. (6.7.1) a (5.3.5)].

Neméame-li v diskrétnim pt¥ipadé k dispozici vhodny systém ortogondlnich polynomu predem,
byva v praxi vyhodné nesestrojovat tyto polynomy v uzavieném tvaru, ale pomoci rekurentnich
vztahti (5.5.1) postupné pocitat vektory tab @, j = 0,1,...,n, hodnot téchto polynomi v tabul-
kovych bodech. To je totiz to jediné, co v diskrétnim piipadé potifebujeme pro vypocty skalarnich
soucinii. Vypocet hodnoty aproximujici funkce ¢ v bodé z = & mtzeme p¥i pouziti ortogonalnich
polynomi vzdy zalozit rovnéz na (5.5.1). Vysledkem je Clenshawova rekurentni formule: Pouzijeme
oznaceni z odst. 5.5, polozime y,42 = yn+1 =0 a pro k =n,n —1,...;1,0 postupné vypocitame

(6.7.2) Uk = k(T — Br)Yk+1 — Vet 1Ykt2 + Ch-
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D4 se ukazat (tloha 6.10.2), ze plati
n
Aoyo = (&) = ¢;Q4(2)

V odstavci 5.3 jsme popsali dva systémy ortogonélnich polynomit vhodné pro uziti v diskrétni
verzi metody nejmensich ¢tverci. Jsou to predevsim CebySevovy polynomy (piikl. 5.6.2) pro ta-
bulkové body rozlozené jako koreny téchto polynomu. Teoretické uvahy i praktické zkuSenosti
ukazuji, zZe uziti téchto ortogonalnich polynomt je z mnoha hledisek optimalni. Pro ekvidistantni
tabulkové body jsme v pifikl. 5.6.5 popsali Gramiv systém ortogonalnich polynomi. Zde je tfeba
mit na paméti, ze teorie i praxe nedoporucuji pouzivat tyto polynomy pro n > 2\/m. Gramovy
polynomy vys8ich stupit maji mezi tabulkovymi body velké oscilace.

I v metodé nejmengich Ctvercl se stejné jako pii interpolaci muze ukazat, ze zadand funkce
¢ se nehodi pro aproximaci polynomem. V takovém piipadé je tfeba piejit k jinym systémiim
zékladnich funkci nebo hledat aproximaci nelinearniho tapu. Osvédcuje se také uziti spline-funkci.
Podrobnosti je mo7no nalézt ve speciélni literatuie, napf. v [17]. Poznamenavame také, 7e pro
konstrukci nejlepsi Ls-aproximace se stile Castéji pouzivaji algoritmy zalozené na singuldrnim
rozkladu matic [21]. Popis téchto pomérné komplikovanych, ale velmi stabilnich algoritmt vsak
presahuje ramec tohoto seSitu (viz opét [17] a [9]).

6.8 Priklad.

Pouzijeme Gramovy polynomy a sestrojime metodou nejmengich ¢tvercti polynomy prvniho
az tretiho stupné aproximujici funkci f danou tab. 14.

Tabulka 14

T 1 2
flr) 1 1 0 1 1

Protoze o datech nemame zddnou dalsi informaci, volime w; = 1. Gramovy polynomy potiebnych
stupnu jsou sestrojeny v piikl. 5.6.5. Je nyni m = 4 a podle (5.6.5) a (5.6.6) méame

17

Go(z) =1, Gia)=x, Ga(e) =2 =2, Gslw) =’ — ~w.
Je
tabGo = (1,1,1,1,1),
tab Gy = (- 2, 1012)
tab Gy = (2, — —-1,2),
6 12 12 6
tab G = ——=,12).
abes = 515
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Skalarni sou¢in (f,¢g) je nyni obvyklym skaldrnim sou¢inem vektort tab f a tab g. Mame tudiz

(f,Go)

“= (Go,Go) 0

e = (f)Gl) _ £:§
(G1,Gh1) 10 5
(f,G2)

2= GGy -

o = (f,Gs) _ 1
(G3,G3) 6

Nejlepsi diskrétni Lg-aproximace polynomem prvniho stupné je tedy

3
" (2) = copo(@) + crpp1(z) = .
Protoze co = 0, je to i nejlepsi aproximace polynomem druhého stupné. Nejlepsi aproximace
polynomem tietiho stupné je

©*(x) + csps(xz) = é(?x —23);

lze se presvédcit, ze tato aproximace je jiz zaroven interpola¢nim polynomem pro data z tab. 14.
6.9 Algoritmus metody nejmensich ¢tverci.

PopiSeme obecny algoritmus metody nejmensich ¢tverci (diskrétni p¥ipad) vhodny zejména
pro vypoCty na pocitaci. V pouzitém systému ortogonalnich polynomi (ktery postupné generujeme
v pritbéhu vypoctu) volime A; = 1. V rekurenci (5.5.1) pak mame a; = 1. Stupen aproximujictho
polynomu ¢ zvysujeme tak dlouho, dokud p¥i zvygeni stupné poklesne hodnota o2 alespoit o A
(vstupni parametr algoritmu). Algoritmus vyuziva toho, Ze k vypoc¢tu skalarnich sou¢ini a norem
ortogondlnich polynomu potiebujeme pouze hodnoty tab@;, j = 0,1, ..., a k vypoctu o2 pouze
tab f, tab .
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(6.9.1) Vstup:

START:

KONEC:
Vystup:

M, TQy L1, ...y L, tAD f, wo, w1, ..., Wm, A.

tabQy = (1,1,...,1);

m
vo = [[Qoll* = wis
=0

co = (f,Qo)/vo;  Bo = (Z iBiM) /vo;

1=0
tale = (370 - ,80,$1 - /607 vy I — ﬂ0)7

v = [|Qu)* = wilwi — Bo)*;
i=0

c1 = (f,Q1)/v1;
tab = tab (co+c1Q1); o = [|If —¢|* /(m + 1);
s =0.
s=s4+1;
Bs = (2Qs, Qs)/vs; Vs = Vs /Vs—1.
Proi=0,1,....m:

Qs+1(wi) = (zi — Bs)Qs(wi) — ¥sQs—1(x4),
Vo1 = [|Qss1]®s o1 = (f, Qsr1) /Vsr1;
tabyp =tabp + csp1tab Qg 1.
Jestlize s + 1 = m, pak se nepodafilo urcit vhodny
stupenl aproximujiciho polynomu. Pferus vypocet.
6% > 02 — A, jdi na KONEC.
o2 = 6%; jdi na START.
n=S=s.

n, /BOaﬁla "'7671717 V1,725 -+ Yn—1, €0, C1, .-+, Cn-

Po provedeni algoritmu (6.9.1) mizeme poé&itat hodnoty aproximujiciho polynomu ¢ pomoci Clen-
shawovy rekurentni formule (6.7.2). Potfebné konstanty jsou vystupnimi parametry algoritmu

(6.9.1).

6.10 Ulohy
6.10.1

Napiste soustavu normalnich rovnic pro obecné n, libovolné rozlozené tabulkové body, w; = 1
a volbu ¢j(z) =27, j =0,1,...,n.
[Navod: Vyjdéte z tvaru (6.2.2).]
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6.10.2

Ukazte, ze je-li yg hodnota ziskana jako vysledek pouziti Clenshawovy rekurentni formule
(6.7.2) pro k =n,n —1,...,1,0, plati

n

Agyo = (&) = ¢;Q4(2),

=0

kde {Qo, Q1, ..., @n} je systém ortogonélnich polynomi, pro néjz plati rekurence (5.5.1) se stejnymi
koeficienty, jako vystupuji v (6.7.2).
[Navod: Vyieste (6.7.2) vzhledem k ¢ a dosadte tato hodnoty do vyrazu pro ¢(&). Dale
n

prepiste tento vyraz na tvar () = > yr{...} a vyrazy ve slozenych zavorkiach posudte na

zakladé vlastnosti ortogonéalnich polynorr_lﬁ.]

6.10.3

Reste tlohu z pifkl. 6.8 pii volbs ¢j(z) = 27. Porovnejte vysledky.
[Stejné vysledky. Pro n = 1 mazeme uzit (6.3.2).]

6.10.4

Funkce f je dana svymi hodnotami v bodech x; = ¢, i = 1,2,...,5. Je pfitom f(1) = 0,
f(2) =2, f(3) =2, f(4) =5, f(5) = 4. Volte w; =1, p;(z) = 27, j = 0,1, a aproximujte funkci
f metodou nejmensgich ¢tverc polynomem prvniho stupné.

[p(e) = 4 (~T -+ 112) |

6.10.5

Metodou nejmensich ¢tverct najdéte polynom prvniho stupné, ktery aproximuje data u tab.
15. Volte w; = 1 a) Uzijte (6.3.2). b) Provedte vhodnou transformaci nezavislé proménné a uzijte
Gramovy polynomy podobné jako v ptikl. 6.8

[p(z) = 2,97 — 2x.]

Tabulka 15

rz 00 01 02 03 04 05 06
flr) 29 28 27 23 21 21 17
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6.10.6

Funkce f je ddna svymi hodnotami v bodech x = 1,3,4,6,7. Je pfitom f(1) = —2,1, f(3) =
= —0,9, f(4) = 0,6, f(6) = 0,6, f(7) = 0,9. Volte w; = 1, j = 0,1, a aproximujte funkci f
metodou nejmensich ¢tverct polynomem prvniho stupné.

[ = 0,505 3z — 2,542,

6.10.7

Metodou nejmensich ¢tvercli najdéte polynom druhého stupné, ktery aproximuje data z tab.
16. Volte w; = 1. a) Volte p;(z) = 27, j = 0,1,2, a feite normalni rovnice (6.2.2). b) Volte za p;
Gramovy polynomy z piikl. 5.6.5. [p(z) = &;(56 — 117z — 1122) ]

Tabulka 16

r -3 -2 -1 0 1 1 3
flr) 4 2 3 0 -1 2 -5

6.10.8

Metodou nejmensich &tverct s ¢j(x) = 2/ aproximujte funkci f danou na intervalu (0, 1)
hodnotami v bodech z; =4/100, i = 0, 1, ..., 100. Polozte f(z;) = exp (x;). Volte w; = 1 a najdéte
aproximaci polynomem patého, desatého a patnactého stupné. Posudte piesnost fefeni soustavy
normalnich rovnic.

7 Aproximace trigonometrickymi polynomy

7.1 Fourierovy rady.

Mnohé jevy v prirodé a technice maji periodicky charakter. Zakladem matematického stu-
dia periodickych jevi je diilezitd véta pochézejici od J. Fouriera, podle niz je mozno za znactné
obecnych pfedpokladi rozlozit redlnou periodickou funkci f o periodé 27 /w v fadu

(7.1.1) flx) = Zrk sin(kwz + vy).
k=0

Tento rozvoj se casto zapisuje v jinych, ekvivalentnich tvarech. Polozime-li a; = rg sinvg,
by, = ry, cos v, dostavame

(7.1.2) f(z) = Z(ak cos kwx + by sin kwz).
k=0
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Koeficienty ag, by jsou realnd Cisla. Z hlediska snadnosti manipulace s rozvoji periodickych funkci
je v8ak vyhodnéjsi pracovat v oboru komplexnich ¢isel. Pouzijeme-li znamé vzorce

eix_i_efim eix_efix
cosr = ————, siny = ———,
2 2i
kde i> = —1, a polozime-li
1 . 1 .
(7.1.3) co = ap, Ckzi(ak—lbk), C_ = §(ak +ibg), k=12, ..,
dostavame
—+o00 )
(7.1.4) fl@)= Y cpelhm.
k=—00

S takovymi fadami pak budeme pracovat i v ptipadé funkei f, které nabyvaji komplexnich hodnot.
Radam (7.1.2) a (7.1.4) se ¥iké Fourierovy fady. Jejich ¢astetné soucty jsou trigonometrické
polynomy.

V tomto ¢lanku se budeme nadale zabyvat pouze periodickymi funkcemi s periodou 27 (t;j.
w = 1). Predpokladame, 7e funkce mohou nabyvat komplexnich hodnot, a z tohoto divodu
ponékud porusime dosud pouzivany zpisob znaceni. V celém tomto ¢lanku znamend symbol i
imaginarni jednotku, tj. plati i2 = —1. Jako index se zde i nebude vyskytovat. Vysledky
teorie Fourierovych fad nas vedou k myslence, Ze pro aproximovani periodickych funkci o peri-
odé 27 bude vhodné volit jako zakladni funkce (viz odst. 1.3) systém {1,e'% el2% .. el"} piip.
systém {1, cosz,sinz, ..., cos Lz, sin Lx}.

V odstavci 5.4 jsme ukézali, Ze oba uvedené systémy jsou spojité ortogonalni na intervalu
(—m,m) s vahou w(z) = 1. Dale jsme ukézali, Ze pro tabulkové body x5 = 27s/(m + 1), s =
=0,1,...,m, a vahy wy = 1 je prvni z uvedenych systémi také diskrétné ortogonélni (pokud oviem
n < m). V dalsim vykladu popiSeme metodu nejmensich ¢tverct pouzivajici uvedené systémy
zdkladnich funkci. V diskrétnim pf¥ipadé€ se budeme zabyvat také interpolaci periodickych funkei.
Dilezitou vyhodou obou popsanych systému je skuteCnost, Ze se v téchto pripadech koeficienty
o, C1, ---, Cp, hledané aproximace ¢ linedrniho typu daji zapsat vzorci v uzavieném tvaru.

7.2 Veéta. Fourierova analyza — spojity piipad.

Pro kazdou spojitou periodickou funkci f o periodé 2w se dd sestrojit Fourierova Fada tvaru
(7.1.2) nebo (7.1.4). Koeficienty téchto fad jsou ddiny vzorci

1 ™
(7.2.1) a = 5 / f(z)dz, by =0,
1] I
ar = — [ f(z)coskxdz, by = — [ f(x)sinkxdx, k>1,
T T
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(7.2.2) ck = ;ﬂ/f(:n)e_ikmd:n.

Jsou-li funkce f a f' spojité pro vSechna x, pak Fourierovy vady s témito koeficienty konverguji
pro viechna x a jejich soudet je f(x). Maji-li f a f' v kaZdé periodé konecnyj pocet skoki, konverguje
Fourierova Fada k [f(z—) + f(x+)]/2, kde f(z+), resp. f(z—) oznacuje limitu funkce f v bodé x
zprava, resp. zleva.

Cdstecné soucty Fourierovych Tad jsou pritom nejlepsimi Lo-aproximacems funkce f trigono-
metrickiymi polynomy o prislusném poctu koeficienti.

Dikaz tvrzeni o konvergenci lze nalézt (dokonce za slabgich pfedpokladi) v u¢ebnicich ma-
tematické analyzy (napf. [12]). Vysledky tykajici se metody nejmensich ¢tverct plynou z vysledku
¢l. 6. Pro ortogonalni systém zakladnich funkei ¢y, (z) = ¢'¥* mame totiz podle (6.7.1) a vysledki
piikl. 5.4.4

_ (frew) — (97) ! f P L

coz je pravé (7.2.2). Vztahy (7.2.1) lze ovéFit obdobné,
7.3 Priblizny vypocet Fourierovych koeficienti.

Koeficienty ag, by, cx v (7.2.1) a (7.2.2) se nazyvaji Fourierovy koeficienty. Plati pro né vztahy
(7.1.3) a obracené vztahy

(7.3.1) ag = Cp, bo = 0,
ar =ck +c_k, bp=1i(ckx —c_g), k>1

Je-li f redlnd funkce, jsou koeficienty ay, by také redlné.

Pii feSeni tlloh Fourierovy analyzy je nagim ukolem nalézt hodnoty Fourierovych
koeficientii dané funkce (pro k < K). Numericky tuto tlohu fegime jednim z t&chto dvou zptisobi:

a) Integraly (7.2.1), (7.2.2) pocitame nékterou z metod popsanych v kap. II. Cely integrand
[napf¥. f(z) cos kx| pfitom chapeme jako jedinou periodickou funkci. K vypo¢tu takovych integrala
se velmi dobfe hodi lichobéznikové pravidlo (viz odst. 11.1.2 a 12.3). Pfi vétsich k integrand silné
osciluje a dochazi k potizim p#i vypoctu. Existuji rizné specidlni vzorce pro numericky vypocet
Fourierovych koeficientti, které maji tyto obtize pirekonavat.

b) Funkci f aproximujeme funkci ¢, jejiz Fourierovy koeficienty lze snadno spocitat, a jako
priblizné hodnoty Fourierovych koeficienti funkce f pouzijeme Fourierovy koeficienty funkce .
S vyhodou se tu poziva aproximace trigonometrickymi polynomy nebo periodickymi kubickymi
spline-funkcemi. Vypocet Fourierovych koeficienti pro vétsi k ptusobi opét problémy (viz napft.
2], [29]):

Je-li funkce f déna tabulkou funkénich hodnot v bodech z; = 27s/(m + 1), s =0,1,...,m, a
aproximujeme-li ji interpola¢nim trigonometrickym polynomem, daji se koeficienty tohoto poly-
nomu (které jsou zaroven jeho Fourierovymi koeficienty) vypocitat podle véty 7.4.
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7.4 Veéta. Fourierova analyza — diskrétni pripad.

Necht jsou ddny funkéni hodnoty funkce f v bodech xq,x1, ..., Tm, kde s = 2ws/(m +1). Pak
je mozno k témto datim sestrojit interpolacni trigonometricky polynom, ktery md tvar

(7.4.1) > Cpeth
k=0
nebo
- 1
(7.4.2) Z(Ak cos kx + Bysinkz) + ieALH cos(L + 1)x;
k=0

je-li m sudé, je © =0, L =m/2 je-li m liché, zde © =1, L = (m —1)/2.
Pro koeficienty Ay, By, Cy pritom plati

(7.4.3) Ag=(m+1)"1> flxs),

s=0

Ap=(m+1)"! Zf(ms)cosk::r, k=1,2,...,L+1,
s=0

BO = ]-7

By =(m+1)"! Zf(xs) sinkx, k=1,2,..,L,
s=0

Cr=(m+1)7t Zf(:vs)e_ikm, k=0,1,...,m,
s=0

Nevezmeme-li soucet (7.4.1) cely, ale pouze do k = M, kde M < m, dostaneme trigonometrickyj
polynom, ktery pii danych tabulkovijch bodech xg, s = 0,1,...,m nejlepsi La-aprozimact funkce é
ve tiidé vsech trigonometrickych polynomi o stejném pocti koeficienti. Podobné tvrzeni plati pro
soucet (7.4.2).

Dikaz pouze nazna¢ime. Uvazujme nejprve (7.4.1). Systém funkci

{e'** Lk =0,1,..,m}

je pii danych tabulkovych bodech ortogonélni,jak jsme ukézali v piikl. 5.4.5. Podle (6.7.1) a
vysledki piikl. 5.4.5 pak mame

_ (fa(pk) o -1 % ikxs
Cr = onon) (m+1) ;f(xs)e ,

coz je vzorec pro Cy ze (7.4.3). Pokud se pocet zakladnich funkci rovna poc¢tu tabulkovych bodi,
dostavame tak podle véty 6.5 interpola¢ni aproximaci.
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V piipadé (7.4.2) by se postupovalo obdobnym zptisobem (dokézala by se nejprve ortogona-
lita uzitého systému zakladnich funkcei). To, ze (7.4.2) je interpolaéni aproximace, plyne vsak ze
vzajemného vztahu polynomi (7.4.2) a (7.4.1). Pro jejich koeficienty totiz plati

(7.4.4) Co = Ao,
1 1
Cy = §(Ak —iBg), Chpy1k= §(Ak +iBg), k=1,2,..,L;
A =Cr —Cpy1-k, Br=1(Cp—Cpyi-x), k=1,2,.., L.

D4 se ukazat, ze pro m liché je Cpy1 = %ALH. Dosadime-li odtud za Cy do (7.4.1) pro x = xs,
zjistime, Ze hodnoty polynomu (7.4.1) a (7.4.2) v tabulkovych bodech se sobé rovnaji.
Mimo tabulkové body se vS8ak mohou oba polynomy chovat zcela odlisné. Poznamen4vame
jesté, ze pro redlnou funkci f jsou koeficienty Ay, By opét redlnd cisla.

7.5 Praktické duasledky véty 7.4.

Piistupujeme-li k p¥ibliznému vypoctu Fourierovych koeficientd zptisobem b) z odst. 7.3, bu-
deme podle véty 7.4 povazovat koeficienty Ay, By a Cy ze (7.4.3) za pfiblizné hodnoty Fourierovych
koeficientii funkce f. po prostudovani kap. IT ¢tenaf snadno zjisti, ze vzorce (7.4.3) jsou ekviva-
lentni aplikaci lichobéznikového pravidla pro pfiblizny vypocet integralii na integraly (7.2.1) a

s 2w
(7.2.2) [pro periodickou funkei g a periodou 27 mame [ g(z)dz = [ g(z)dz]. Bylo by tudiz v
—T 0
souladu se zptusobem a) odst. 7.3 prohlasit Ay, By, Cj za pfiblizné hodnoty koeficientu ag, by, cx
pro vSechna k. To ale neni mozné, takovy piistup je pro k velkd ve srovnani s m nepouzitelny.

Nasvédcuje tomu jiz ten dilezity fakt, ze ve vSech tabulkovych bodech x4, s = 0,1, ..., m plati

pii k1 — k2 = g(m + 1), g libovolné celé ¢islo, identita

(7.5.1) eifT = glkaz
(ovéite dosazenim za x5). Platnost (7.5.1) v tabulkovych bodech ma za nasledek nap¥. to, ze je

(7.5.2) Craq(mr1) = Chk

pro vSechna celd ¢, zatimco z teorie Fourierovych fad pro spojitou funkci f plyne ¢z — 0 pro
k — o0. Je tedy tfeba postupovat s rozvahou, ignorovani popsané skutecnosti zcela mylnych
zaveri [2].

Platnost (7.5.1) umoziuje piepsat interpola¢ni trigonometricky polynom (7.4.1) na tvar (L a
O viz vétu 7.4)

L+©6

(7.5.3) Z Crelke;

k=—L

koeficienty C} se zapornymi indexy dodefinujeme podle (7.5.2). Snadno se lze presvédcit o tom,
ze v tabulkovych bodech nabyvaji polynomy (7.4.1) a (7.5.3) stejnych hodnot. Tvar (7.5.3) je
vhodngjsi pro aproximovani funkce f mimo uzly interpolace |2].

Véta 7.4 mé pro pocetni praxi znaény vyznam. Vyhodou pouziti vztaht (7.4.3) je skutecnost,
7e pro vypocet tohoto typu existuje velmi efektivni algoritmus, ktery popiSeme v odst. 7.6 az 7.8.
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7.6 Priklad.

Na zjednoduseném piikladé ukédzeme dva mozné zpusoby vypoctu soucti tvaru (7.4.3). Po-
lozme N = m+1 a pifedpoklddejme, Ze jsou dany ¢tyii tabulkové body xg; bude tedy x¢g =0, 1 =
=m/2,x9 = m,x3 = 37/2a N = 4. Nasim tukolem je vypocitat hodnoty koeficientu Cy, Cy, Ca, Cs,
znéme-li hodnoty f(xs), s =0,1,2,3. Pro kratsi zapis pouzijeme oznaceni fs = f(xs).

Podle (7.4.3) mame vypocitat

1 . . .
(7.6.1) Cr=(fo+ fre kT2 4 e TR 4 e TRGT/2)) = 0,1, 2, 3.

Ozna¢ime-li w = exp (—i7/2) a Fy = L f, prejde (7.6.1) ve

(7.6.2) Cr = Fy + Fiw® + FBuw? + Fw*, k=0,1,2,3.

Viimneme si toho, ze plati w" = w? = 1.
Jeden z moznych zpusobi vypoctu koeficienti Cy podle (7.6.2) je uziti postupu podobného
Hornerovu algoritmu pro vypocet hodnoty polynomu (viz [21]). Vztah (7.6.2) vhodné uzavorku-

jeme a dostaneme
(7.6.3) Cr = [(Fsw* + F)w® + FiJw* + Fy, k=0,1,2,3.

K vypoctu jednoho koeficientti Cj podle (7.6.3) potFebujeme provést 3 komplexni s¢itani a 3
nasobeni. Celkové tedy k vypoctu Cy, k = 0,1, 2,3, potiebujeme (N — 1)N = 3 -4 = 12 s¢itani a
12 nésobeni a hodnoty w*, k = 1,2, 3.
Skutecnost, ze v nagem piikladu plati w? = 1, nAm umoziuje vypocitat soucty (7.6.2) mensim
poc¢tem operaci. Vztahy (7.6.2) totiz miZzeme piepsat na
(7.6.4) Co = (Fo + F2) + (F1 + F3),
(FQ + Fgw ) + w(F1 + Fg’w )
= (Fo + Fy) + w*(Fy + Fy),
Cg = (Fo + FQ’LU ) ’LU3(F1 + F3w2).
Oznac¢ime-li nyni Ry = Fy + F», Ry = Fy + Fgwg, So=F +F;5, 5 =+ F3’U)2, vidime, Ze
z téchto hodnot vypocteme v8echny ¢tyti koeficienty Cy pomoci 4 s¢itani a 3 nésobeni. Hodnoty
Ry, R1, So, S1 vyzaduji provedeni 4 s¢itani a 2 nasobeni. Celkové tedy k vypoctu staci znalost
hodnot w*, k = 0,1,2,3 a 5 komplexnich nasobeni a 4 s¢itani, coZ je zna¢na tspora oproti (7.6.3).
Veli¢iny Ry, Ry, Sp, S1 se pocitaji ze vztahu (7.6.2) pro Cj. Tato skutenost umoziuje pii
N = 2M M > 2, cely postup rekurentné opakovat. Obecny algoritmus je popsan v odst. 7.7.
Vsimneme si na zavér jesté toho, ze prechod od Cf, k = 0,1,2,3, k R, Sk,, k&1 = 0,1, miizeme
formélné zapsat nasledujicim zpusobem, ktery pouzijeme také pfi odvozeni obecného algoritmu.
Piepiseme (7.6.2) jako

Cy = [FO + Fg(w2)k] + wk[Fl + Fg(wz)k].
Nyni vydélime k ¢islem N/2 = 2; dostaneme tak k = q -2 + ky, k1 = 0, 1. Protoze plati (w* = 1)

()" = (w?)* ()" = (W)™ = (W),
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mame
Cp =R, +w*Sy,, k=0,1,2,3, k=q 24k,

kde
Rk1 :F0+F2(w2)kl, Skl :F1+F3(w2)k1, k1 =0,1.

7.7 Rychla Fourierova analyza.

V tomto odstavci popiSeme rychly algoritmus pro vypocet koeficientit Cy ze vztahu (7.4.3).
Algoritmus je zalozen na uvahach provedenych v piikl. 7.6 (viz téz 2], [4]).

Pro snadnou formulaci pozménime stejné jako v odst. 7.6 znaceni uzité v odst. 7.4. Pfedpo-
kladame, ze jsou dany hodnoty funkce f v N bodech x4 = 27ws/N, s =0,1,..., N — 1, a Ze nasim

ukolem je spocitat koeficienty Cy, k =0,1,2, ... ... , N — 1. Podle vztahu (7.4.3) mame
1= s
(7.7.1) Cr =+ ZO f(xs)exp (ikN> , k=0,1,..,N —1.

Provedeme jednoduchou tpravu tohoto vzorce; polozime Fy = f(xs)/N, w = exp (—27i /N). Nasi
tlohu pak muzeme formulovat takto: Mame vypodcitat

N-1
(7.7.2) Crp =Y Fau"
s=0

pro k=0,1,..., N — 1. Viimneme si jiz nyni, 7e plati w™ = 1; to pozdéji vyuzijeme.

Algoritmus rychlé Fourierovy analyzy popiSeme pouze pro piipad, kdy N = 2M: toho lze
vétsinou snadno docilit. Formulace algoritmu pro obecna N je slozité, ale proveditelné (viz napft.
[2], ]29]), a i v obecném pfipadé dostavame tcinné algoritmy.

Polozme pro s sudé s; = s/2 (neboli s = 2s1) a pro s liché s; = (s —1)/2 (neboli s = 251 +1).
Je0 =< s < %N— 1. Rozdélime-li soucet v (7.7.2) na s¢itance se sudymi a lichymi indexy, mtizeme
psat (k=0,1,..,N —1)

N/2-1 N/2-1
(7.7.3) Co= Y Fo ()™ +uwh Y Py (w?)k.
$1=0 s51=0

Nyni ukdZzeme, jak vypocet C —k, k =0,1,..., N — 1, rozloZzime na vypocet dvou soucti tvaru
(7.7.2) s N/2 = 2M~1 &leny podobné, jako jsme to pro M = 2 provedli v piikl. 7.6.

Vydélime-li k ¢islem N/2, dostavame k = q(N/2) + k1 (d je podil, k1 zbytek). Protoze w™ =1,
plati

(17.4) ()1 = ()5 (P = () () = (),
Oznacme
N/2—-1 N/2—-1
(775) Rkl = Z F251 (wz)]ﬂSl’ Skl = Z F251+1(w2)k1517
s1=0 51=0
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ki =0,1,...,(N/2) — 1.

Zavedeme-li toto oznaceni do (7.7.3) [bereme pfitom v uvahu (7.7.4)], dostavame
(7.7.6) Cy =Ry, +wkSy,, k=0,1,...N—1, k=q(N/2)+ki.

Vypocet R, a Sy, predstavuje 2 Fourierovy analyzy z N/2 = 2M~! hodnot funkce f. Rozumime-li
pod slovem "operace" jedno komplexni nasobeni a jedno komplexni séitani, je vidét, ze k vypoctu
Cy 7 Ry, a Sk, podle (7.7.6) zapotiebi nejvyse 2 - 2M takovych operaci (pocitaje v to i vypocet
wh, k=0,1,..,N —1).

Vtip celého algoritmu spociva v tom, Ze rovnéz plati (w?) = 1, takze uvedeny postup
mizeme aplikovat opakované dal. Dostaneme tak 4 Fourierovy analyzy z 2M~2 hodnot, ty dale
rozdélime a dostaneme 8 Fourierovych analyz z 273 hodnot atd. Oznac¢ime-li ry; celkovy pocet
operaci pro vypocet koeficientit pii N = 2M | plati pro pocet operaci p¥i uvedeném postupu vztah

N/2

ru <2y 4+2-2M M =1,2,3,....

Ale ro =0, a proto (indukei)
rar < 2M -2M = 2N log, N.

Je-li tedy N mocnina dvou, je k provedeni algoritmu rychlé Fourierovy analyzy zapotiebi nejvyse
2N logy N operaci. Vypocet koeficientii ze vzorce (7.7.2) Hornerovym algoritmem je sice jed-
nodussi, potiebuje ale fadové N? operaci. Rozdil je patrny jiz p¥i pomérné malych N; tak napf.
pro N = 27 = 128 pot¥ebuje Hornertv algoritmus fadové 2'4 = 16 384 operace, rychla Fourierova
analyzy méné nez 2 - 27 -7 = 1792 operace, a je tedy asi desetkréat rychlejsi.

7.8 Algoritmus rychlé Fourierovy analyzy.

Algoritmus z odst. 7.7 popsali v roce 1965 Cooley a Tukey. Nazyva se také rychld Fourierova
transformace. Existuji rizné varianty tohoto algoritmu [2], [4], [29], které nachézeji pouziti v
mnoha oblastech numerické matematiky, zejména pfi feSeni parcidlnich diferenciélnich rovnic.

Uvadime piiklad algoritmu v jazyce FORTRAN. ?) Algoritmus je uréen pro N = 2M . Vstupni
data jsou hodnoty funkce f délené Cislem N v poli A a ¢islo M. Predpoklada se, ze hodnota
f(xs)/N je uloZzena na misté A(s+ 1); pfipominame, ze z; = 2ws/N. Vystupni data jsou hodnoty
Ci, k=0,1,2,...., N — 1, opét ulozené v poli A.

Algoritmus se sklada ze dvou ¢asti. V prvni ¢asti, ktera konéi piikazem s navéstim 7, se pre-
rovnavaji hodnoty f(xs) do pofadi, v némz budou do rychlé Fourierovy analyzy vstupovat (srov.
prikl. 7.6). Druh4 ¢ast je vlastni algoritmus popsany v odst. 7.7.

SUBROUTINE FFT(A M)
COMPLEX A(1), U, W, T
N=2%*)M

NV2-N/2

NM1=N-1

J=1

3) Algoritmus je pievzat z ¢lanku Cooley, Lewis, Welch, IEEE Transactions E-12, No. 1 (March 1965).
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DO 71-1, MN1
IF(I.GE.J) GOTO 5
T=A(J)
A(D)=A(I)
A(D=T

5 K=NV2

6 IF(K.GE.J) GOTO 7
J=J-K
K—K/2
GOTO 6

7 J=J+K
DO 20 L=1, M
LE=2%*L
LE1-LE/2
U=CMPLX(1.,0.)
ANG=—3,14159265358979 /LE1
W=CMPLX(COS(ANG), -SIN(ANG))
DO 20 J-1, LE1
DO 10 I1=J, N, LE
IP-I+LE1
T=A(IP)*U
A(IP)=A(D)-T

10 AT)=A(I)+T
20 U=U*W

RETURN
END

7.9 Fourierova syntéza.

Vsimneme si také toho, ze vypocet koeficientii Cy podle (7.4.3) (Fourierova analyza) je ve své
podstaté operaci stejného tapu, jako jsou vypocty provadéné pii tabelovani hodnot trigonomet-
rického polynomu (7.4.1) pro x5 = 2ws/(m + 1), s = 0,1, ...,m (Fourierova syntéza). Algoritmus
popsany v odst. 7.6 az 7.8 je tedy pouzitelny i pro Fourierovu syntézu.

7.10 Ulohy.
7.10.1

Funkce f je dana vztahy f(z) = —1 pro z € (—x,0), f(0) =0, f(z) =1 pro x € (0, 7). Vné
intervalu z € (—m, ) je funkce definovana periodickym prodlouzenim. Sestrojte Fouriertv rozvoj
funkce f (spojity pfipad). Ovéite tvrzeni véty 7.2 v bodech x = nm.

[ax = 0 pro v8echna k, by = 0 pro k suda, by = = 4/(km) pro k licha.]
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7.10.2

Proved'te Fourierovu analyzu (spojity pfipad) pro

a) f(z) = |z| na (—m,m).

lag = 7/2, ax = 0 pro k > 0, k sudé; ap = —4/(k?r) pro k > 0, k licha; by = 0 pro viechna k.|
b) f(z) = 2? na (-, ),

[ao = 72/3, a = (—1)¥4/k?, by = 0 pro viechna k.|

7.10.3

Oznacme S, (z) Castetny soucet fady (7.1.2) do k = n vEetné. Stanovte nejlepsi Ly-aproximace
(spojity piipad) funkei z ulohy 7.10.2 trigonometrickymi polynomy Sa(x), Si(x), Sg(x) a vypoc-
tete hodnoty téchto aproximaci v bodech x =0 a z = 7.

[2) So(0) = 0,297 56; S4(0) = 0,156 09; Sg(0) = 0,105 16; So(r) = 2,844 0; Sy() = 0, 985 5;
Se(m) = 3,0364. b) S(0) = 0,046 535; Se(m) = 9, 2554.]

7.10.4

Funkce f je dana vztahy f(x) = x pro z € (0,27), f(0) = 7 a je periodicky rozgifena pro
ostatni redlnd x. Sestrojte pro ni interpola¢ni trigonometricky polynom tvaru (7.4.2) s uzly o = 0,
x1 =7/2, xg = m, x3 = 37/2. Nakreslete graf funkce f i interpola¢niho polynomu s posudte jejich
shodu.

[Hledany polynom je m — %W sin z. Funkce f neni v bodech x = 2n7 spojita.]

7.10.5

Funkce f je ddna tabulkou namé&fenych hodnot (tab. 17). Najdéte metodou nejmensich ¢tverct
nejlepsi aproximace téchto hodnot trigonometrickymi polynomy (7.4.2).

[Na 4D: Ag = 0,0002, A; = 0,0002, A, = 0,0000, A3 = 1,0002, B; = 1,0002, By =
= —0,0002, B3 =0,0001.]

Tabulka 17

T 0 2T Ir B ST 0% I2x
7 7 7 7 7 7
f(r) 1,004 -0,1190 15987 02115 -0,6567 -0,3514 -1,6824

7.10.6

Sestrojte tabulku hodnot trigonometrického polynomu 1+ €'® + 2e71% v bodech x4 = 27s/4,
s = 0,1,2,3. Sestrojte k témto hodnotam podle véty 7.4 interpolacni trigonometricky polynom
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(7.4.1). Porovnejte s piivodnim polynomem a vysvétlete rozdily. Z polynomu (7.4.1) pak sestrojte
interpola¢ni polynom tvaru (7.5.3).

[Polynom (7.4.1) je 1+€!® 4-2¢%%; v tabulkovych bodech plati €31% = ¢71%_ Vztah (7.5.3) dava
puvodni polynom.

7.10.7

Ovéite funkei programu z odst. 7.8 na piikl. 7.6 (pisemné).
[Névod: V piikl. w? = —1]

7.10.8

Je znamo, Ze data v tab. 18 jsou porusené funkéni hodnoty jistého trigonometrického poly-
nomu. Provedte rychlou Fourierovu analyzu téchto dat a sestrojte tento polynom.
[4 4 cosx + 2sin 2z.]

Tabulka 18

T 0 [ [ 3 T 5T 3 e
4 2 4 4 2 4
f(x) 50003 6,7067 3,9996 1,2927 3,0001 52933 4,0005 2,7075

8 CebySevova aproximace

8.1 Nejlepsi stejnomérna aproximace.

V tomto ¢lanku shrneme zakladni fakta o aproximacich, které minimalizuji veli¢inu (1.5.1), tj.
jejichz maximalni chyba na intervalu (a, b)

(8.1.1) omax(f, ) = max |f(z) — ¢(z)|
z€{a,b)

je minimélni. Jde tu o spojity pfipad nejlepsi aproximace. Jak jsme jiz uvedli v odst. 1.5, nazyvaji
se takové aproximace éeby§evovy nebo také nejlepsi stejnomérné aprozimace. Tyto aproximace
hraji hlavni roli p#i konstrukci podprogramu pro vypocet standardnich funkci na pocitaci.

Pro jisté t¥idy aproximaci je tloha o nalezeni éebyéevovy aproximace k dané funkci f po
teoretické strance vyieSena. Uvedeme vétu, kterd charakterizuje nejlepsi stejnomérnou aproximaci
polynomem ¢&i racionéalni funkci.
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8.2 Véta.

Necht je ddna funkce f, kterd je spojitd na intervalu {a,b). Necht F,, znamend bud tFidu P,
polynomii nejvyse n-tého stupné, nebo tridu Ry, raciondlnich funkci s n+1 nezdvislymi volitelnymi
parametry.

Pak nejlepsi steynomérnd aproximace ©* funkce f je ta funkce ©* € F,, pro kterou plats:

a) Eristuje n + 2 bodi z; € (a,b), i = 0,1,...,n + 1, takovych, Ze v nich absolutni hodnota
chyby aproximace nabiyvd mazrima, tj.

(8.2.1) |Fa:) — @ ()| = max |f(x) = " (2)] = omax(f, ¢7);

b) Extrémy chyby aproximace f — ¢* v bodech x; maji stiidavd znaménka a stejnou velikost,
tj. proa S xog <11 < ... < Ty < Tps1 S b plati

(8'2'2) f($l) - QD*(l'Z) = *[f(l'z#l) - @*(xiJrl)]v 1=0,1,2,...,n.

Dukaz véty lze nalézt napt. v [3], [26].
8.3 Priklad.

V prikladu 1.6 jsme jako Cebyéevovu aproximaci funkce /% na intervalu (0,1) polynomem
prvniho stupné uvedli polynom a:—l—é. Ovérme podle véty 8.2, Ze je to skutecné nejlepsi aproximace.

V tomto ptipadé je n = 1 (polynom prvniho stupné ma dva koeficienty)u hledejme extrémy
funkce

N 1
ela) = f(a) ~ @' () = Vi~ — &
Je
exz)=2vz) -1
a z podminky €'(z) = 0 dostavame jako jediny extrém uvnit¥ intervalu (0,1) bod z1 = i s
hodnotou e(x1) = %. Dalgi extrémy jsou v krajnich bodech xg = 0 a zo = 1. V téchto bodech je
e(z0) = e(x1) = —3% (nacrtnéte si obrézek).

Extrémy jsou celkem t#i, maji stfidava znaménka a stejnou absolutni hodnotu. V ostatnich
bodech intervalu (0,1) je |f(x) — ¢*(z)] < %. Polynom z + % tedy v Py, tj. mezi polynomy tvaru
ax + b, minimalizuje veli¢inu

Qmax(ﬁ, (,0) = ma}i) |\F— (ax + b)‘

z€(0,

8.4 Algoritmus metody minimalizace maximalni chyby.

Sestrojeni Cebyéevovy aproximace byva v praktickych pfipadech obtizné. Postupuje se proto
zpravidla tak, Zze se misto ni hledaji aproximace splijici podminky (8.2.1) a (8.2.2) co nejlépe.
To znamend 7e v obou téchto vztazich se pripousti pouze ptibliznd rovnost, pocet extrému se
stiidavymi znaménky v8ak musi byt v pfesném souladu s po¢tem parametrt n + 1 funkci z F,.
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Nesestrojime tak ovSem nejlepsi aproximaci ¢*, ale pfi vhodné volbé extremélnich boda z;, i =
=0,1,...,n+ 1, dostaneme aproximaci ¢, ktera se kvalitativné od ¢* li§{ zpravidla bezvyznamné
[omax(s, §) ~ pmax(s, p*)].

P1i pfedem danych z; se pfitom vhodna aproximace ¢ d& sestrojit celkem snadno: Hodnoty
parametri se vypodlitaji ze soustavy rovnic (8.2.2). Hlavnim problémem tedy je stanoveni bodu
zi, i = 0,1,....,n + 1,. Z divodii, které zde pro nedostatek mista nemtizeme rozebirat'), je pfi
aproximaci polynomem nejvhodnéjsi volit body x; tak, aby byly rozloZeny stejné jako extrémy
Cebysevova polynomu T4 1. Pracujeme-li na intervalu (—1,1), volime tedy (srov. odst. 5.6.1)

km
P k=0,1,... 1
Tn4+1—k COSn+1, yLe,n+ 1,
neboli
1
(8.4.1) ZT; = COS <n—|—zﬂ_> , 1=0,1,...,n+1.
n+1

Pro obecny interval (a,b) pfetransformujeme (8.4.1) linearni transformaci

z= %[(b— a)r+b+al, ze(-1,1), z¢€ (ab).
Poznamenejme jesté, ze skute¢né extrémy takto vzniklé funkce f — @ nemusi padnout pravé do
bodt z; a nemusi byt vSechny stejné velké.

Uvedeny postup muzeme vzit za zadklad itera¢niho algoritmu pro minimalizaci maximalni
chyby. K n+2 bodtm CL’Z(-O) € (a,b) sestrojenym z bodi (8.4.1) vypocteme ze soustavy n+ 1 rovnic
(8.2.2) hodnoty n+1 parametrii, které uréuji funkci p(© € F,,. Najdeme extrémy funkce f—¢(©) a
body, v nichz tato extrémy nastévaji, vezmeme za nové extremalni body azgl), z nichZ opét pomoci
(8.2.2) vypotteme hodnoty n + 1 parametrii. Tyto parametry uréuji novou aproximaci go(l) €
€ F,. Déale postupujeme podobné jako s aproximaci go(o) a konstruujeme posloupnost aproximaci
o) e F,. Za urditych mirné omezujicich predpokladii se d4 dokézat [26], 7Ze o) konverguji
stejnomérné na intervalu (a, b) k Cebysevové aproximaci p* € F,, funkce f.

8.5 Priklad.

Pouzijeme algoritmus z odst. 8.4 k aproximovani funkce /T na intervalu (0,1) polynomem

prvniho stupné. Je n =1 a podle (8.4.1) po transformaci na (0, 1) dostéavame 3380) =0, xgo) = %,

X = 1. oustava L. Iro xTr) = X i :ax—i— ma poO uprave tvar
O = 1. Soustava (8.2.2) pro f(z) = ,/z, p(x) b mé po aprave t

(8.5.1) a(z®) + 2™y 126 = [P 42, i=0,1,

Pro k =0 je tudiz
1 1

Sa4 2= -2
50t 2¢i

3 1
Sa+2=1+ =2
Sa+ +2vﬁ

) Tato volba souvisi s minimaliza¢ni vlastnosti éebyéevovych polynomu popsanou v odst. 5.6.
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a jako fedeni dostavame a = 1, b = (,/2 —1)/4. Méme

V2 -1

©) () —
V(1) =2+ 1

212
Qmax(\/i> 90(0)) = 4

Této chyby se nabyva v bodé x = i, dalsi extrémy funkce f — ¢(® jsou v bodech z =0 a z = 1.
(1)

Polozime proto z;’ = 0, xgl) = i, xgl) = 1. Ze soustavy (8.5.1) tentokrat obdrzime a = 1,
b= % a o) je tudiz jiz nejlepsi stejnomérnou aproximaci funkce /% na intervalu (0,1) (viz napf.

8.3). Pro srovnéani pfipominéme, Ze

=0, 146.

1
Omax (VT 1)) = 5 = 0,125

byla tedy jiz aproximace ¢(© relativné dobrou aproximaci funkce VI

8.6 Ulohy
8.6.1

Sestrojte éebyéevovu aproximaci funkce e” na intervalu (0, 1) polynomem prvniho stupné.
[0 = 1,718 282+0,89479; omax(e”, V) = 0,106 7; o) (2) = ¢*(z) = 1,718 28x+0, 894 07;
Qmax(ema Cp(l)) = 0,105 9.]

8.6.2

Aproximujte funkci e” na intervalu (0, 1) racionalni funkci tvaru a/(1 + bz). UZijte postup z
odst. 8.4 s body 29 =0, 1 = 0,7, z2 = 1 a sestrojte p(©),
[0 (2) =1,08466/(1 — 0,613032); Omax = 0,097 8.]

9 ZvySovani presnosti vypocti extrapolaci
9.1 ZvySovani presnosti pribliZznych vypocti.

V tomto ¢lanku popiSeme vyznamnou metodu zvySovani pfesnosti pfibliznych vypocti, kterd
najde uplatnéni v nésledujicich kapitolach pfi numerickém vypoctu integrali a feSeni diferenciél-
nich rovnic.

Predpokladejme, 7Ze poc¢itdme hodnotu veli¢iny F' pomoci aproximace T'(h), kterd zavisi na
jistém parametru h, a ze plati

1.1 F = lim T'(h).
(9.1.1) lim T\(h)
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V takové situaci jsme pii pouziti celé fady numerickych metod . Tak napft. pii studiu konvergence
interpola¢niho procesu (odst. 3.32) hraje roli parametru h veli¢ina max ]:rii)l - xl(s)\, u interpo-
la¢nich spline-funkci je to podobné h = max h; (viz odst. 4.8). Jak jesté pozdéji uvidime, je pro
mnohé numerické metody typické, Ze pracnost vypoctu aproximace T'(h) pii h — 0 rychle roste a
7e navic mohou zaokrouhlovaci chyby znemoziovat uziti dostate¢né malych hodnot h, potiebnych
pro dosazeni pozadované piesnosti.

V numerické matematice v8ak o chovani chyby aproximace F' — T'(h) pfi h — 0 mame Casto
informaci podrobnéjsiho charakteru nez pouze (9.1.1). UkdZzeme nyni, jak nam takova informace
miize pomoci k tomu, abychom pii dané hodnoté parametru h dosdhli pfesnosti vyssi, nez je pro
danou metodu charakteristické. Takovym postupem pak mutZzeme obejit nutnost pracovat s prilis
malymi hodnotami h.

Ptedpokladejme, Ze pro danou numerickou metodu plati pfi h — 0 vztah

(9.1.2) T(h)=F —ch? + O(h"),

kde ¢, p, r jsou konstanty a x < p < r. je tedy F' = T'(0) a chyba aproximace je fadu hP. Informace
o chovani chyby aproximace dané vztahem (9.1.2) nam umoziiuje odhadnout F' s chybou ¥adu h”,
r > p, na zékladé dvou hodnot T'(h), feknéme pro h = H a h = qH (q # 1). Pro cely postup
pfitom sta¢i znat hodnotu p; koeficient ¢ znat nemusime. Podle (9.1.2) méame

(9.1.3) T(H)=F +cHP+O(H"),
T(qH)=F + c(¢H)? + O(H"),

nebot pii H — 0 je O((¢H)") = O(H"). Vylou¢ime-li ze vztaht (9.1.3) vyraz cHP dostavame

(6-14) F = T(H) + w +(H).
Ze vztahu (9.1.4) vidime, Ze veli¢ina
(9.1.5) T\(H) = T(H) + T(H;p__Tl(qH)

je obecné lepsi aproximaci hodnoty F' nez byly T'(H) a T'(¢H ), nebot ¥ad jeji chyby je h™ a r > p.
Vzhledem k tomu, Ze vychozi rovnost (9.1.2) ma platnost pouze asymptotickou (pro h — 0), je
ovSem tfeba mit na paméti, Ze pouziti popsaného postupu nemusi piinést zmenseni chyby pii
kazdém H.

9.2 Priklad.

Budiz f funkce spojita na intervalu (a,b), kterd ma na (a, b) spojité prvni derivace a takova,
7e pro viechna x € (a,b) existuje derivace f©)(z). Podle véty 2.4 o aproximaci Taylorovym
polynomem pak pro dostatecné mala h a x € (a,b) plati

9.2.1) Fl@th) = f(z) £ hf'(z) + %th”(a:) + éh3f’”(x) + 2—14h4f(4) (z) + O(hP).
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Odtud ihned plyne vztah

f(l’ + h) — f(:L‘ — h) _ f’(a:) + thf"'(x) + O(h4)
2h 6
[nebot O(R®)/(2h) = O(h*)]. Vztah (9.2.2) dava numerickou metodu pro pfiblizny vypocet f'(z)
z hodnot funkce f. Klademe f'(z) ~ [f(z + h) — f(z — h)]/(2h) s chybou aproximace fadu h?.
Jak uvidime v ¢l. 15, je tento postup pro velmi mal4 h nestabilni.
Polozime-li T'(h) = [f(z + h) — f(z — h)]/(2h), mazeme podle (9.14) s q=2,p=2,1r =4 ze
dvou hodnot T'(h) pro h = H a h = 2H spocitat

(9.2.2)

(0.2.3) /(@) = T(H) + O(HY), Ta(H) = T(H) + S [T(H) ~ T(2H)

Veli¢ina T (H) davé tedy piiblizeni hodnoty f/(x) s chybou O(H?) (pfi H — 0).
9.3 Richardsonova extrapolace.

Postupu pro zvySovani presnosti vysledkua ziskanych numerickou metodou, ktery jsme popsali
v odst. 9.1 a pouzili v piikl. 9.2, se fikd Richardsonova extrapolace nebo extrapolace na h = 0.

Cely postup muzeme totiz chépat jako interpola¢ni ulohu. Prvni dva ¢leny rozvoje (9.1.2)
tvofi polynom F' + ch? prvniho stupné v hP. Richardsonovou extrapolaci mizeme vyklddat tak,
ze hodnotami T'(H), T'(¢H ) prokladame polynom Lj(h) prvniho stupné v proménné h?, Li(h) =
= a+bhP, a hodnotu F aproximujeme hodnotou a = L;1(0), [Protoze bod h = 0 lezi mimo interval
(H,qH), jde o extrapolaci.| Skute¢né, pouzijeme-li vzorec (3.5.1), kde nyni bude f(x¢) = T(H),
flx1) =T(¢H), xo = HP, 1 = (¢H)P, z = 0, dostavame po tpravé

_ T(H) ~ T(gH)

L1(0) prg—

)

coz je totéz jako velicina Ty (H) z (9.1.5).
9.4 Algoritmus opakované Richardsonovy extrapolace.

Pokud umime vyjadiit T'(h) v mocninach h podrobnéji [tj. rozepsat dale ¢len O(h") v (9.1.2)],
mizeme Richardsonovou extrapolaci opakovat zptisobem, ktery nyni popiseme, a prokladat hod-
notami T'(h;), i = 1,2,..., polynomy vysich stupnu. Algoritmus opakované Richardsonovy ex-
trapolace je soucasti nékterych velmi efektivnich programu pro feSeni tloh, kterymi se budeme
zabyvat v nasledujicich kapitolach.

Pro jednoduchost se v dal§im vykladu omezime na specidlni piipad, ktery je pro pouziti
Richardsonovy extrapolace typicky, a budeme predpokladat, ze plati

(9.4.1) T(h) =F 4+ aohp + a1h2p + CLQh?’p + ..,

kde ag, a1, asg, ... jsou konstanty nezavislé na h. Castecneé soucty tohoto rozvoje jsou tedy polynomy
v hP. Navic budeme pfedpokladat, 7e parametry h;, pro které po¢itame T'(h;), tvofi geometrickou
posloupnost

)

(9.4.2) H,q'H,¢%H,...;
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obvykle se tu klade ¢ = 2. Algoritmus opakované Richardsonovy extrapolace bude nyni spocitat v
tom, Ze hodnotami T'(H), T(¢"*H), ..., T(q~*H) prolozime interpolacni polynom S-tého stupné v
hP a F' aproximujeme hodnotou tohoto polynomu v bodé h = 0; k vypoctu této hodnoty pouzijeme
Nevilliiv algoritmus (3.16.2) s x; = (¢ *H)P.

Vysledny algoritmus miizeme nyni zapsat takto:

(9.4.3) Pro s=0,1,...,5:
Tso = T(qisH).
Pro k=1,2,...;s:

Ts,k—l - Ts—l,k—l

Top = Tsp
sk s,k 1+ qkp—].

Da se ukazat |29], ze pro dostate¢né malé H jsou hodnoty Ty, k = 1,2, ..., stale lepsimi priblizenimi
veli¢iny F'. Za nagich predpokladi pro tato hodnoty totiz plati

(9.4.4) T (H) = F + o) HEOP 4 o8] g2 o

Rozvoje typu (9.4.1) maji v praxi zpravidla p = 1 nebo p = 2; vidime, Ze pro vétsi p bude u¢inek
Richardsonovy extrapolace zietelngjsi (chyba bude pro dostatetné mala H klesat rychleji).

Ruéni vypocet podle algoritmu (9.4.3) se stejné jako u Nevillova algoritmu uspofadava do
trojuhelnikového schématu hodnot Ty, k < s. Vypocet je zde jednodussi nez v obecném algoritmu
(3.16.2). Hodnoty Ty ve sloupci k se vypoctou tak, ze se k hodnoté T ;_; v sousednim levém
sloupci schématu, pficte veli¢ina A/(¢*? — 1), kde A je rozdil dvou hodnot v sousednim levém
sloupci, totiz T 1 a Ts—1 k—1. Pro typickou volbu ¢ = 2 a p = 1 tedy pricitame veli¢iny (postupné
po sloupcich) A/1,A/3,A/7, /15, ..., pro p = 2 pFi¢itame A/3, A/15, /A /63, /A /225, ....

V praxi nezname piedem hodnotu S potiebnou k dosazeni pozadované piesnosti. Algoritmus
(9.4.3) proto pouzivame pro s = 0,1, 2, ... tak dlouho, az je ¢ = |Ts,—Ts_1 x| mensi nez pozadovana
pfesnost, a jako pfibliznou hodnotu F' uzijeme T ;4 1. Absolutni hodnota chyby aproximace se
pak da odhadnout jako €.

9.5 Priklad.

Pro dostate¢né hladkou funkci f plati nejen (9.2.2), ale dokonce

(9.5.1) fl+ h)%f(x —h) f'(z) + a1h® + agh* +azh® + ...

Piikladem takové funkce je In 2. Pouzijeme nyni algoritmus (9.4.3) v vypoctu f'(3) pro f(z) = Inz.
Hodnoty funkce Inz vezmeme z Sestimistnych tabulek a polozime ¢ = 2, H = 0,8. Podle (9.5.1)
je p = 2. Bude tedy

hs= (¢ °)H=2"°-0,8

In(3 + hy) —In(3 — hy)
2hs

Algoritmus opakované Richardsonovy extrapolace da v tomto piipadé vysledky uspofadané do

tab. 19. U hodnot A/3 a A /15 uvadime - podobné jako v tabulkich diferenci - pouze vyznamné

TSO =
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Cislice. Protoze To; = T3 na 6D, predpokladame, ze f'(3) = T2 = 0,333330 (na 6D). Presna
hodnota je 0,333 333 (na 6D) a skutetné chyba je 3-107¢ (vliv zaokrouhlovani).

V piipadé p = 2, ¢ = 2 se da obecné ukézat, ze jsou-li hodnoty Ty, s = 0,1, 2, ..., zatizeny
chybami, jejichz absolutni hodnota nepfevySuje J, projevi se tyto chyby v dalSich extrapolac-
nich hodnotéch Ty chybami velikosti nejvyse 24. V naSem piikladu je absolutni chyba Tyo vznikla
zaokrouhlovanim maximalné 1076 /(2h) < 5-107%, coz d4va pro chyby v Ty jako odhad ¢&islo 1075,

Tabulka 19
S hs TSO A/S Tsl A/15 TSQ
0 08 0,341590
1 04 0,335330 -2087 0,333243
2 02 0333830 - 500 0,333330 6 0,333 336
3 01 0333455 - 125 0,333330 0 0,333 330

9.6 Varianty extrapola¢niho algoritmu.

Myslenka extrapolace na h = 0 je mnohem obecnéjsi nez postup uvedeny v odst. 9.1 az 9.5.
Neni napf. nutné, aby pouzivané hodnoty h tvofily geometrickou posloupnost. Casto se pouziva
posloupnost

H7 57 37 Za Ea gv E) L)
kterd ma u mnohych numerickych metod za nésledek mensi celkovou pracnost vypoctu.
Stejnym zptisobem jako polynom je mozno hodnotami T'(h) prokladat interpolani racionalni

funkci a k vypoctu T'(0) pouzit algoritmus (4.1.3). Vysledny algoritmus, ktery se osvédéil pii

9.7 Ulohy
9.7.1

Predpokladejme, Ze hodnoty Ty, s = 0,1,2, ..., a algoritmu (9.4.3), kde p = 2, ¢ = 2 jsou
zatizeny chybami, jejichz absolutni hodnota je nejvyse §. Odhadnéte maximalni mozné nepiesnosti,
zpusobené témito chybami v hodnotach T, k== 1,2, 3.

[k =1:56/3,k=2:165/9, k =3 :10405/567.]

9.7.2

Je dana tabulka hodnot funkce f(z) = (1 +sinz)~! (tab. 20). Pouzijte postup z piikl. 9.2 a
vypocitejte pfibliznou hodnotu f(0,2).
[T1(0,1) = —0, 681 8; piesné hodnota (na 4D) je —0,6821.]
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Tabulka 20

z 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
f(x) 1,0000 0,9092 0,8343 0,7719 0,7197

9.7.3

Podobné jako v piikl. 9.5 vypocitejte s absolutni pfesnosti % - 1072 piibliznou hodnotu f’(1),
kde f(x) = e®. Volte H = 0, 8. Pracujte na 4D.
[The = 2,7183, Toy — Tiy = 2,2-1073, f/(1) = 2,7183

9.7.4

[5] Predpoklada se, ze jista fyzikalni veli¢ina X zavisi na tlaku P podle vztahu X = co+
+c1P? + coP3 4 ¢3P%, kde ¢, 1, 2, c3 jsou nenulové konstanty. Stanovte piibliznou hodnotu X
ve vakuu (P = 0) z naméfenych hodnot uvedenych v tab. 21.

[Navod: Uzijte Richardsonovou extrapolaci; X (0) = 491.|

Tabulka 21

P 08 04 02 01 005
X 740 487 475 485 489
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II. Numericky vypocet integralu a derivace

10 Obecné o metodach pro vypocet integralu a derivace

10.1 Uvod.

Metody aproximace funkci popsané v piedchazejici kapitole jsou zdkladem mnoha postupi a
algoritmi numerické matematiky. V této kapitole se budeme zabyvat pfevazné pozitim nékterych
aproximaci popsanych v kap. I pro pfiblizny vypocet integralu

b
(10.1.1) I(f) = /f(x)dx

(pfedpokladame ovsem, ze funkce f je na intervalu (a,b) integrovatelna). Posledni ¢lanek kapitoly
vénujeme piibliznému vypoctu hodnoty derivace.

10.2 Princip metod pro priblizny vypocet integralu a derivace.

Numerické metody vypoc¢tu integralu uzivaime zejmeéna tehdy, kdyz integral I(f) neni moZno
vypod&itat analytickymi metodami (velmi ¢asty pripad!). Numerické metody pouZivame ale i v
téch pfipadech, kdy je analyticky vypocet prili§ pracny. V pfipadé, Ze je funkce f zadana pouze
tabulkou ¢i grafem, je pouziti nékteré ptiblizné metody k vypoctu integralu ¢i derivace nezbytnosti.

Ptirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu a derivace vychézi z vysledkt kap.
I o aproximaci funkci. Danou funkci f nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢. Pak za pf¥ibliznou
hodnotu derivace f’(z) prohlasime ¢'(x); jako aproximaci integralu I(f) pouzijeme I(y), tj. in-
tegral z funkce ¢, ktery stanovime analyticky. T¥idu aproximaci, z nichz vybirdme ¢, volime tak,
aby bylo mozné integral ¢i derivaci aproximujici funkce snadno urc¢it. V metodach této kapitoly
budeme vétsinou f aproximovat Lagrangeovymi interpolaé¢nimi polynomy. Metody, které
zde budeme studovat, budou pak k pfibliZznému vypoctu integralu ¢i derivace pouzivat linedrni
kombinace hodnot f(x) v nékterych bodech z € (a,b).

P#i numerickém vypoctu integralu plati, ze je-li integrovatelna funkce ¢ dobrou aproximaci
funkce f na celém intervalu (a,b), je integral z ¢ dobrou aproximaci integralu z f, nebot

b b b
w21) | [ fa)ds [oas] < [170) - p@ldr = (- ) swp [£(e) - oo

z€{a,b)

Pti numerickém vypoctu derivace vSak musime byt obezfetni. I kdyz ¢ je dobrou aproximaci
funkce f, nemusi byt ¢'(z) stejné dobrou aproximaci hodnoty f/(z) ve vSech bodech z € (a,b).
Maximum absolutni hodnoty funkce f — ¢’ na intervalu (a, b) mize byt mnohem vétsi nez maxi-
méalni absolutni hodnota f — . Uvedeme ilustrativni pfiklad.
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10.3 Priklad.

Budiz f(x) = e, p(x) = 14 z. (Tayloruv polynom prvniho stupné pro e* v okoli bodu z = 0)
a za interval (a,b) vezméme interval (0;0,1). Pro chybu aproximace funkce f polynomem ¢ na
intervalu (0;0, 1) plati

max |f(z) — ¢(z)| = ®' — (14 0,1) = 0,005 2

Vgechny derivace funkce f se opét rovnaji e®. Prvni dvé derivace aproximujici funkce ¢ jsou
¢ =1, ¢" =0. Plati tedy

max | f'(z) — ¢/(z)| = ”' — 1 =0,1052,

max| " (z) — ¢ (z)] = .

Vidime, ze chyba v prvni derivaci je v bodé = = 0,1, asi dvacetkrat vétsi nez chyba aproximace
17(0,1), hodnota ziskana timto zpisobem jako aproximace hodnoty ¢ je zcela nesmyslna.
P1i vypoctu integralu je situace jinid. Mame
0,1
/ewd:v =% —1=0,1052.
0

Pouzitim aproximace ¢ dostavame jako pfibliznou hodnotu tohoto integralu

(=]

1
1
(1+x)dm:0,1+§.(0,1)2:0,105

)

S

s chybou 0,000 2.
10.4 Kvadraturni vzorce.

Pro numerickou aproximaci ur¢itého integralu se ¢asto pouziva termin numerickd kvadratura,
a to proto aby se tato tlohy odligila od numerické integrace®) oby¢ejnych diferencialnich rovnic.
Vzorce, které udavaji aproximace urcitych integrali, se pak nazyvaji kvadraturni vzorce. Studiem
takovych vzorca se nyni budeme zabyvat.

10.5 Priklad.

Odvodime kvadraturni vzorec pro pfiblizny vypocet integralu (10.1.1) tak, Ze na intervalu
(a,b) nahradime funkci f interpola¢nim polynomem prvniho stupné s uzly a, b. Polozime tedy
(viz odst. 3.5)

_xz—b T —a

o) = = fo) + T

f(b)

%) Oba terminy zavadime pro potieby tohoto seitu, nejde tu o ustélenou terminologii.
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a integral I(f) aproximujeme integrélem z funkce ¢. Dostavame tak

b b
(10.5.1) I(f):/f(a:)dxz/cp(x)dm:
’ b ba b
= f@) [ £ pde 1) [ 70 =
b—a b—a
=+ ) ~ ()

Vidime, ze ziskany kvadraturni vzorec K (f) mé tvar linearni kombinace funk¢nich hodnot s ko-
eficienty (b—a)/2, (b—a)/2. Cely postup je mozno ilustrovat také geometricky. V pfipadé funkce
f, jejiz graf je znazornén na obr. 4, pfedstavuje integral I(f) obsah kiivo¢arého obrazce ABCD.
Hodnota ziskana kvadraturnim vzorcem K(f) je rovna obsahu (b — a)[f(a) + f(b)]/2 lichobé&z-

Jr) a

L 4

Obrazek 4:

nika ABCD [vzorec (10.5.1) se proto nazyva lichobéznikové pravidlo|. Integral I(f) muzeme ale
aproximovat také obsahem lichob&Zznika AB'C'D, kde B'C’ je tetna ke k¥ivce y = f(x) v bodé
x = (a+b)/2. Protoze obsah lichob&Znika AB’C’D je roven obsahu obdélnika AEF D, mé piislusny
kvadraturni vzorec tvar (lichobéznikové pravidlo)

a+b

K()=0-ar

).

V tomto pfipadé jsme f vlastné aproximovali konstantou f((a + 0)/2); véimnéte si opét linedrni
zévislosti hodnoty K (f) na pouzité funkéni hodnoté.

Obr. 4 naznacuje, ze patrné mizeme ocekavat, ze absolutni hodnota chyby kvadratury, tj. roz-
dilu I(f) — K(f), bude mensi pro malé intervaly (a,b) a pro ty funkce f, které na (a, b) nevykazuji
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prudké zmény. Déle miizeme cekat, ze obdélnikové pravidlo bude obecné ponékud presnéjsi nez li-
chobé&znikové. Viimneme si také toho, Ze bude-1i f polynom prvniho stupné (grafem takové funkce
je piimka), bude jak lichobé&znikoveé, tak obdélnikové pravidlo davat hodnotu integrdlu pifesné

[bude I(f) = K(f)].

10.6 Interpolac¢ni kvadraturni vzorce.

V tomto odstavci popiSeme obecné kvadraturni vzorce pro vypocet I(f) zaloZené na aproxi-
mace integrované funkce f interpola¢nim polynomem. Postup odvozeni je podobny jako v piikl.
10.5. Funkci f v integralu I(f) nahradime interpola¢nim polynomem p, n-tého stupné s uzly
Zo, L1, ..., Tp Navzajem raznymi a lezicimi v intervalu (a, b). Polynom p,, zapieme v Lagrangeové

tvaru (3.3.1)
pule) = 3 Faai(a)
1=0

a integraci od a do b dostaviame hledany kvadraturni vzorec

b n
(10.6.1 K() = [ 3 flaitonds = 3 wif (),

kde
(10.6.2) w; = /li(x)da:.

Vzorec (10.6.1) ma opét tvar linedrni kombinace funkénich hodnot v bodech z;, i = 0,1,...,n.
Témto bodum tikame také uzly kvadraturniho vzorce. Koeficienty w; se nazyvaji koeficienty kva-
draturniho vzorce (10.6.1) (nékdy také wdhy). Vsimneme si toho, Ze koeficienty w; nezavisi na
integrované funkci f a daji se pii zadanych uzlech snadno vypocitat. Kvadraturni vzorec tvaru
(10.6.1) se nazyva interpolacni kvadraturni vzorec. Obdélnikové a lichob&znikové pravidlo z piikl.
10.5 jsou tedy interpola¢ni kvadraturni vzorce.

Interpola¢ni kvadraturni vzorce s n 4+ 1 uzly x;, ¢ = 0,1, ...,n, maji tu vlastnost, Ze integruji
presné vSechny polynomy n-tého stupné (a stupiii mensich nez n-tych). Snadno se o tom piesvéd-
¢ime, uvazime-li, ze chyba aproximace E polynomu n-tého stupné (a stupiiit mensich nez n-tych)
interpolaénim polynomem s n + 1 uzly je pro v8echna = € (a,b) rovna nule (viz odst. 3.12). Pro
chybu e(f) = I(f) — K(f) interpolaéniho kvadraturniho vzorce totiz plati

(10.6.3) e(f) /b Flade — Y wf(e) = /b fa)da /b Pu()da = /b E(a)de,
a =0 a a a

kde E(z) = f(x) — pn(z). Je-li tedy E(x) =~ 0 jako v piipadé integrace polynomi nejvyse n-tého
stupné, je také e(f) = 0. Podminka F(x) =~ 0 neni oviem nutnou podminkou pro to, any se
integrél z funkce E, tj. e(f), rovnal nule. Pozd&ji uvidime (viz ¢l. 13), Ze vhodnou volbou uzli z;,
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i =0,1,...,n, se da docilit toho, ze interpola¢ni kvadraturni vzorec (10.6.1) bude davat piesnou
hodnotu integralu pro polynomy az do (2n + 1)-niho stupné.

V souvislosti s tim, co jsme prévé fekli o integrovani polynomi, a s Weierstrassovou vétou
1.10 o aproximaci spojité funkce polynomem se zavadi pojem algebraického Tddu kvadraturniho
vzorce (10.6.1). Je to nejvétsi takove &islo N, Ze vzorec (10.6.1) dava hodnotu integralu presné
pro polynomy z;, i = 0,1,...,n, [slovo "nejvétsi" zde znamena, ze e(zV*t1) # 0]. Protoze jak
integral, tak kvadraturni vzorec (10.6.1) zaviseji na integrované funkci linearné, je vzorec fadu N
pfesny pro viechny polynomy N-tého stupné (a stupiiti mensich). Algebraicky fad interpolac-
nich kvadraturnich vzorcti s n+1 uzly x;, ¢ = 0,1, ..., n, je vZdy nejméné n. Rad lichobéznikového
a obdélnikového pravidla je roven jedné (viz tulohu 10.8).

Pojem algebraického fadu kvadraturntho vzorce dava jistou charakteristiku presnosti aproxi-
mace ziskané timto vzorcem. Uzitim polynomt vyssich stupiii zifejmé mizeme dobie aproximovat
8irsi t¥idu funkci nez polynomy nizsiho stupifii. Obecné muzeme proto ocekdvat, ze pro mnohé
dostate¢né hladké funkce budou vzorce vyssiho fadu davat pfibliznou hodnotu integralu piesnéji.
Odhady chyb kvadraturnich vzorci, které uvadime v dalsich ¢lancich této kapitoly, jsou s touto
intuitivni pfedstavou zcela v souladu.

Odnikud ov8em neplyne, Ze vzorec vyssiho fadu musi dat presnéjsi aproximaci integralu I(f)
pro kazdou spojitou funkci f. To by Ctendfe nemélo vibec piekvapit, vzdyt jsme se jiz v
odst. 3.32 zminili o tom, Ze interpolac¢ni polynomy nemusi zejména pii ekvidistantnich uzlech
wl(-n) =a+th,i=0,1,..,n, h = (b —1)/n, konvergovat pii n — oo k aproximované spojité
funkci f. Podobné se pfi pevné zadaném systému uzli :172(-"), 1 =0,1,...,n, a vypoctu integralu
interpola¢nimi kvadraturnimi vzorci tvaru (10.6.1) ned& vzdy dosdhnout toho, aby pro vSechny
spojité funkce f platilo

n b
(10.6.4) nlLr&Zwl(n)f(wEn)) = /f(ac)dx
i=0 s

(viz [3]). Takové systémy kvadraturnich vzorcii s koeficienty wgn), i=0,1,... ... ,n, a uzly :cz(n),
i = 0,1,...,n, definovanymi pro v8echna n = 0,1, ..., které maji vlastnost (10.6.4) pro kazdou

spojitou funkci f, budeme nazyvat konvergentni kvadratury.
10.7 SloZené kvadraturni vzorec.

V piedchozim odstavci jsme upozornili na to, Ze ptes uzite¢nost kvadraturnich vzorci vyssich
Ffadi muze byt snaha o dosazeni pozadované presnosti zvySovanim algebraického radu vzorce
neuspésnd. Navic muze byt takovy postup nékdy nepohodlny, nebot uzly a koeficienty zaviseji
nejen na intervalu integrace (a, b), ale také na fadu kvadraturniho vzorce. Zména adu kvadratury
pak znamené nutnost nové uzly a koeficienty bud postupné vypocitat, nebo jejich dostatetné
giroky soubor uchovivat v paméti pocitace.

Tyto skutecnosti vedou k tomu, Ze se pii numerickém vypoctu integrald mnohdy zvysSuje
presnost aproximace nikoli zvySovanim algebraického Fadu pouzitého kvadraturniho vzorce, ale
postupnym délenim intervalu (a, b) a uzivanim stéle stejného vzorce na jednotlivych dil¢ich inter-
valech (pozdé&ji uvidime, ze chyba aproximace p¥i zmensovani b — a obecné klesa).
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Postupujme tedy formalné tak, zZe interval (a, b) rozdélime na kone¢ny pocet intervalt (a;, b;),
j=12,...,m (a1 =a, by, =0, bj = aj11), a polozime

b m m
(10.7.1) I(f) = /f(x)d:c: Z/f(x)da:z Z/%(z)dm
a J=1g. J=1g.

a;

kde ¢;(x) je aproximaci funkce f na intervalu (a;, b;). Sec¢teme-li kvadraturni vzorce pro jednotlivé
intervaly (aj,b;), j = 1,2,...,m, dostavame kvadraturni vzorec pro cely interval (a,b), ktery
budeme nazyvat vzorcem sloZenym; kvadraturnim vzorcim pro diléi intervaly (aj;,b;) budeme
fikat wzorce zdkladni. Pouziti slozeného kvadraturniho vzorce je ekvivalentni ndhradé funkce f
aproximaci ¢ takovou, ze ¢(x) = ¢;(x) pro = € (aj,b;), j =1,2,...,m.

Aproximujeme-li nap¥. integral pres kazdy z dil¢ich intervald lichob&znikovym pravidlem, do-
stavame jako vysledek slozené lichobé&znikové pravidlo. Pouziti slozeného lichobéznikového pravidla
je pak ekvivalentni aproximaci funkce f funkeci ¢, ktera je na kazdém intervalu (a;, b;) polynomem
prvniho stupné interpolujicim funkci f v uzlech a; a b;. Grafem funkce ¢ je lomend ¢éra.

10.8 Uloha.

Ukazte, ze algebraicky rad lichobéznikového pravidla a obdélnikového pravidla z piikl. 10.5 je
roven 1.
[Navod: Vypocitejte témito kvadraturnimi vzorci pfibliznou hodnotu integralu I(f) pro f(x) ~

~1, f(z) ==, f(x) =22

11 Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce

11.1 Odvozeni Newtonovych-Cotesovych vzorcii.

Zékladni tvar téchto kvadraturnich vzorct vznikne tak, Ze na intervalu integrace nahradime
integrovanou funkci f jejim interpola¢nim polynomem s ekvidistantnimi uzly. Newtonovy-
Cotesovy kvadraturni vzorce se vétsinou pouzivaji ve slozeném tvaru z toho divodu zamé-
fime na§ popis a dalsi oznaceni tak, abychom mohli snadno zapsat jak vzorce zakladni, tak slozené.
Pri konstrukei slozenych vzorcti budeme pro jednoduchost interval (a, b) délit na intervaly (a;, b;)
rovnéz ekvidistantnim zptUsobem, tj. vSechny tyto diléi intervaly budou stejné dlouhé.
Takto vzniklé sloZené vzorce budou mit velmi piehlednou strukturu a algoritmy vypoctu podle
nich se daji snadno realizovat uz pomoci kapesniho kalkul4toru.

Pro pohodlny zapis nebudeme v ¢l. 11 odlisné oznacovat uzly zékladnich kvadraturnich vzorca
a koncové body dil¢ich intervali slozenych vzorci. Budeme vychézet z toho, Ze cely interval (a, b)
ekvidistantné rozdélime pomoci bodu

(11.1.1) xr=x0+kh, k=0,1,...,N,

vzdalenych od sebe h a takovych, ze o = a, xxy = b. Bude tedy
b—a

11.1.2 h = .

(1112) -
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11.1.1 Obdélnikové pravidlo.

Zakladni kvadraturni vzorec zde odvodime tak, Ze na intervalu (xy, zx+1) nahradime funkci f
konstantou rovnou hodnoté f(zj + $h) (viz prikl. 10.5). Dostavame

Th4+1

(11.1.3) / f(z)dz ~ hf (zk + ;h> = R.(f;h).

Tk

SloZzeny vzorec mé tvar (interval (a,b) délime na N dil¢ich intervalil)

b N-1 Fkil N-1 1
(11.1.4) /f(:v)da: = Z / f(x)dx = h Z f (l‘k + 2h> = R.(f;h)
; k=0 3 k=0

a odpovida tomu, Ze jsme nahradili funkci f na intervalu (a, b) po ¢astech konstantni funkei (srov.
s definici integralu).

11.1.2 LichobéZnikové pravidlo.

Zakladni vzorec odvodime tak, Ze na intervalu (xy,xp41) nahradime funkci f linedrnim in-
terpolacnim polynomem, ktery interpoluje f v uzlech xy a xgy1. Zcela stejné jako v piikl. 10.5
dostaneme

(11.1.5) / F@)de = L) + Fleen)] = To(f:h).

Tk
Slozeny vzorec ma tvar

b

(11.1.6) /f(x)dx R

a

[f(x0) + 2f (x1) + 2f (x2) + ... + 2f (wn—1) + flan)] =

a odpovid4d nahrazeni funkce f na intervalu (a,b) aproximaci ¢, kterd je po Castech polynom
prvniho stupné.

11.1.3 Simpsonovo pravidlo.

Zakladni vzorec zde odvodime tak, Ze na intervalu (zy, rp42) nahradime funkei f interpolac-
nim polynomem ¢y druhého stupné (parabola), ktery interpoluje f v bodech xp, ki1, Tr12. Po
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integraci funkce ¢y dostavame (viz ulohu 11.10.1)

Tk+2 Tk+2
(11.1.7) /f(a:)dxz/gok(aj)dx:

- g[f(xk) +4f(zk41) + fars2)] = S:(fi h).

SloZeny vzorec ma tvar

b
(11.1.8) /f(x)dx %g[f(ﬂfo)+4f($1)+2f(952)+4f(~"33)+~-

o+ 2f(zn_2) +4f(xn_1) + flzn)] = S(f; h);

z jeho konstrukce vyplyva, ze v piipadé slozeného Simpsonova pravidla musi N byt sudé &islo.
(Interval (a,b) jsme tentokrat rozdélili na N/2 dil¢ich intervali.)

11.2 Priklad.

Vypocitejme zakladnimi kvadraturnimi vzorci z pfedchoziho odstavce ptibliznou hodnotu in-

tegralu
1,2

/emdm.
1

Vypocet provedeme na 5D. Pfesnd hodnota integralu (na 5D) je 0,601 84.

Dostavame

R.(e;0,2) = 0,25 = 0,60083
a dale
0,2
2

Chyba aproximace obdélnikovym pravidlem je tedy 0,001 01 a chyba lichobéznikového pravidla
je —0,00200. Vsimneme si toho, ze obdélnikové pravidlo mé vskutku o néco mensi chybu nez
lichobéznikové a ze obé chyby maji opatna znaménka (srov. piikl. 10.5).

Simpsonovo pravidlo pii h = 0,1, da

T.(%;0,2) = —=(e 4+ e"?) = 0,603 84.

0,1
S.(e";0,1) = ’?(e + 4ebt + eb?) = 0,601 84.

coz je na 5D piesnd hodnota hledaného integralu.
11.3 Algoritmus sloZzeného Simpsonova pravidla.

Algoritmus vypocétu podle slozeného obdélnikového a slozeného lichobéznikového pravidla se
prakticky redukuje na pfimocary vypocet sumy tvaru . f(x;). Algoritmus vypoctu podle Simpso-
nova pravidla je jen nepatrné komplikovanéjsi. Vstupnim parametrem vsSech algoritmu pro vypocet
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integréalu I(f) je mimo jiné soubor hodnot integrované funkce ve v8ech uzlech pouZi-
tého kvadraturniho vzorce. Tento soubor hodnot miize byt napf. zadan tabulkou. P#i vypo¢tu na
pocitaci je snad jesté Castéjsi ten zptlisob, Ze pfi numerickém vypoctu integralu dodava potiebné
funké¢ni hodnoty podprogram, konstruovany uzivatelem daného kvadraturniho algoritmu (napf. na
zékladé vzorce popisujiciho integrovanou funkci). Skute¢nost, ze soubor hodnot funkce f je tim
¢i onfm zptisobem k dispozici, zndzornime tak, Ze do vstupnich parametri algoritmu zahrneme
symbol " f(x)".
Nasleduje jedna z moznosti, jak algoritmicky realizovat sloZzené Simpsonovo pravidlo:

(11.3.1) Vstup: a,b, f(z), N.
Konstanta, zda N je sudé, N < 2.
h=(b—a)/N;
s= f(a)+4f(a+h)+ f(b); x =a+ 2h.
Je-li N =2, jdi na POKR.
Pro k=2,4,5,.... N —1:
s=s+2f(x)+4f(x + h);
T = x + 2h.
POKR: s = hs/3.
Vystup: S(f;(b—a)/N) =s.

11.4 Priklad.

Ukazeme vysledky pouziti slozeného obdélnikového a lichobéznikového pravidla k pfibliznému
vypoétu integralu funkce zadané tabulkou hodnot (tab. 22). Po¢itame piibliznou hodnotu

pomoci kvadraturnich vzorca R(f;h) a T'(f; h). Vysledky (na 5D) jsou shrnuty v tab 23.

Tabulka 22 byla ziskana z hodnot funkce f(x) = (sinz)/z. Pfesna hodnota pocitaného inte-
gralu na 4D je 0,7721. Ovéite, ze v tomto piikladu jsou chyby I(f) — R(f;h) zhruba tmérné
I(f) =T(f; h)-

Tabulka 22

T 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
f(r) 1 099833 099334 098507 097355 0,95885 094107 0,92031 0,896 70
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Tabulka 23

h  R(f;h) T(f;h)
0,8 0,77884 0,758 68
0,4  0,77376 0,768 76
0,2 0,77251 0,771 26
0,1 - 0,771 89

11.5 Chyba obdélnikového, lichobéZnikového a Sipmsonova
pravidla.

Predpokladame-li, ze funkce f méa dostateény pocet spojitych derivaci, mizeme na zakladé
vztahu (10.6.3), kam za FE(x) dosadime konkrétni vyjadieni pro chybu aproximace piislusnym in-
terpolacnim polynomem, odvodit vzorce pro chybu zakladnich kvadraturnich vzorca
R,, T, aS,. Cely postup je technicky pomérné komplikovany a zainteresovaného ¢tenafe odka-
zujeme na podrobné uebnice numerické matematiky, napf. [26]. [Upozoriiujeme napf. na to, ze
nelze piimocaie integrovat vztah (3.10.1), nebot £ je tam blize neznamou funkci proménné z.|

Vysledkem takového odvozeni jsou vztahy

Thk+1

3
(11.5.1) / f(z)dz = R.(f;h) + %f”(fff),
Tk41 3
(115 | #ards =i - (€D,
(1153 [ sde=s.(fi) - G e,

kde f,f a f,;r jsou blize neurcené bodi z intervalu (zg, zx11), zatimco 5;3 lezi v intervalu (xg, x42).
U obdélnikového a lichobéznikového pravidla zde pfedpokladame spojitost druhé derivace integro-
vané funkce, u Simpsonova pravidla spojitost ¢tvrté derivace na piislusném intervalu integrace.
Opét vidime, Ze obdélnikové a lichobéznikové pravidlo integruje pfesné polynomy prvniho stupné.
Simpsonovo pravidlo je pfesné dokonce pro v8echny polynomy tietiho stupné.

Ze vztahu (11.5.1) az (11.5.3) se snadno odvodi analogické vztahy pro slozené vzorce.
Ukézeme to na piikladu lichobéznikového pravidla. Se¢tenim vzorct
(11.5.2) pro k =0,1,..., N — 1 dostaneme

h3 N-—1
(11.5.4) /f(x)dx =5(fih) - 5 > FED,
o k=0



Predpokladame-li, ze f” je funkce spojitd na celém intervalu (a,b), plyne ze zékladnich vlastnosti
spojitych funkci, Ze suma na pravé strané (11.5.4) se rovna N f”(£), kde £ je blize neurfend bod
intervalu (a, b).

Z (11.5.4) tak dostavame konetny vztah pro chybu slozeného lichobéznikového pravidla

2

f(€), &€ (ab),

b
(11.5.5) /f(x)da::T(f;h) —(b—a)%

(pouzili jsme jesté to, ze Nh = x, — x9 = b — a.) Za stejného piedpokladu o funkci f (tj. f” je
spojita na (a, b)) plati

b h2
(1156 [ H@)de = BB + 0= a3 1@, €< (ab)
a je-li f® spojita na (a, b), dostavame
b h4
(1157) [ H@ads = st~ (- )1 7V, €€ @b

Z (11.5.5) az (11.5.7) vidime, Ze za nagich pfedpokladi o funkci f jsou p¥i h — 0 chyby slozeného
obdélnikového a lichobéznikového pravidla velikosti O(h?), chyba slozeného Simpsonova pravidla
velikosti O(h*). Pro h — 0 (a N — 00) tedy zejména piiblizna hodnota ziskand Simpsonovym
vzorcem rychle konverguje k piesné hodnoté integralu. Nebude-li pfedpoklad o patfiéné hladkosti
integrované funkce splnén, miize byt naproti tomu konvergence k integralu z takové funkce velmi
pomala.

V piikladu 11.2 jsme obdélnikovym pravidlem ziskali z jedné funkéni hodnoty fadové stejné
presny vysledek, jako dalo lichobéznikové pravidlo ze dvou funkénich hodnot. Chyba obou vzorci
ve slozeném tvaru je O(h?), a i kdy# zakladni obdélnikové pravidlo uzivd pouze jedno hodnotu
funkce f, kdezto lichobé&znikové pravidlo dvé hodnoty, tento rozdil se u slozenych vzorcu stira. Pti
pevném h = (b — a)/N je k vypoctu R(f;h) zapotiebi N funkénich hodnot, k vypoctu T'(f;h)
N + 1 hodnot [viz (11.1.4), (11.1.6)]. Jsou tedy oba vzorce zhruba stejné efektivni.

Praktické pouziti vztaht (11.5.5) az (11.5.7) je limitovano tim, Ze nezname &isla £, kterd v
téchto vztazich vystupuji; vime jen, Ze lezi nékde na intervalu (a,b). Uvedené vztahy tedy davaji
spiSe kvalitativni informaci o chovani chyby pii h — 0. Stejné jako pii odhadu chyby interpolace
z nich mizeme odvodit odhady chyby popsanych slozenych kvadraturnich vzorct:

2
(11.5.8) 1) = RUW)| < (b a) o M,

h2
(11.5.9) 1)~ T() £ (- a) 2

h2
(11.5.10) 1)~ S| < (b~ a) 1o M,

kde M; = max |f@(z)].

Tyto odhady jsou ale zpravidla pesimistické, v mnoha pfipadech je skute¢na chyby znacné
mensi.
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11.6 Priklad.

Urceme h tak, abychom meéli zaruceno, ze lichobéznikovym pravidlem vypocitame integral

3
= x— 1) dx
I 2/( 1)~'d

s chybou velikosti nejvyse 1073,
Podle (11.5.9) k tomu stadi, aby platila nerovnost

h2
(b— a)= max |f"(z)] £107°,

12 (2,3)
coz po dosazeni dava $h%-2 < 1073, Odtud dostévéme h < (\/6)-10*1’5 adale N = 6*1/2-10\/10 =
= 12,9. Stadi tedy vzit N = 13 a h = % Provedeme-li vypocet s timto N podle (11.1.6),

dostaneme T'(f; %) = 0,693 52 (na 5D). Pfesna hodnota je I =1n2 = 0,693 15, a skutetna chyba
je tedy asi 3,7 - 1074

11.7 Obecné Newtonovy-Cotesovy vzorce.

Zakladni vzorce T,(f;h) a S;(f;h) jsou specidlni pfipady kvadraturnich vzorcia tvaru

(11.7.1) [ e 3wt o,
1=0

Th4n

které se nazyvaji uzaviené %) Newtonovy-Cotesovy vzorce a ziskaji se integraci interpolacniho
polynomu n-tého stupné, ktery interpoluje funkci f v bodech xg,Zki1, ..., Tgrn. Vzorec T.(f;h)
odpovida volbé n = 1, Simpsonovo pravidlo S, (f;h) volbé n = 2.

Uzaviené Newtonovy-Cotesovy vzorce se daji konstruovat pro kazdé n, ale z zékladnim tvaru
nepatii mezi konvergentni kvadratury (viz odst. 10.6). Algebraicky fad téchto vzorcu
je m pro n liché, n + 1 pro n sudé (srov. Simpsonovo pravidlo). Jako dalsi p¥iklad uzavieného
Newtonova-Cotesova vzorce uvadime kvadraturni vzorec pro n = 3 (tzv. pravidlo 7 osmin):

3h 3h°

(11.7.2) / f(@)dz = == [f (2r) + 3f (@1) +3f (wr42) + f2rsa)] = 25

A FO ().

Tg+3

Existuji také oteviené Newtonovy-Cotesovy vzorce, které jsou tvaru

Tk n—1
(11.7.3) / f@)de = " wif (zhia);
i=1

Thk+n

6) To proto, Ze mezi uzly patii i koncové body intervalu integrace.
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tyto vzorce nepouzivaji funkeéni hodnoty v koncovych bodech intervalu (zy, xxi,). Jsou to opét
interpola¢ni kvadraturni vzorce s ekvidistantnimi uzly odvozované obvyklym zptisobem. Nejjed-
nodussim piikladem (n = 2) je obdélnikové pravidlo R,(f;2h), pro které (11.5.1) plati

Ty 3
(11.7.4) [ ra)de =2hs o) + 6.

Th+2

Ani oteviené Newtonovy-Cotesovy vzorce v zékladnim tvaru nepatii mezi konvergentni
kvadratury. Jejich algebraicky rad je n — 1 pro n sudé, n — 2 pro n liché; pouzivaji oviem o
dva uzly méné nez uzavieny vzorec pro tyz interval integrace.

Dalsi ptiklady otevienych Newtonovych-Cotesovych vzorci jsou

3
(11.7.5) [ 1@de = Frnen) + Hawsal) + 21 (@),
Ty 5
(11.76) [ #@ids = L i2fena) - onen) + 26 o) + g1V E).

Th44

Oteviené vzorce maji sotva néjakou vyhodu oproti uzavienym vzorcim se stejnym poctem uzla.
Maji v8ak urcity vyznam v metodéach pro numerickou integraci oby¢ejnych diferencidlnich rovnic.

Podrobnéjsi informace o obecnych Newtonovych-Cotesovych kvadraturnich vzorcich vcetné
dikazu tvrzeni, kterd jsme uvedli, lze nalézt napf. v [3], [26].

11.8 Jak dosdhnout poZzadované piesnosti.

V odstavci 11.5 jsme uvedli vzorce pro chybu nejcastéji pouzivanych Newtono-vych-Cotesovych
vzorcu a ukdazali, jak odhadnout chybu kvadratury s danym h, ptrip. jak urcit h takové, aby chyba
kvadratury byla mensi nez pfedem zadana tolerance. V celém postupu jsou vsak dva hacky:
Predevsim, vyrazy pro chybu kvadratury obsahuji derivace (¢asto pomérné vysokého fadu), které
se v praxi vét§inou odhaduji jen pracné. Dale, vysledné odhady jsou vétSinou zna¢né piehnané,
pesimistické.

Pti konkrétnim vypoctu se proto zpravidla postupuje tak, ze hledany integral se pocita opa-
kované stéale presnéjsimi kvadraturnimi vzorci a ze shody vysledku se usuzuje na to, zda jiz bylo
nebo nebylo pozadované piesnosti dosazeno. Cely postup je do zna¢né miry heuristicky a vyza-
duje urc¢itou zkusenost. Z toho, co jsme fekli o Newtonovych-Cotesovych vzrocich, je ziejmé, ze k
postupnému zpteshovani aproximace hledaného integralu nebude vhodné postupné zvysovat rad
pouzitého vzorce (pro¢?). Vhodnéjsi je pouzit jeden zékladni kvadraturni vzorec (napt. lichobéz-
nikové pravidlo) a zvySovat pocet uzli slozené formy tohoto vzorce. Pro ucely posouzeni pfesnosti
timto zpusobem se osvédéilo postupné zdvojnasobovani poctu dilki, na néz délime interval (a, b)
(tj. puleni h).

Runge navrhl ponékud preciznéjsi zptisob odhadu dosazené presnosti, kterému se casto rika
metoda polovicniho kroku [2|. Vyjdeme z toho, ze vyrazy pro chybu slozenych Newtonovych-
Cotesovych vzorct maaji vesmés tvar e(f) = h*M, kde h = (b — a)/N, k je pevné &islo a M
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je souin konstanty a k-té derivace integrované funkce v jistém bodg intervalu (a,b). Oznac¢ime-li
I pfesnou hodnotu integralu a K (h) pfibliznou hodnotu ziskanou danym kvadraturnim vzorcem,
plati

(11.8.1) I=K(h)+hFM.

Vypotteme-li nyni integral I stejnym vzorcem, ale p¥i rozdéleni intervalu (a,b) na dvojnasobny
pocet intervali (budeme tedy pracovat s h/2 na misté h), dostaneme

(11.8.2) I=K (Z) + (;L)le.

Oznacime-li chybu aproximace vzorcem K (h/2) jako e, bude

2ke M
M,

(11.8.3) I=K <;L> te, I=K(h)+

Predpokladejme nyni, Ze se derivace, kterd vystupuje ve vzorci pro e(f), na intervalu (a, b)
piili§ neméni, a ze tedy muzeme polozit M ~ M;. Za tohoto pfedpokladu z (11.8.3) plyne K (h/2)+
+e ~ K(h) + 2F¢ a vypocteme-li odtud e, mame

(11.8.4) - 2,671_1 [(KZ) - K(h)] .

Znéme-li tedy ¢islo k, mazeme podle (11.8.4) odhadnout chybu aproximace vzorcem K (h/2). Cely
postup je vlastné jednim krokem Richardsonovy extrapolace (viz ¢l. 9) a dava pouzitelné vysledky
jen pii splnéni piislugnych predpokladi o funkci f (kterych?).

11.9 Priklad.

Odhadnéme Rungovou metodou chyby aproximaci R(f;0,2) a T'(f;0,2) z piikl. 11.4. Podle
(11.5.6) a (11.5.5) je v obou pfipadech k = 2.
Pro obdélnikové pravidlo dostavame

1
e~ 5[R(f;0,2) — R(f;0,4)] = —0,0004;
skute¢nda chyba na 4D je stejna. Pro lichobéznikové pravidlo médme

e~ L[T(f:0,2) = T(f;0,4) =0,0008,

coz je opét na 4D rovno skuteéné chybé. Tato mimoradné pékna shoda je dusledkem piiznivych
vlastnosti integrované funkce.

11.10 Ulohy.
11.10.1

Odvodte zakladni Simpsonovo pravidlo (11.1.7).
[Navod: Vyjadiete oy podle vzorce (3.5.2) a provedte integraci.|
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11.10.2

Odvodte zakladni kvadraturni vzorce R,(f;h), T>(f;h) a S;(f;h) z odst. 11.1 metodou neu-
réitych koeficienti, tj. vyjdéte ze vztaht (11.7.1) a (11.7.3) s vhodnym n a pozadujte, aby byly
presné pro polynomy pfislusnych stupnu.

[Navod: Pouzijte polynomy 1, z, 22, 23
koeficienty hledanych kvadraturnich vzorci.|

a sestavte soustavy linearnich algebraickych rovnic pro

11.10.3

Ukazte, ze plati T(f; h) = [T(f;2h) + R(f;2h)]/2, R(f;h) = 2T(f;h/2) = T(f; h).
11.10.4

Rychlost v rakety vypusténé ze Zemé se méfi (v m/s) kazdych 5s. V tabulce 24 jsou namérené
hodnoty za prvnich 50s letu. Pouzijte slozené Simpsonovo pravidlo a vypocitejte pfibliznou vysku
rakety po 50s letu; predpokladame, ze raketa leti vertikalné.

[11485m.]

Tabulka 24

t 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
v 0 20,2 600 113,99 176,1 241,5 303,65 357,5 397,5 418,0 413,0

11.10.5

Céstice se pohybuje po pifmce tak, Ze jeji rychlost v v ¢ase ¢ je dana vztahem v(t) = #(8—3)1/2.

Pouzijte slozené Simpsonovo pravidlo s N = 8 a urcete pfiblizné, jak velkou drahu s ¢astice urazi
odt=0dot=2.
[Navod: v(t) = §(t). Vysledek: s = 4,109.]

11.10.6

Vypocitejte f07r /* cosx da slozenym lichobéznikovym pravidlem. Pocet uzli vol-te tak, aby bylo
zaruceno, ze chyba aproximace bude mengi nez 0, 01.
[N =3,T(f;h)=0,7031.]

11.10.7

Vypocitejte fol cos z dx slozenym lichobé&znikovym pravidlem s h = 0,2 a h = 0, 1. Odhadnéte
chybu vysledku s h = 0,1 a) podle (11.5.9); b) metodou polovi¢niho kroku.
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[T(f;0,2) = 0,744 368, T(f;0,1) = 0,746211 Odhad chyby: a) |f"| £ 2, |[I = T| £ 335 =
= 0,0017; b) 0,000614. Skute¢na chyba cca 6 - 1074,

11.10.8

Vypoditejte ff’(l/x) dz lichobéznikovym pravidlem s h = 1 a h = 0,5. Odhadnéte chybu
vysledku s h = 0,5 stejné jako v tloze 11.10.7.

[T(f;0,5) = 1,116 7. Skutec¢na chyba je (na 4D) —0,018 1;. Odhad chyby a) —0, 083 3;
b) —0,0167.]

12 Eulertiv-Maclaurintiv vzorec.
Rombergova metoda

12.1 Eulertiv-Maclauriniiv vzorec.

V odstavei 11.5 jsme uvedli vzorec (11.5.2) pro chybu lichobéznikového pravidla, platny
za predpokladu, 7e integrovana funkce f mé na intervalu (zg,zg41) spojitou druhou derivaci.
Predpokladame-li o funkci f vice, totiz to, ze méa 2m + 2 spojité derivace, da se ukazat [12], ze
plati

T
k+1 m

(12.1.1) / flz)dz =T, (f;h) — Z (ij;'h%[f(2sl)(mk+l) — FD ()]
s=1 ’

 Bom+2 omis pomt2)
(2m + 2)! / (&)

Tk

)

kde & = (wg,xps1) a koeficienty Bs, By, Bg, ... jsou tzv. Bernoulliova ¢isla (viz [12]). Je napf.

By = %, By = —%, Bg = é, Bg = %,.... Vztahu (12.1.1) se ¥ik& Euleriv-Maclauriniv vzorec.
Mé-li funkce f na intervalu (a,b) 2m + 2 spojité derivace, plyne z Eulerova-Maclaurinova

vzorce pro slozené lichob&znikové pravidlo (podobné jako v odst. 11.5) vztah

b

(12.1.2) / fl@)do =T(f;h) = gz; B2 [F25=D (p) — 251 (g)]—
a s=1 :
_ (b _ CL) (2Bﬂj77—li_+;)‘ h2m+2f(2m+2) (sz)a

kde & = (a,b). Tento vzorec je teoretickym zdkladem Rombergovy metody pro vypocet ur¢itého
integralu, kterou popiseme v odst. 12.7 az 12.10. Euleriiv-Maclauri-ntiv vzorec mé ale jesté fadu
dalgich aplikaci; o nékterych z nich pojednéavaji odst. 12.2 az 12.6.

12.2 Kvadraturni vzorce s hodnotami derivaci.
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Znédme-li hodnoty derivaci funkce f v bodech x = a a x = b, muzeme podle Eulerova-
Maclaurinova vzorce pozménit lichobéznikové pravidlo tak, aby se tato informace zuzitkovala.
Algebraicky tad takto vzniklych vzorct bude 2m + 1 pfi pouziti prvnich 2m — 1 derivaci a pro
dostatecn& hladké funkce bude chyba kvadratury fadu 227+2 (pii h — 0). Piikladem je vzorec

/ h? h*
(1221) [ fa)de=T(fi) - @) - PO+ - a) 5 U@, €€ (ab)

presny pro polynomy t¥etiho stupné.
12.3 Vypocet integralu z periodické funkce pies periodu.

Vzorec (12.1.2) ukazuje, ze lichobé&znikové pravidlo je vysoce piesné pro ty funkce f, pro néz
plati f'(a) = f/(b), f"(a) = f"(b), f®)(a) = fO)(b),.... P¥ikladem takovych funkei jsou analytické
periodické funkce, piip. periodické funkce s dostatenym poctem spojitych derivaci, je-li interval
integrace (a, b) cela jejich perioda. Podobné tvrzeni plati i pro obdélnikové pravidlo (srov. ulohu
11.10.3).

Upozoriiujeme vsak na to, Ze ani ro analytické periodické funkce v tomto pfipadé obecné
neplati, ze T'(f; h) je presna hodnota integralu I(f), protoze zbytek

(b — @) B 42k T2 fEm 2 (€) /(2m + 2)!

na pravé strané vztahu (12.1.2) obecné nemusi pro m — oo konvergovat k nule. Plati
vak, ze chyba lichobé&znikového pravidla je velikosti O(h?™+2) pro libovolné takové, ze f mé
spojitou (2m + 2)-hou derivaci. V tomto smyslu jde tedy chyba lichobé&Znikového pravidla pro
analytické periodické funkce pres periodu pii h — k nule rychleji nez libovoln& mocnina h. Nema
zde proto smysl odhadovat chybu Rungeovou metodou.

12.4 Priklad.

Vypoctéme
2

/(1 + cos4x)dx

0

slozenym lichobéznikovym pravidlem. Integrovana funkce je analytickd periodicka funkce (trigo-
nometricky polynom), interval integrace je roven jeji periodé. Pfesna hodnota integréalu je 2.
Volime-li h = 7/2, N = 4, dostavame podle (11.1.6)

1
T(f;7r/2):§7r(1+2+2+2+1):47r

Chyba je tedy 27!
Vezmeme-li ale h = 7 /4, N = 8, dostaneme

1
T(fim/4) = 7714+ 04+24+0+24+0+2+40+1) =27
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co7 je presnd hodnota hledaného integrélu. Da se ukazat [13], Ze slozené lichob&Znikové pravidlo
s k42 uzly je pfresné pro vSechny trigonometrické polynomy k-tého stupné
a stupniit mengich (tj. obsahujici nejvyse ¢leny cos kx, sin kx), integrované pies periodu 27.

12.5 Nekonec¢ny interval integrace.

Podobné situace jako v odst. 12.3 muze nastat pfi vypoctu integrali typu

+oo
/ f(x)dx

lichobéZnikovym nebo obdélnikovym pravidlem. Aproximujeme-li uvedeny integral integralem

Ry
/ f(z)dzx

R

za, predpokladu, ze funkce f a jeji nizsi derivace jsou pro £ —Rj a © = Ry malé, dava nam
vypodcet pomoci T'(f; h) nebo R(f;h) Casto prekvapivé dobré vysledky. Poznamenejme jesté, ze v
tomto piipadé je situace obdobnd jako v odst. 12.3, a Ze tedy nemé smysl provadét extrapolaci
na h = 0 ¢ uzivat Rungovu metodu pro odhad chyby.

12.6 Priklad.

Vypocitejme
+0o0

I= /exp(—mQ)dx.

—0o0

Pro x = +4 (tudiz i pro |z| = 4) je integrand mensi nez 0,5 - 1075, Pocitame-li tedy

4
L= /exp (—z%)dz.
4

lichobéznikovym pravidlem (na 6D), dostavame T'(f;1) = 1,772636 a T'(f;0,5) = 1,772453.
Presnd hodnota integralu I je ,/m = 1,772454. Poznamenejme jesté, Ze | — 1| < 1077,

12.7 Rombergova integra¢ni metoda.

Z Eulerova-Maclaurinova vzorce plyne, ze ma-li funkce f na intervalu (a, b) spojitou (2m+ 2)-
hou derivaci, pak existuji konstanty a1, as, ..., a,, takové, ze plati

T(f;h) — I(f) = a1h® + agh® + ... + a;nh®™ 4+ O(h*™+2).

111



Ny vysledky ziskané lichobéZnikovym pravidlem tedy muZeme aplikovat opakovanou Richardso-
novu extrapolaci, kterou jsme popsali v ¢l. 9. Vysledny algoritmus se nazyva Rombergova kvadra-
tura nebo Rombergova integrace.

V tomto specidlnim piipadé bereme v algoritmu (9.4.3) ¢ = 2 a z rozvoje (12.7.1) vyplyva
p = 2, takze dostavame tento algoritmus:

(12.7.2) Pro s=0,1,...,5:
Too =T(f;27°H).
Pro k=1,2,...;s:
Tsp—1+Ts 1k
4k — 1 '

Tsk = Ts,kfl +

Richardsonovou extrapolaci bychom mohli aplikovat na obdélnikové pravidlo (srov. tulohu
11.10.3). Lichobéznikové pravidlo ma vS8ak tu vyznamnou vyhodu, ze k vypoltu T muZeme
vyuzit Ts_1 0 a uSetfit praci s vypoctem funkénich hondot (které je hlavni ¢asti celkové vypocetni
prace v Rombergové algoritmu). Sta¢i si uvédomit, Ze pii vypoctu Ty pouzivame polovi¢ni h nez
pii vypoctu Ts_1,0, a pouzijeme tedy vSechny funkéni hodnoty, z nichz jsme stanovili Ts_19 (a
ov8em dal3i navic).

Hodnotu S v algoritmu (12.7.2) neni ani zde tfeba volit pfedeme. Vypocet provadime pro
postupné rostouci s a sledujme rozdily |Ts;, —Ts_1 k|- Je-li tento rozdil mensi nez predepsané chyba,
povazujeme T 41 za piibliznou hodnotu integralu I(f) s pozadovanou piesnosti. Pii vypoctu v
ruce vystupuji v algoritmu pomocné veli¢iny A/3, A/15, /A /63, A/255, ... (srov. odst. 9.4).

12.8 Priklad.

Vypoctéme
0,8

/ 2~ Vsinzdx
0

Rombergovou metodou (srov. piikl. 11.4). Polozime H = 0,8 a sestavime schéma hodnot Ty do
tabulky podobné jako v piikl. 9.5 (tab. 25; pracujeme na 6D). Protoze je |Tp; — T3] = 1076,
klademe I = T35 = 0,772 095. Piesna hodnota (na 6D) je I =0,772095.

Tabulka 25
S hs TsO = T‘(f7 hs) A/?) Tsl A/15 TSQ
0 08 0,758 680
1 04 0,768 760 3360 0,772120
2 0,2 0,771262 834 0,772096 -2 0,772094
3 01 0,758 887 208 0,772095 0 0,772095
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12.9 Vlastnosti Rombergovy metody.

Rozbor vlastnosti Rombergovy metody provedli Bauer, Rutishauser a Stiefel v roce 1963. Jejich
vysledky jsou znac¢né hluboké a je mimo ramec této publikace uvadét je podrobnéji; podadvame
proto pouze celkovy piehled. Nékteré informace lze najit napt. v [2], [26].

Snadno se ukaze (viz tlohu 12.11.3), ze druhy sloupec Ts; Rombergova schématu déava tytéz
vysledky jako pouziti slozeného Simpsonova pravidla, a je tedy pfesny pro polynomy tietiho
stupné. Obecné plati, ze sloupec Ty dava vysledky, odpovidajici vypocétu podle kvadraturniho
vzorce piesného pro polynomy (2k + 1)-niho stupné; pro k& > 2 ale tyto kvadraturni vzorce jiz
nemaji nic spoleéného s vzorci Newtonovymi-Cotesovymi.

Rombergovo schéma v sobé skryva celou fadu konvergentnich kvadratur. Pro funkci f inte-
grovatelnou (v Riemannové smyslu) plati Ty, — I(f) pro s — oo a viechna k = 0,1, ... a také
T — I(f) pro k — oo (diagonéla schématu). Déle se d& ukazat, Ze celd procedura je numericky
stabilni (viz téz pfikl. 9.5 a ulohu 9.7.1).

Rombergova integra¢ni metoda patii k velmi ¢asto pouzivanym metodam pro piiblizny vy-
pocet urcitého integralu. Jeji vyznam je pfedevsim v téch vypoctech, kde je pozadovana maéla
chyba aproximace. Existuje cel4 fada variant popsaného algoritmu (srov. odst. 9.6). I kdyZ je tato
metoda velmi atraktivni, je t¥eba ji pouzivat s rozmyslem. Metoda je netcelnd napi. v pripadech
integrali studovanych v odst. 12.3 az 12.6. Dale, je to typickd metoda pro hladké funkce a
predpokladem pro jeji tspésné pouziti je vzdy existence dostatetného poctu derivaci funkce f na
celém intervalu (a, b) [a odtud plynouci existence rozvoje (12.7.1)]. V opa¢ném piipadé nepiinasi
Rombergova metoda zadné zrychleni konvergentniho procesu oproti napf. slozenému lichobézni-
kovému pravidlu.

12.10 Priklad.

Pouzijeme Rombergovu metodu k vypoctu integralu
0,8

I = /xl/Qdm.

0

Integrand nemé v bodé x = 0 konecnou derivaci. Vypocet povedeme na 5D, volime H = 0, 8.
Vysledky zapisujeme jiz stru¢néji:

TsO Tsl TsQ TS3 Ts4
0,35777
0,43187 0,456 57
0,46030 0,46978 0,47066
0,47092 0,47446 0,47477
0,47482 0,47612 0,47623 0,47625 0,47626

Bylo by chybou usoudit ze shody dvou tu¢né vytisténych hodnot, ze pfiblizn4 hodnota inte-
gralu I je 0,47626. Je |Tys — T33| = 1,41 - 1073, mizeme tedy pouze ¥ici, ze I ~ 0,476. Piesna
hodnota je I = 0,477 03. Rombergova metoda zde oproti lichobéznikovému pravidlu nep#inasi
zadné zlepseni. Vidime, ze Tyo = T'(f;0,05) = 0,475 a za cenu prace navic jsme v tomto piipadé
neziskali podstatné piesnéjsi vysledek.
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12.11 Ulohy
12.11.1

Pouzijte kvadraturni vzorec (12.2.1) k vypoctu iontegralu:

a) Z prikl. 11.2 (se stejnym poc¢tem uzli; pracuje na 6D). Odhadnéte chybu vysledku.
[0,601 834; odhad chyby 1,5-1076.]

b) Z ptikl. 11.6 (se stejnym pocCtem uzli).

[0,693 15, tj. na 5D presnd hodnota. |

12.11.2

Vypoditejte lichobé&Znikovym pravidlem s h = /2 a h = /4 integral

2
(2m)~! /exp (272 sinz)dx = 1,128 961.
0

Odhadnéte chybu vysledku pro h = 7/4 Rungovou metodou (odst. 11.8) a pokuste se vysvétlit,
pro¢ jste pro h = w/ obdrzeli mimofadné piesny vysledek.

[T(f;7/2) = 1,1276; T(f;m/4) = 1,128 961. Odhad chyby: 4,5-10~%. N4vod k vysvétleni: viz
odst. 12.3.]

12.11.3

Ukazte, ze plati
S(f;h)=T(f;h) + T(f;h) —?)T(f;2h).

[Navod: Uzjte (11.1.6) a (11.1.8).]

12.11.4

Vypocitejte integral

1
/ edx
0

Rombergovou metodou s chybou zaru¢ené mensi nez 1073, Volte H = 1 a pracujte na 6D. Jaka
je skutecnd chyba ziskaného vysledku?
[Ty = 1,718 283; skutecna chyba je 1076 ]
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12.11.5

Vypocitejte integral
w/2

T—2
/eQxcosxda:: ¢ g = 4,228139
0

Rombergovou metodou s pfesnosti 1073 a 10~°. Pracujte na 6D.

12.11.6

Vypocitejte integral
w/2

a1 / sin xdx
0

na 5 mist pFesné Rombergovou metodou. Volte H = /2 a pracujte na 6D.
[0,31831.]

12.11.7

[26] Vypocitejte Rombergovou metodou s H = b — a aproximace T55 integrali:

e 0% gin ada;

o _

4
a) /(1 + 237 Y, b)
4

1

5
c) /me_?’””Qdaz; d) /(1 — 2%)%/2 cos wdx;
0 -1

Vysledky porovnejte s pfesnymi hodnotami integréli.
|T55: a) 2,65186; b) 0,0098970; c) 0,166 59; d) 1,082 96. Pfesné hodnoty (zaokrouhleno): a)
2,65164; b) 0,0099010; ¢) 0,16667; d) 1,08291.]

12.11.8

Sestavte tabulku hodnot funkce

F(u) = /($2 + 1)V 2em vy
0

pro u=0,5; 0,6; ... 3,0 s nepfesnostmi nejvyse 1076.
[Navod: Polozte uz = v Rombergovou metodou pocitejte integral v mezich od v = 0 do v = 12.
Ukazte, 7e zbytek integralu je zanedbatelny.|
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13 Gaussovy kvadraturni vzorce

13.1 Vzorce s neekvidistantnimi uzly.

V odstavci 11.7 jsme uvedli, ze Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce s n + 1 ekvidistant-
nimi (pevné zvolenymi) uzly integruji pfesné polynomy az do n-tého [p¥ip. (n + 1)-niho| stupné.
Uvazujeme-li interpolaéni kvadraturni vzorce (10.6.1) s obecnym rozlozenim uzli z;, ¢ = 0,1, ..., n,
na intervalu (a, b), da se ukéazat, ze pii vhodnych z; lze dosdhnout toho, aby algebraicky ¥ad vzorce
(10.6.1) byl zhruba dvojnésobny a rovnal se 2n + 1. Za uzly z; je pfitom t¥eba brat kofeny jistych
ortogonalnich polynomii. Tyto vzorce vySsi presnosti se nazyvaji Gaussovy kvadraturni
vzorce. Hodnoty jejich uzli a vah je mozno najit v tabulkach (napft. [14]), p¥ip. jsou jiz zabu-
dovany do standardnich programi, bézné zafazovanych do programového vybaveni vypocetnich
stfedisek. Popis zékladnich vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzorci zformulujeme jako vétu.

13.2 Véta.

Budiz {Qj, j = 0,1,...} soustava polynomii’) ortogondlnich na intervalu {a,b) s vahou w(x) =
= 1 (spojity pripad). Zvolme pevné nezdaporné celé ¢islo n a oznacme x;, i = 0,1, ..., n, koFeny orto-
gondlniho polynomu Qni1 (n+ 1)-niho stupné. Sestrojme interpolacni kvadraturni vzorec (10.6.1)
s uzly x; a koeficienty w; danymi vztahem (10.6.2) (Gaussiv kvadraturni vzorec.)

Pri této volbé uzli x;, 1 = 0,1,...,n, pak pro kaZdy polynom pani+1 (2n + 1)-niho stupné plati

b

n
(13.2.1) /pgn_:,_l(flf)dx = Zwip2n+1(xi).
o i=0
Dikaz véty plyne témeér okamzité z vlastnosti ortogonalnich polynomi a lze jej nalézt napft.
v [2], [3]- Poznamenavame pouze, Ze interpola¢ni kvadraturni vzorec s uvedenymi uzly existuje
pro kazdé n, nebot v8echny kofeny polynomii Q1 jsou reélné, rizné a lezi v intervalu (a,b) (viz
odst. 5.5).

13.3 Vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzorci.

Véta 13.2 se d& dale upfesnit v tom smyslu, ze algebraicky fad Gaussova kvadraturniho vzorce
sn+1uzly je pravé 2n+ 1. Je totiz dokdzéano [13], Ze Zadny interpolaéni kvadraturni vzorec
s n + 1 uzly nemiiZe integrovat piesné vechny polynomy (2n + 2)-tého stupné. Gaussovy vzorce
maji tedy nejvys8si mozny algebraicky rad.

Snad jesté dulezitéjsi je ta vlastnost Gaussovych vzorcd, ze pfi n — oo tvoii konvergentni
kvadraturu [3|. Konvergence k piesné hodnoté integralu je pfitom rychlejsi, ¢im hladsi je
funkce f. Je dokdzano, ze Gaussovy vzorce pii n — oo konverguji k presné hodnoté integralu
dokonce i pro funkce, které jsou na intervalu (a,b) pouze po Castech spojité a maji tam konecny
pocet skokt. Pro takové funkce muze byt vSak konvergence velmi pomala.

™) Viz odst. 5.5 a 5.6.
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V tabulkich a na pocitacich byvaji zpravidla uchovaviny hodnoty koeficientt wgo) a uzli xgo)

Gaussovych kvadraturnich vzorci pro interval (—1,1). Koeficienty w; a uzly x; pro obecny interval
(a,b) z nich ziskdme jednoduchou substituci

b—a (o _bta b—a (g
g Wi M Ty T

(13.3.1) w; = 1=0,1,....,n
Z vlastnosti ortogonalnich polynomu vyplyva [3], Ze uzly rozlozeny symetricky vzhledem ke stiedu
intervalu (a, b); pro vahy plati w; = wy,—; > 0,7 =0,1,...,n ("symetrie").

13.4 Gaussovy kvadraturni vzorce pro interval (—1,1). Chyba
aproximace

Soustava polynomi {Q,} ortogonalnich na intervalu (—1,1) s vahou w(x) = 1 jsou Legendrovy
polynomy P;, j = 0,1, ..., z odst. 5.6.3. Vezmeme-li za uzly kvadraturnfho vzorce postupné kofeny
polynomu P;, P, a P3, dostavdme Gaussovy kvadraturni vzorce pro n = 0,1,2 a
interval (—1,1):

1

fx £(0) + +3./7(€),

J 1o
/lf o = | (—f)w(\f) + ),
/1f ( \/§>+ S0+ f(\/§>+151750f ©.

kde £ € (—1,1). Koeficienty a uzly vzorcu vyssich fadu lze nalézt napf. v [3], [4].

Je-li £(7+2) spojita na intervalu (—1,1), dokazuje se v ucebnicich numerické analyzy [26], Ze
chyba Gaussova vzorce (pro interval (—1,1)) s n+ 1 uzly je rovna dp41 f2*2)(€), kde € € (—1,1)
a

(13.4.1)

2ntl(pl)d
(2n+ 1)[(2n)!)3"

Koeficient d,, s rostoucim n rychle klesa k nule a pro funkce s dostate¢né velkym poctem spojitych
derivaci davaji Gaussovy vzorce vySSich fada velmi presné vysledky.

Gaussovy vzorce se rovnéz daji pouzit ve slozenych vzorcich tvaru (10.7.1). Rozdélime interval
(a,b) na intervaly (a;,b;), j = 1,2,....,m, (a1 = a, by, = b, b; = a;j41) takové, ze b; — a; = h,
j=1,2,...,m |vSechny dil¢i 1ntervaly map stejnou délku a m = (b—a)/h|. Pouzijeme-li na kazdém
dil¢im intervalu tyZz Gaussiv vzorec s n+ 1 uzly, pak podle (13.3.1) dostéavame slozeny kvadraturni
vzorec

b B 0 A hZL‘(O)
(13.4.3) /f(x)da: ~ g DY wf (aj +t5+5 ) ,

j=1i=0

(13.4.2) dy, =

a
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kde w§0), x§0)7 i=0,1,...,n, jsou opét koeficienty a uzly pro interval (—1,1).

Necht f(2*+2) je funkce spojitd na intervalu (a,b). Z toho, co jsme fekli o chyb& Gaussova
vzorce pro interval (—1,1), lze pomoci transformace proménnych [viz (13.3.1)] snadno stanovit
chybu Gaussova vzorce s n+1 uzly pfi vypoctu integralu pies interval (a;, a;+h) délky h. Sectenim
téchto chyb a stejnym postupem jako v odst. 11.5 odtud dostavdme, zZe chyba aproximace pii

pouziti vzorce (13.4.3) je

b—a h 2n-+2
(13.4.4) 5 <2> dn i1 fE" 2 (9),

kde £ € (a, b). Pro vétsi n a dostate¢n& hladké funkce bude tedy pii zmengovani h chyba aproximace
slozenym vzorcem velmi rychle klesat.

13.5 Priklady.

Vypotitadme prvnimi dvéma Gaussovymi kvadraturnimi vzorci(13.4.1) hodnotu integralu

1,2
/ewday = 0,601 84
1

(viz prikl. 11.2).
Nejprve musime uzly a koeficienty transformovat tak, abychom ze (13.4.1) dostali kvadraturni
vzorce pro interval (1;1,2). Transformace (13.3.1) mé v naSem piipadé tvar

1
wi= (12— Du = 0,10,

[

2i=1,140,12", i=01,..n

Odtud méame pro n = 0 vzorec
1,2

/f(x)dx ~0,2f(1,1),
1
coz v naSem piipadé jako piibliznou hodnotu hledaného integralu dava (na 5D) 0,60083 (pro
n = 0 jde o stejny kvadraturni vzorec, jako je obdélnikové pravidlo).
Pro n = 1 dostavame
1,2
/f(x)dx ~0,1f(1,1-0,1-37Y2) 4 0,1f(1,1+0,1-37Y2) =
1
= 0,1[f(1,042265) + f(1,157735)].

Dosadime-li sem hodnoty e*, dostavame jako p¥ibliznou hodnotu hledaného integralu 0,601 83 (na
5D). To je prakticky stejné dobry vysledek jako jsme dostali v piikl. 11.2 Simpsonovym pravidlem
pii pouziti t¥i funkénich hodnot.
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13.5.1

Vyraz (13.4.4) poskytuje urcitou kvalitativni informaci o chovani chyby aproximace pii h — 0
(pro hladké integrandy). Tento vyraz v8ak muZe slouzit i jako zdklad pro odhady chyb, zaloZené
na odhadech (2n + 2)-hé derivace (a tedy i zde zpravidla zna¢né pesimistické).

Pocitejme integral (viz piikl. 11.6)

3
I= /(x — 1) Yz =0,,69315
2

slozenym vzorcem (13.4.3) zaloZenym na zakladnim vzorci se dvéma uzly podobné jako lichobéz-
nikové pravidlo). Odhadnéme nejprve stejnym postupem, jaky jsme pouzili v p¥ikl. 11.6, velikost
dil¢ich intervalt b; — aj = h postacujici k tomu abychom na zakladé (13.4.4) méli zaruceno, ze
chyba aproximace nepievysi 1073.

Podle (13.4.4) k tomu stadi, aby (je n = 1)

boalh 4d max f@(z) <1073
2 2 > 2.3) = ’

coz po dosazeni déva

1t 1
.24 <1073,
216 135
Odtud dostavame
ht<18.1072
a dale
b—a

> (18-107%) /1 = 1,54

m =

h

Stac¢i tedy vzit m =2 (a h = %) ProtoZe na kazdém dil¢im intervalu mame dva uzly, je celkovy
potiebny pocet uzli roven ¢tyfem. Ve srovnani s lichobé&znikovym pravidlem staci tedy zhruba
tfetinovy pocet uzla. P#i odhadu chyby jsme zde vSak vyuzili existenci ¢tvrté derivace, kdezto u
lichobéznikového pravidla jsme k odhadu vystacili s druhou derivaci.

Provedeme-li vypocet podle (13.4.3) s m = 2, n = 1, h = %, dostaneme jako pfibliznou
hodnotu integralu I &islo

K =0,25[£(2,25 — 0,25 - 37Y/2) + £(2,25 + 0,25 - 371/2)+
+ £(2,75—0,25-37Y2) + £(2,75 40,25 - 37Y/2)] = 0,693 08.

Skute¢na chyba je tedy 7- 1075 a je mnohem mensi, nez je odhadem podle (13.4.4) zaruceno.
13.6 Pouziti Gaussovych vzorci.

Koeficienty a uzly Gaussovych vzorcti maji komplikovanéjsi strukturu, nez je tomu u jedno-
duchych vzorcti Newtonovych-Cotesovych. Gaussovy vzorce jsou proto pro vypoc¢ty v ruce ¢i na
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kapesnim kalkuldtoru méné oblibeny. Vybaveni knihoven vypocetnich st¥edisek vSak umoznuje pii
vypoctu na pocitac¢i bézné pouzivat Gaussovy vzorce Ffadu 10 az 20, nékdy i vice.

Porovname-li Gaussovy vzorce s Newtonovymi-Cotesovymi vzorci ¢i s Rombergovou metodou,
zjistujeme, Ze pro dostatecné hladké funkce daji p¥i stejné vynalozené praci Gaussovy vzorce
nejpiesnéjsi vysledek. Pokud dokdzeme pfedem odhadnout, jak vybrat fad (resp. pocet uzli)
tak, abychom Gaussovym vzorcem dosahli pozadované pfesnosti, je na misté dat tomuto vzorci
prednost pfed jinymi metodami. Takové situace se Casto vyskytuje tam, kde v néjakém cyklu
(napf. itera¢ni proces, optimalizace) poc¢itame hodnoty posloupnosti integrali, lisicich se od sebe
postupné se ménicimi hodnotami nékterych parametri

Neni-li takovy odhad prakticky proveditelny, postupuje se zpravidla tak, Ze se postupné zvysuje
algebraicky Fad pouzitého vzorce tak dlouho, az jsou dvé po sobé ziskané aproximace hledaného
integralu v mezich pozadované presnosti identické (vyuziti konvergence!). Je také mozno pouzit
slozeny vzorec a postupné zjemiovat déleni intervalu integrace na dil¢i intervaly. Protoze ale
funkéni hodnoty pouzité ve vzorci s méné uzly nemohou byt u Gaussovych kvadraturnich vzorca
obecné vyuzity ve vzorcich s vice uzly, je takovy vypocet ¢asto pracnéjsi nez uziti Rombergovy
metody. Pro vypocet hodnoty jednoho, samostatné stojiciho integralu z hladké (1) funkce je proto
zpravidla ucelnéjsi pouzit Rombergovu metodu.

13.7 Piiklady.
13.7.1

Porovname vysledky Rombergovy metody a Gaussova kvadraturniho vzorce na vypoctu inte-
gralu

0,8
/ f(z)da,
0
kde )
SIin T
flay="2

(srov. prikl. 12.8).

Pouzijeme zékladni Gaussiv kvadraturni vzorec se tfemi uzly. Podle (13.4.1) a (13.3.1),
kde polozime b = 0,8 a a = 0, dostavame koeficienty %, %, % a uzly (na sedm cifer piesné)

0,09016133; 0,4; 0,709838 7. Vypocteme-li t¥i funkéni hodnoty v téchto uzlech, dostavame pro
uvedenou funkci f jako pfibliznou hodnotu integralu

0,8
20 32 20

/f(a:)dx ~ 5 /(0.09016133) + =£(0,4) + 55£(0, 709838 7) = 0,772 096.

0

To je stejné dobry vysledek, jako jsme dostali v prikl. 12.8 Rombergovou metodou z deviti
funkénich hodnot v deviti ekvidistantnich uzlech.
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13.7.2

Vypocitejme stejnym Gaussovym kvadraturnim vzorcem jako v prikl. 13.7.1 pfibliznou hod-

notu integralu
0,8

/xl/Qda:

0
(viz téz piikl. 12.10).
Integrand nemé v bodé x = 0 konec¢nou derivaci. Zcela stejnym postupem jako v piikl. 13.7.1
bychom ze ti{ funkénich hodnot jako vysledek dostali 0,478 83 (na 5D) s chybou —1,80-1073. To
je lepsi vysledek, nez jsme dostali v prikl. 12.10 pfi pouziti deviti funkénich hodnot.

13.8 Priblizny vypocet integralti s vihovou funkci.

Existuji a pouzivaji se také interpola¢ni kvadraturni vzorce tvaru

b

(13.8.1) /w(m)f(x)dx ~ > wif (),
=0

a

kde w je n&jaka pevné dana véahova funkce, nezaporna a méfitelna na intervalu (a, b) [tento interval
byva v tomto pFipadé mnohdy nekonecny; funkce f musi byt oviem takova, Ze integral ve (13.8.1)
existuje]. P¥i zadanych uzlech kvadratury piejde vzorec (10.6.2) pro stanoveni koeficient ve vzorec

b

(13.8.2) w; = /w(:v)li(:zt)dac

a

a pokud integraly (13.8.2) existuji a jsou konefné, da se kvadraturni vzorec (13.8.1) sestrojit
obvyklym zptsobem. Zavislost na vahové funkci je pfitom skryta v koeficientech w;.

Zcela stejnym zpusobem jako pii odvozeni klasickych Gaussovych kvadraturnich vzorci |[kde
je w(z) = 1] se da dosdhnout toho, 7e algebraicky fad vzorce (13.8.1) bude 2n+ 1. Je k tomu t¥eba
za uzly x;, i = 0,1,...,n, vzit kofeny polynomu (n + 1)-niho stupné z posloupnosti polynomai,
které jsou na intervalu (a, b) ortogonélni s vihovou funkei w (viz odst. 5.5 a 5.6). Vyslednym vzor-
cum typu (13.8.1) se pak opét fikd Gaussovy kvadraturni vzorce. Gaussovy vzorce pro integraly s
vahovou funkci jsou odvozeny napt. v pfipadech uvedenych v tab. 26. Hodnoty koeficientt a uzli
najdeme opét v tabulkach ¢ knihovnach programu (napf. [14]).

Tabulka 26
(a,b) w(z) ortogonalni polynomy
(—1,1) (1-— 332)71 2 Cebysevovy polynomy
(0, +00) e " Laguerrovy polynomy
(—OO, —l—OO) exp (—:L‘Q) Hermitovy polynomy
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Viimneme si také toho, 7e vzorce s vihovou funkci miizeme pouzit k vypocétu integralu

tak, ze polozime

13.9 Ulohy
13.9.1

Volbou f(z) = 1, x, 22, ... provéite, jaky je algebraicky fad Gaussovych kvadraturnich vzorci
(13.4.1). Vysledek porovnejte s vyrazem pro chybu ve (13.4.1).
[Rad je 1,3 a 5].

13.9.2

Pomoci transformace (13.3.1) odvod'te z (13.4.1) kvadraturni vzorce pro vypocet

/lf(x)dx.
0

[Navod: Bude w; = %w , Ty = % + %:cgo).]

13.9.3

Podle (13.4.4) vyjadiete chybu kvadraturnich vzorci pro vypocet

b
/ f(@)da.

ziskanych z Gaussovych vzorci (13.4.1). Speciélné stanovte hodnoty konstant u derivaci v tomto
vyjadieni pro a =0, b = 1.

[Navod: Polozte h = b — a. Uvazte pak, ze puvodni konstanty ve (13.4.1) jsou pravé dpi1,
n=0,1,2]
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13.9.4

Vypocitejte pomoci Gaussova kvadraturniho vzorce se tfemi uzly pfibliznou hodnotu

1 .
/ sin x d.
1+x
0

0,284 249 (na 6D).]

13.9.5
Vypocitejte ptibliznou hodnotu
1
/(1 +2) e = 0,69315 :
0

a) Pomoci Gaussova kvadraturniho vzorce se dvéma uzly; odhadnéte chybu aproximace a
porovnejte se skute¢nou chybou.

[0,692 31 (na 5D); odhad chyby podle (13.4.4) a (13.4.2) dava 5,56 - 1073, skutecna chyba je
0,84-1073]

b) Pomoci Gaussova kvadraturniho vzorce se tfemi uzly

[0,693 12 (na 5D).]

¢) Slozenym vzorcem (13.4.3), ktery vychézi ze zakladniho vzorce se tfemi uzly a kde polozime
h=1
[8, 69315 (na 5D).]

13.9.6

Vypocitejte slozenym Gaussovym kvadraturnim vzorcem, ktery vychazi ze zakladniho vzorce
se dvéma uzly, pfibliznou hodnotu integrilu

0,8

/3:_1 sin xdzx.

0

Polozte h = 0, 4. Pocitejte na 6 platnych cifer, hodnoty uzli na 7 cifer pfesné.
[0, 772 095]

13.9.7

Sestavte program, kterym vypocitite hodnoty integralt z ulohy 12.11.7 na 5 cifer pifesné.
Pozadované piesnosti dosdhnete tak, ze: a) Budete postupné zvySovat algebraicky fad zédkladniho
vzorce. b) Pouzijete slozeny vzorec zaloZzeny na nékterém pevné zvoleném zikladnim vzorci a
postupné budete zjemiiovat déleni intervalu integrace. Ziskané vysledky porovnejte s presnymi
hodnotami a stanovte skutecnou chybu, které jste dosihli.
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14 Nekolik poznamek k numerické kvadrature

14.1 Adaptivni programy pro vypocet integrali.

Nékteré programy pro pfiblizny vypocet urcitého integralu pouzivaji sloZzené kvadraturni
vzorce zalozené na jednom ¢i dvou zakladnich vzorcich a velikosti dil¢ich intervalid v (10.7.1)
urcuji automaticky tak, aby ziskany vysledek spliioval zadané pozadavky na pfesnost. V riznych
Castech intervalu (a,b) se pfip. pouziva déleni jemnéjsi nebo hrubsi podle toho, zda integrand
je v dané ¢asti (a,b) hladky a méni se pomalu ¢i zda je na dané ¢asti intervalu pfiblizny vypo-
Cet integralu obtizny. Programy, které pfizpusobuji hustotu uzli v té ¢i oné ¢asti intervalu (a, b)
charakteru integrandu, se nazyvaji adaprivni programy. Odkazy na nékteré existujici adaptivni
programy pro vypocet jednorozmérnych integrali jsou uvedeny v kap. IV.

Uzivatel adaptivniho programu zadé jako vstupni data interval (a, b), podprogram pro vypodcet
f(z) pfi « € (a,b) a pozadovanou hranici € pro chybu aproximace. Program se snazi stanovit Q
tak, aby platilo

b
/f(w)dx—Q <e

(pfip. aby bylo splnéno néjaké jiné kritérium pro posouzeni velikosti chyby, napt. relativni). Vy-
stupem z adaptivniho programu muze byt také hlaSeni, Ze pozadované piresnosti nelze dosdhnout.

Zpusoby odhadu chyby aproximace pouzivané programy pro adaptivni kvadraturu jsou zalo-
Zeny jednak na jistych heuristickych tvahéch (srov. odst. 11.8) o chovéani vyssich derivaci inte-
grované funkce. Je proto vidy mozné vymyslet takovy integrand f, pro néjz pfislusny adaptivni
program d& chybny vysledek, tj. nevypocte hledany integral s pozadovanou piesnosti a nepoda
hlaseni o tom, ze této presnosti nebylo dosazeno. Pro dobré dnes pouzivané programy je vsak
trida téchto integrandii velmi malé. Opatrny uzivatel mize vzdy jako vstupni parametr € zadat
vetsi presnost, nez ve skutecnosti pozaduje, a zvysit tak spolehlivost vypocétu. Doba vypoctu se
tim ovSem prodluzuje.

14.2 Pouziti adaptivnich programii.

Znacné Cast vypocetni prace se u adaptivnich programt spotfebuje na urceni vhodného dé-
leni intervalu (a,b) na dil¢i intervaly. Odhaduje se, ze adaptivni programy pouzivaji zhruba dva-
krat az tiikrat vice funk¢nich hodnot integrandu, nez by stacilo k dosazeni pozadované pies-
nosti vhodné vybranym Gaussovym kvadraturnim vzorcem. Z tohoto diivodu adaptivni programy
nejsou vhodné pro vypocty velkych soubori integrala liSicich se od sebe malymi zménami nékte-
rych parametra (napf¥. pii riznych itera¢nich ¢ minimaliza¢nich procesech).

Hlavn{ oblast pouziti adaptivnich programi je tam, kde pocitdme jeden nebo nékolik integrald
bez néjaké vnitini souvislosti, pfip. tam, kde je uzivatel programu piipraven zaplatit jistou cenu
navic za to, ze se pii vypoc¢tu uspoii lidsky ¢as potiFebny k sestaveni efektivnéjsitho programu pro
ten ktery konkrétni integral. Ptres urc¢ité varovani pfed bezmyslenkovitym pouzivinim programi
pro automaticky vypocet integralu je oblast pouziti adaptivnich automatickych programi pomérné
Siroka.
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14.2.1 Stabilita kvadraturnich algoritmi.

Funkéni hodnoty vystupujici v kvadraturnim vzorci (10.6.1) budou v praxi mnohdy zatizeny
chybou méfeni nebo chybou aproximace. VySetiime proto nejdfive §ifeni chyb funkénich hodnot
v procesu numerického vypoctu integralu, tj. podmi-nénost ulohy (viz [21]).

Snadno ukadzeme, ze vypocet podle kvadraturnich vzorci s kladnymi koeficienty w;, ¢ =
=0,1,...,n, je dobfe podminéné tloha. K dikazu tohoto tvrzeni vyuZzijeme jesté to, ze budeme
predpokladat, ze vzorec je presny alespon pro konstantni funkci. Z tohoto predpokladu ihned

plyne, ze
n
Z w; =b—a
i=0
(oveite!).

Predpokladejme tedy, ze misto presnych hodnot f(z;), i =0, 1,...,n, pouZijeme ¢isla f*(z;) =
= f(x;) + €, 1 =0,1,...,n. Misto (10.6.1) pak po¢itame

n n n
D wif () =Y wif(zi) + Y wies,
i=0 i=0 i=0
a plati tedy

[IA

(14.3.1) iwif*(oﬂZ szf x;)
i=0

n
< Zwi|5i| < (b-a), e=maxe;

kde jsme k odhadu absolutni hodnoty sou¢tu pouzili trojuhelnikovou nerovnost zndmou z algebry.
Srovname-li tento vysledek s (10.2.1), visime, Ze za naSich pfedpokladi je citlivost matema-
tického problému [I(f)] a jeho numerické aproximace [K(f)] na poruchy v datech stejna. Pred-
poklad w; > 0,7 =0, 1, ..., spliji vSechny kvadraturni vzorce popsané v této kapitole s vyjimkou
Newtonovych-Cotesovych vzorct vyssich radi.
Vysetiujeme-li za predpokladi uvedenych na zacatku tohoto odstavce Siteni relativni chyby,
dostavame podle [21], ze ¢islo podminénosti pii vypoctu podle vzorce (10.6.1) je

max | (z7)|

(14.3.2) Co = (b= V)"

Zcela analogicky vztah plati opét pro integral I(f). Relativni chyby se tedy mohou zesilovat tehdy,
pocitame-li integral, jehoz absolutni hodnota je mala, z velkych funkénich hodnot. V takovém
pripadé totiz také zfejmé bude dochézet k od¢itani sobé blizkych velkych ¢&isel, které - jak zndmo
[21] - m& na Sifeni relativni chyby a stabilitu algoritmi vibec velmi nepfiznivy vliv.

Pokud jde o zaokrouhlovaci chyby pfi vypoctu souctu

> wif (x),
i=0

125



da se vcelku snadnou algebraickou manipulaci ukézat (viz napf. [28]), Ze na celkové chybé ze
zaokrouhlovani se podileji pfevaznou mérou jen chyby operace séitani a ze tato celkova zaokrouh-
lovaci chyba roste linearné s poc¢tem s¢itanct. Takové procesy se povazuji za numericky stabilnf;
ostatné je mozné pouzitim tzv. ¢astecné dvojnasobné aritmetiky [28] obecné docilit toho, ze vliv
zaokrouhlovacich chyb na kvadraturni proces se snizi na zanedbatelnou droven

15 Numerické derivovani

15.1 Derivovani interpola¢niho polynomu.

O numerickém vypoctu derivace jsme se zminili na nékolika mistech jiz d¥ive. V odstavci 4.8
jsme napft. uvedli, jak se pomoci interpola¢ni spline-funkce daji aproximovat derivace nizkych radu.
V celém ¢l. 15 se omezime na ty zptisoby aproximace derivaci dané funkce, které vychazeji z toho, ze
funkci samu aproximujeme interpola¢nim polynomem. P¥iblizné hodnoty derivaci funkce
pak pocitame jako hodnoty derivaci aproximujiciho interpolac¢niho polynomu. Stupei pouzitého
interpola¢niho polynomu nesmi byt pfirozené mensi, nez je fad pocitané derivace (proc?).

Pro ucely tohoto ¢lanku bude vyhodné interpola¢ni polynom zapisovat v Newtonové tvaru.
Vychazime-li pii pfiblizném vypoctu k-té derivace funkce f z m + 1 jejich hodnot, n = k a
aproximujeme-li tedy f Newtonovym interpola¢nim polynomem (3.23.2) n-tého stupné, dostavame
pro piiblizny vypocet derivaci vztah (viz ulohu 15.9.1)

(15.1.1)  fP(z) ~NF (z) =
k
=flzo, z1, ..., :Ek]%{(l‘ —xo)(x — 1) (T —x)—1) } + ot
k
+ flxo, x1, ,mk]%{@ —xo)(x —x1)...(x — Tp—1) }-

Jsou-li uzly interpolace ekvidistantnimi a zapiSeme-li interpola¢ni polynom jako Newtontv
polynom s dopfednymi diferencemi (3.29.3), dostaneme misto vzorce (15.1.1) vztah

(k) . e dt o
(1512)  f0() & S NE(0) = hh SN (1) =

d* [t b [t
_ p—k k n
=h [A fodtk <k>++A fodtk (n)]’

nebot podle (3.29.1) mame t = (z — x¢)/h a dt/dx = 1/h. Vzorce (15.1.1) a (15.1.2) pouzivame
pro x z intervalu ohrani¢eného nejmengim a nejvét§im uzlem interpolace.

15.2 Priklad.

V odstavci 9.2 jsme pro pfiblizny vypocet derivace funkce f v bodé & odvodili vzorec

FlE+h) — f—h)
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Ukazme, Ze je to specidlni piipad vzorci (15.1.1) a (15.1.2).
Vezméme za uzly interpolace body zg = & — h, x1 = &, 9 = & + h a interpolujme funkci f
polynomem N, (¢). Podle (15.1.2), kde polozime k = 1, n = 2, dostdvame
t—1)

(15.2.1) fl(x) =~ ht [Afo + A2f0t+(2

Polozime-li zde nyni z = x1 = Z, mame podle (3.29.1) ¢t = 1 a dostavame

fo—fo _ fla+h)— f(i—h)
2h 2h ’

R 1
f(2) ~ <Af0 + 3 A? f0> =
Uziti vztahu (15.1.1) by dalo zcela stejny vysledek (ovéfte to).

15.3 Chyba aproximace.

Stejné jako u numerickych metod pro vypocet integralu se da pii odhadu chyby aproximace
pro vzorce (15.1.1) a (15.1.2) vyjit ze vzorce pro chybu interpolace (3.10.1), podle kterého za
predpokladii véty 3.10 plati

(€

(15.3.1) f@) = Na(x) +en(@) g3

kde e, (x) = (z — x0)(x — x1)...(r — x,). Vzhledem k tomu, Ze £ v (15.3.1) je nezndmou funkci
proménné z, jsou odhady chyby zaloZené na derivovani vztahu (15.3.1) pomérné komplikované a
jejich detailni znalost ptinasi pro praktické pocitani zpravidla maly uzitek. Uvedeme proto jen
prehled zakladnich vysledki. Dalsi podrobnosti lze nalézt v [2], [26].

Pro ptipad, kdy (15.1.1) pouzijeme k pfibliznému vypoétu hodnoty prvni derivace funkce f
v nékterém tabulkovém bodé z = x5, dostaneme derivovanim vztahu (15.3.1) snadno jednoduchy
vysledek

F(e)

(15.3.2) f'(zs) = N/ (z5) + e;(xs)m,

nebot ¢len obsahujici e, (x,) [a derivaci funkce f("+1)(€) se rovna nule. Pro ekvidistatntni body
x; = xo + ih prejde (15.3.2) v

! N n—syn f(n+1)<£)
(15.3.3) fi(xs) = Ny (zs) + (—=1)"°h"sl(n — 5)!m.

Je tedy chyba aproximace prvni derivace v uzlu interpolace pii h — 0 velikosti O(h™). Obecné se
pro dostatecné hladké funkce da ukézat [2|, ze pfi ekvidistantnich uzlech interpolace a aproximaci
k-té derivace v nékterém z uzlt interpolace je chyba aproximace velikosti O" 1% kde n je stupeii
interpola¢niho polynomu pouzitého v (15.1.1) nebo (15.1.2). Pro nékteré specialni situace pfitom
miiZze byt chyba i velikosti O™+ 2% tedy fadové mengi (pii h — 0).
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15.4 Nékteré ¢asto uzivané vzorce.

V tomto odstavci podame piehled nékterych uzite¢nych vzorci pro vypocet prvni a druhé de-
rivace. Jde tu vesmés o specidlni piipady vzorce (15.1.2); pfedpokladame tedy, Ze uzly interpolace
jsou ekvidistantni s krokem h. Déle predpokladame, ze hodnotu derivace poc¢itadme v nékterém
z uzlti. Abychom docilili jednotného zapisu, oznacujeme v tomto odstavci uzel zg, v némz podi-
tdme piibliznou hodnotu derivace, vzdy jako z. Ostatni uzly rovnéz necislujeme, ale vyjadiujeme
je pomoci x jako z + h,  — h apod. Ve vzorcich uvadime zaroven (z¢asti pouze fadové) chybu
aproximace. P¥islu§ny udaj je platny pro funkce, které maji dostateény pocet spojitych derivaci.
Bod € lezi vzdy mezi nejmensim uzlem pouzitym v daném vzorci.

Pro vypocet prvni derivace (k = 1) dostavame vztahy

(15.4.1) n=1:
_fleth) - flx) 1

pay = TEEN I 2 ),
iy = LD ZIEZR) L 2 gy,

(154.2) n=2:
ey = TEFI @) Lo g,
f%w:-3ﬂ@+4f@;ﬁy—ﬂx+mo+;mf%87
oy = MDA S0 =20) | Ly

Druhou derivaci (k = 2) aproximujeme pomoci vztahii

(154.3) n=2:
flx+2h) =2f(z+h)+ f(z)

f”(x) _ e B hf”/(f),
wey_ fl@+h) —2f(@) + flz—h) K fHE)

fia) = h2 12

f”(ZC) _ f(x) — 2f(x _h};) + f(x — Qh) + hf/”(f);

(15.44) n=3:
lfxx)::12f@0——30f@cifﬁ—+24f@nj:2h)—(UXx:tBh)

6h2
(154.5) n=4:

() = —f(z —2h) +16f(z — h) —?i(;{lgx)+16f(x+h) — f(z+2h) + oY),

+O(h?);

Cetné dalsi vzorce lze nalézt napf. v [3].
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15.5 Priklad.

Vypoditame podle vzorci (15.4.1) a (15.4.2) pfibliznou hodnotu prvni derivace funkce f(z) =
=z 'sinz v bodé x = 0, 5. Funkéni hodnoty vezmeme v tab. 22, odst. 11.4, a pouZijeme h = 0, 1.
Presna hodnota derivace je f(0,5 = —0,16254).
Vypocet podle vzorca (15.4.1) dava jako pfibliznou hodnotu derivace po fadé
. 0,94107 — 0,958 85

!
~ =—-0.1
£(0,5) 01 0,1778

0 -0,97
£(0,5) ~ ,958850 10,9 355 _ _0.1470.

Vzorce (15.4.2) déavaji po fadé vysledky

0,941 07 — 0,973 55
£(0,5) = = N = —0,1624

a dale
f(0,5) =~ —0,1629, f(0,5) ~ —0,1629.

Vsimneme si zejména piesnosti prvniho ze vzorcta (15.4.2) ve srvonani se vzorci (15.4.1).
15.6 Podminénost numerického vypoc¢tu derivace.

Chyby v hodnotach funkce f, at uz jde o chyby méfeni nebo chyby zaokrouhlovaci, maji
pri numerickém derivovani mnohem vét§i vyznam nez pii interpolaci nebo numerickém vypoctu
integralu. VIiv nepiesnosti ve vstupnich datech se totiz béhem numerického vypoctu derivace
zesiluje. UkdZeme to na vypocétu prvni derivace podle prvniho ze vzorcu (15.4.1).

Ozna¢me ¢len vyjadiujici chybu metody v prvnim vzorci (15.4.1) jako r = —%hf”(ﬁ). Necht
If"(&)] £ My; pak je |r1] £ Mah/2. Tim jsme odhadli chybu aproximace pomoci odhadu druhé
derivace funkce f. Pfedpokladejme nyni, Ze misto pfesnych hodnot f(x+h), f(x), které vystupuji
v (15.4.1), pouzijeme hodnoty f*(z+h), f*(x), takové, ze | f(z+h)—f*(x+h)| < e, |f(z)— f*(z)| £
< e. Tim k chybé aproximace r; pfidavame dalsi nepFesnost.

_ fle+h) - f@)  fr@+h) - f(Cr)
h h '

Tuto nepfesnost muzeme odhadnout jako |ra| < 2¢/h. Diky ¢initeli 1/h se pfi zmensovani h budou
nepfesnosti ve vstupnich datech f(x+ h) a f(z) stale silngji projevovat v celkovém vysledku. Pro
malé A jde tedy o typickou $patné podminénou ulohu.
Zanedbame-li pro jednoduchost zcela zaokrouhlovaci chyby vzniklé pii vypoctu podle (15.4.1),
dostéavame pro celkovou chybu r vypocitané piiblizné hodnoty derivace f’(z) odhad
Myh 2
Irl < ral + |2l = —— + = g(h).
2 h
Aby byla celkova chyba r mal4, musi byt bezesporu mala chyba aproximace r1, a k dosazeni
pozadované presnosti tedy potiebujeme, aby bylo h dostateéné malé. Jak ale ukazuje prubéh
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funkce g, poroste pfi zmengovani h obecné vliv nepfesnosti ve vstupnich datech a pro h — 0 bude
g(h) — oo. VySetfenim pribéhu funkce g zjistime, ze je-li napf. ¢ = % -107, tj, jsou-li funkéni
hodnoty udany pfesné na ¢ desetinnych mist, a je-li Mo Ffddové velikosti jedné, neni moZno spocitat
podle (15.4.1) hodnotu prvni derivace pfesnéji nez na t/2 desetinnych mist. Pro velké hodnoty
My se miize stat, Ze urceni derivace s rozumnym stupném piesnosti bude zcela nemozné.
Podobn4 situace je i u ostatnich vzorcu a pfi vypoctu derivaci vyssich fadu (viz [2], [26]).
Méme-li co ¢init s empirickymi hodnotami malé piesnosti, je tudiz numericky vypocet derivaci
diky své Spatné podminénosti hazardni operace. Z divodi uvedenych v tomto odstavci je mnohdy
rozumnéjsi pouzit pii vypoctu derivaci Richardsonovou extrapolaci tak, jak jsme to délali v odst.
9.2 a 9.5 pii vypoctu prvni derivace. Takovy postup umozni vyhnout se pfili§ malym kroktm h.

15.7 Priklad.

Pocitejme podle prvniho ze vzorcu (15.4.2) pfiblizné hodnoty prvni derivace funkce f(x) = e*

v bodé x = 1.

Pouzijeme-li v (15.4.2) hodnoty f(x + h) a f(z — h) zaokrouhlené na 4D a volime-li postupné
h =0,8;0,4; 0,2;... dostavame vysledky shrnuté v tab. 27 [pFesna hodnota je f/'(1) = 2,7183].
Vidime, Ze zfejmé nemd smysl volit h mensi nez 0, 02.

Tabulka 27
h 0,8 0,4 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005
fath)—fz—h) 3,0176 2,7914 2,7365 2,7230 2,7200 2,7175 2,7200 2,7200
2h k) k) b 3 k) b bl k)

15.8 Aproximace derivaci diferencemi.

Polozime-li ve vzorci (15.1.1) n = k, tj. aproximujeme-li k-tou derivaci pomoci interpola¢niho
polynomu k-tého stupné, dostavame

(15.8.1) F9)(2) ~ klflzo, 21, ... Th],

nebot (d*/dz*){(x — zo)(x — z1)...(x — 23_1)} = k!, jak se d4 snadno dokazat indukci. Vzorec
(15.1.2) ptejde v tomto piipadé na

(15.8.2) FP(2) ~ A;fo,

Se vztahy (15.8.1) a (15.8.2) jsme se jiz vlastné setkali v odst. 3.21 a 3.27 [viz (3.21.2), (3.27.2)].
Specialnimi pfipady vzorcu (15.8.1) a (15.8.2) jsou vzorce (15.4.1) a (15.4.3). Podobné lze pouzit
i zpétné diference.

Chyba aproximace vzorce (15.8.2) je obecné velikosti (viz odst. 15.3) O(h), ve specialnich
pifpadech O(h?). Tyto specialni piipady vlastné odpovidaji aproximovani derivaci centralnimi
diferencemi 6% f;, o kterych jsme se zminili v odst. 3.31.

x € (o, Tk)-
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Aproximace derivaci diferencemi tvori zaklad metody siti pro feSeni okrajovych tdloh pro di-
ferencialni rovnice. Déle lze aproximaci derivaci diferencemi pouzit k pfibliznému urcovani chyb
numerickych metod. V mnoha vyrazech pro chybu metody vystupuji totiz (jak jsme vidéli v kap.
Iiv kap. II) derivace vyssich Fadi, které se vétsinou Spatné odhaduji. Snazsi postup je ten, ze pii-
slugnou derivaci ve vyraze pro chybu aproximujeme podle (15.8.1) nebo (15.8.2) pomoci difernce
stejného fadu. Vysledny odhad je sice velmi hruby, zejména pro vétsi k, jsou-li vSak derivace
Ffadu vyssiho nez k, a tedy i diference vysSich Fadd, rozumné, muze dat popsany postup dobrou
predstavu o velikosti chyby metody.

15.9 Ulohy
15.9.1

Ovéite vztahy (15.1.1) a (15.1.2).
[Navod: Uvazte, ze k-ta derivace polynomu M-tého stupné je pro k > M nulova.]

15.9.2

Vypocitejte ptibliznou hodnotu prvnich ¢ty¥ derivaci funkce f zadané tabulkou v piikl. 3.28
v bodé x = 0, 8. Pouzijte vzorec (15.1.2) s n = 4. Vysledky porovnejte se skute¢nymi hodnotami
pro f(x) =sinz.

t
[Navod: Nejprve spocitejte analyticky derivace polynomu L v (15.1.2) pro k = 1,2,3,4.

Vysledky (na 5D): 0,696 82; —0, 717 28; —0, 694 50; 0, 690 00. Skute¢né hodnoty (na 5D): 0,696 71;
—0,71736; —0,694 71; 0,690 36.]

15.9.3

Vypocitejte pfibliznou hodnotu prvni derivace funkce, jejiz hodnoty jsou dany v tab. 15 (iloha
6.10.5) v bodé x =0, 3.

a) Uzijte vzorce (15.4.1) s h =0,1. [f'(0,3) = =2, f'(0,3) = —4.]

b) Derivaci aproximujte derivaci polynomu prvniho stupné, ktery byl metodou nejmengich
Ctverct sestrojen v tiloze 6.10.5. Co se da Fici o pfesnosti ziskanych vysledki?

[/(0,3) ~ —2. Vypoclet podle (15.4.1) da pro data zatiZzena ndhodnymi chybami mé¥eni
velikosti € (zfejmé = 0, 05) sotva vysledky s chybou mensi nez 20e viz odst. 15.6.]

15.9.4

Vypotitejte pfibliznou hodnotu prvni derivace funkce f(z) = Inz v bodé = 3 pomoci vzorci
(15.4.2) s h = 0,1. Vysledky porovnejte s vysledkem piikl. 9.5. Pouzijte funkéni hodnoty pfesné
na 6D.
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Pokuste se volbou mensiho A dosdhnout stejné pfesné aproximace, jako se dosdhlo extrapolaci
v prikl. 9.5 (stéle pouzivame funkéni hodnoty pfesné na 6D). Je to proveditelné?
[Vysledky: 0,333455; 0,333 105; 0,333 055. Maximéalni dosazitelné je cca na 4D.]

15.9.5

Proved'te pro prvni ze vzorci (15.4.2) podobnou analyzu celkové chyby, jako jsme provedli
v odst. 15.6 pro vzorec (15.4.1). VySetiete podrobné pribéh p¥islusné funkce g a ze ziskaného
vysledku usud'te na maximéalni dosazitelnou pfesnost v tloze 15.9.4.
[Pro celkovou chybu r vyjde |r| £ M3h?/6 + ¢/h = g(h). Funkce g nabyva minima pro
: 1/3
h = hopy = (26/M3)'/3 a je g(hop) = 3 M3 (32)2/3]

15.9.6

Odvodte pomoci véty 2.4 o Taylorové polynomu tvar vyrazu pro chybu aproximace v pro-
stfednim ze vzorcu (15.4.3). Za jakych predpokladi méa chyba aproximace uvedeny tvar?
[Navod: Vyjadiete podle véty 2.4 f(z + h) a f(x — h) polynomem ¢Etvrtého stupné v h.|

15.9.7

Vypocitejte pribliznou hodnotu druhé derivace funkce f zadané tabulkou v p#ikl. 3.28 v bodé
x = 0,8. Pouzijte vzorce (15.4.3). Vysledky porovnejte s vysledky ulohy 15.9.2.
[Na 4D: —0,7827; —0,716 7; —0,643 8.]
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