
I. Základní pojmy numeri
ké matematiky
1 Numeri
ké úlohy a algoritmyTe
hnik, fyzik, ekonom, p°ípadn¥ pra
ovník i jiný
h obor· se o matem-atiku zajímá p°edev²ím se dvou d·vod·. Na jedné stran¥ je pro n¥ho matem-atika prost°edkem k formula
i problém· a ke zkoumání vztah· mezi vy²et°o-vanými objekty, tedy jakýmsi jazykem, a na druhé stran¥ je prost°edkem k°e²ení formulovaný
h problém·, tedy metodou.Uv¥domme si, jak se takový reálný problém °e²í. Bud' jej m·ºeme °e²itprost°edky daného oboru, tj. nap°íklad pomo
í experiment·, m¥°ení atd.,nebo prost°edky matemati
kými. K matemati
kému °e²ení reálného prob-lému je nutné nejd°íve formulovat matemati
ký model daného problému, tj.formulovat matemati
kou úlohu.Takovou úlohu 
hápeme jako funk£ní vztah mezi danými a hledanýmiobjekty1) a po
hopiteln¥ poºadujeme, aby tento vztah byl srozumitelný ajednozna£ný.1.1 Numeri
ké úlohy a numeri
ké metody.Postupy (metody), jak na základ¥ daný
h objekt· a pomo
í vztah· 
harak-tererizují
í
h danou úlohu stanovit objekty hledané, mohou být velmi r·znoro-dé. V této souvislosti hovo°íme o e x a 
 t n í 
 h (teoretí
ký
h), p ° i b l i º n ý 
 ha n ume r i 
 k ý 
 h me t o d á 
 h.

1) Máme na mysli objekty matemati
ké, tj. £ísla, vektory, funk
e, mati
e, operátory,k°ívky, plo
hy, ... atd., obe
n¥ prvky n¥jaký
h funk
ionální
h prostor·.1



Kaºdá metoda nám danou úlohu p°evádí na úlohu (nebo systém úloh)jednodu²²í. Jednou z ni
h je úloha numeri
ká.Numeri
kou úlohou rozumíme jasný a jednozna£ný popis funk£ního vz-tahu mezi k o n e £ n ým po£tem vstupní
h a výstupní
h dat, tj. mezi danými ahledanými objekty numeri
ké úlohy. Zd·razn¥me, ºe pro numeri
ké úlohy jepoºadavek kone£nosti soubor· vstupní
h a výstupní
h dat podstatný. Datanumeri
ké úlohy musí být vyjád°itelná kone£ným po£tem (reálný
h) £ísel.Numeri
ká úloha je tedy takovým matemati
kýmmodelem reálného prob-lému, který m·ºe být realizován na po£íta£i (v kone£ném £ase).Základní matemati
kou dis
iplínou, která konstruuje a analyzuje metodya postupy pro realiza
i numeri
ký
h úloh na po£íta£í
h, je numeri
ká matem-atika.Struktura zkoumání reálný
h problém· je patrná ze s
hématu 1 na str.??1.2 P°íklady1.2.1Úloha ur£it ko°eny rovni
e x3+a1x
2+a2x+a3 = 0 s reálnými koe�
ientyje numeri
ká úloha. Vektor vstupní
h dat je a = (a1, a2, a3) . Výstupní datareprezentovaná vektorem x = (α1, β1, α2, β2, α3, β3, ) ur£ují hledané (kom-plexní) ko°eny xk = αk+iβk , k = 1, 2, 3 . Vztah mezi vstupními a výstupnímidaty je rovni
í dán impli
itn¥.Danou úlohu m·ºeme °e²it r·znými metodami. Nap°. m·ºeme uºít metoduvýpo£t· podle Cardanový
h formulí nebo n¥ktorou z metod uvedený
h vkap.III této publika
e.1.2.2Matemati
ká úloha najít °e²ení y = y(x) diferen
iální rovni
e

y
′′

= x2 + y2,vyhovují
í po£áte£ním podmínkám y(0) = 0 , y′

(0) = 1 , není numeri
kouúlohou, nebot' hledaná funk
e y nem·ºe být ur£ena kone£ným po£tem reál-ný
h £ísel. Tato matemati
ká úloha m·ºe být prost°edni
tvím n¥jaké p°i-bliºné metody (viz [11℄,[12℄) aproximována (tj. p°ibliºn¥ nahrazena) num-eri
kou úlohou, jestliºe spe
i�kujeme výstupní údaje jako p°iblíºné hod-noty funk
e y v bode
h x = h, 2h, 3h, ..., Nh . Vstupními údaji jsou £ísla2



y(0) = 0 , y′

(0) = 1 , dále pak hodnoty funk
e x2 v bode
h x = h, 2h, ..., Nha £ísla h a N .1.3 Algoritmy.Algoritmem2) numeri
ké metody rozumíme jasnou a jednozna£nou spe
i-�ka
i (popis) kone£né posloupnosti opera
í, jeji
hº prost°edni
tvím se m -ti
i£ísel z ur£ité mnoºiny vstupní
h dat jednozna£n¥ p°i°azuje n -ti
i výsledk·."Opera
emi" rozumíme aritmeti
ké a logi
ké opera
e, které m·ºe provád¥tpo£íta£. Cíle numeri
ké matematiky jsou patrn¥ dvojího typu:a) p°evod matemati
ké úlohy na numeri
kou, p°ípadn¥ p°evod numeri
kéúlohy na jednodu²²í numer
ikou úlohu,b) udání algoritm· pro °e²ení numeri
ký
h úloh a vy²et°ování vlastnostít¥
hto algoritm·.Termínem numeri
ký algoritmus, resp. numeri
ký pro
es zd·raz¬ujeme,ºe nás u algoritmu zajímá pouze realiza
e aritmeti
ký
h opera
í s £ísly (niko-liv logi
ké opera
e).Jsou-li (x1, x2, ..., xm) = x vstupní data, potom numeri
ký algoritmus jedán popisem opera
í r1, r2, ..., rk a jeji
h výsledk·
(1.3.1)

z1 = r1 (x) ,

z2 = r2 (x, z1) ,

z3 = r3 (x, z1, z2) ,

........................................,

zk = rk (x, z1, z2, ..., zk−1) .Kone£ný výsledek y = (y1, y2, ..., yn) , 1 ≦ n ≦ k , je dán spe
iálním výb¥remmezivýsledk· zi .Algoritmus (1.3.1) budeme stru£n¥ zapisovat takto:
(1.3.2) y = r (x) , x ∈ X, y ∈ Y,kde X a Y jsou mnoºiny (prostory) vstupní
h a výstupní
h dat.V po£íta£i se v²ak aritmiti
ké opera
e nerealizují p°esn¥ (viz £l. 2), protomísto mezivýsledk· z dostáváme mezivýsledky z̃ ; naví
 p°i zavád¥ní vstup-2) V 9. století n.1. arabský matematik Muhamad ibn Músá al-Chvárizmí (po
házel zChívy) napsal knihu, ve které vykládá indi
ký po£etní systém (základ dekadi
kého poz-i£ního systému) a pravidla jeho pouºívání. Latinskému p°ekladu názvu knihy (v£etn¥ au-torova jména) "Algorithmi de numero Indorum" vd¥£íme za termín algoritmus.3



ní
h dat do po£íta£e se zpravidla dopou²tíme jistý
h vstupní
h 
hyb, takºe al-goritmus realizovaný po£íta£em, tzv. strojový algoritmus, dává mezivýsledky
z̃1 = ̺1 (x̃) ,

z̃2 = ̺2 (x̃, z̃1) ,

........................................,

z̃k = ̺k (x̃, z̃1, z̃2, ..., z̃k−1) .a strojový výsledek
(1.3.3) ỹ = ̺ (x̃) ,který se m·ºe dost podtatn¥ li²it od výsledku y (teoreti
kého). Strojovéopera
e ̺1, ̺2, ..., ̺k se v po£íta£i reakizují podle pravidel daný
h konstruk
ípo£íta£e. N¥kolik nezbytný
h informa
í najde £tená° v odst. 2.3.1.3.1 P°íklad.M¥jme úlohu stanovit ko°eny x1, x2 kvadrati
ké rovni
e x2−2bx+ c = 0s reálnými koe�
ienty, kdyº b2 − c > 0 .Metodou dopln¥ní na £tvere
 dostaneme

x1 = b+
√

(b2 − c), x2 = b−
√

(b2 − c)Algoritmus A1:
z1 = b2,

z2 = z1 − c,
z3 =

√
z2,

z4 = b+ z3,

z5= c/z4,

x1 = z4,

x2 = z5 .Algoritmus A2:
z1 = b2,

z2 = z1 − c,
z3 =

√
z2,

z4 = b− z3,
z5= b+ z3,

x1 = z4,

x2 = z5 .4



Algoritmus A1 pro výpo£et ko°ene x2 vy
hází ze vzor
e
x2 =

c

b+
√

(b2 − c)
.Pozd¥ji (v odst. 4.3) uvidíme, ºe i kdyº jsou algoritmy A1, A2 pro ur£eníko°ene x2 teoreti
ky z
ela ekvivalentní, mohou pro r·zná vstupní data b , cdávat na po£íta£i z
ela rozdílné výsledky. Pro výpo£et x1 se tyto algoritmyneli²í.1.4 P°íklady algoritm·.1.4.1 Horner·v algoritmus.Ch
eme stanovit p(α) , kde α je dané £íslo a p daný polynom stupn¥

n :
p (x) = a0x

n + a1x
n−1 + ...+ an−1x+ an, a0 6= 0.Tento polynom m·ºeme p°epsat na ekvivalentní tvar

p (x) = ((...︸︷︷︸
n−1

(a0x+ a1)x+ a2)x+ ...+ an−1)x+ an.Algoritmus výpo£tu p(α) bude dán postupným vypo£ítáváním £len· v jed-notlivý
h závorká
h pro x = α . Poloºíme-li b0 = a0 , vidíme, ºe jde o opako-vané vy£íslování výraz· typu
(1.4.1) bi = αbi−1+ai, i = 1, 2, ..., n,kde hodnota vypo£tená na levé stran¥ se v dal²ím kroku vyskytne na stran¥pravé. Jde o algoritmus typu (1.3.1), kde b1, b2, ..., bn−1 jsou mezivýsledkya bn = p(α) je výsledek (výstupní údaj), který nás zajímá. Opera
e ri z(1.3.1) je zde sou£in £ísla α a p°ed
hozího výsledku a p°i£tení £ísla ai .Vidíme, ºe tento algoritmus obsahuje n násobení a n s£ítání, a tedy 
elkem
2n opera
í3).Výraz typu (1.4.1) nazýváme rekurentním vztahem (rekuren
í) a uvedenývýpo£et rekurentním pro
esem.Výpo£et podle vztahu (1.4.1) se dá zapsat do tabulky, které se °íkáHornerovo s
héma:3Kdyby
hom výpo£et £ísla p(α) provád¥li "p°irozeným" zp·sobem. tj. výpo£tem jed-notlivý
h £len· typu akxn−k a se£tením, pot°ebovali by
hom obe
n¥ n + (n− 1) + (n−
−2) + ... + 2 + 1 násobení a n s£ítání, tj. 
elkem (

n2 + 3n
)
/2 opera
í a výpo£et by bylpro v¥t²í n podstatn¥ pomalej²í, nehled¥ na to, ºe se muºeme snadno dostat z rozsahuzobrazovaný
h £ísel (odst. 2.2). 5



a0 a1 a2 . . . an−1 an

α αb0 αb1 αbn−2 αbn−1

b0 b1 b2 . . . bn−1 bn = p(α)P°i "ru£ním" po£ítání postupn¥ zapl¬ujeme tuto tabulku.K zápisu algoritm· lze, krom¥ slovního vyjád°ení, uºívat p°edev²ím dvous
hemati
ký
h zp·sob·. Ukáºeme si to na Hornerov¥ algoritmu.Vstup: n, α, a0, a1, a2, ..., an.

b0 = a0.Pro i = 1, 2, ..., n :

⌊bi = αbi−1 + ai.Výstup: p (α) = bn.Znakem ⌊ budeme znázor¬ovat, které výpo£ty se mají opakovan¥ provád¥tpro postupn¥ se m¥ní
í index. Tento zp·sob zápisu algoritmu je pouze p°ehled-n¥ji zapsaná matemati
ká formule dopln¥ná vstupními a výstupními daty.1.4.2 P°íklad.1.4.3 Synteti
ké d¥lení (d¥lení lineárním polynomem).1.4.4 Opakovaný Horner·v algoritmus.1.4.5 P°íklad.1.4.6 Itera£ní pro
esy.Algoritmy v p°ed
házejí
í
h odstav
í
h jsme získali tak, ºe jsme ur£ili(jednodu
hé) rekurentní vztahy mezi jednotlivými mezivýsledky. �asto v²akpot°ebujeme stanovit limitní hodnotu vhodn¥ zvolené posloupnosti mezivýsle-dk·. V tomto p°ípad¥ uvaºovaný rekurentní vztah nazýváme itera£ní formulía výpo£et samotný itera£ním pro
esem4).Nap°íklad pro a > 0 bude posloupnost ur£ená rekurentním vztahem (tzv.Heron·v vzore
)
(1.4.6) xn =

1

2

(
xn−1 +

a

xn−1

)
, n = 1, 2, 3, ... ,konvergovat k £íslu √a (prov¥°te!). Sou£asn¥ vidíme, ºe tato limita je ko°enemrovni
e x2 − a = 0 .4Z latinského slova iteratio - opakování 6



Protoºe ºádný algoritmus nem·ºe obsahovat nekone£n¥ mnoho krok·,musíme pro
es ur£ený formulí (1.4.6) pro n¥jaké n = N ukon£it. Potomov²em xN bude pouze p°ibliºnou hodnotou (aproxima
í) £ísla √a (tj. ko°enezmín¥né rovni
e). �íslo N nevybíráme v¥t²inou p°edem, ale ur£ujeme jejimpli
itn¥ zastavova
í podmínkou. Tato podmínka obvykle zní: Pokra£uj vevýpo£tu podle formule (1.4.6), pokud bude |xk − xk−1| ≧ δ , kde δ je n¥jakép°edem zvolené (malé) £íslo. Zahájení výpo£tu provádíme vhodnou volbou
x0 , nap°. x0 = a .Algoritmus výpo£tu √a , vy
házejí
í z formule (1.4.6), zapí²eme vývo-jovým diagramem:

Po£ítáme-li √2 podle tohoto algoritmu, pokud nebude |xk − xk−1| < 10−5 ,postupn¥ dostáváme (√2 = 1, 414 213 562... )
x0 = 2 (volba),
x1 =

1

2

(
2 +

2

2

)
= 1, 500 00,

x2 = 1, 416 667,

x3 = 1, 414 215,

x4 = 1, 414 213 .Pro
es výpo£tu jsme zastavili v okamºiku, kdy se po sob¥ jdou
í £leny posloup-nosti shodovaly na p¥ti desetínný
h míste
h. Pozd¥ji (v kap. III) se je²t¥uvedeme, jak ur£it odhad £ísla ∣∣√2− x4

∣∣ pomo
í δ .Jestlíºe itera£ní pro
es lze zapsat formulí typu
(1.4.7) xn = F (xn−1) , n = 1, 2, 3, ... ,Hovoríme o jednokrokovém itera£ním pro
esu [nap°. práv¥ vztah (1.4.6)℄. Kzahájení výpo£tu pot°ebujeme znát pouze jednu hodnotu - nap°. x0 - a7



postupn¥ vypo£ítáme
x1 = F (x0) , x2 = F (x1) , x3 = F (x2) , ..., xk = F (xk−1) , ... .�leny posloupnosti {x0, x1, x2, ...} nazýváme itera
emi nebo postupnýmiaproxima
emi. Konverguje-li tato posloupnost k limit¥ α = lim

n→∞
xn =

= lim
n→∞

F (xn−1) , potom s rostou
ím n se stále ví
e "p°ibliºujeme" k tétolimit¥ α . Jak jsme uvedli, neº n¥jaké p°edem zadané £íslo δ .Jestlíºe itera£ní pro
es lza zapsat formulí typu
(1.4.8) xn+p = F (xn, xn+1, ..., xn+p−1) , n = 0, 1, 2, ... ,hovo°íme o p-krokovém itera£ním pro
esu. K zahájení výpo£tu pot°ebujemeznát p hodnot, nap°. x0, x1, ..., xp−1 .1.5 Rekuren
e.Protoºe rekurentní formule (viz odst. 1.4) jsou sou£ástí 
elé °ady algo-ritm·, bude uºite£né v²imnout si ji
h podrobn¥ji.1.5.1 Numeri
ké aspekty rekurentní
h formulí.Uvaºujme nap°. rekurentní vztah
(1.5.1) yn+2 =

10

3
yn+1−yn.Znamé-li hodnoty y0, y1 , m·ºeme podle (1.5.1) postupn¥ ur£it y2, y3, y4, ...atd. Zvolíme-li y0 = 1, y1 = 1

3
, dostáváme y2 = 1/32, y3 = 1/33 ,..., yn =

= 1/3n atd. Zvolíme-li v²ak y0 = 1, y1 = 0.333 , vypo£ítáme postupn¥
y2 = 0.110 ; y3 = 0.033 6 ; y4 = 0.002 00 ; y5 = −0.026 9 ; y6 = −0.091 6 ,...,
y10 = −5.65 atd. Vidíme, ºe malá zm¥na ve vstupní
h date
h vyvolává velkouzm¥nu ve výsled
í
h. Nebude tedy vhodné takové rekuren
e k výpo£tum uºí-vat. Ale jak poznáme, která rekuren
e je vhodná a která ne?Any
hom byli s
hopni posoudit algoritmy reprezentované rekurentnímiformulemi, uvedeme si o ni
h n¥které teoreti
ké výsledky.1.5.2 Diferen£ní rovni
e.

8



Rekurentní formuli typu
(1.5.2) yn+p = F (yn, yn+1, ..., yn+p−1, n)budeme nazývat diferen£ní rovni
í °ádu p (p-kroková rekuren
e). Funk
i (pos-loupnost) yn = y(n) de�novanou na mnoºin¥ 
elý
h £ísel n budeme nazývat°e²ením diferen£ní rovni
e, jestliºe spl¬uje rovni
i (1.5.2) pro kaºdé n . Toto°e²ení je ur£eno jednozna£n¥, kdyº je dáno p po£ate£ní
h hodnot, nap°. y0 ,
y1 , y2 ,..., yp−1 .Rovni
i tvaru
(1.5.3) yn+p = a1yn+p−1+...+apynnazýváme homogenní lineární diferen£ní rovni
í °ádu p s konstantními koe�-
ienty. Posloupnost {yn} , kde yn = Crn (C 6= 0, r 6= 0 ) je °e²ením rovni
e(1.5.3), práv¥ kdyº £íslo r je °e²ením algebra
ké rovni
e
(1.5.4) rp = a1r

p−1 + a2r
p−2 + ...+ ap .Rovni
i (1.5.4) nazýváme 
harakteristi
kou rovni
í rovni
e (1.5.3).Má-li 
harakteristi
ká rovni
e p r·zný
h ko°en· r1 r2, ..., rp , potom funk
e

(1.5.5) yn = C1r
n
1 +C2r

n
2+...+Cpr

n
pje tzv. obe
ným °e²ením rovni
e (1.5.3). Partikulární °e²ení s po£áte£nimihodnotami y0, y1, ..., yp−1 najdeme tak, ºe konstanty C1, C2, ..., Cp ur£ímeze soustavy




1 1 . . . 1
r1 r2 . . . rp... ...
rp−1
1 rp−1

2 . . . rp−1
p







C1

C2...
Cp


 =




y0

y1...
yp−1


Je-li ri m -násobný ko°en (m ≧ 1 ) 
harakteristi
ké rovni
e, potom kaºdáfunk
e tvaru

(1.5.6) yn = P (n)rn
i ;kde P je libovolný polynom stupn¥ m− 1 , je °e²ením rovni
e (1.5.3).Obe
né °e²ení homogenní diferen£ní rovni
e je potom lineární kombina
í°e²ení tvaru (1.5.6) p°íslu²ný
h ke v²em r·zným ko°en·m 
harakteristi
kérovni
e [i zde je p konstant; jsou to koe�
ienty v²e
h polynom· z (1.5.6)℄.9



1.5.3 P°íklad.Ne
ht' an = a(n) , fn = f(n) jsou dané funk
e argumentu n . Stanovmeobe
né °e²ení (nehomegenní) diferen£ní rovni
e 1. °ádu
(1.5.7) yn+1 = anyn+fn, an = 0.Obe
né °e²ení musí obsahovat jednu libovolnou konstantu. Pro n = 0, 1, 2, ...postupn¥ dostáváme
(1.5.8)

y1 = a0y0 + f0,

y2 = a1a0y0 + a1f0 + f1,

.......................................

yn = An0y0 +

n∑

j=1

Anjfj−1,kde
Akj = ak−1ak−2...aj ; Akk = 1, k = 1, 2, ..., n.Pokud ak = a (rovni
e s konstantním koe�
ientem), pak Akj = ak−j , a tedy

(1.5.9) yn = any0+

n∑

j=1

an−jfj−1.1.5.4 P°íklad.Stanovme °e²ení nehomogenní diferen£ní rovni
e 1.°ádu
yn+1 = 2yn + bn, b 6= 0.s po£áte£ní podmínkou y0 = 11. metoda: Podle (1.5.9) (tj. postupným dosazováním do rovni
e) dostaneme:
yn = 2n +

n∑

j=1

2n−jbj−12. metoda: Hledáme °e²ení ve tvaru yn = Cbn (tvar pravé strany).Dosazením do rovni
e dostaneme:
Cbn+1 = 2Cbn + bn, tj. C =

1

b− 2
, b 6= 2.10



Protoºe obe
né °e²ení p°íslu²né homogenní rovni
e un+1 = 2un je un =
= K · 2n , bude obe
né °e²ení dané nehomogenní rovni
e mít tvar (analogie sdiferen
iálnimi rovni
emi!)

yn = K · 2n +
1

b− 2
bn.Konstantu K ur£íme pomo
í po£áte£ní podmínky. Pro n = 0 je

1 = K +
1

b− 2
,a tedy

yn = 2n +
bn − 2n

b− 2
, b 6= 2.1.5.5 P°íklad.�e²me diferen£ní rovni
i Tn+1(x) − 2xTn(x) + Tn−1(x) = 0 , n ≧ 1 ,

−1 < x < 1 , T0(x) = 1 , T1(x) = x .Charakteristi
ká rovni
e r2−2xr+1 = 0 má ko°eny r1,2 = x±i√(1− x2) .Poloºme x = cos t ; potom r1,2 = cos t± i sin t = e±it . Obe
né °e²ení má tedytvar
Tn(x) = C1e

int + C2e
−int.Z po£áte£ní
h podmínek dostaneme C1 = C2 = 1

2
, a tedy

Tn(x) =
1

2

(
eint + e−int

)
= cosn(arccos x).Funk
ím Tn(x) se °íká �eby²evovy polynomy a jsou d·leºité v teorii aproxi-ma
í.Uved'me si n¥kolik první
h �eby²evový
h polynom·:

T0(x) = 1,

T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1 atd.
11



1.5.6 Soustava lineární
h diferen£ní
h rovni
 1. °ádu.Uvaºujme soustavu k diferen£ní
h rovni
 (zapsáný
h mati
ov¥)
(1.5.10) yn+1 = Anyn+fn,kde

yn =




y1,n

y2,n...
yk,n


 ; An =




a
(n)
11 . . . a

(n)
1k

a
(n)
21 . . . a

(n)
2k... ...

a
(n)
k1 . . . a

(n)
kk


 ; fn =




f1,n

f2,n...
fk,n


 .Analogi
ký jako v p°íkl. 1.5.3 postupným dosazovánim dostaneme

(1.5.11) yn = Bn0y0+

n∑

j=1

Bnjfj−1,kde
Bkj = Ak−1Ak−2...Aj , Bkk = I, k = 1, 2, ..., n,

I je identi
ká mati
e. Kdyº
Ak = A, potom Bkj = Ak−j,a tedy

(1.5.12) yn = Any0+

n∑

j=1

An−jfj−1.1.5.7 Diferen£ní rovni
e 2. °ádu s okrajovými podmínkami.Uvaºujme diferen£ní rovni
i 2. °ádu
(1.5.13) anyn+1+bnyn+cnyn−1 = fna p°edpokládejme ºe jsou známy (krom¥ an, bn, cn, fn ) hodnoty y0 , yN ,
N > 1 . Potom k jednozna£nému ur£ení °e²ení je t°eba °e²it soustavu N − 1rovni
 pro neznámé y1, y2, ..., yN−1 ,

b1y1 + a1y2 =f1 − c1y0,

c2y1 + b2y2 + a2y3 =f2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cN−1yN−2 + bN−1yN−1 =fN−1 − aNyN .12



1.5.8 Numeri
ké aspekty.Vrátíme-li se k rovni
i (1.5.1), zjistíme, ºe obe
ným °e²ením je funk
e(
r1 = 3, r2 = 1

3

)

yn = C1 · 3n + C2 · 3−n,a tedy pro po£áte£ní hodnoty y0, y1 máme
yn =

3y1 − y0

8
· 3n +

3 (3y0 − y1)

8
· 3−n.Pokud 3y1 6= y0 bude lim

n→∞
|yn| = ∞ . Tato skute£nost se nám nep°íjemn¥projevila práv¥ u rovni
e (1.5.1), pokud jsme zvolili y0 = 1 , y1 = 0, 333 .Bude-li aspo¬ jeden ko°en 
harakteristi
ké rovni
e spl¬ovat podmínku

(1.5.14) |ri| > 1,bude v obe
ném °e²ení rostou
í £len, který se m·ºe díky zaokrouhlova
ím 
hy-bám nep°íjemn¥ projevit na výsledku, i kdyº je tento £len po£áte£ními pod-mínkami teoreti
ky anulován. Podmínka (1.5.14) nám vºdy signalizuje potíºe,které mohou nastat p°i realiza
i algoritmu vy
házejí
ího z rekurentní formuletypu diferen£ní rovni
e. Analogi
ký p°íklad najde £tená° v odst. 4.4.1.U diferen£ní
h rovni
 s okrajovými podmínkami je situa
e pon¥kud sloºi-t¥j²í. Zde jde o to, aby pro velká N £leny y1, y2, ..., yN z·stávaly v n¥jaký
hrozumný
h mezí
h. Podrobn¥j²í informa
e najde £tená° nap°. v kníze Go-dunov, S. K. - Rjabe¬kij, V. S.: Raznostnyje s
hemy. Moskva 1973.1.6 Cvi£ení.1.6.1Nakreslete vývojový diagram opakovaného Hornerova s
hématu.1.6.2Nakreslete vývojový diagram výpo£tu °et¥zového zlomku.1.6.3Posud'te, zda itera£ní formule xn+2 = xn + xn+1 reprezentuje konver-gentní itera£ní pro
es.[Diverguje: rekurentní zápis tzv. Fibona

iovy posloupnosti.℄13



1.6.4�e²te diferen£ní rovni
i yn+2 − 6yn+1 + 9yn = 0 , y0 = 1 , y2 = 3 .[ yn = 3n − n · 3n−1 ; uºijte vztahu (1.5.6) a analogie s diferen
iálnimirovni
emi.℄1.6.5�e²te diferen£ní rovni
i yn+1 = yn + en , y0 = 1 .[ yn = 1+(en − 1) / (e− 1) . Návod. Hledejte °e²ení ve tvaru yn = un+vn ,kde un je obe
né °e²ení homogenní rovni
e, a °e²ení nehomogenní rovni
ep°edpokládejte ve tvaru vn = Aen , A je konstanta.℄1.6.6�e²te diferen£ní rovni
i yn+2 − yn+1 − 2yn = 2n2 + 2 , y0 = 0 , y1 = 1 .[ yn = 3 · 2n − n2 − n − 3 . Návod. yn = un + vn , vn = An2 + Bn + C ;dále viz 
vi£. 1.6.5.℄1.6.7�e²te diferen£ní rovni
i yn+1 − 2yn + 2yn−1 = 0 , y0 = 1 , y1 = 2 .[ yn =
(√

2
)n+1

sin [(n + 1)π/4] . Návod. Vyuºijte skute£nosti, ºe√
2 exp (±iπ/4) = 1 + i .℄1.6.8Besselovy funk
e jsou vázány rekurentním vztahem

Jp+1 (x) =
2p

x
Jp (x)− Jp−1 (x)Je-li J0 (1) ≈ 0, 765 2 , J1 (1) ≈ 0, 440 1 , vypo£t¥te J2 (1) , J3 (1) , J4 (1) ,

J5 (1) atd. Jak jsou výsledky v souladu s faktem, ºe lim
n→∞

Jp (1) = 0 ? Vysv¥tle-te.
14



1.6.9Jsou dány koe�
ienty dvou polynom·
p (x) =

m∑

i=1

aix
i−1, q (x) =

m∑

j=1

bjx
j−1.Odvod'te algoritmus pro výpo£et koe�
ient· sou£inu p (x) , q (x) .2 Zobrazení £ísel v po£íta£i2.1 Mnoºina po£íta£ový
h £ísel.Kaºdý po£íta£ provád¥ji
í v¥de
kote
hni
ké výpo£ty m·ºe pra
ovat s£ísly, která se dají vyjád°it v semilogaritmi
kém tvaru s normalizovanou man-tisou.

(2.1.1) α = sgnα(α1

q
+
α2

q2
+ ...+

αl

ql

)
qb, α1 6= 0,kde q > 1 je základ, αi = {0, 1, 2, ..., q − 1} jsou £ísli
e mantisy a b jeexponent. P°irozené £íslo t ur£uje po£et £ísli
 mantisy a je dáno konstruk
ípo£íta£e, stejn¥ jako p°irozené £íslo q . Konstruk
í po£íta£e jsou téº dányhrani
e m1 , m2 
elého £ísla b .Mnoºina £ísel α není nekone£ná; má p°esn¥ 2 (q − 1) ql−1 (m2 −m1 + 1) +

+1 prvk· (viz [7a℄) a budeme ji ozna£ovat symbolem
M (q, t,m1, m2) , nebo zkrá
en¥ M (q, t) .Po£íta£i, který pra
uje s £ísly z M (q, t) , n¥kdy °íkáme q-aditi
ký t-místnýpo£íta£.Nap°íklad £íslo α = 13, 25 lze zobrazit bez vstupní 
hyby do mnoºiny:

M(10, 4) , nebot' α = 0, 132 5 · 102 ,
M(2, 6) , nebot' α = 0, 110 101 ·24 , (13, 25 = 1 ·23+1 ·22+0 ·21+

+1 · 20 + 0 · 2−1 + 1 · 2−2) ,
M(8, 3) , nebot' α = 0, 152 · 82 , (13, 25 = 1 · 81 + 5 · 80 + 2 · 8−1) ,
M(16, 2) , nebot' α = 0, D4 · 161 , [13, 25 = (13/16 + 4/162) · 161a pro 
ifry 10, 11, 12, 13, 14, 15 uºíváme v hexade
imálním (²estná
kovém)systému znak· [A, B, C, D, E, F ℄.15



Pro informa
e si uved'me mnoºiny M (q, t,m1, m2) , se kterými pra
ujínásledují
í po£íta£e. ( ql−1 je 
harakteristika relativní p°esnosti aritmetiky.)(Tab. 1.)2.1.1 Poznámka.Systém popsaný v odst. 2.1 se nazývá systém s pohyblivou °ádovou £árkou(pra
uje se s konstantním po£tem £ísli
 mantisy). Pro n¥které výpo£ty jevýhodn¥j²í pra
ovat s £ísly v tzv. pevné °ádové £ár
e (pra
uje se s konstant-ním po£tem desetinný
h míst; sem pat°í také £ísla typu "integer" ve Fortranu£i Algolu). Tab. 1.po£íta£ q t m1 m2 q1−tPDP-11 2 24 −128 127 1, 19 · 10−7Hewlett Pa
kard HP-45 10 10 −98 100 1, 00 · 10−9Texas Instruments SR-5x 10 12 −98 100 1, 00 · 10−11IBM 360 a 370 16 6 −64 63 9, 54 · 10−7

16 14 −64 63 2, 22 · 10−16 (DP)ICL 4-72Tesla 200EC 1030 a 1040 jako IBM 360Poznamenejme je²t¥, ºe n¥které po£íta£e mohou pra
ovat krom¥ systému
M (q, t) také se systémem M (q, τ) , p°i£emº obvykle τ ≧ 2t a pon¥kud nel-ogi
ky se pak hovo°í o dvojnásobné aritmeti
e a p°esnosti; srov. IBM 360/370v tab. 1.2.2 Zobrazení reálný
h £ísel do mnoºiny M (q, t) .P°i zavád¥ní vstupní
h dat do po£íta£e musí po£íta£ reálnému £íslu x ∈
∈ R p°i°adit £íslo α ∈M (q, t) . Tato p°i°azení se realizuje dv¥ma zp·soby -°ezáním nebo zaokrouhlováním:Je-li

x = aqb = sgn x( ∞∑

k=1

xkq
−k

)
qb ∈ R,16



potom obraz £ísla x ∈ R ozna£íme
α = ãqb = sgnα( t∑

k=1

αkq
−k

)
qb ∈M,Provádíme-li °ezání, klademe

αk = xk pro k = 1, 2, ..., t.a provádíme-li zaokrouhlování 5), klademe
αk = xk pro k = 1, 2, ..., t− 1,

αi =

{
xi + 1 pro xi+1 ≧ q

2
,

xi pro xi < q
2
.Ozna£íme γ : R→M takto de�nované zobrazení mnoºiny reálný
h £íseldo mnoºiny M , tj. α = γ(x) . Protoºe a ≧ q−1 , pak pro relativní 
hybuplatí

(2.2.1)

∣∣∣∣
x− γ(x)

x

∣∣∣∣ ≦ κq1−t,kde κ = 1 p°i °ezání a κ = 1
2
p°i zaokrouhlování, nebot'

x− a
x

=
qb(a− ã)
qba

a |a− ã| ≦ κq−1.�íslu κq1−t se také £asto °íká strojové epsilon.Nap°. obrazem £ísla x = 3, 141 592 v mnoºin¥ M(10, 5) p°i °ezání (κ =
= 1) bude £íslo α = γ(x) = 0, 314 15 · 101 , nebot' |0, 314 159 2− 0, 314 15|=
= 9, 26 ·10−6 ≦ 1 ·10−5 . p°i zaokrouhlování bude obrazem téhoº £ísla x £íslo
α = γ(x) = 0, 314 16 · 101 , nebot' |0, 314 159 2− 0, 314 16| = 0, 08 · 10−5 ≦
≦ 0, 5 · 10−5 .5)Zaokrouhlené £íslo α ∈M (q, t) £ísla x ∈ R se obe
n¥ de�nuje podmínkou, ºe musíbýt |x− α| = min

β∈M
|x− β| .U°íznuté £íslo α ∈ M(q, t) £ísla x ∈ R se obe
n¥ de�nujepodmínkou, ºe musí být

α =

{maxβ ∈M |β ≤ x pro x > 0,minβ ∈M |β ≥ x pro x < 0.
17



2.3 Aritmi
ké opera
e v mnoºin¥ M(q, t) .Mnoºina M(q, t) není z hlediska základní
h aritmeti
ký
h opera
í uza-v°ená, tzn. výsledek n¥jaké opera
e s £ísly z M nemusí být v M . Nap°.sou£in £ísel s t-místnou mantisou má obe
n¥ 2t nebo 2t− 1 £ísli
.Pro ilustra
i aritmeti
ký
h opera
í v typi
ké aritmeti
ké jednot
e po£í-ta£e zvolíme systém IBM 370, proto p°edpokládáme, ºe pro s£ítání (od£ítání)má s£íta
í registr jedno rezervní místo (níºe ozna£ené zatrºením), o které sev pro
esu s£ítání roz²í°í mantisy s£ítan
·. Toto místo není uºivateli dos-tupné. S£ítání dvou £ísel v systému IBM 370 spo£ívá v porovnání exponent·a se£tení mantis. Mantisa £ísla s men²ím exponentem se posune doprava tak,aby se exponenty vyrovnaly (denormaliza
e). Pak se mantisy se£tou; vznikne-li p°i s£ítání mantisa ≧ 1 , provede se posun výsledné mantisy o jedno místodoprava a exponent se zvý²í o jednotku. V p°ípad¥, ºe výsledná mantisa nenínormalizovaná, posune se podle pot°eby doleva a exponent se odpovidají
ímzp·sobem sníºí. Chyb¥jí
í £ísli
e vpravo se doplní nulami.S£ítání v M(10, 6) se tedy podle tohoto systému provádí takto:
0, 256 845 · 101 + 0, 327 917 · 10−2 → 0, 256 845⌊0 · 101 + 0, 000 327⌊9 · 101 →

→ 0, 257 172⌊9 · 101 → 0, 257 172 · 101(°ezání - v uvedeném systému není moºnost volby zaokrouhlování)Timto zp·sobem je tedy p°i°azeno sou£tu dvou £ísel z M op¥t £íslo v
M .Je-li tedy γ : R → M a znamená-li symbol ⊛ aritmeti
kou opera
íprovád¥nou na po£íta£i a symbol ∗ tutéº opera
i nad t¥lesem reálný
h £ísel,dá se ov¥°it, ºe naprosté v¥t²in¥ po£íta£· platí vztah

x⊛ y = γ (x ∗ y) , x, y ∈M,a ∣∣∣∣
x⊛ y − x ∗ y

x ∗ y

∣∣∣∣ ≦ κq1−t,neboli x⊛ y = (x ∗ y)(1 + ε) , kde ε ≦ κq1−t pro v²e
hna x, y ∈M .Aritemti
kou opera
i na po£íta£i m·ºeme tedy napodobit tím, ºe provede-me obvyklou opera
i a její výsledek zobrazíme na p°íslu²né strojové £íslo z
M .Dá se ukázat (viz nap°. [8℄), ºe pro aritmeti
ké opera
e v M neplatíobe
n¥ aso
iativní a distributivní zákon. Jedním z d·sledku neplatnosti ax-ióm· aritmeti
ky reálný
h £ísel p°i realiza
i na po£íta£i dávat rozdílné výsled-ky. 18



Jestliºe se tedy algoritmus (1.3.2) realizuje na po£íta£i, potom vstupní avýstupní data x̃, ỹ strojového algoritmu (1.3.3) jsou dána £ísly z M(q, t) .2.3.1 P°íklad.P°edpokládejme, ºe je na²í úlohou stanovit sou£et
10 000

lim
n=1

1

n2
(≈ 1, 644 834)v sýstemu M(16, 6) . P°i s£ítání v p°írozeném po°adí [(1 + 1

4

)
+ 1

9

]
+ ...dostaneme 
elkový sou£et s 
hybou 1 317 · 10−6 . S£ítáme-li v²ak v opa£némpo°adí. [(

1

10 0002
+

1

9 9992

)
+

1

9 9982

]
+ ...je 
hyba výsledku 2 ·10−6 . V prvním p°ípad¥ se totiº od ur£itého n po£ínajesou£et jiº nem¥ní.Obe
n¥ pro s£ítání podobný
h sou£t·, kde se absolutní hodnoty s£ítan
·li²í o n¥kolik °ád·, platí, ºe pro dosaºení vy²²í p°esnosti je t°eba s£ítat od£len· s nejmen²í absolutní hodnotou k £len·m s nejv¥t²í absolutní hodnotou.V praxi v²ak tento efekt nemusí mít vºdy rozhodují
í význam.2.4 Cvi£ení.2.4.1Vypo£t¥te Hornerovým algoritmem P (1, 12) , kde P (x) = 2x4 + 16x3+

+x2 − 74x+ 56 : a) v M(10, 4) ; b) v M(10, 6) ; 
) v M(10, 10) .a) −0, 110 0 · 10−1 ; b) 0, 300 000 · 10−3 ; 
) 0, 286 720 000 0 · 10−3 . Návod.Modelujte prá
i v jednotlivý
h mnoºiná
h M(10, t) nap°. na kapesním kalku-látoru tak, ºe budete v kaºdém výpo£etním kroku u°ezávat nebo zaokrouhlo-vat mantisy na p°íslu²ný po£et £ísli
.2.4.2Stanovte obrazy £ísel π , e , √2 , √3 v mnoºíná
h a) M(10, 2) ; b)
M(10, 4) ; 
) M(10, 6) . Uºijte zaokrouhlování i °ezání.

19



3 Problém p°esnosti výsledk·3.1 Zdroje 
hyb.P°i vytvá°ení matemati
kého modelu reálného problému vºdy provádímejisté idealiza
e. Rozdíl °e²ení idealizovaného problému a °e²ení reálného prob-lému nazýváme 
hybou matemati
kého modelu. Z velikosti této 
hyby po-suzujeme zp¥tn¥ vhodnost £i nevhodnost zvoleného matemati
kého modelu(matemati
ké úlohy).Jestliºe k °e²ení matemati
ké úlohy pouºijeme metodu, která nám nepos-kytne p°esné (teoreti
ké) °e²ení dané úlohy, pak 
hybu, které se dopustíme,nazýváme 
hybou metody. Typi
kým p°íkladem je 
hyba, které se dopustíme,kdyº za limitu nekone£né posloupnosti vezmeme n¥který její £len s dostate£n¥velkým indexem.�asto °e²íme matemati
kou úlohu tím, ºe pomo
í jistý
h metod ji nahradí-me (aproximujeme) úlohou jednodu²²í - obvykle jiº úlohou numeri
kou - arozdíl °e²ení t¥
hto dvou úloh nazýváme 
hybou aproxima
e. Jde také o p°í-pad 
hyby metody.K posouzení p°esnosti výsledku musíme je²t¥ vzít v úvahu 
hyby ve vs-tupní
h date
h dané jednak 
hybami m¥°ení, jednak zp·sobené zobrazenímvstupní
h dat do mnoºiny M(q, t) po£íta£e.Nakone
 jsou to 
hyby zaokrouhlova
í kam zahrnujeme v²e
hny nep°es-nosti zp·sobené realiza
í algoritmu v po£íta£i v£etn¥ nep°esného provád¥níaritmeti
ký
h opera
í.3.1.1 P°íklad.Máme-li popsat pohyb kyvadla (závislost dráhy s na £ase), vyjdeme zNewtonova zákona
m
d2s

dt2
= −Fa dostaneme diferen
iální rovni
i (s = Lϕ)

d2ϕ

dt2
= − g

L
sinϕpro neznámou (úhlovou) vý
hylku ϕ = ϕ(t) ( g je gravita£ní zry
hlení, L jedélka kyvadla). Rozdíl funk
e ϕ a skute£né (nam¥°ené) závislosti je 
hyboumodelu (idealiza
e), nebot' p°i aplika
i Newtonova zákona neuvaºujeme nap°.odpor prost°edí a jiné vlivy. 20



Odvozenou nelineární rovni
i obvykle nahrazujeme rovni
i lineární (pro-toºe pro malé vý
hylky ϕ je p°ibliºn¥ sinϕ ≈ ϕ )
d2ϕ

dt2
= − g

L
ϕa rozdíl °e²ení t¥
hto dvou rovni
 je 
hybou metody lineariza
e6). Kterouko-liv z t¥
hto rovni
 ov²em m·ºeme °e²it tak, ºe ji nahradíme úlohou numer-i
kou, nap°. diferen£ní rovni
í. Pak se dopustíme 
hyby numeri
ké metody.P°i konkrétní
h výpo£te
h po
hopiteln¥ nem·ºeme vylou£it ani zaokrouhlo-va
í 
hyby.Podotkn¥me, ºe vstupními údaji uvaºovaný
h úloh jsou konstanty g , L a£ísla ϕ(0) , ϕ′(0) - tzv. po£áte£ní podmínky. P°ejdeme-li k numeri
ké úloze,pak máme situa
i obdobnou té, která byla popsána v p°íkl. 1.2.2.3.2 Aproxima
e £ísel.3.2.1 Uºite£ná ozna£ení.V numeri
ké praxi pouºíváme n¥která ozna£ení, která nejsou z
ela p°esnáv matemati
kém smyslu:

a≪ b (nebo b≫ a); £teme : "a je mnohem men²í neº b"nebo "b je mnohem men²í neº a"Z kontextu musí být patrné, zda máme na mysli, ºe nap°. a < b/2 nebo, ºe
a < b/100 .

a ≈ b; £teme : "a je p°ibliºn¥ rovno b"a znamená totéº 
o nerovnost |a− b| ≪ c , kde velikost c je z°ejmá z kon-textu, nebot' obe
n¥ nem·ºeme nap°. °í
i, ºe 10−6 ≈ 0 .
a . b (nebo b . a); £teme : "a je men²í nebo p°ibliºn¥ rovno b"a znamená totéº 
o " a < b nebo a ≈ b "P°íleºitostn¥ budeme také uºívat následují
í
h symbol·, které jiº majimatemati
ky z
ela p°esný význam:Symbol

f(x) = O(g(x)), kdyº x→ a6) Má-li být linearizovaný model p°esný nap°. s 
hybou 0, 5 · 10−4 (na 4 desetinnámísta), musíme se omezít na taková ϕ , pro n¥º |sinϕ− ϕ| ≦ 0, 5 · 10−4 , tj. pro |ϕ| ≦
≦ 3, 8◦ ≈ 0, 067 rad. 21



znamená, ºe funk
e |f(x)/g(x)| je omezená, kdyº x → a (místo £ísla am·ºeme brát i +∞ nebo −∞ ):symbol
f(x) = o(g(x)), kdyº x→ aznamená, ºe lim

x→a
[f(x)/g(x)] = 0 .Bude-li nap°. lim
h→0

[F (x)/hn] = A 6= 0 , pak °ekneme, ºe funk
e F (h) jetypu O(hn) nebo °ádu hn , a pí²eme F (h) = O(hn) .3.2.2 Absolutní a relativní 
hyba.Ve výpo£te
h jsme £asto nu
eni p°ibliºn¥ nahradit £íslo x £íslem x̃ . �íslo
x̃ potom nazýváme aproxima
í £ísla x . Rozdíl |x− x̃| = △x nazývámeabsolutní 
hybou aproxima
e x̃ .�íslo ε(x̃) ≧ 0 , pro které platí
(3.2.1) |x− x̃| ≦ ε(x̃),nazýváme odhadem absolutní 
hyby:�íslo

△x
x

=
x− x̃
x

, x 6= 0.nazýváme relativní 
hybou aproxima
e x̃ 7). Relativní 
hyba se £asto uvádí vpro
ente
h.�íslo δ(x̃) , pro které platí
(3.2.2)

∣∣∣∣
x− x̃
x

∣∣∣∣ ≦
ε(x̃)

|x| = δ(x̃),nazýváme odhadem relativní 
hyby.Nap°íklad pro x = π = 3, 141 59... , x̃ = 3, 14 je △x = +0, 001 59... ,
ε(x̃) = 2 · 10−3 (lze ov²em vzít i 1, 6 · 10−3 ; 1, 7 · 10−3 atd.). Dále pak

△x
x
≈ △x

x̃
≈ +

0, 001 59

3, 14
≈ +0, 000 506 = 0, 050 6%7) N¥kdy se z prakti
ký
h d·vodu relativní 
hybou rozumí £íslo △x/x̃ (viz [8℄,[1℄).
22



3.2.3Nerovnost (3.2.2) ne°íká ni
 jiného, neº ºe
(3.2.3) x̃ = x(1+δ),kde |δ| ≦ δ(x̃) .Analogi
ky nerovnost (3.2.1) ne°íká ni
 jiného, neº ºe

x ∈ 〈x̃− ε(x̃), x̃+ ε(x̃)〉 ,
oº m·ºeme zapsat symboli
ky
x = x̃± ε(x̃).Nap°. zápis x = 0, 587 6±0, 001 4 znamená pouze, ºe 0, 586 2 ≦ x ≦ 0, 589 0 .V odstav
i 2.2 jsme si ukázali, ºe odhad relativní 
hyby aproxima
e x̃ =

= γ(x) £ísla x ∈ R dané zobrazením do mnoºiny M(q, t) je dán vztahem(2.2.1) (viz poslední sloupe
 tab. 1).3.2.4 �í°ení 
hyb aritmeti
ký
h opera
í
h.Budeme p°edpokládat, ºe provádíme p°esné aritmeti
ké opera
e s nep°es-nými £ísly, tj. s aproxima
emi a budeme p°edpokládat, ºe známe 
hyby (resp.odhady 
hyb) t¥
hto aproxima
í. Zajímá nás, s jakou p°esností lze stanovitvýsledek, tj. jaká je 
hyba (resp. její odhad) výsledku.Ne
ht'
xi = x̃i +△xi, |△xi| ≦ εi,

∣∣∣∣
△xi

xi

∣∣∣∣ ≦ δi, i = 1, 2,kde εi , resp. δi je odhad absolutní, resp. relativní 
hyby aproxima
e x̃i .(a) Je-li ũ = x̃1 + x̃2 aproxima
e sou£tu u = x1 + x2 , potom
u = x̃1 +△x1 + x̃2 +△x2 = ũ+△u,kde

△u = △x1 +△x2,a platí
|△u| ≦ |△x1|+ |△x2| ≦ ε1 + ε2.(b) Je-li ṽ = x̃1 − x̃2 aproxima
e rozdílu v = x1 − x2 , potom

△v = △x1 −△x2,23



a platí
|△v| ≦ |△x1|+ |△x2| ≦ ε1 + ε2.(
) Je-li w̃ = x̃1x̃2 aproxima
e sou£inu w = x1x2 , potom

w = (x̃1 +△x1)(x̃2 +△x2) = x̃1x̃2 + x̃1△x2 + x̃2△x1 +△x1△x2 = w̃+△w;klademe
△w ≈ x̃1 △ x2 + x̃2 △ x1 (£len △x1△ x2 nebereme v úvahu)a platí

|△w| . |x̃1| ε2 + |x̃2| ε1.(d) Je-li z̃ = x̃1/x̃2 aproxima
e podílu z = x1/x2 , potom
z =

x̃1 +△x1

x̃2 +△x2

= z̃ +△zkde
△z =

x̃2 △ x1 − x̃1 △ x2

x̃2(x̃2 +△x2)
≈ x̃2 △ x1 − x̃1 △ x2

x̃2
2 ,a platí

△z .
|x̃2| ε1 + |x̃1| ε2

|x̃2|2
.Pro relativní 
hyby m·ºeme z pravidel (a), (b), (
), (d) odvodít

(A)
△u
u
≈ x̃1

x̃1 + x̃2

△x1

x1
+

x̃2

x̃1 + x̃2

△x2

x2
,

∣∣∣∣
△u
u

∣∣∣∣ .
1

|x̃1 + x̃2|
(|x̃1| δ1 + |x̃2| δ2) .

(B)
△v
v
≈ x̃1

x̃1 − x̃2

△x1

x1
− x̃2

x̃1 − x̃2

△x2

x2
,

∣∣∣∣
△v
v

∣∣∣∣ .
1

|x̃1 − x̃2|
(|x̃1| δ1 + |x̃2| δ2) .Zde si v²imneme, ºe p°i od£ítání blízký
h £ísel má na velikost relativní 
hybyrozdílu rozhodují
í význam £íslo 1/(x̃1 − x̃2) .

(C)
△w
w
≈ x̃1 △ x2 + x̃2 △ x1

x̃1x̃2
=
△x2

x̃2
+
△x1

x̃1
,

∣∣∣∣
△w
w

∣∣∣∣ . δ1 + δ2.

(D)
△z
z
≈ △x1

x̃1
−△x2

x̃2
,

∣∣∣∣
△z
z

∣∣∣∣ . δ1 + δ2.24



3.2.5 P°íklad.Je-li x1 = x̃1 +△x1 = 758 320 , x̃1 = 758 330 ; x2 = x̃2 +△x2 = 757 940 ,
x̃2 = 757 930 [v M(10, 6) ℄, potom
△x1 = −10, △x2 = 10,

∣∣∣∣
△x1

x1

∣∣∣∣ ≦ 1, 32 · 10−5,

∣∣∣∣
△x2

x2

∣∣∣∣ ≦ 1, 32 · 10−5a dále pak
v = x1 − x2 = 380, ṽ = x̃1 − x̃2 = 400,

△v = △x1 −△x2 = −20, △v ≦ 20,
∣∣∣∣
△v
v

∣∣∣∣ <
20

380
≈ 5, 2 · 10−2 ≈ 2 000

(∣∣∣∣
△x1

x1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
△x2

x2

∣∣∣∣
)Pro porovnání |△u/u| ≦ 1, 33 · 10−5 [podle (A)℄, u = x1 + x2 .3.2.6 Platné dekadi
ké £ísli
e.Uvaºujme aproxima
i x̃ = ã · 10b £ísla x = a · 10b s normalizovanýmtvarem mantisy (viz odst. 2.2).�ekneme, ºe j -tá dekadi
ká £ísli
e aproxima
e x̃ (mantisy ã ) je platná,platí-li

(3.2.4) |x− x̃| ≦ 0, 5·10b−j,resp.
(3.2.5) |a− ã| ≦ 0, 5·10−j.Platí-li nerovnost (3.2.4) pro n¥jaké j = s (tedy i pro j < s ), ale pro
j = s+ 1 uº nikoliv, °íkáme, ºe x̃ má s platný
h £ísli
.U £ísel tvaru x̃ = ã·10b , kde ã není normalizovánó, ur°íme po£et platný
h£ísli
 tak, ºe ã nejprve normalizujeme.V jiný
h £íselný
h soustavá
h lze pojem platné £ísli
e zavést analogi
ky.U £ísel s nenormalizovanou mantisou £asto uºíváme termínu platné de-setinné místo. Rozumíme tím ta místa za desetinnou £árkou, která jsou ob-sazena platnými £ísli
emi ve smyslu (3.2.4), resp. (3.2.5) a nulami p°ed prvníplatnou £ísli
í.
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3.2.7 P°íklady.a) Je-li x = π , x̃ = 0, 314 16 · 101 , pak
|a− ã| ≦ 8 · 10−7 < 0, 5 · 10−5,

∣∣∣∣
x− x̃
x

∣∣∣∣ ≦ 3 · 10−6 < 0, 5 · 10−5, |x− x̃| ≦ 8 · 10−6 < 0, 5 · 10−4.Podle (3.2.4) má x̃ p¥t platný
h £ísli
 a aproxima
e 3, 141 6 má £tý°i platnádesetinná místa.b) Je-li Je-li x = π , x̃ = 0, 314 15 · 101 , pak
|a− ã| ≦ 10−5 ≦ 0, 5 · 10−4,

∣∣∣∣
x− x̃
x

∣∣∣∣ ≦ 3 · 10−5 ≦ 0, 5 · 10−4,

|x− x̃| ≦ 10−4 ≦ 0, 5 · 10−3;v tomto p°ípad¥ má x̃ pouze £ty°i platné £ísli
e a aproxima
e 3, 141 5 mát°i platná desetinná místa.�tená° ne
ht' si pov²imne souvislosti po£tu platný
h £ísli
 s exponentemu nejlep²ího odhadu relativní 
hyby ve tvaru 0, 5 · 10−p a souvislosti po£tuplatný
h desetinný
h míst s exponentem u nejlep²ího odhadu absolutní 
hybyop¥t ve tvaru 0, 5 · 10−p a ne
ht' si na základ¥ tohoto poznatku odvodíprakti
ké pravidlo pro ur£ování po£tu platný
h £ísli
, resp. po£tu platný
hdesetinný
h míst8).
) �ekneme-li naopak, ºe nap°. aproxima
e x̃ = 0, 001 478 n¥jakého £ísla
x má t°i platné £ísli
e (tj. p¥t platný
h desetinný
h míst - po£ítáme i nulyza desetinnou £árkou), znamená to, ºe odhad 
hyby této aproxima
e je 0, 5·
·10−5 .3.2.8 Ztráta platný
h £ísli
.Ze zmín¥né souvislosti mezi po£tem platný
h £ísli
 a relativní 
hybouaproxima
e vyplývá, ºe zv¥t²ování relativní 
hyby se projeví ztrátou platný
h8) Nazna£ené pravidlo není vºdy v souladu s p°esnou de�ni
í (3.2.4). Nap°. pro x =
= 2, 555 , x̃ = 2, 55 je |△x/x| ≦ 2 · 10−3 < 0, 5 · 10−2 , a podle prakti
kého pravidlaby
hom °ekli, ºe aproxima
e x̃ má dv¥ platné £ísli
e. P°esná de�ni
e nám v²ak °ekne,ºe |a− ã| = |0, 255 5− 0, 255| ≦ 0, 5 · 10−3 , a tedy aproxima
e x̃ má ve skute£nosti t°iplatné £ísli
e. 26



£ísli
 a obrá
en¥. Proto se ve výpo£te
h vyhýbáme rozdíl·m blízký
h £ísel,p°i ni
hº práv¥ k této ztrát¥ do
hází.Máme-li nap°.
x1 = 0, 501 027 8, x̃1 = 0, 501 0,

x2 = 0, 500 781 2, x̃2 = 0, 500 8,potom
|x1 − x̃1| = |△x1| = 0, 278 · 10−4 ≦ 0, 5 · 10−4,∣∣∣∣

△x1

x1

∣∣∣∣ ≈ 0, 554 8 · 10−3 ≦ 0, 5 · 10−3,

|x2 − x̃2| = |△x2| = 0, 188 · 10−4 ≦ 0, 5 · 10 − 4,∣∣∣∣
△x2

x2

∣∣∣∣ ≈ 0, 375 4 8 · 10−4 ≦ 0, 5 · 10−4.





£ty°i platné £ísli
e.
Vypo£teme rozdíl uvedený
h £ísel:

v = x1 − x2 = 0, 246 6 · 10−3, ṽ = x̃1 − x̃2 = 0, 2 · 10−3,

|△v| = |v − ṽ| = 0, 466 · 10−4 ≦ 0, 5 · 10−4a pro mantisy platí
|a− ã| = |0, 246 6− 0.2| = 0, 466 · 10−1 ≦ 0, 5 · 10−1.Tedy ṽ má pouze jednu platnou £ísli
i.Vidíme také, ºe

∣∣∣∣
△v
v

∣∣∣∣ ≈ 1, 9 · 10−1, tj. ∣∣∣∣△vv ∣∣∣∣ ≈ 3 500 ·
∣∣∣∣
△x1

x1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
△v
v

∣∣∣∣ ≈ 5 035 ·
∣∣∣∣
△x2

x2

∣∣∣∣ ,do²lo tedy k velkému zesílení výstupní relativní 
hyby ve srovnání s rela-tivními 
hybami vstupní
h dat.Velmi pou£ný je následují
í p°íklad (viz téº odst. 4.3): Kvadrati
ká rovni
e
x2 − 56x+ 1 = 0 má ko°eny x1 = 28 +

√
783 , x1 = 28−

√
783 .Vezmeme-li √783 na p¥t platný
h £ísli
 (tj. s 
hybou men²í neº 0, 5·

·10−3 ) (√783 ⊜ 27, 982 ) dostaneme [v M(10, 5) ℄:
x1 = 55, 982, x2 = 0, 018.27



Absolutní 
hyba ko°en· není v¥t²í neº 0, 000 5 . Av²ak pro relativní 
hybyplatí ∣∣∣∣
△x1

x1

∣∣∣∣ ≦ 0, 5 · 10−5;

∣∣∣∣
△x2

x2

∣∣∣∣ ≦ 0, 8 · 10−2.Ko°en x1 (resp. jeho aproxima
e) je tedy ur£en na p¥t platný
h £ísli
, kdeºtoko°en x2 (jeho aproxima
e) pouze na dv¥ (dá se to p°esn¥ zjistit podle(3.2.4)℄.Ch
eme-li p°esn¥ji vypo£ítat i aproxima
i ko°ene x2 , máme v zásad¥ dv¥moºnosti:(i) vzít √783 nap°. na deset platný
h £ísli
 (= 27, 982 137 15 ) - u po£í-ta£e to znamená pouºít dvojnasobné aritmetiky (v¥t²í pra
nost a spot°ebapam¥ti!); potom
x2 = 0, 178 63 · 10−1má p¥t platný
h £ísli
 (relativní 
hyba ≈ 10−5 ).(ii) Ko°en x2 po£ítat jinou metodou, resp. algoritmem (v¥t²í 
hytrost!).Nap°. algoritmem A1 z odst. 1.3.1, tj.

x2 =
1

x1
=

1

55, 982
= 0, 017 862 88... .P¥t platný
h £ísli
 výsledku máme zaru£eno, pokud správn¥ zaokrouhlíme.3.2.9 Chyba funk£ní hodnoty.Uvaºujme funk
i y = y(x) jedné prom¥nné a ne
ht' x̃ je aproxima
í x .Ch
eme odhadnout velikost 
hyby

△y = y(x)− y(x̃) = y(x̃+△x)− y(x̃)
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v závislosti na 
hyb¥ argumentu △x = x− x̃ . Obvykle 
hybu △y nahrazu-jeme diferen
iálem funk
e y = y(x) (viz obr. 1). To znamená, ºe lokáln¥nahradíme funk
i y lineární funk
í argumentu △x :
y(x) = y(x̃) + y′(ξ)△ x.Funk
e |y′| m·ºe být interpretována jako míra 
itlivosti funk
e y na poru
há
hv argumentu. Protoºe

(3.2.6) |△y| = |y′(ξ)| |△x| ≦ M ε(x̃), M = sup |y′(z)| ,kde suprémum (maximum) hledáme v okolí bodu x̃ obsahují
ím x . Prorelativní 
hybu funk£ní hodnoty máme odhad
(3.2.7)

∣∣∣∣
△y
y

∣∣∣∣ ≦
M ε(x̃)

|y| .
|x̃|M δ(x̃)

|y| .Je-li x = (x̃1, x̃2, ..., x̃n) aproxima
e hodnoty x = (x1, x2, ..., xn) a je-li y(x) = y (x1, x2, ..., xn) funk
e n prom¥nný
h, stanovíme odhad 
hybyfunk£ní hodnoty analogi
ky, kdyº ozna£íme
△y = y(x)− y(x̃) = y (x1, x2, ..., xn)− y (x̃1, x̃2, ..., x̃n) =

= y (x̃1 +△x1, x̃2 +△x2, ..., x̃n +△xn)− y (x̃1, x̃2, ..., x̃n) .Podle v¥ty o st°ední hodnot¥ máme
△y =

n∑

k=1

∂y (x1, ..., xk−1, ξk, xk+1, ..., xn)

∂xk
△ xk, △xk = xk − x̃k,

ξk leºí mezi x̃k a xk.Proto
(3.2.8) △y ≈

n∑

k=1

∂y (x1, ..., xk−1, x̃k, xk+1, ..., xn)

∂xk

△xk,a tudíº
(3.2.9) |△y| .

n∑

k=1

∣∣∣∣
∂y (x1, ..., xk−1, x̃k, xk+1, ..., xn)

∂xk

∣∣∣∣ |△xk| .Pokud se deriva
e funk
e y v okolí bodu x̃ dosti m¥ní, uºijeme místo (3.2.9)p°esného odhadu (vyplývají
ího z v¥ty o st°ední hodnot¥).
(3.2.10) |△y| ≦

n∑

k=1

Mk |△xk| , Mk = sup ∣∣∣∣∂y(x)∂xk

∣∣∣∣ ,29



kde suprémum (maximum) hledáme v okolí bodu x̃ obsahují
im bod x . Proodhad relativní 
hyby dostáváme
(3.2.11)

∣∣∣∣
△y
y

∣∣∣∣ ≦
n∑

k=1

Mk |xk|
y

∣∣∣∣
△xk

xk

∣∣∣∣ .3.2.10 P°íklady3.3 Aproxima
e v normovaném prostoruJestliºe aproximujeme n¥jaký prvek x ∈ B1 , kde B1 je obe
n¥ n¥jakýlineární normovaný prostor, prvkem x̃ ∈ B2 , kde B2 ⊂ B1 , je 
hyba tétoaproxima
e op¥t prvkem prostoru B1 , tj. x − x̃ ∈ B1 .Velikost této 
hybypak posuzujeme pomo
í normy v prostoru B1 .Odhadem 
hyby rozumíme £íslo ε (x̃) , pro n¥º platí
(3.3.1) ‖x− x̃‖ ≦ ε (x̃) .Relativní 
hybu aproxima
e x̃ de�nujeme pomo
í norem jako £íslo
‖x− x̃‖ / ‖x‖ .Základní úlohou teorie aproxima
e je úloha najít k danému prvku x ∈ B1takový prvek x̃ ∈ B2 ⊂ B1 , aby 
hyba byla 
o nejmen²í. Prostor B2 seobvykle volí kone£n¥ dimenzionální.V kapitole II budou B1 , B2 vektorovými prostory kone£né dimenze.Pojmu aproxima
e ve funk
ionální
h prostore
h (tj. aproxima
e funk
í)je v¥nována v¥t²í pozornost v publika
i [11℄. Krom¥ toho °adu konkrétní
hpoznatk· najde £tená° také ve skripte
h [8℄.3.4 Cvi£ení3.4.1Ur£ete aproxima
e £ísel √2 , √200 na 3, 4, 5, 6, 7 platný
h £ísli
.3.4.2Obsah trojúhelníka se vypo£te podle vzor
e P = 1

2
ab sin γ , kde γ ∈

∈ (0, π/2) je ·hel sev°ený stranami a , b . Jestliºe δ(ã) , δ(b̃) , δ(γ̃) jsou30



odhady relativní
h 
hyb aproxima
í daný
h hodnot a , b , γ , ukaºte, ºe platíodhad
δ(P̃ ) ≦ δ(ã) + δ(b̃) + δ(γ̃).3.4.3Odhadn¥te absolutní 
hybu aproxima
e £ísla u : a) u = 3x + y − z ; b)

u = 1
2
xy ; 
) u = x sin(y/40) , kdyº x = 2, 00 ± 0, 005 ; y = 3, 00 ± 0, 005 ;

z = 4, 00± 0, 005 .3.4.4Ur£ete u = xy , kdyº x = 8, 47± 0, 5 · 10−2 , y = 0, 643± 0, 5 · 10−3 .3.4.5�íslo z = xy ur£ete na t°i platná desetinná místa, kdyº: a) x = 1, 313 4±
±0, 5 · 10−4 , y = π ; b) x = π , y = e .[a) z = 4, 126 ; b) z = 8, 540 . Návod. Uºijte vztah· pro odhad relativní
h
hyb.℄3.4.6Ur£ete a) (0, 643 1)4 ; b) 2,489 7·1,980

16,387
. Uvaºovaná £ísla mají v²e
hny nap-sané £ísli
e platné.[ a) 0, 171 05 ± 6 · 10−5 ; b) 0, 300 8 ± 10−4 . Návod. Uºijte funk
í x4 ,

xy/z .℄4 Podmín¥nost úloh a algoritm·4.1 Korektní a nekorektní úlohy.Mezi matemati
kými úlohami, v£etn¥ úloh numeri
ký
h, se setkávámes úlohami, jeji
hº °e²ení jsou velmi 
itlivá na zm¥ny ve vstupní
h date
h.Míníme tím ten fakt, ºe malé zm¥ny vstupní
h dat se projeví velkým "rozpty-lem" °e²ení. Proto je nutné v takový
h situa
í
h podrobit hlub²í analýze31



závislost vstupní
h a výstupní
h dat. Rovn¥º algoritmy mohou být 
itlivé nazm¥ny ve vstupní
h date
h a je proto nutné této problemati
e také v¥novatpozornost i p°i volb¥ algoritmu pro °e²ení dané numeri
ké úlohy.P°edpokládejme, ºe B1 (mnoºina vstupní
h dat) a B2 (mnoºina výstup-ní
h dat) jsou Bana
hovy prostory. �ekneme, ºe úloha
y = U(x), x ∈ B1, y ∈ B2,je korektní na dvoji
i prostor· (B1, B2) , kdyº1. ke kaºdému x ∈ B1 existuje jediné °e²ení y ∈ B2 ,2. toto °e²ení spojit¥ závisí na vstupní
h date
h, tj. kdyº xn −→ x ,

U (xn) = yn , potom U (xn) −→ U (x) = y .Protoºe B1 , B2 jsou Bana
hovy prostory, potom spojitá závislost °e²enína vstupní
h date
h se dá zaru£it podmínkou
(4.1.1) ‖yn − y‖B2

≦ ‖xn − x‖B1
, L je konstanta.Velkou t°ídu nekorektní
h úloh tvo°í nejednozna£n¥ °e²itelné úlohy. Nap°.je to úloha ur£it n¥které nebo v²e
hny prvky mati
e A v rovni
i Ax = b ,jsou-li dány vektory x a b . Úlohu ur£it 
hybu vstupní
h dat, aby výstupnídata v dané toleran
i, lze také za°adit mezi nekorektní úlohy, nebot' má ví
eneº jedno °e²ení.N¥kdy je nekorektnost úlohy (ve smyslu na²i de�ni
e) "zavin¥ná" pouzenevhodnou - nekorektní formula
í. Nap°. úloha ur£it v²e
hny ko°eny poly-nomu. Takové úlohy v praxi v¥t²inou za nekorektní nepovaºujeme. Sta£í totiºdoplnit formula
i úlohy tak, aby byla spln¥na i podmínka jednozna£nosti.Nap°. ur£it nejv¥t²í reálný ko°en polynomu apod.4.2 Podmín¥nost úlohBudeme °íkat, ºe korektní úloha je dob°e podmín¥ná, jestliºe malá zm¥nave vstupní
h date
h vyvolá malou zm¥nu °e²ení. Je-li y+△y , resp. y °e²eníúlohy odpovídají
í vstupním dat·m x+△x , resp. x , potom £íslo

(4.2.1) Cp =

‖△y‖
‖y‖

‖△x‖
‖x‖

=
relativní 
hyba výstupurelativní 
hyba vstupunazýváme £íslem podmín¥nosti úlohy y = U (x) . Protoºe v¥t²inou umímestanovit pouze odhady relativní
h 
hyb, stanovíme £íslo podmín¥nosti p°iblíº-n¥

Cp ≈
δ (y)

δ (x)
.32



Kdyº Cp ≈ 1 , je úloha (velmi) dob°e podmín¥ná. Pro velká Cp jde o úlohu²patn¥ podmín¥nou. Je patrné, ºe jsou to pojmy relativní. V praxi obvyklehovo°íme o ²patn¥ podmín¥né úloze, je-li Cp & 100 .
Uvaºujeme nap°. polynom p (x) = x2 + x − 1 150 . Snadno zjistíme, ºe

p (33) = = −28 a p (100/3) = −50/9 ≈ −5, 6 . Tedy zm¥n¥ △x = 1
3
na vs-tupu a odpovídána zm¥na △y = 22, 4 . Zde Cp ≈ 80 a také |△y| < 70 |△x| .Úloha je ²patn¥ podmín¥ná. �tená° ne
ht' si v²imne, ºe jde o výpo£et hod-noty polynomu v okolí ko°ene (33,415 335 76).4.2.1 P°íkladVypo£t¥me £íslo podmín¥nosti úlohy: stanovit funk£ní hodnotu (diferen-
ovatelné) funk
e y = f(x) , x ∈ J . Z v¥ty o st°ední hodnot¥ dostaneme

|△y| ≈ |f ′(x)| |△x| .Odtud ∣∣∣∣
△y
y

∣∣∣∣ ≈
∣∣∣∣
xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
△x
x

∣∣∣∣ ,a tedy
(4.2.2) Cp ≈

∣∣∣∣
xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣ .Pro funk
i u = f(x) = f (x1, x2, ..., xn) prom¥nný
h máme analogi
ky
|△u| .

n∑

i=1

∣∣∣∣
∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣ |△xi| ,

33



a tedy
(4.2.3)

∣∣∣∣
△u
u

∣∣∣∣ .






C1

n∑

i=1

∣∣∣∣
△xi

xi

∣∣∣∣ , kde C1 = max
i

∣∣∣∣
xi

f(x)

∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣ ,

C2 max
i

∣∣∣∣
△xi

xi

∣∣∣∣ , kde C2 =

n∑

i=1

∣∣∣∣
xi

f(x)

∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣ ,

C3

√√√√
n∑

i=1

∣∣∣∣
△xi

xi

∣∣∣∣
2

, kde C3 =

√√√√
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi

f(x)

∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣
2

.Zde je vid¥t, ºe £íslo podmín¥nosti závisí na vybrané norm¥ vektoru o sloºká
h
xi

f(x)

∂f(x)

∂xi
.Tato skute£nost nikterak nevadí, protoºe |△u/u| bude velké pro ²patn¥ pod-mín¥nou úlohu bez ohledu na normu (zmín¥ná sloºka vektoru nem·ºe být vjedné norm¥ velká a v jiné malá).4.2.2 P°íkladProv¥°íme, ºe úloha stanovit sin x v okolí bodu 0 je dob°e podmín¥ná av okolí bodu π ²patn¥ podmín¥ná.Volíme x = 3, 14 , △x = 0, 01 . Potom [po£ítáme v M(10, 7) ℄

sin x = sin 3, 14 = 1, 592 599 · 10−3,

sin (x+△x) = sin 3, 15 = −8, 407 366 · 10−3,

△y = sin (x+△x)− sin x = −9, 999 965 · 10−3,
∣∣∣∣
△y
y

∣∣∣∣ = 6, 279 022,

∣∣∣∣
△x
x

∣∣∣∣ = 3, 184 713 · 10−3,

Cp ≈ 1 971, 613 ≈ 2 000.Velmi ²patn¥ podmín¥ná úloha!Volme x = −1, 592 653 ·10−3 , △x = 0, 01 (volíme zde x "stejn¥ daleko"od 0, jako bylo daleko od π v p°ed
hozí volb¥). Potom
sin x = 1, 592 652 · 10−3,34



sin (x+△x) = sin(8, 407 347 · 10−3) = 8, 407 247 · 10−3,

△y = −9, 999 899 · 10−3,∣∣∣∣
△y
y

∣∣∣∣ = 6, 278 772,

∣∣∣∣
△x
x

∣∣∣∣ = 6, 278 831,

Cp ≈ 0, 999 990 5 ≈ 1.Velmi dob°e podmín¥ná úloha!Protoºe podle vzor
e (4.2.2) je pro na²i funk
i
Cp ≈

∣∣∣
x cos x

sin x

∣∣∣ ,vidíme, ºe daná úloha bude ²patn¥ podmín¥ná v okolí t¥
h bod· x0 , v ni
hº
lim

x→x0


otgx = ±∞.4.2.3 P°íkladVy²et°me, jaká bude zm¥na °e²ení soustavy
x1 + 0, 99x2 = 1, 99,

o, 99x1 + 0, 98x2 = 1, 97p°i malé zm¥n¥ pravé strany, tj. jaká bude 
itlivost °e²ení k t¥mto zm¥nám.�e²ení této soustavy je
x =

(
x1

x2

)
=

(
1

1

)
.�e²ení soustavy s toutéº mati
í, ale s pravou stranou

b̃ =

(
1, 989 903

1, 970 106

) je x̃ =

(
x̃1

x̃2

)
=

(
3

−1, 021

)
.Chyba v °e²ení: ‖x− x̃‖ = |x1 − x̃1| + |x2 − x̃2| = 4, 021 ; 
hyba v pravý
hstraná
h ||b − b̃|| = |b1 − b̃1| + |b2 − b̃2| = 2, 03 · 10−4 . Protoºe ‖x‖ =

= |x1|+ |x2| = 2, , ||b|| = |b1|+ |b2| = 3, 96 , potom
Cp =

‖x−x̃‖
‖x‖

‖b−b̃‖
‖b‖

≈ 39 22035



a daná numeri
ká úloha
x = U(b), kde x =

(
x1

x2

)
,b =

(
b1

b2

)je velmi ²patn¥ podmín¥ná. Pozornému £tená°i jist¥ neuniklo, ºe ²patná pod-mín¥nost této úlohy (hovo°íme téº o ²patn¥ podmín¥nosti soustavy rovni
) je"zavin¥na" skute£nosti, ºe determinant soustavy je velmi malé £íslo (−10−4 ).Pon¥kud podrobn¥ji si takový
h soustav v²imneme v kap. II této pub-lika
e (£l. 9).4.3 Stabilita algoritm·.�ekli jsme si v odst. 2.4, ºe p°i realiza
i konkrétního numeri
kého al-goritmu na po£íta£i se dopou²tíme 
hyb v aritmeti
ký
h opera
í
h, nebot'po£íta£ pra
uje s £ísly z mnoºiny M(q, t) , i kdyby vstupní data byla dánap°esn¥. Vzniká tedy op¥t problém, jak posoudit 
itlivost kaºdého konkréthíhoalgoritmu na zaokrouhlova
í 
hyby v£etn¥ 
hyb ve vstupní
h date
h.Ch
eme-li se p°i výpo£te
h vyvarovat nesmyslný
h výsledk·, musíme sivybírat algoritmy málo 
itlivé ke v²em zmín¥ným vliv·m. Takové algoritmybudeme nazývat stabilní. Aby algoritmus byl stabilní, musí být:1. dob°e podmín¥ný, tj. málo 
itlivý na poru
hy v date
h,2. numeri
ký stabilní (p°esn¥ji - numeri
ká realiza
e algoritmu musí býtnumeri
ky stabilní), tj. málo 
itlivý na vliv zaokrouhlova
í
h 
hyb b¥hemvýpo£tu na po£íta£i.Ur£ité p°edstavy o stabilit¥ algoritmu nám poskytne metoda po£íta£ový
hexperiment·.Uvaºujme algoritmy výpo£tu reálný
h ko°en· kvadrati
ké rovni
e.
x2 − 2bx+ c = 0podle vzor
·

x1 = b+
√
b2 − c, x2 = b−

√
b2 − c, b2 − c > 0.Tyto algoritmy jsou uvedený v odst. 1.3.1; ozna£ili jsme je A1, A2.

(i) 2b = 56, c = 1; M(10, 5) : x1 = 55, 982,

x2 = 0, 018 000, (A2)

x3 = 0, 017 862, (A1)36



M(10, 8) : x1 = 55, 982 137,

x2 = 0, 017 863 000, (A2)

x3 = 0, 017 862 800, (A1)

(ii) 2b = 105, c = 1; M(10, 8) : x1 = 100 000, 00,

x2 = 0, (A2)

x3 = 0, 000 010 000 000, (A1)

M(10, 11) : x1 = 99 999, 999 990,

x2 = 0, 000 100 000 000 01.Vidíme, ºe algortmus A2 dává hor²í výsledky (sledujeme nap°. spln¥ní rovnosti
x1x2 = 1 ).Uvaºujme jiný p°ípad: Ko°eny kvadrati
ké rovni
e

x2 − 4x+ 4 = 0jsou x1 = x2 = 2 . Ko°eny rovni
e s pon¥kud "poru²eným" koe�
ientem
x2 − 4x+ 3, 999 9 = 0jsou
x1 = 2, 01; x2 = 1, 99.Poru
ha |c−c̃| = 10−4 v koe�
iente
h (vstupní
h date
h) vyvolala stokrátv¥t²í poru
hu |xi − x̃i| = 10−2 v ko°ene
h (na výstupu). Tuto skute£nostneovlivníme výb¥rem algoritmu - jde o ²patn¥ podmín¥nou úlohu. Porovnánimrelativní
h 
hyb zjistíme, ºe £íslo podmín¥nosti této úlohy je Cp = 200 .Tento p°íklad nám nazna£uje metodu, jak posuzovat podmín¥nost algo-ritmu: Výsledek uvaºovaného algoritmu m·ºeme v mnoha p°ípade
h inter-pretovat jako p°esné °e²ení stejné úlohy s pon¥kud zm¥n¥nymi vstupnímidaty. Ch
eme-li získat p°edstavu o stabilit¥ algoritmu (a p°esnosti získaný
hvýsledk·), °e²íme n¥kolik stejný
h úloh s pon¥kud pozm¥n¥nými daty a sle-dujeme, jak se poru
hy ve vstupní
h date
h projeví ve výsledku (na výstupu).Tomuto postupu °íkáme metoda experimentální
h perturba
í.Uvaºujme algoritmus y = r(x) . Je-li p(x) poru
ha ve vstupní
h date
h a

p(y) odpovídají
í poru
ha ve výsledku, potom £íslo podmín¥nosti algoritmude�nujeme vztahem
(4.3.1)

‖p(y)‖
‖y‖ = CA

‖p(x)‖
‖x‖ ,kde CA je práv¥ tím £íslem podmín¥nosti algoritmu. Zde ‖.‖ zna£í n¥jakounormu vstupní
h a výstupní
h dat. 37



4.3.1 P°íkladÚloha 1: Máme stanovit x ze soustavy
x+ αy = 1,

αx+ y = 0,kde α 6= ±1 je vstupní parametr.Protoºe x = 1/(1− α2) , bude £íslo podmín¥nosti úlohy [podle (4.2.2)℄
Cp ≈

∣∣∣∣
αx′(α)

x(α)

∣∣∣∣ =
2α2

|1− α2| .Úloha bude ²patn¥ podmín¥ná pro α2 ≈ 1 a bude velmi dob°e podmín¥ná,pokud se α2 bude dosti li²it od 1.Úloha 2: Stanovit z = x+ y , kde x , y jsou °e²ením vý²e uvedené sous-tavy. Vstupním parametrem je op¥t α .Algoritmus 1: Se£tením obou rovni
 dostaneme
z =

1

1 + α
.Algoritmus 2: Vypo£teme z rovni
 nejd°íve

x =
1

1− α2
a y =

α

1− α2a potom se£teme
z = x+ y =

1

1− α2
− α

1− α2
=

1

1 + α
.Úloha 2 je pro α ≈ 1 dob°e podmín¥ná, ov²em algoritmus 2 je ²patn¥podmín¥ný pro tato α . Nap°. pro α = 0, 999 9 [v M(10, 4) ℄ je z = 1, 000(podle A2) a z = 0, 500 0 (podle A1). Bude-li △α = 0, 000 1 , dostaneme

△z = 0, 5 . Proto £íslo podmín¥nosti algoritmu A2 je CA ≈ 10 000 .4.3.2 P°íkladCh
eme-li vypo£ítat integrál
Jn =

1∫

0

xn

x+ 5
dx, n = 0, 1, 2, ... .38



Protoºe platí
1∫

0

xn−1dx =

1∫

0

xn−1(x+ 5)

x+ 5
dx =

1∫

0

xn

x+ 5
dx+ 5

1∫

0

xn−1

x+ 5
dx,dostáváme rekurentní vztah

1

n
= Jn + 5Jn−1, resp. Jn = −5Jn−1 +

1

n
.Budeme integrály Jn po£ítat podle tohoto vztahu. Tedy

J0 =

1∫

0

dx

x+ 5
= ln

6

5
(≈ 0, 182 32...),

J1 = −5 ln
6

5
+ 1 (≈ 0, 088 392 2...),

J2 = −5J1 +
1

2
= 25 ln

6

5
− 9

2
(≈ 0, 058 037 5...),

J3 = −5J2 +
1

3
= −125 ln

6

5
+

137

6
(≈ 0, 043 146...),

J4 = −5J3 +
1

4
= 625 ln

6

5
− 1367

12
(≈ , 034 27...)Po£ítáme-li nyni v M(10, 3) , pak

J0 ≈ 0, 182,

J1 ≈ −5 · 0, 182 + 1 = −0, 910 + 1, 00 = 0, 090 0,

J2 ≈ −5 · 0, 090 0 +
1

2
= 0, 050 0,

J3 ≈ 0, 083 0,

J4 ≈ −0, 165, (je absurní, ºe J4 < 0!)
J5 ≈ 1, 02, z
ela nesmyslné výsledky!
J6 ≈ −4, 93,atd.Co je p°í£inou tak velkého r·stu 
hyby? P°i výpo£tu J0 jsme se dopustili
hyby ε0 ≈ 3, 2·10−4 a kaºdým krokem se nám tato 
hyba zv¥t²ovala p¥tkrát,nehled¥ na dal²í 
hyby vlivem zaokrouhlování. Takºe uº ε4 ≈ 625ε0 ≈ 2·10−1a v hodnot¥ J4 ≈ −0, 165 uº není ani jedna £ísli
e platná.Algoritmus, který vy
házel z uvedené rekurentní formule, byl nestabilní.Vzniká otázka, zda nap°. m·ºeme vypo£ítat J4 pomo
í uvedené rekurentní39



formule, aby v²e
hny £ísli
e výsledku byly platné. Moºné to je, ale musímeuºít jiného algoritmu. P°epí²eme-li rekurentní formuli na tvar
Jn−1 =

−Jn

5
+

1

5n
,bude se 
hyba (nep°esnost) vstupují
í do kaºdého kroku d¥lit £íslem 5, pokudpo£ítáme ve smyslu klesaji
ího n . Z odhadu

|Jn| ≦
1∫

0

∣∣∣∣
xn

x+ 5

∣∣∣∣ dx ≦
1

5

1∫

0

xndx =
1

5(n+ 1)vyplývá, ºe Jn → 0 , pro n → ∞ . Poloºíme nap°. J10 = 0 , potom [op¥t v
M(10, 3) ℄:

J9 = −J10

5
+

1

50
= 0, 020 0,

J8 = −J9

5
+

1

45
= 0, 018 2,

J7 = 0, 021 3,

J6 = 0, 024 2,

J5 = 0, 028 4,

J4 = 0, 034 3.Tento výsledek má v²e
hna desetinná místa platná.4.3.3 P°íkladVezm¥me si p°íklad jiného druhu. Ch
eme uºít °adu
ex = 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ ...k výpo£tu e−5,5 . Pro x = −5, 5 dostáváme alternují
í £íselnou °adu ase£teme-li první
h 25 £len·, bude zbytek °ady (tj. 
hyba aproxima
e) men²íneº |5, 525/26!| ≈ 2, 1 · 10−7 . Tedy [v M(10, 5) - simulováno na T1 59℄.

e−5,5 = 1, 000 0− 5, 499 9 + 15, 124− 27, 726 + 38, 122− 41, 933+

+ 38, 438− 30, 199 + 20, 761− 12, 686 + 6, 977 1− 3, 498 5+

+ 1, 598 8− 0, 676 40 + ... = 0, 007 518 1.Protoºe p°esný výsledek na p¥t platný
h £ísli
 je e−5,5 = 0, 004 086 7 , nemáp°ed
hozí výsledek ani jednu platnou £ísli
i.40



Op¥t máme p°íklad nevhodného algoritmu. Zde je p°í£ina v tom, ºezaokrouhlova
í 
hyby n¥který
h £len·, nap°. 38, 122 , jsou stejného °ádu jakokone£ný výsledek. Tuto nep°íjemnou vlastnost uºitého algoritmu by
hom zes-labili kdyby
hom po£ítali na v¥t²í po£et platný
h £ísli
.Sta£í v²ak pouºít algoritmu vy
házejí
ího z formule
e−5,5 =

1

e5,5
=

1

1 + 5, 5 + 15, 12 + 27, 7 + ...a dostaneme výsledek 0, 004 088 9 v aritmeti
e M(10, 5) na t°i platné £ísli
e.4.4 Automati
ká kontrola p°esnosti.V p°ed
hozí
h odstav
í
h jsme si ukázali ºe snaha získat v¥rohodné výsled-ky p°i výpo£te
h vede k dosti obtíºné prá
i analyzovat výpo£etní pro
esy zhlediska kontroly p°esnosti.Jedním z prost°edk·, jak tuto kontrolu provád¥t, je intervalová analýza.Její výhodou je, ºe ztrátu p°esnosti vlivem ²í°ení 
hyby m·ºe registrovatsamotný po£íta£, nevýhodou, ºe to vede ke zpomalení výpo£t· a ºe dostávámemaximální odhady 
hyb.Hlavní my²lenka spo£ívá v následují
ím: Kaºdé £íslo, které vstupuje vlibovolné fázi do algoritmu, nahradíme intervalem strojový
h £ísel, tj. £íselz M(q, t) . který s jistotou obsahuje toto £íslo. Celý algoritmus se potomprovádí s t¥mito intervaly a výsledek 
elého výpo£tu dostaneme op¥t jakointerval.P°istupme k p°esné de�ni
i.Ne
ht' M : R → M × M je zobrazení, které kaºdému £íslu z ∈ Rp°i°azuje dvoji
i £ísel ζ1, ζ2 ∈M(q, t) takový
h, ºe platí
(4.4.1) z ∈ 〈ζ1, ζ2〉 , tj. ζ1 ≦ z ≦ ζ2.Tímto zobrazením je tedy k £íslu z ∈ R ur£en interval Z = 〈ζ1, ζ2〉 . �íkámetaké, ºe interval Z = 〈ζ1, ζ2〉 je obrazem £ísla z ∈ R v zobrazení M apí²eme M (z) = Z .Jestliºe zkratkou op ozna£íme kteroukoliv z opera
í +, -, · , : s reálnými£ísly, pak © bude zna£it odpovídají
í opera
i s obrazy t¥
hto £ísel v zo-brazení M .Ne
ht'

M (x) = X ≡ 〈ζ1, ζ2〉 , x ∈ R, ζ1, ζ2 ∈M,

M (y) = Y ≡ 〈η1, η2〉 , y ∈ R, η1, η2 ∈M.41



Je-li z = x op y , potom de�nujeme
(4.4.2) M (z) = Z = X©Y =

⋃

ζ∈X,η∈Y

M (ζ op η).Z této de�ni
e vyplývá, ºe interval Z = X © Y je nejmen²ím strojovým£íselným intervalem, který obsahuje v²e
hny moºné výsledky exaktní
h op-era
i s £ísly ζ ∈ X , η ∈ Y . Po
hopiteln¥ pro d¥lení musí být 0 /∈ Y . Je-lidána spojitá funk
e y = f(x) , x ∈ X , potom de�nujeme
(4.4.3) Y = f(x) =

⋃

ζ∈X

M (f(ζ)) =

〈
min
x∈X

f(x),max
x∈X

f(x)

〉
.4.4.1 P°íklad4.4.2 P°íklad4.4.3 P°íklad4.5 Cvi£ení4.5.14.5.24.5.34.5.44.5.5
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II. Metody lineární algebry
5 Základní pojmy lineární algebry5.1 Mati
e a vektory.Mati
i A typu (m,n) (m , n jsou p°irozená £ísla) rozumíme mnoºinu
mn reálný
h nebo komplexní
h £ísel se°azený
h do s
hématu

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


a stru£n¥ zapisujeme A = (aij) , i = 1, 2, ..., m ; j = 1, 2, ..., n . �íkáme také,ºe v pozi
i (i, j) je prvek aij .Dv¥ mati
e A = (aij) a B = (bij) téhoº typu jsou si rovny, kdyº aij = bijpro v²e
hna i a j . Pí²eme A = B .Transponovaná mati
e AT k mati
i A má v pozi
i (i, j) prvek aji mat-i
e A .Hermitovsky transponovaná mati
e AH k mati
i A má v pozi
i (i, j)prvek āji 
oº je £íslo komplexn¥ sdruºené k £íslu aji . Pro reálnou mati
i( aij jsou reálná £ísla) je AH = AT . Aby nedo²lo k nedorozum¥ní, budemehorní index T uºívat pouze pro transpozi
i reálné mati
e.Mati
i typu (m, 1) nazýváme sloup
ovým vektorem a zna£íme

x =




x1

x2...
xm


 = (x1, x2, ..., xm)T .Mati
i typu (1, n) nazýváme °ádkovým vektorem a zna£íme

yT = (y1, y2, ..., yn) .�ádky a sloup
e mati
e A ozna£ujeme
ri(A) = (ai1, ai2, ..., ain) , i = 1, 2, ..., m,

sj(A) = (a1j , a2j , ..., amj)
T , j = 1, 2, ..., n.43



Vztah transpozi
e lze tedy stru£n¥ zapsat jako
ri(A

H) = s̄i(A), resp. si(A
H) = r̄i(A),Násobek mati
e A £íslem α je mati
e s prvky αaij a zna£íme ji αA .Sou£et dvou mati
 (téhoº typu) A a B je mati
e s prvky aij + bij azna£íme ji A + B .Sou£in mati
e A typu (m, r) s mati
í B typu (r, n) je mati
e C = ABtypu (m,n) s prvky

cij =

r∑

k=1

aikbkj.�íkáme, ºe A násobí B zleva nebo B násobí A zprava.Pro opera
e s mati
emi platí (nebereme-li v úvahu zaokrouhlova
í 
hyby):
A + B = B + A,

A + (B + C) = (A + B) + C,

A(BC) = (AB)C,

(A + B)C = AC + BC,

A(B + C) = AB + AC,

(AB)H = BHAH,pokud jsou ov²em uvedené opera
e de�novány. Násobeni není obe
n¥ komu-tativní, tj. existují mati
e A , B , pro n¥º AB 6= BA .Poznamenejme, ºe u uvedený
h mati
ový
h rovností nemusí být po£etaritmeti
ký
h opera
í (s £ísly) pot°ebný
h k realiza
i výrazu na levé stran¥roven po£tu aritmeti
ký
h opera
í pot°ebný
h na stran¥ pravé.�tver
ová mati
e °ádu n je mati
e typu (n, n) . Mati
ím typu (m,n) ,kde m 6= n , se proto °íká obdélnikové.Diagonální mati
e je taková £tver
ová mati
e, pro níº aij = 0 , kdyº
i 6= j . Diagonální mati
e budeme obvykle zna£it

D = diag (a11, a22, ..., ann) nebo D = diag (aii) .Jednotkovou mati
i de�nujeme jako diagonální mati
i s jedni£kami nadiagonále, tj.
I = diag (1, 1, ..., 1) , resp. I = diag (1) .�tená° si leh
e dokáºe, ºe pro libovolnou £tver
ovou mati
i A platí

AI = IA = A.44



Nulová mati
e [obe
n¥ typu (m,n) ℄ je taková mati
e, jejíº v²e
hny prvkyjsou nulové. Z de�ni
e sou£tu a sou£inu mati
 p°ímo plynou rovnosti
A + 0 = A; A0 = 0; 0A = 0.[Uv¥domte si v²ak, ºe v t¥
hto rovnoste
h jsou nulové mati
e r·zný
h typ·,pokud mati
e A je typu (m,n) a m 6= n ℄.5.1.1 Regulární a singulární mati
e.V lineární algeb°e (viz nap°. [9℄, [15℄) se £tená° seznámil s pojmem deter-minantu £tver
ové mative A . Je to £íslo, které je jednozna£ným zp·sobemp°i°azeno mati
i - ozna£ujeme jej detA . Lze jej de�novat induktivním zp·-sobem:

det (a11) = a11; det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a21a12;pro mati
í °ádu n (tzv. rozvoj determinantu podle prvk· i -tého °ádku, resp.

j -tého sloup
e):
det A =

n∑

i=1

(−1)i+jaij detSij ,resp.
det A =

n∑

i=1

(−1)i+jaij detSij ,kde Sij je mati
e °ádu n − 1 , kterou dostaneme z mati
e A vyne
háním
i -tého °ádku a j -tého sloup
e.Z uvedené de�ni
e bezprost°edn¥ vyplývají následují
í tvrzení:

det 0 = 0,

det I = 1,

detD = a11a22...ann pro D = diag (aii) ,

detAT = det A, det AH = detA,

detAB = detA detB.�tver
ová mati
e A je singulární, je-li detA = 0 , a je regulární, je-li
detA 6= 0 .K regulární mati
i A existuje jediná mati
e X stejného °ádu, pro kterouplatí

AX = XA = I.45



Takové mati
i °íkáme mati
e inverzní k mati
i A a zna£íme ji A−1 .Pro regulární mati
e A , B platí
(AB)−1 = B−1A−1,

detA−1 = (detA)−1.5.1.2 Ortogonalita vektor· a mati
Skalárním sou£inem vektor· x , y rozumíme £íslo
x1ȳ1 + x2ȳ2 + ...+ xnȳn.�íslo
x̄1y1 + x̄2y2 + ...+ x̄nyn.je skalárím sou£inem vektor· y , x (v tomto po°adí).Skalární sou£in vektor· budeme zapisovat (ve smyslu násobení mati
)

xT y = yTx =
n∑

k=1

xkyk pro reálné vektory,
yHx =

n∑

k=1

xkȳk,

xHy =
n∑

k=1

x̄kyk





pro komplexní vektory.[Pozor, xyT je mati
e typu (n, n) !℄Platí-li xTy = 0 , °íkáme, ºe vektory x , y jsou ortogonální.Reálná mati
e B se nazývá ortogonální, jsou-li její sloup
e ortonormálnívektory, tj.
sT
i (B)sj(B) =

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j,
oº lze zapsat podmínkou
BTB = I, resp. B−1 = BT .Komplexní mati
e B , pro niº B−1 = BH , se nazývá unitární.
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5.1.3 �ídké mati
eP°i výpo£te
h se £ásto vyplatí brát v úvahu (z hlediska pam¥ti po£íta£enebo z hlediska po£tu opera
í) strukturu rozloºení nulový
h (resp. nenulový
h)prvk·. Mati
ím, které mají v¥t²í po£et nulový
h prvk·, °íkáme °ídké. Vopa£ném p°ípad¥ hovo°íme o plný
h nebo obe
ný
h mati
í
h. Spe
iálním p°í-padem °ídký
h mati
 jsou mati
e pásové (viz odst. 6.6.1).Na obr. 2 máme nakreslené n¥které typy °ídký
h mati
. �rafováním vyz-na£eny oblasti výskytu nenulový
h prvk·.

5.2 Normy mati
 a vektor·�tver
ové mati
i A p°i°adíme £íslo ‖A‖ , které bude v jistém smyslumírou její velikosti. Tomuto £íslu °íkáme norma mati
e A .Existuje °ada moºností, jak normu mati
e de�novat. V dal²ím textubudeme uºívat následují
í konkrétní normy:
(5.2.1) ‖A‖

R
= max

i

∑

j

|aij | (maximální °ádkovy sou£et),
(5.2.2) ‖A‖

S
= max

j

∑

i

|aij | (maximální sloup
ový sou£et),
(5.2.3) ‖A‖

E
=

√∑

i

∑

j

|aij |2 (euklidovská norma).47



Takto de�nované normy spl¬ují následují
í podmínky (pokud pí²eme znaknormy bez indexu, máme na mysli kteroukoliv z de�novaný
h norem):
(5.2.4) ‖A‖ ≧ 0, ‖A‖ = 0, práv¥ kdyº A je nulová mati
e.

‖αA‖ = |α| ‖A‖ , α je libovolné £íslo,
‖A + B‖ ≦ ‖A‖+ ‖B‖ (trojuhelníková nerovnost),

‖AB‖ ≦ ‖A‖ ‖B‖ .Protoºe vektor x 
hápme jako mati
i typu (n, 1) dostáváme z de�ni
(5.2.1) aº (5.2.3) odpovídají
í normy vektor·
(5.2.5) ‖x‖R = max

i
|xi| (°ádková norma),

(5.2.6) ‖x‖S =
∑

i

|xi| (sloup
ová norma),
(5.2.7) ‖x‖E =

√∑

i

|xi|2 (euklidovská norma).Pro o d p o v í d a j í 
 í si normy vektor· a mati
 platí
(5.2.8) ‖Ax‖ ≦ ‖A‖ ‖x‖ .5.2.1 P°íkladStanovme normu mati
e

A =




1 2 3

4 5 6

7 8 9


a vektor·

x = (1,−2, 3)T ; y = (0, 2, 3)T .

‖A‖
R

= max(|1|+ |2|+ |3|, |4|+ |5|+ |6|, |7|+ |8|+ |9|) = max(6, 15, 24) = 24;

‖A‖
S

= max(|1|+ |4|+ |7|, |2|+ |5|+ |8|, |3|+ |6|+ |9|) = max(12, 15, 18) = 18;

‖A‖
E

= (12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62 + 72 + 82 + 92)1/2 =
√

285
.
= 16, 88.

‖x‖
R

= max(|1|, | − 2|, |3|) = 3 , ‖y‖
R

= 3;

‖x‖
S

= |1|+ | − 2|+ |3| = 6, ‖y‖
S

= 5;

‖x‖
E

=
√

12 + (−2)2 + 32 =
√

14, ‖y‖
E

=
√

13;Vidíme, ºe ze skute£nosti ‖x‖
R

= ‖y‖
R

neplyne x = y !48



5.2.2 Konvergen
e posloupnosti vektor·�íkáme, ºe posloupnost vektor· {x{k}
}∞

k=1
, x(k) = (x

(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x

(k)
n )T ,konverguje k vektoru x = (x1, x2, ..., xk)

T , tj. lim
k→∞

x(k) = x , jestliºe
(5.2.9) lim

k→∞
x

(k)
i = xi, i = 1, 2, ..., n.Dá se dokázat (ne z
ela triviálním zp·sobem), ºe podmínka (5.2.9) ke ekvi-valentní podmín
e

(5.2.10) lim
k→∞

∥∥x(k) − x
∥∥ = 0pro kteroukoliv z uvedený
h norem.Poznamenejme, ºe podmínka lim

k→∞

∥∥x(k)
∥∥ = ‖x‖ nezaru£uje konvergen
i

x(k) → x . Nap°. posloupnost vektor· (1,−1)T , (1, 1)T , (1,−1)T , (1, 1)T ,
(1,−1)T atd. je divergentní (poslounpst sloºek je divergentní), av²ak normyt¥
hto vektor· konvergují k norm¥ vektoru (1, 1)T .5.2.3 P°íkladProv¥°me platnost vztahu (5.2.8) pro de�nované (konkrétní) typy norem.Volme

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, x =

(
x1

x2

)
.Potom

Ax =

(
a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

)
= y.Ozna£íme y = (y1, y2)

T . Podle (5.2.5) je
‖y‖

R
= ‖Ax‖

R
= max(|a11x1 + a12x2|, |a21x1 + a22x2|),

‖x‖
R

= max(|x1|, |x2|).Uºitím vlastností absolutní hodnoty £ísla dostaneme odhady:
|y1| = |a11x1 + a12x2| ≦ |a11||x1|+ |a12||x2| ≦ max(|x1|, |x2|)(|a11|+ |a12|),
|y2| = |a21x1 + a22x2| ≦ |a21||x1|+ |a22||x2| ≦ max(|x1|, |x2|)(|a21|+ |a22|).Proto
‖y‖

R
= max(|y1|, |y2|) ≦ max(|x1|, |x2|) max(|a11|+ |a12|, |a21|+ |a22|),49



tj. [podle (5.2.1)℄
‖y‖

R
≦ ‖x‖

R
‖A‖

R
.Podle (5.2.6) je

‖y‖
S

= ‖Ax‖
S

= |y1|+ |y2| = |a11x1 + a12x2|+ |a21x1 + a22x2|,
‖x‖

S
= |x1|+ |x2|.Proto platí [s pouºitím (5.2.2)℄

|y1|+ |y2| ≦ |a11||x1|+ |a12||x2|+ |a21||x1|+ |a22||x2| =
= (|a11|+ |a21|)|x1|+ (|a12|+ |a22|)|x2| ≦
≦ max(|a11|+ |a21|, |a12|+ |a22|)(|x1|+ |x2|) = ‖A‖

S
‖x‖

S
.Podle (5.2.7)

‖y‖
E

= ‖Ax‖
E

=
√
|y1|2 + |y2|2 = (|a11x1 + a12x2|2 + |a21x1 + a22x2|2)1/2,

‖x‖
E

=
√
|x1|2 + |x2|2.Z nerovnosti

|y1|2 + |y2|2 ≦ |a11|2|x1|2 + 2|a11||a12||x1||x2|+ |a12|2|x2|2 + |a21|2|x1|2+
+ 2|a21||a22||x1||x2|+ |a22|2|x2|2pouºitím z°ejmý
h nerovností9) dostáváme
|y1|2 + |y2|2 ≦ |x1|2(|a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2)+

+ |x2|2(|a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2).Odtud
|y1|2 + |y2|2 ≦ ‖A‖2

E
(|x1|2 + |x2|2), tj. ‖y‖2

E
≦ ‖A‖2

E
‖x‖2

Enebot'
‖A‖2

E
= (|a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2).5.2.4 Poznámka.V p°ed
házejí
í
h odstav
í
h jsme hovo°ili o nulový
h mati
í
h a vek-tore
h, o singulární
h mati
í
h, o normá
h rovný
h nule atd. Z numeri
k-ého hlediska "nulou" musíme rozum¥t mnoºinu v²e
h £ísel, která se zo-brazí do mnoºiny M(q, t,m1, m2) jako "strojová nula", nap°. £ísla q−r , kde

r < m1 . Proto nap°. n¥které teoreti
ky regulární mati
e jsou z hlediska po£í-ta£e neodli²itelné od mati
 singulární
h.9) 2|a11||a12||x1||x2| ≦ |a11|2|x1|2 + |a11|2|x2|2,
2|a21||a22||x1||x2| ≦ |a22|2|x1|2 + |a21|2|x2|2,50



5.3 Základní numeri
ké úlohy lineární algebry5.3.1 �e²ení soustavy lineární
h rovni
.Ch
eme stanovit n -ti
i £ísel x1, x2, ..., xn tak, aby
(5.3.1)

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = a1,n+1,

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = a2,n+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + ... + annxn = an,n+1.kde aij , i = 1, 2, ..., n ; j = 1, 2, ..., n+1 , jsou daná £ísla. �tver
ovou mati
i
A = (aij) , i, j = 1, 2, ..., n , nazýváme mati
í soustavy a sloup
ový vektor
b = (a1,n+1, an,n+1, ..., an,n+1)

T pravou stranou. Jsou to vstupní data danéúlohy.Mati
ov¥ vektorovou symbolikou m·ºeme danou soustavu psát ve tvaru
(5.3.2) Ax = b.Je-li mati
e A regulární, existuje k danému b jediné °e²ení
(5.3.3) xt = a−1b.Tomuto °e²ení budeme °íkat teoreti
ké, neboli p°esné °e²ení. V dal²í
h odstav-
í
h se seznámíme s °adou metod a algoritm·, umoº¬ují
í
h stanovit °e²enísoustavy (5.3.1). P°i konkrétním výpo£tu na po£íta£i nikdy nedostaneme xt(s výjimkou z
ela triviální
h p°ípad·), ale pouze výpo£tené °e²ení xc , kterése vºdy bude od xt ví
e £i mén¥ li²it.V praxi se £asto vyskytují úlohy vedou
í na soustavy lineární
h rovni
,které mají °ádov¥ stovky neznámý
h. Je z°ejmé, ºe °e²ení takový
h úlohbude klást velké poºadavky na ry
hlost a kapa
itu pam¥ti po£íta£e. Proto seefektivnost metody £i algoritmu posuzuje podle t°í hlavní
h kritérií:(i) jak je algoritmus ry
hlý, tj. kolik vyºaduje aritmeti
ký
h opera
í,(ii) jaké nároky klade algoritmus na pam¥t' po£íta£e,(iii) jaká je p°esnost vypo£teného °e²ení.Z hlediska ry
hlosti výpo£tu je nap°. tzv. Cramerovo pravidlo nee�ktivnímetodou. Pokud by
hom naví
 
ht¥li detreminanty po£ítat metodou rozvojepodle prvk· jedné °ady, pak pro v¥t²í n je tato metoda na sou£asný
h po£í-ta£í
h nerealizovatelná. Pro výpo£et n - °adového determinantu tímto zp·-sobem je totiº zapot°ebí (n− 1)n! násobení a zhruba n! s£ítání. K realiza
iCramerova pravidla musíme vypo£ítat n+ 1 determinant·, 
oº p°edstavuje51




elkem (n + 1)n! opera
í. Máme-li °e²it nap°. soustavu o 30 rovni
í
h pro30 neznámý
h na po£íta£i, který vykoná 106 opera
í za sekundu, potom kvykonání 31·30·30! ≈ 2, 5·1035 opera
í pot°ebuje 2, 5·1029 sekund (≈ 7·1025hodin ≈ 2, 9 · 1024 dní ≈ 8 · 1021 let).Optimální metoda (nejry
hlej²í, nejp°esn¥j²í a s nejmen²ími nároky napam¥t' po£íta£e) pro °e²ení v²e
h moºný
h soustav lineární
h rovni
 neex-istuje. Proto si uvedeme 
elou °adu metod a jeji
h modi�ka
í a sou£asn¥si popí²eme jeji
h p°ednosti (£i nevýhody) pro konkrétn¥j²í t°ídy lineární
hsoustav.5.3.2 �e²ení mati
ové rovni
e.Jsou dány mati
e A typu (m,n) , B typu (m, r) . Má se ur£it mati
e
X typu (n, r) taková, aby platilo
(5.3.4) AX = BRovni
i YA = B lze p°evést na (5.3.4) transportováním (odst. 5.1), tj.

ATYT = BT .Ve sloºká
h lze rovni
e (5.3.4) psát takto:



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn







x11 x12 . . . x1r

x21 x22 . . . x2r

. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnr


 =




b11 b12 . . . b1r

b21 b22 . . . b2r

. . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmr


 .Rovni
e (5.3.4) je ekvivalentní r soustavám lineární
h rovni


Ask(X) = sk(B), k = 1, 2, ..., r, r ≧ 1,kde
sk(X) = (x1k, x2k, ..., xnk)

T , sk(B) = (b1k, b2k, ..., bmk)
T ,jsou k -té sloup
e mati
 X a B .Do kategorie úloh reprezentovaný
h rovni
í (5.3.4) pat°í úloha ur£it in-verzní mati
i A−1 k dané £tver
ové regulární mati
i A . Jde v tomto p°ípad¥o °e²ení mati
ové rovni
e

(5.3.5) AX = I, X = A−1.52



5.3.3 Úloha na vlastní £ísla.Je dána £tver
ová mati
e A °ádu n . Ch
eme stanovit takové £íslo λ =
= λ(A) , pro které má (homogenní) rovni
e
(5.3.6) Av = λv, resp. (A−λI)v = 0nenulové °e²ení v (nulové °e²ení nás nezajímá). Takovým £ísl·m λ °íkámevlastní £ísla mati
e A a odpovídají
ím nenulovým °e²ením v vlastní vektorymati
e A .5.3.4 Zobe
n¥ná °e²ení soustav lineární
h rovni
.Po£et lineárn¥ nezávislý
h °ádk· mati
e A nazýváme hodností (°ádkovouhodností) mati
e A a zna£íme h(A) . Symbolem h(A,b) budeme zna£ithodnost mati
e roz²í°ené, odpovídají
í soustav¥ Ax = b .Z lineární algebry víme (viz nap°. [15℄, [9℄), ºe soustava Ax = b [Aje typu (m,n) ℄ má °e²ení, práv¥ kdyº h(A) = = h(A,b) . Kdyº h(A) =
h(A,b) = n , má tato soustava jediné °e²ení (pro £tver
ovou mati
i °ádu nviz odst.5.3.7) a kdyº h(A) = h(A,b) < n , má zmín¥ná soustava nekone£n¥mnoho °e²ení tvaru (tzv. obe
né °e²ení) x = x0 +

s∑
i=1

αiui , kde ui jsoulineárn¥ nezávislé vektory, αi jsou libovolná £ísla a platí Ax0 = b , Aui = 0 ,
i = 1, 2, ..., s , s = n− h(A) . Stru£ná zmínka o této situa
i je v p°íkl. 6.3.3.V praxi ov²em nejsou °ídké p°ípady soustav, ve který
h m > n , a jetedy obtíºné zjistit, zda je soustava v·be
 °e²itelná. Je proto uºite£né mítk dispozi
i n¥jaký numeri
ky efektivní algoritmus výpo£tu hodnosti mati
ea sou£asn¥ návod jak takové soustavy s obdélníkovými mati
emi °e²it, aniºby
hom museli p°edem pra
n¥ zji²t'ovat, které rovni
e jsou v soustav¥ "nad-byte£né" nebo které si dokon
e odporují.Pro obe
nou mati
i A a libovolný vektor b nás m·ºe zajímat takovývektor xp , pro který Axp − b je v n¥jaké norm¥ 
o nejmen²í.O zmín¥ný
h úlohá
h nalezne £tená° stru£nou informa
i v £l. 11.6 P°ímé metody soustavy lineární
h rovni
Ch
eme °e²it soustavu Ax = b s regulární (plnou) mati
í soustavy °ádu
n . Podrobn¥ je tato úloha formulována v odst. 5.3.1.53



Metodu °e²ení soustavy Ax = b , která vede k p°esnému °e²ení (nebereme-li v úvahu vliv zaokrouhlova
í
h 
hyb) po kone£ném po£tu krok·, nazývámep°ímou metodou. Základním prin
ipem p°ímý
h metod je elimina
e nezná-mý
h. Pro plné mati
e jsou p°ímé metody v¥t²inou nejefektivn¥j²í. pro velká
n je v²ak jeji
h pouºití limitováno kapa
itou pam¥ti po£íta£e.Itera£ní metody bývají efektivn¥j²í pro n¥které typy °ídký
h mati
. Provelké soustavy bývají itera£ní metody v¥t²inou nepostradatelné. T¥mto meto-dám je v¥nován £l. 7.V²e
hny typy elimina£ní
h metod vy
házejí z faktu, ºe soustavy

Ax = b, TAx = Tb,kde T je libovolná regulární mati
e °ádu n , mají totéº °e²ení - °íkáme, ºejsou ekvivalentní.6.1 �e²ení trojúhelníkový
h soustav6.1.1 P°íklad.Stanovme °e²ení soustavy Ux = y :
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 2,

2x2 + 6x3 + 12x4 = 8,

6x3 + 24x4 = 18,

24x4 = 24.Soustava má jediné °e²ení, nebot' detU = 1·2·6·24 6= 0 (sou£in diagonální
hprvk·).Z poslední rovni
e vypo£teme x4 = 1 ; tuto hodnotu dosadíme do p°ed-poslední rovni
e a vypo£teme
x3 =

1

6
(18− 24 · 1) = −1.Dále pak

x2 =
1

2
(8− 6x3 − 12x4) = 1,

x1 = (2− 2x2 − 3x3 − 4x4) = −1.Postup, který jsme si na tomto p°íkladu ukázali, je v té £i oné modi�ka
isou£ástí v¥t²iny algoritm· elimina£ní
h metod. �íkáme mu zp¥tná substitu
e.54



6.1.2 Obe
ný p°ípad.M¥jme soustavu lineární
h rovni
.
(6.1.1)

u11x1 + u12x2 + ... + u1nxn = y1,

u22x2 + ... + u2nxn = y2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

unnxn = yn,mati
ov¥ zapsanou ve tvaru
(6.1.2) Ux = y.V mati
i U = (uij) jsou prvky pod hlavní diagonálou nulové ( i > j ).Takovým mati
ím °íkáme (horní) trojúhelníkové. P°edpokládáme, ºe uii 6= 0 ,
i = 1, 2, ..., n , a vypo£ítáváme neznámé v po°adí xn, xn−1, ..., x2, x1 zp¥tnousubstitu
í ze vztah·

xn =
yn

unn
,

xn−1 =
1

un−1,n−1
(yn−1 − un−1,nxn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

x1 =
1

u11
(y1 − u12x2 − u13x3 − ...− u1nxn).6.1.3 Algoritmus zp¥tné substitu
e.Neznámou xi soustavy (6.1.1) po£ítáme z formula
e

xi =
1

uii

(
yi −

n∑

k=i+1

uikxk

)
.Zapí²eme tedy algoritmus ve tvaru:

(6.1.3)

Vstup : n,y = (y1, y2, ..., yn)
T , U = (uij).Pro i = n, n− 1, ..., 2, 1 :

xi =
1

uii

(
yi −

n∑

j=i+1

uijxj

)
.Výstup : x = (x1, x2, ..., xn)T .55



(Klademe n∑
j=k

cj = 0 , kdyº k > n .) K výpo£tu neznámé xj pot°ebujemejedno d¥lení, n− j násobení a n− j s£ítání. Tedy 
elkem n2 aritmeti
ký
hopera
í [n +
n∑

j=1

(n − j) = n(n+1)
2

násobení a d¥lení10), n∑
j=1

(n − j) = (n−1)n
2s£ítání℄. P°i realiza
i algoritmu na po£íta£i vzniknou potíºe, pokud £ísla ujjbudou malá. Potom mati
e U je skoro singulární detU ≈ 0 . O takový
hsoustavá
h se zmíníme v £. 10.6.1.4 P°íklad.Ch
eme stanovit °e²ení soustavy Ly = b , kde L = (lij) je dolní tro-júhelníková mati
e, tj. taková, v níº lij = 0 , kdyº i < j :

l11y1 = b1,
l21y1 + l22y2 = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ln1y1 + ln2y2 + ... + lnnyn = bn.Zde pouºijeme algoritmu p°ímé substitu
e, tj. vypo£ítáváme neznámé v po°adí

y1, y2, ..., yn.

(6.1.4)

Vstup : n,b = (b1, b2, ..., bn)T , L = (lij).Pro i = 1, 2, ..., n :

yi =
1

lii

(
bi −

i−1∑

k=1

likyk

)
.Výstup : y = (y1, y2, ..., yn)

T .6.2 Gaussova elimina£ní metoda - GEM.Je to jedna z nejstar²í
h numeri
ký
h metod. Pozornost v¥novaná tétometod¥ p°edev²ím v léte
h 1955-1965 se zame°ila na dva aspekty elimina£nímetody: výb¥r hlavní
h prvk· (pivot·) a problematiku efekt· zp·sobený
hzaokrouhlováním.10) Zde i v dal²ím uºíváme vzor
·
m∑

k=1

k =
m(m + 1)

2
;

m∑

k=1

k2 =
1

6
m(m + 1)(2m + 1).56



P°edpokládáme, ºe £tená° se jiº seznámil s Gaussovou elimina£ní metodoup°i studiu lineární algebry (nap°. v publika
í
h [9℄, [15℄). Na jednodu
hémp°íklad¥ si p°ipomeneme algoritmus GEM uº v té podob¥, ve které budepopsán i pro soustavu n lineární
h rovni
.6.2.1 P°íklad.Ch
eme °e²it soustavu lineární
h rovni




2 −1 3 −1
1 −1 4 −2
3 2 1 4
4 −3 3 −3







x1

x2

x3

x4


 =




7
5

31
−5


 .Budeme provád¥t tzv. °ádkové úpravy roz²í°ené mati
e soustavy tak, aby-
hom dostali pod hlavní diagonálu mati
e soustavy nulové prvky.

−1
2

−3
2

−2




2 −1 3 −1 | 7
1 −1 4 −2 | 5
3 2 1 4 | 31
4 −3 3 −3 | −5




1. fáze→
7
−2




2 −1 3 −1 | 7
0 −1

2
5
2
−3

2
| 3

2

0 7
2
−7

2
11
2
| 41

2

0 −1 −3 −1 | −19




2. fáze→
2. fáze→

−4
7




2 −1 3 −1 | 7
0 −1

2
5
2
−3

2
| 3

2

0 0 14 −5 | 31
0 0 −8 2 | −22




3. fáze→ 


2 −1 3 −1 | 7
0 −1

2
5
2
−3

2
| 3

2

0 0 14 −5 | 31
0 0 0 −6

7
| −30

7


 .K realiza
i 1. fáze elimina
e nejd°íve stanovíme multiplikátory 1. fáze. Jsouto záporn¥ vzaté podíly £ísel v pozi
í
h (2, 1) , (3, 1) , (4, 1) a £ísla v pozi
i

(1, 1) (tzv. hlavní prvek 1. fáze elimina
e). Tyto multiplikátory jsou zapsányvlevo od roz²í°ené mati
e soustavy. Multiplikátorem 2. °ádku (£íslo −1
2
)vynásobíme 1. °ádek a tento sou£in p°i£teme k 2. °ádku. Dostaneme tak 2.°ádek redukované mati
e po 1. fáze. Analogi
ky postupujeme u zbývají
í
h°ádk·. �ádek, jehoº násobky p°i£ítáme k ostatním °ádk·m (neupravoval se),se nazývá hlavním °ádkem 1. fáze. Zde to byl 1. °ádek.Úpravy 2. fáze jsou z
ela analogi
ké; bereme v úvahu pouze 2., 3. a 4.°ádek - k 3. a 4. °ádku p°i£ítáme násobky 2. °ádku (hlavní °ádek 2. fáze).Úpravy v 3. fázi elimina
e se týkají pouze 3. a 4. °ádku.Soustavu s redukovanou (trojúhelníkovou) mati
í soustavy °e²íme zp¥t-nou substitu
í (odst. 6.1).Dostaneme

x4 = 5, x3 = 4, x2 = 2, x1 = 1,57



tj. °e²ením (p°esným) dané soustavy je vektor
xt = (1, 2, 4, 5)T .Ozna£íme

L =




1 0 0 0
1
2

1 0 0
3
2
−7 1 0

2 2 −4
7

1


 , U =




2 −1 3 −1
0 −1

2
5
2
−3

2

0 0 14 −5
0 0 0 −6

7


kde mati
e L je sestavena pomo
í multiplikátor· jednotlivý
h fází elim-ina
e a U je výsledná (horní trojúhelníková) mati
e získaná p°íslu²nými°ádkovými úpravami.�tená° ne
ht' se p°esv¥d£í o tom, ºe platí LU = A .6.2.2 Výklad Gaussovy elimina
e.Uvaºujme soustavu n rovni
 pro n neznámý
h ve tvaru

(6.2.1)

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = a1,n+1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = a2,n+1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = an,n+1.P°edpokládáme, ºe mati
e A = (aij) je regulární. Ne
ht' a11 6= 0 . P°i£tenímvhodný
h násobk· 1. rovni
e ke zbývají
ím n−1 rovni
ím vylou£íme nezná-mou x1 z t¥
hto rovni
. T¥mito vhodnými násobky jsou £ísla

mi1 =
ai1

a11
, i = 2, 3, ..., n,a °íkáme jim multiplikátory 1. fáze elimina
e. Dostaneme první redukovanousoustavu (1. rovni
e se nem¥ní)

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = a1,n+1,

a
(1)
22 x2 + ... + a

(1)
2nxn = a

(1)
2,n+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
n2 x2 + ...+ a

(1)
nnxn = a

(1)
n,n+1,





soustava n− 1 rovni
pro n− 1 neznámý
hkde
a

(1)
ij = aij +mi1a1j ; i = 2, 3, ..., n; j = 2, 3, ..., n, n+ 1.58



V druhé fázi elimina
e p°edpokládáme, ºe a(1)
22 6= 0 a vylou£íme neznámou x2ze zbývají
í
h n−2 rovni
 redukované soustavy tím, ºe 2. rovni
i redukovanésoustavy vynásobíme multiplikátory

mi2 = −a
(1)
i2

a
(1)
22

, i = 3, 4, ..., n,a postupn¥ p°i£teme tento násobek 2. rovni
e ke zbývají
ím n− 3 rovni
ím.Dostaneme tak druhou redukovanou soustavu
a11x1 + a12x2 + a13x3 + ...+ a1nxn = a1,n+1,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + ... + a

(1)
2nxn = a

(1)
2,n+1,

a
(2)
33 x3 + ... + a

(2)
3nxn = a

(2)
3,n+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(2)
n3x2 + ...+ a

(2)
nnxn = a

(2)
n,n+1,





soustava n− 2 rovni
pro n− 2 neznámý
hkde

a
(2)
ij = a

(1)
ij +mi2a

(1)
2j ; i = 3, 4, ..., n; j = 3, 4, ..., n, n+ 1.Dále pokra£ujeme analogi
kým zp·sobem, aº po n − 1 kro
í
h dostanemekone£nou redukovanou soustavu s trojúhelníkovou mati
í ve tvaru

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ...+ a1nxn = a1,n+1,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + ...+ a

(1)
2n xn = a

(1)
2,n+1,

a
(2)
33 x3 + ...+ a

(2)
3n xn = a

(2)
3,n+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a(n−1)
nn xn = a

(n−1)
n,n+1,Tím je p·vodní soustava p°evedena na trojúhelníkový tvar a k výpo£tu °e²ením·ºeme uºit algoritmu zp¥tné substitu
e (6.1.3).6.2.3 Algoritmus reduk
e mati
e A na trojúhelníkový tvar.Ozna£íme A = (aij) = A(0) = (a

(0)
ij ) . �ádkové úpravy z p°ed
hozíhoodstav
e zapí²eme ve tvaru

ri(A
(k)) = ri(A

(k−1)), ri(b
(k)) = ri(b

(k−1)), pro i ≦ k,
ri(A

(k)) = ri(A
(k−1)) +mikrk(A

(k−1))
ri(b

(k)) = ri(b
(k−1)) +mikrk(b

(k−1))

} pro i > k,59



kde
mik = −a

(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

(za p°edpokladu a
(k−1)
kk 6= 0).Pak jiº m·ºeme psát v rozepsané podob¥ (sta£í zapisovat pouze p°ípad

i > k ):
(6.2.2)

Vstup : n, A = (a
(0)
ij ), b = (a

(0)
1,n+1, a

(0)
2,n+1, ..., a

(0)
n,n+1)

T .Pro k = 1, 2, ..., n− 1 :Pro i = k + 1, k + 2, ..., n;

mik = −a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

.Pro j = k + 1, k + 2, ..., n, n+ 1 :

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij +mika

(k−1)
kj .Výstup : U = (a

(i−1)
ij ), y = (a

(0)
1,n+1, a

(1)
2,n+1, ..., a

(n−1)
n,n+1)

T .K výpo£tu n− k multiplikátor· k -té fáze elimina
e pot°ebujeme n− kd¥lení; 
elkem pro n− 1 fází
n−1∑

k=1

(n− k) =
n(n− 1)

1d¥lení. Kaºdým multiplikátorem vynásobíme n− k+ 1 koe�
ient· roz²í°enémati
e, tj. (n− k)(n− k + 1) násobení v k -té fázi, 
oº dává 
elkem
n−1∑

k=1

(n− k)(n− k + 1) =

n−1∑

k=1

[(n2 + n)− k(2n+ 1) + k2] =
n3 − n

3(viz str. ??, p. £arou 10) ) násobení; stejný bude po£et s£ítání.K realiza
i algoritmu (6.2.2) tedy pot°ebujeme
n3 − n

3
+
n(n− 1)

2
=

1

3
n3 +

n2

2
− 5

6
n násobení a d¥lení,

n3 − n
3

s£ítání;pro algoritmus Gaussovy elimina
e [algoritmy (6.2.3) a (6.1.3) pot°ebujeme:
1

3
n3 + n2 − 1

3
n =

1

3
n3 +O(n2) násobení a d¥lení,

1

3
n3 +

n2

2
− 5

6
n =

1

3
n3 +O(n2) s£ítání. .60



6.2.4 Analýza elimina£ní metodyZ úvah odst. 6.2.2 vyplývá, ºe °ádkové úpravy provád¥né p°i Gaussov¥elimina
i lze interpretovat jako postupné násobení mati
e A transforma£nímimati
emi T1,T2,T3, ...,Tn−1 , kde
Tk =




1 0 · · · 0 · · · · · · · · · 0

0 1
. . . ... ...... . . . . . . 0

...
0 · · · 0 1 0 0 · · · 0

0 · · · 0 mk+1,k 1
. . . ...... ... mk+2,k 0
. . . . . . ...... ... ... ... . . . . . . 0

0 · · · 0 mn,k 0 · · · 0 1




;

Ozna£ujeme
A = A(0) = (a

(0)
ii ), T1A

(0) = A(1) = (a
(1)
ij ), ...,

TkA
(k−1) = A(k) = (a

(k)
ij ), ..., Tn−1A

(n−2) = A(n−1) = U;

b = b(0), b(1) = T1b
(0), ..., b(k) = Tkb

(k−1), ..., b(n−1) = Tn−1b
(n−2).Po realita
i k -tého kroku elimina
e dostaneme

A(k) = TkA
(k−1) =




a
(0)
11 a

(0)
12 · · · a

(0)
1k · · · · · · a

(0)
1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2k · · · · · · a

(1)
2n... . . . . . . ... ...... 0 a

(k)
k+1,k+1 a

(k)
k+1,k+2 · · · a

(k)
k+1,n... 0 a

(k)
k+2,k+1 a

(k)
k+2,k+2 · · · a

(k)
k+2,n... ... ... ... . . . ...

0 · · · 0 a
(n)
n,k+1 a

(k)
n,k+2 · · · a

(k)
n,n




b(k) = Tkb
(k−1) = (a

(0)
1,n+1, a

(1)
2,n+1, a

(2)
3,n+1, ..., a

(k)
k+1,n+1, ..., a

(k)
n,n+1)

T .Po ukon£ení v²e
h n− 1 fází elimina
e tedy dostáváme redukovanou mati
isoustavy a sloupe
 pravý
h stran:
U = A(n−1) = TA(0), y = b(n−1) = Tb(0),61



kde
T = Tn−1Tn−2...T2T1.Mati
e T je regulární, a proto existuje inverzní mati
e T−1 , kterou ozna£íme

L . �tená° se m·ºe p°esv¥d£it, ºe
L = T−1 =




1 0 · · · · · · 0

−m21 1
. . . ...

−m31 −m32
. . . . . . ...... ... . . . . . . 0

−mn1 −mn2 · · · −mn−1,n 1


Zjistili jsme, ºe mati
i A lze rozloºit na sou£in dolní trojúhelníkové mati
e

L a horní trojúhelníkové mati
e U , tj. ºe platí
(6.2.3) A = LU.Stanovení mati
 L a U nazýváme trojúhelníkovým rozkladem (LU-rozkládem)mati
e A . K dané mati
i A lze ur£it ví
e trojúhelníkový
h rozklad· podletoho, jak volíme diagonální prvky mati
e L . Je to patrné z následují
íhop°íkladu:

(
2 10
7 44

)
=





(
1 0
7
2

1

)(
2 10
0 9

)
,

(
2 0
7 3

)(
1 5
0 3

)
.Platí v¥ta o jednozna£nosti rozkladu: Trojúhelníkový rozklad regulární mat-i
e A je ur£en jednozna£n¥ diagonálními prvky mati
e L a m·ºe být stanovenGaussovou elimina
í. D·k a z najde £tená° nap°. v [4℄.Otázka zda pro kaºdou regulární mati
i A je realizovatelná Gaussovaelimina
e (popsaná v odst. 6.2.2), je ekvivalentní otáz
e, zda existuje tro-júhelníkový rozklad £tver
ové regulární mati
e A .Pro n¥které mati
e v²ak není realizovatelná Gaussova elimina
e, a protoneexistuje ani jeji
h trojúhelníkový rozklad. Nap°íklad u mati
e (0 1

1 1

) nenírealizovatelný uº první krok Gaussovy elimina
e, a tedy ji nelze rozloºit nasou£in dvou trojúhelníkový
h mati
.To je také jeden z d·vod·, pro£ si v dal²í
h odtsav
í
h uvedeme n¥kterémodi�ka
e Gaussovy elimina£ní metody (tzv. metody s výb¥rem hlavníhoprvku).Existují dv¥ t°ídy mati
, pro které je algoritmus Gaussovy elimina
e vºdyproveditelný, a to mati
e symetri
ké pozitivn¥ de�nitní nebo regulární di-agonáln¥ dominantní (viz odst. 6.6.1).62



Uved'me si je²t¥ obe
nou v¥tu o existen
i a jednozna£nosti rozkladu: Ne
ht'
A je £tver
ová mati
e °ádu n a ne
ht' Ak je mati
e typu (k, k) sestavená zespole£ný
h prvk· první
h k °ádk· a sloup
· mati
e A a ne
ht' detAk 6= 0 ,
k = 1, 2, ..., n − 1 . Potom existuje jediná dolní trojúhelníková mati
e L sjednotkami na diagonále a jediná horní trojúhelníková mati
e U takové, ºe
LU = A .6.2.5 Numeri
ké aspekty GEM.Protoºe vºdy po£ítáme v n¥jaké mnoºin¥ M(q, t) , nebudou jak multip-likátory, tak prvky redukované soustavy vypo£ítány p°esn¥. Proto místo L ,
U vlastn¥ výpo£teme L̃ , Ũ , p°i£emº L̃Ũ 6= A . Ozna£íme-li

Ã = L̃Ũ,bude nás zajímat rozdíl A− Ã . Jist¥ existují mati
e 
hyb E , F takové, ºe
L̃ = L + E, Ũ = U + F.Potom

A− Ã = LU− L̃Ũ = LU− (L + E)(U + F) = EU + LF + EF.Odtud plyne d·leºitý záv¥r: Pokud p°i realiza
i Gaussovy elimina
e vy-
házejí pro multiplikátory nebo prvky mati
e redukované soustavy velká£ísla, jsou téº prvky mati
e L velká £ísla, a tedy rozdíl A − Ã (zvlá²t¥pro velká n ) bude °ádov¥ mnohonásobn¥ v¥t²í neº E , resp. F . V d·sledkutéto skute£nosti m·ºe být rozdíl p°esného a vypo£teného °e²ení nep°ijateln¥velký.�íkáme v takovém p°ípad¥, ºe algoritmus Gaussovy elimina
e je numer-i
ký nestabilní.6.2.6 GEM pomo
í kalkulátoru.�asto pot°ebujeme °e²it lineární soustavy s pom¥rn¥ malým n (≦ 10) .Nebývá vºdy optimální pouºít po£íta£e. Vyjdeme z postupu evedeného vp°íkl. 6.2.1 a provedeme pouze jistou organiza
i výpo£tu. Pon¥kud jiný postupje popsán v odst. 6.5.4. Aby
hom vylou£ili 
hyby lidského £initele, budeme vkáºdé fázi výpo£tu provád¥t kontrolu pomo
í tzv. sloup
e kontrolní
h sou£t·∑ . 63



Danou soustavu a v²e
hny pot°ebné mezivýsledky budeme zapisovat dotabulky (v tab. 2 je n = 4 ):Postup zapl¬ování tab. 2 (algoritmus):1. Zapí²eme prvky mati
e A a sloºky vektoru b (první £ty°i °ídky tab-ulky).2. Se£teme v²e
hna £ísla v jednotlivý
h °ád
í
h a výsledky zapí²eme dosloup
e ∑ .
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3. Vypo£teme multiplikátory mi1 = −a(0)
i1 /a

(0)
11 , i = 2, 3, 4 , a zapí²eme jedo sloup
e m .4. i -tým multiplikátorem ( i = 2, 3, 4 ) vynásobíme kaºdé £íslo 1. rádku,mezivýsledek p°i£teme k £íslu i -tého °ádku, v£etn¥ £ísel sloup
e ∑ , a jed-notlivé výsledky napí²eme postupn¥ do p°íslu²ný
h 5., 6., 7. °ádku. Tedy

mi1a
(0)
1j + a

(0)
ij → a

(1)
ij

mi1

5∑
j=1

a
(0)
1j +

5∑
j=1

a
(0)
ij →

5∑
j=1

a
(1)
ij ,

i = 2, 3, 4.5. Provedeme kontrolu: Sou£et £ísel v 5., 6., 7. °ádku musí být rovenodpovídají
ím £ísl·m sloup
e ∑ . Pokud od
hylky nelze vysv¥tlit zaokrouhlo-va
ími 
hybami dopustili jsme se ve výpo£tu 
hyby.6. Vypo£teme multiplikátory mi2 = −a(1)
i2 /a

(1)
22 , i = 3, 4 .7. P°i zapl¬ování 8., 9. °ádku postupujeme analogi
ky jako v bodu 4.8. Provedeme op¥t kontrolu ve smyslu bodu 5.65



9. Stanovíme m43 = −a(2)
43 /a

(2)
33 , vynásobíme jím £ísla 8. °ádku a výsledkynapí²eme do 10. °ádku.10. Provedeme kontrolu.Redukovaná mati
e je "uloºena" v 1., 5., 8. a 10. °ádku. Vypo£teme x4 z10. °ádku (nebot' a(3)

44 x4 = a
(3)
45 ) a dosadíme do 8. °ádku, odkud vypo£teme

x3 , nebot' a(2)
33 x3 + a

(2)
34 x4 = a

(2)
35 . Z 5. °ádku vypo£teme analogi
ky x2 a z1. °ádku nakone
 x1 .Poznamenejme, ºe uºite£nou informa
i o p°esnosti získaného °e²ení námm·ºe (ale nemusí!) poskytnout reziduum r = b−Axc , nebot' teoreti
ky mábýt b−Axt = 0 . To znamená, ºe kdyº se r dosti li²í od "po£íta£ové nuly"li²í jen málo, není tím je²t¥ zaru£ena p°esnost výsledku, jak uvidíme pozd¥ji.6.2.7 P°íklad.Na kalkulátoru, který pra
uje s £ísly z M(10, 5) (°ezání), °e²me Gaussovouelimina£nímetodou soustavu Ax = b . Roz²í°ená mati
e soustavy je "uloºena"v siln¥ orámované £ásti tab. 3.

Zp¥tnou substitu
í (z 6., 4., 1. °ádku) dostáváme
x3 = −197, 62

807, 59
≈ −0, 244 70,

x2 ≈ −2, 075 3,

x1 ≈ 1, 817 7.Zde se projevil r·st multiplikátor· a prvk· mati
e redukované soustavy(poslední °ádek), 
oº signalizuje numeri
kou nestabilitu algoritmu. Nesouhlasje v sloup
i ∑ ozna£en zatrºením.Od
hylky od výsledk· téºe soustavy °e²ené týmº algoritmem k knize[12℄, kde je xc = (1, 828 6;−2, 053 2;−0, 244 3)T , jsou zp·sobeny tím, ºe zdepra
ujeme stále s £ísly z M(10, 5) a nikoliv na pevný po£et desetinný
h míst.66



Ve [12℄ jsou uvedeny výsledky lep²í, získané algoritmem s výb¥rem hlavníhoprvku (viz £l. 6.4) xc = (1, 840 5;−2, 071 6;−0, 244 70)T . Doporu£ujeme£tená°i, aby si na tomto p°íklad¥ vyzkou²el v²e
hny modi�ka
e elimina£nímetody uvedené v dal²í
h odstav
í
h v£etn¥ volby M(10, t) . Výpo£ty v
M(10, 5) m·ºe do jisté míry modelovat na kapesním kalkulátoru tím, ºev²e
hny mezivýsledky bude zapisovat tak, aby odpovídaly p¥timístné man-tise.6.3 �e²ení mati
ové rovni
e.Budeme se pon¥kud podrobn¥ji zabývat úlohou, která byla formulovánav odst. 5.3.2, kde jsme si uvedli, ºe mati
ová tovni
e AX = B [A je typu
(m,n) , B typu (m, r) , X typu (n, r) ℄ je ekvivalentní r soustavám tvaru
Ax = b , kde x je typu (n, 1) a b je typu (m, 1) .V dal²ím budeme p°edpokládat, ºe m = n a ºe A je regulární (£tver
ová)mati
e.Kaºdé metody °e²ení úlohy z odst. 5.3.1 lze tedy uºít k °e²ení mati
ovérovni
e. Pouze algoritmus musíme upravit tak, aby umoº¬oval pra
ovat s ví
epravými stranami.Na p°íkladu mati
ové rovni
e si v²ak vyloºíme jednodu
hou modi�ka
ielimina£ní metody, které se °íkáGaussova-Jordanova metoda (GJEM) a kterélze uºít v²ude tam, kde lze uºít i GEM.Základní my²lenkou GJEM jsou takové °ádkové úpravy mati
e soustavy,p°i ni
hº redukovaná mati
e po v²e
h n − 1 fází
h elimina
e je diagonálnínebo dokon
e jednotková.Postup je patrný z následují
ího p°íkladu.6.3.1 P°íklad.�e²me mati
ovou rovni
i AX = B :




2 1 0
1 1 2
1 1 1






x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


 =




1 2 3
4 2 −1
1 1 2


 .�ádkové úpravy provádíme s dvoji
í mati
 (A,B) tak, aby
hom anulovaliv²e
hny prvky kaºdého sloup
e mati
e A krom¥ diagonálního prvku. Jed-notlivé fáze výpo£tu zapisujeme analogi
ky jako v p°íkl. 6.2.1:67



−1
2

−1
2




2 1 0 | 1 2 3
1 1 2 | 4 2 −1
1 1 1 | 1 1 2



 1. fáze→ −2

1




2 1 0 | 1 2 3
1 1

2
2 | 7

2
1 −5

2

0 1
2

1 | 1
2

0 1
2



 2. fáze→2. fáze→ −4
2




2 0 −4 | −6 0 8
0 1

2
2 | 7

2
1 −5

2

0 0 −1 | −3 −1 3


 3. fáze→3. fáze→ 


2 0 0 | 6 4 −4
0 1

2
0 | −5

2
−1 7

2

0 0 −1 | −3 −1 3


 zp¥tná substitu
e→zp¥tná substitu
e→




1 0 0 | 3 2 −2
0 1 0 | −5 −2 7
0 0 1 | 3 1 −3


 .P°e
hody AX = B , A(1)X = B(1) , A(2)X = B(2) , A(3)X = B(3) lze zapsatrovnostmi:

r1(A
(1)) = r1(A); r1(B

(1)) = r1(B);

mi1 = −1

2
, i = 2, 3;

ri(A
(1)) = ri(A) +mi1r1(A);

ri(B
(1)) = ri(B) +mi1r1(B);





1. fáze (opisuje se 1. °ádeka k druhým dv¥ma °ádk·mse p°i£ítá p°íslu²ný mi1-ná-sobek 1. °ádku).
r2(A

(2)) = r2(A
(1)); r2(B

(2)) = r2(B
(1));

m12 = −2; m32 = −1;

ri(A
(2)) = ri(A

(1)) +mi2r2(A
(1)), i = 1, 3;

ri(B
(2)) = ri(B

(1)) +mi2r2(A
(1)), i = 1, 3;






2. fáze [opisuje se 2. °ádeka ke zbývají
ím (dv¥ma)°ádk·m se p°i£ítá p°íslu²ný
mi2-násobek 2. °ádku℄.

r3(A
(3)) = r3(A

(2)); r3(B
(3)) = r3(B

(2));

m13 = −4; m23 = 2;

ri(A
(3)) = ri(A

(2)) +mi3r3(A
(2)), i = 1, 2;

ri(B
(3)) = ri(B

(2)) +mi3r3(B
(2)), i = 1, 2;





2. fáze [opisuje se 3. °ádeka ke zbývají
ím (dv¥ma)°ádk·m se p°i£ítá p°íslu²ný
mi3-násobek 3. °ádku℄.Protoºe v rovni
i A(3)X = B(3) je mati
e A(3) diagonální, dostaneme Xd¥lením °ádk· mati
e B(3) p°íslu²nými diagonálními prvky mati
e A(3)(tato opera
e je vlastn¥ zp¥tnou substitu
í). Takºe

X = IX =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



X =




3 2 −2
−5 −2 7

3 1 −3



 = A−1B.68



6.3.2 Príklad.Stanovme inverzní mati
i k mati
i
X =




1 2 6
2 5 15
6 15 45


 .V odstav
i 5.3.2 jsme si °ekli, ºe inverzní mati
e ke £tver
ové regulárnímati
i A je °e²ením mati
ové rovni
e AX = I . Vyuºijeme toho v této úloze.Zaznamenáváme pouze sled jednotliví
h fází elimina
e:

−2
6




1 −2 6 | 1 0 0
2 5 15 | 0 1 0
6 15 46 | 0 0 1


→

−2

−3




1 −2 6 | 1 0 0
0 1 3 | −2 1 0
0 3 10 | −6 0 1


→

0
−3




1 0 0 | 5 −2 0
0 1 3 | −2 1 0
0 0 1 | 0 −3 1


→




1 0 0 | 5 −2 0
0 1 0 | −2 10 −3
0 0 1 | 0 −3 1


 ≡ (I,A−1).6.3.3 Príklad.Ch
eme °e²it "nedour£enou" soustavu (odst. 5.3.4)

x1 − 4x2 + 7x3 = 10,

x2 − 2x3 = −4 ,mati
ov¥ 


1 4 7
0 1 −2
0 0 0






x1

x2

x3


 =




10
−4

0


 .Aby
hom mohli stanovit v²e
hna °e²ení dané soustavy, sestavíme si mati-
ovou rovni
i




1 −4 7
0 1 −2
0 0 1








u1 v1

u2 v2

u3 v3



 =




10 0
−4 0

0 1



 .Nulu na diagonále mati
e soustavy odpovídají
í neznámé x3 nahradíme jed-ni£kou a k p·vodní pravé stran¥ p°ipojíme vektor (0, 0, 1)T . �e²ením získanémati
ové rovni
e je mati
e
X =



−6 1
−4 2

0 1


 ,69



jejíº sloup
e ur£ují v²e
hna °e²ení p·vodní nedour£ené soustavy, tj.
x = (−6,−4, 0)T + α(1, 2, 1)T = u + αv.�tená° se m·ºe dosazením p°esv¥d£it, ºe u je °e²ením (p·vodní) neho-mogenní soustavy a v je °e²ením p°íslu²né homogenní soustavy. Vektor

x = u + αv je tzv. obe
né °e²ení dané soustavy.6.3.4 Algoritmus GJEM.M¥jme £tver
ovou mati
i A °ádu n a mati
i B typu (n, r) , r ≧ 1 . Proregulární mati
i A bude mati
e X = A−1B [typu (n, r) ℄ °e²ením rovni
e
AX = B . Algoritmus popsaný v p°íkl. 6.3.1 (pro n = 3 , r = 3 ) lze zapsats
hemati
ky na²ím obvyklým zp·sobem:
(6.3.3)

Vstup : n, r, A = (a
(0)
ij ), B = (b

(0)
ij ).Pro k = 1, 2, ..., n− 1 :Pro i = 1, 2, k − 1, k + 1, ..., n :

mik = −a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

.Pro s = 1, 2, ..., r :

b
(k)
is = b

(k−1)
is +mikb

(k−1)
ks .Pro j = k + 1, k + 2, ..., n :

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij +mika

(k−1)
kj .Pro s = 1, 2, ..., rPro i = 1, 2, ..., n :

xis =
b
(i−1)
is

a
(i−1)
ii

.Výstup : X = (xis) = A−1B.Tento algoritmus vyºaduje
n∑

k=1

(n− 1)(n− k + r) =
n3

2
+ n2(r − 1)− n(r − 1

2
)násobení, stejný po£et s£ítání, n(n−1) a nr d¥lení zp¥tné substitu
e. Tedy70




elkem
n3

2
+ n2r − n

2
=
n3

2
+O(n2) násobení a d¥lení,

n3

2
+ n2(r − 1)− nr +

n

2
=
n3

2
+O(n2) s£ítání.Ve srování s GEM vy
hází tedy GJEM z hlediska po£tu opera
í pon¥kudh·°e.P°ipome¬me je²z¥, ºe stejn¥ jako GEM nebude pro n¥které mati
e A aniGJEM realizovatelná (viz odst. 6.2.4).6.4 Elimina
e s výb¥rem hlavního prvku6.4.1V odst. 6.2.4 jsme si ukázali, ºe kdyº v k -té fázi GEM ( k = 1, 2, ..., n−1 )je prvek a

(k−1)
kk nulový, pak algoritmus GEM (6.2.5) nebude realizovatelný.V p°íkladu 6.2.7 jsme vid¥li, ºe rostl vliv zaokrouhlova
í
h 
hyb díky tomu,ºe a

(1)
22 byl velmi malý a do²lo k r·stu £ísel a(2)

33 , a(2)
34 .Provedené (zna£n¥ hluboké a pra
né) analýzy realiza
e algoritmu GEM(resp. GJEM) na po£íta£i pra
ují
ím s £ísly z M(q, t) ukazují, ºe vliv zaokro-uhlova
í
h 
hyb na 
elý pro
es m·ºe být katastrofální, pokud £ísla a

(k)
ij ,

i, j > k , b¥hem výpo£tu prud
e porostou.Prvek, jehoº prost°edni
tvím ur£ujeme multiplikátory k -té fáze, budemenazývat hlavní prvek (pivot) k -té fáze elimina
e. V algoritmu z odst. 6.2.3to byl prvek a
(k−1)
kk .Rovni
i, z níº vybíráme hlavní prvek k -té fáze (tj. jejíº násobky p°i£ítámek ostatním rovni
ím), nazýváme hlavní rovni
í k -té fáze.Aby
hom tedy minimilizovali vliv zaokrouhlova
í
h 
hyb, je vhodné vy-bírat za hlavní prvky takové prvky mati
e A , které mají 
o nejv¥t²í absolutníhodnotu. Potom hlavní rovni
í násobíme £ísly nejvý²e rovnými jedné (v abso-lutní hodnot¥) a kaºdá díl£í zaokrouhlova
í 
hyba se také násobí tímto £íslem(a tedy se nezv¥t²uje).Vybíráme-li hlavní prvek ze v²e
h prvk·, které v dané fázi p°i
házejív úvahu, hovo°íme o algoritmu GEM s úplným výb¥rem - ozn. GEMPU.Vybíráme-li hlavní prvek pouze z n¥který
h prvk·, které v dané fázi p°i
házejív úvahu (nap°. z jednoho °ádku, resp. u jednoho sloup
e), hovo°íme a algo-ritmu GEM s £áste£ným výb¥rem - ozn. GEMPR, resp. GEMPS.71



6.4.2 P°íklad.�e²me soustavu [v M(10, 3) ℄
0, 000 100 x1 + 1, 00x2 = 1, 00,

1, 00 x1 + 1, 00x2 = 2, 00.Poznamenejme, ºe daná soustava je ur£itým zp·sobem patologi
ká, umoºnínám v²ak ukázat 
itlivost uºitý
h algoritm· na zaokrouhlova
í 
hyby.Aplikujeme-li algoritmus GEM z odst. 6.2.3 [tento algoritmus nazývámealgoritmem GEM bez výb¥ru hlavního prvku - hlavní prvek "vybíráme" vp°irozeném po°adí, tj. vºdy v pozi
i (k, k) ℄, bude m21 = 104 a tento násobekprvní (hlavní) rovni
e p°i£teme k druhé rovni
i. Redukovaná soustava budemít tvar
0, 000 100x1 + 1, 00x2 = 1, 00

−10 000x2 = −10 000.Odtud
xc = (0, 000; 1, 00)T .Jestliºe v²ak hlavní prvek zvolíme £íslo v pozi
i (2, 1) (hlavní rovni
í 1.fáze bude tedy 2. rovni
e) a k první rovni
i p°i£teme m21 -násobek druhérovni
e, kde m21 = −0, 000 100/1, 00 = −0, 000 100 , dostaneme redukovanousoustavu ve tvaru

1, 00x2 = 1, 00,

1, 00x1 + 1, 00x2 = 2, 00.Jejím °e²ením je vektor
xc = (1, 00; 1, 00)T .Porovnání s p°esn¥j²ím °e²ením [v M(10, 6) ℄ p·vodní soustavy

xt = (1, 000 10; 0, 999 90)Tnás p°esv¥d£uje o tom, který z pouºitý
h algoritm· (tj. GEM bez výb¥ru aGEMPS) se ukázal jako lep²í (z hlediska p°esnosti).6.4.3 Sloup
ový výb¥r hlavního prvku - GEMPS.V k -té fázi elimina
e ( k = 1, 2, ..., n − 1 ) vybíráme za hlavní prvektakový, který má nejv¥t²í absolutní hodnotu z t¥
h prvk· k -tého sloup
epat°í
í
h zbývají
ím n− k + 1 °ádk·m, které do k -té fáze nebyly hlavními°ádky. 72



Ne
ht' je to prvek v pozi
i (p, k) , tj.
|a(k−1)

pk | = max
i
|a(k−1)

ik |.kde i probíhá °ádkové indexy t¥
h °ádk·, které do k -té fáze nebyly hlavními°ádky. Pokud v k -tém sloup
i je vi
e prvk· s nejv¥t²í absolutní hodnotou,vezme se (nap°.) ten, který má nejmen²í °ádkový index, a tím rozhodneme ovolb¥ hlavní rovni
e. Výsledná mati
e redukované soustavy po v²e
h n − 1kro
í
h nebude mít trojúheníkový tvar upravit vhodným p°erovnáním °ádk·(v po£íta£i p°e£íslování °ádkový
h index·).6.4.4 �ádkový výb¥r hlavního prvku - GEMPR.V k -té fázi elimina
e vybereme q jako nejmen²í (sloup
ový) index, prokterý
|a(k−1)

kq | = max
i
|a(k−1)

kj |.p°i£emº j probíhá sloup
ové indexy t¥
h zbývají
í
h n − k + 1 sloup
·,které do k -té fáze neobsahovaly hlavní prvky p°ed
házejí
í
h fází. Výslednámati
e redukované soustavy po v²e
h n− 1 kro
í
h op¥t nebude horní tro-júhelníková, ale vhodným p°erovnáním sloup
· ji lze na trojúhelníkový tvarupravit (provede se p°íslu²né p°e£íslování neznámý
h).6.4.5 Úplný výb¥r hlavního prvku - GEMPU.V k -té fázi elimina
e vybereme p a q jako nejmen²í indexy, pro které
|a(k−1)

pq | = max
i,j
|a(k−1)

ij |,p°i£emº i , j probíhá ty indexy, které nejsou rovny index·m p , q z p°ed-
házejí
í
h fází elimina
e.Poznamenejme, ºe pro v¥t²í n je vyhledávání hlavního prvku s nejv¥t²íabsolutní hodnotou náro£n¥ na £as (a tedy drahé), a proto není vºdy výhodnéuºívat algoritmu GEMPU. Naví
 u 
elé °ady soustav, které se v praxi £astovyskytují (viz odst. 6.6.1), dává algoritmus GEM z
ela srovnatelné výsledkya la
in¥ji.6.4.6 P°íklad. 73



Uvaºujme úlohu stanovit °e²ení soustavy
0, 980x1 + 0, 990x2 =1, 97,

0, 990x1 + 1, 00x2 =1, 99.Tato úloha byla vy²et°ována v odst. 4.2.3 (zm¥n¥no pouze £íslování neznámý
ha po°adí rovni
) a bylo ukázáno, ºe je ²patn¥ podmín¥ná. P°esným °e²enímje xt = (1, 1)T . �e²íme-li tuto soustavu algoritmem GEM bez výb¥ru [v
M(10, 3) s °ezáním℄, bude hlavním prvkem £íslo 0, 980 [v pozi
i (1, 1) ℄.Potom m21 = −1, 010 a redukovaná soustava bude mít tvar

0, 980x1 + 0, 990x2 =1, 97,

−0, 000 100x2 =0, 000 300.Vypo£tené °e²ení xc = (5, 04;−3, 00)T se dost podstatn¥ li²í od p°esného°e²ení, i kdyº vektor rezidua r = b−Axc = (0, 000 800; 0, 000 400)T takovouod
hylku na první pohled nesignalizuje.Po£ítáme-li algoritmem GEMPU, pak za hlavní prvek volíme max
i,j
|aij| =

= a22 = 1, 00 . Potom m22 = −0, 990 a redukovaná soustava bude mít tvar
−0, 000 100x1 = −0, 000 100,

0, 990x1 + 1, 00x2 =1, 99.Odtud vypo£teme xc = (1, 00; 1, 00)T . Dokon
e jsme dostali p°esné °e²ení
xt .Daná soustava má ov²em podobný 
harakter jako soustava z p°íkl. 6.4.2,ni
mén¥ je zde patrné, jak uºitý algoritmus podstatnou m¥rou ovliv¬uje p°es-nost výsledku.6.4.7 P°íklad.Algoritmem GEMPU °e²me soustavu rovni


0, 197x1 + 0, 305x2 − 0, 206x3 − 0, 084x4 = 0, 136,
0, 468x1 + 0, 713x2 − 0, 474x3 + 0, 052x4 = 0, 117,
0, 886x1 + 0, 764x2 − 0, 108x3 + 0, 802x4 = 0, 251,
0, 145x1 + 0, 590x2 + 0, 613x3 + 0, 365x4 = 0, 66.Po£ítáme v M(10, 4) a výsledky zapisujeme do tabulky (viz tab. 4). Kone£náredukovaná soustava je "uloºena" ve 3., 7., 9., 10. °ádku. (Hlavní prvky jsou74



vyti²t¥ny tu£n¥.)

Odtud
x4 = −0, 868 1, x3 = 1, 058, x2 = 0, 332 5, x1 = 0, 911 3.6.5 Metoda LU-rozkladu6.5.1 P°íkladCh
eme vypo£ítat prvky mati


L =




1 0 0
l21 1 0
l31 l32 1


 , U =




u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33


tak aby platila rovnost




1 0 0
l21 1 0
l31 l32 1






u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33


 =




2 5 6
4 13 19
6 27 50


 .Podle de�ni
e sou£inu mati
 musí být

2 = r1(L)s1(U) = 1 · u11 ⇒ u11 = 2,

4 = r2(L)s1(U) = l21u11 ⇒ l21 = 2,

6 = r3(L)s1(U) = l31u11 ⇒ l31 = 3,





s1(L) =




1
2
3


 , s1(U) =




2
0
0


 ,

5 = r1(L)s2(U) = 1 · u12 ⇒ u12 = 5,

13 = r2(L)s2(U) = l21u12 + u22 ⇒ u22 = 3,

27 = r3(L)s2(U) = l31u12 + l32u22 ⇒ l32 = 4,





s2(L) =




0
1
4



 , s2(U) =




5
3
0



 ,75



6 = r1(L)s3(U) = 1 · u13 ⇒ u13 = 6,

19 = r2(L)s3(U) = l21u13 + u23 ⇒ u23 = 7,

50 = r3(L)s3(U) = l31u13 + l32u23 + u33 ⇒ u33 = 4,





s3(L) =




0
0
1


 ,

s3(U) =




6
7
4


 .Takºe máme



1 0 0
2 1 0
3 4 1






2 5 6
0 3 7
0 0 4


 =




2 5 6
4 13 19
6 27 50


 .Po£ítali jsme mati
e L a U postupn¥ po sloup
í
h. Tento postup má tuvýhodu, ºe umoº¬uje takovou úpravu algoritmu, která je ekvivalentní GEMPS.6.5.2 Výklad metody.V odstav
i 6.2.4 jsme si uvedli, za jaký
h podmínek lze danou regulárnímati
i A rozloºit na sou£in trojúhelníkový
h mati
 L = (lij) a U = (uij) ,tj. kdy platí

(6.5.1) A = LU.Metoda °e²ení soustavy lineární
h rovni
 LU-rozkladem spo£ívá v tom,ºe nejd°íve stanovíme mati
e L a U a potom °e²íme dv¥ soustavy Ly = b ,
Ux = y .V dolní trojúhelníkové mati
i L volíme na diagonále jedni£ky, tj. lii = 1 ,
i = 1, 2, ..., n , a U je horní trojúhelníková mati
e.Ze vztahu (6.5.1) plyne

aij = ri(L)sj(U)Odtud pro i ≦ j máme
(6.5.2) aij = li1u1j+li2u2j+...+li,i−1ui−1,j+1·uija pro i > J máme
(6.5.3) aij = li1u1j+li2u2j+...+li,j−1uj−1,j+lijujj.V t¥
hto vzor
í
h je lik = 0 , pokud i < k , a ukj = 0 , kdyº k > j .76



Postupem uvedeným v p°íkl. 6.5.1 vypo£teme uij (pro i = 1, 2, ..., j ) zevztahu (6.5.2) a lij (pro i = j + 1, j + 2, ..., n ) ze vztahu (6.5.3).Pokud v rozkladu (6.5.1) volíme jedni£ky na diagonále mati
e U (pakobe
n¥ mati
e L jedni£ky na diagonále mít nebude), hovo°íme o Croutov¥metod¥.V souvislosti s metodou LU-rozkladu námi popsáného typu se n¥kdy hov-o°í o Doolittleov¥ metod¥ (viz [12℄).6.5.3 Algoritmus LU-rozkladu.Výpo£ét provádíme a do pam¥ti ukládáme po sloup
í
h. (Klademe s∑
j=k

aj =

= 0 , kdyº k > s .)
(6.5.4)

Vstup : n, A = (aij).Pro j = 1, 2, ..., n :Pro i = 1, 2, ..., j :

uij = aij −
i−1∑

r=1

lirurj.Pro i = j + 1, j + 2, ..., n :

lij =
1

ujj

(
aij −

j−1∑

s=1

lisusj

)
.Výstup : L = (lij), U = (uij).

77



Realiza
e tohoto algoritmu vyºaduje n3/3 + O(n2) násobení a stejnýpo£et s£ítání a n(n− 1)/2 d¥lení.Výhody metody LU-rozkladu vyniknou tehdy, °e²íme-li ví
e soustav sestejnou mati
í soustavy. Provedeme rozklad mati
e A a pak jiº opakovan¥°e²íme pouze soustavy s trojúhelníkovými mati
emi (≈ n2 opera
í).V knize [12℄ je podrobn¥ popsána (str. 447) modi�ka
e uvedeného algo-ritmu s uºitím £áste£ného výb¥ru hlavního prvku.V knize [7a℄ je p°ímo uveden program (ve Fortranu) jak LU-rozkladu(subroutine DECOMP), tak °e²ení rovni
 Ly = b , Ux = y (subroutineSOLVE).6.5.4 LU-rozklad pomo
í kalkulátoru.Stejné d·vody jako v odst. 6.2.6 nás vedou k tomu, aby
hom su ukázali,jak upravit algoritmus LU-rozkladu pro ru£ní výpo£et. Výhodou bude (protiGaussov¥ elimina
i), ºe vapo£ítáváme a zapisujeme pouze ta £ísla, která jsouuº v kaºdé fázi sou£asn¥ kone£nými výsledky. V tabul
e 5 vidíme zp·sobulození výsledk·: V sloup
i D5 (volíme n = 4 ) je uloºen vektor b a vektor
L−1b = (u1,n+1, u2,n+1, ..., un,n+1)

T , aby
hom mohli soustavu Ax = b °e²itp°ímo jako Ux = L−1b .Zapl¬ování tabulky (algoritmus): Symbolem Pi · Dj ozna£ujeme sou£insloup
· jako vektor· uloºený
h v 2. £ásti tabulky - jedni£ky do ni
h nezahrnu-jeme! P°itom uºijeme k výpo£tu t¥
h £ísel t¥
hto sloup
·, která jsou v danéfázi vypo£ítána.
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U(1) : u1j ← a1j , j = 1, 2, ..., n, n+ 1; (opí²eme 1. °ádekdo 5. °ádku);

L(1) : lk1 ←
ak1

u11
, k = 2, 3, ..., n; (d¥líme "D1" £íslem u11a výsledek pí²emes opa£ným znaménkem);

U(2) : u2j ← P2 ·Dj + a2j , j = 2, 3, ..., n, n+ 1; (v P2, Dj jsou zatímpo jednom £ísle);
L(2) : lk2 ←

Pk ·D2 + ak2

u22

, k = 3, 4, ..., n; (v Pk ke také zatímpo jednom £ísle);
U(3) : u3j ← P3 ·Dj + a3j , j = 3, 4, ..., n, n+ 1;

L(3) : lk3 ←
Pk ·D3 + ak3

u33

; k = 4, ..., n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

U(n− 1) : un−1,j ← Pn−1 ·Dj + an−1,j, j = n− 1, n, n+ 1;

L(n− 1) : ln,n−1 ←
Pn ·Dk−1 + an,n−1

un−1,n−1
,

U(n) : unj ← Pn ·Dj + anj ; j = n, n+ 1;Sloupe
 ∑ slouºí ke kontrole p°esnosti výpo£t· (jako v odst. 6.2.6). �ísla
σi =

∑
k

aik , ∑
k

uik ur£íme se£tením £ísel v i -tém a v (n + i) -tém °ádkutab. 5. �ísla σ̃i vypo£teme podle instruk
í Ui , tj. σ̃i ← Pi

∑
+σi (nap°.

σ̃2 = −l21σ̃1 + σ̃2 , σ̃3 = −l31σ̃1 − l32σ̃2 + σ3 ). Nelze-li rozdíl σ̃i −
∑
k

uikvysv¥tlit zaorouhlova
ími 
hybami, máme ve výpo£tu 
hybu (omyl).6.5.5 P°íklad.Na následují
í
h dvou soustavá
h si £tená° m·ºe utvrdit me
hanismusvýpo£tu z p°ed
hozího odstav
e.a) Mati
e soustavy typu (4, 4) je uloºena ve sloup
í
h D1 aº D4 první£ásti tab. 6. Sloupe
 kontrolní
h sou£t· nepí²eme.
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b) Mati
e soustavy je uloºena ve sloup
í
h D1 , D2 , D3 1. £ásti tab. 7.

x = (0, 427 8; 1, 793; 0, 958 1)T .6.6 Soustavy se spe
iální mati
í6.6.1 Spe
iální mati
e.Spe
iální mati
í budeme rozum¥t takovou £tver
ovou mati
i, která máaspo¬ jednu z následují
í
h vlastností:(1) symetri£nost a pozitivní de�nitnost,(2) diagonální dominantnost,(3) pásovost.P°istupme k de�ni
ím: 80



Mati
e A = (aij) s reálnými prvky je symetri
ká, platí-li
(6.6.1) AT = A, tj. aij = aji.Mati
e A = (aij) s komlexními prvky je hermitovská (hermitovsky sy-metri
ká), platí-li
(6.6.1′) AH = A, tj. aij = āji.Symetri
ká mati
e A = (aij) je pozitivn¥ de�nitní, platí-li
(6.6.2) xTAx =

n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj > 0pro v²e
hny nenulové vektory x = (x1, x2, ..., xn)T .Mati
e A = (aij) je diagonáln¥ dominantní (má diagonální p°eva
hu),platí-li
(6.6.3) |aii| ≧

n∑

j=1
j 6=i

|aij|, i = 1, 2, ..., n.Mati
e A = (aij) je pasová dají-li se najít p°irozená £ísla p , q taková,ºe
aij = 0, kdyº j > i+ p nebo i > j + q.�íslo w = p+ q + 1 se nazývá ²í°ka pásu.Na obr. 3 vidíme význam £ísel p , q . Je-li p = q = 1 , pak w = 3 ahovo°íme o t°ídiagonální mati
i, je-li p = q = 2 , o p¥tidiagonální mati
i(w == 5 ), atd. Po£et nenulový
h prvk· v kazdém °ádku nebo sloup
inep°evý²í w a 
elkem je po£et nenulový
h prvk· men²í neº wn .

Poznamenejme, ºe se spe
iálními mati
emi u soustav lineární
h rovni
 sem·ºeme nap°. setkat p°i aplika
i metody sítí nebo metody kone£ný
h prvk·k okrajovým úlohám pro oby£ejné nebo par
iální diferen
iální rovni
e (viz[10℄, [10a℄). Ov²em nejen zde: v [8℄ nebo v [11℄ se £tená° m·ºe seznámits metodou interpola
e pomo
í tzv. splinový
h funk
í, která vede na °e²enísoustavy s t°ídiagonální diagonáln¥ dominantní mati
í.81



6.6.2 Soustavy se symetri
kou a pozitivn¥ de�nitní mati
í.Bez d·kazu si uved'me tvrzení (d·kazy nap°. v [18℄, [6℄, [9℄, [12℄):(1) Symetri
ká mati
e A je pozitivn¥ de�nitní, práv¥ kdyº detAk > 0 ,
k = 1, 2, ..., n , kde Ak je mati
e vzniklá z A vyne
háním poslední
h n − k°ádk· a n− k sloup
· (Sylvestrovo kritérium).(2) Nejv¥t²í prvek symetri
ké pozitivn¥ de�nitní mati
e leºí na hlavní di-agonále.(3) Reálná symetri
ká mati
e A má reálná vlastní £ísla. Je-li A naví
pozitivn¥ de�nitní, jsou její vlastní £ísla dokon
e kladná.(4) Je-li A symetri
ká mati
e a A(k) redukovaná mati
e ziskaná Gausso-vou elimina
i bez výb¥ru hlavního prvku (odst. 6.2.4), potom ta £ást mati
e
A(k) , jejíº prvky pat°í zbývají
ím n − k °ádk·m a slop
·m, je symetri
kámati
e (dokon
e je pozitivn¥ de�nitní, pokud A je pozitivn¥ de�nitní).Tvrzení (2), (4) se dají dokázat pomo
í tvrzení (1). Na základ¥ tvrzení(4) m·ºeme upravit algoritmus GEM (6.2.5) tak, aby
hom po£ítali pouzeprvky na halvní diagonále a na ní. Takºe ve vnit°ním 
yklu (6.2.5) sta£í brát
j = i, i+ 1, ..., n, n+ 1 .Tato tzv. symetri
ká Gaussova elimina
e (SGEM) vyºaduje zhruba polov-inu aritmeti
ký
h opera
í proti GEM a po£et nutný
h pam¥t'ový
h míst setéº sníºí p°ibliºn¥ na polovinu.Stejn¥ jako v odst. 6.2.4 lze ukázat, ºe algoritmus SGEM není realizo-vatelný pro kaºdou symetri
kou mati
i, p°ípadn¥ m·ºe být numeri
ky nesta-bilní (
itilivý na zaokrouhlova
í 
hyby), nebot' neprovádíme výb¥r hlavníhoprvku.Z tvrzení (2) v²ak vyplývá, ºe pro symetri
ké pozitivn¥ de�nitní mati
eje algoritmus SGEM vºdy realizovatelný a je numeri
ky stabilní.V²imneme si nyní, jak se bude modi�kovat metoda LU-rozkladu p°ed-pokladem, ºe mati
e A je symetri
ká. Platí-li následují
í varianta v¥ty orozkladu ([4℄):Je-li A symetri
ká pozitivn¥ de�nitní mati
e, potom existuje jediná hornítrojúhelníková mati
e U s kladnými diagonálními prvky taková, ºe

A = UTU.Analogi
ky jako v odst. 6.5.2 °e²íme místo soustavy Ax = b dv¥ soustavy
UT y = b , Ux = y .V tomto p°ípad¥ m·ºeme algoritmus LU-rozkladu z odst. 6.5.3 upravit82



na tzv. Choleského algoritmus (po sloup
í
h):
(6.6.4)

Vstup : n, A = (aij).Pro i = 1, 2, ..., n :

ujj =

√√√√
(
ajj −

j−1∑

r=1

u2
jr

)
.Pro i = j + 1, j + 2, ..., n :

uij =
1

ujj

(
aij −

j−1∑

s=1

uisusj

)
.Výstup : U = (uij)

[
UT = (uji), uji = uij

]
.Pokud odmo
n¥ní po£ítáme jako t°í násobení ([12℄), pak uvedený algoritmusvyºaduje n3/3 + n2 + 11n/6 násobení a d¥lení.Nemáme-li zaru£enou pozitivní de�nitnost mati
e A , mohou £ísla uii vCholeského algoritmu vyjít komplexní, av²ak nediagonální prvky jsou reálnénebo ryze imaginární (viz [12℄).Po£et opera
í Choleského algoritmu je zhruba polovi£ní ve srovnání salgoritmem (6.5.4). Totéº platí o po£tu nutný
h pamet'ový
h míst.6.6.3 Poznámka.Algoritmus (6.6.4) je vhodný v t¥
h p°ípade
h, kdy mati
e A je v pam¥tipo£íta£e uloºena po sloup
í
h (máme na mysli p°edev²ím velké mati
e). Po-tom se bude mati
e UT téº ukládat po sloup
í
h.Pokud je naopak mati
e A uloºena po °ád
í
h, pak je vhodn¥j²í algorit-mus. Pro i = 1, 2, ..., n :

uii =

√√√√
(
aii −

i−1∑

k=1

u2
ki

)
.Pro j = i+ 1, i+ 2, ..., n :

uij =
1

uii

(
aij −

i−1∑

k=1

ukiukj

)
.V tomto p°ípad¥ je UT uloºena také po °ád
í
h. Ob¥ situa
e jsou s
hemat-i
ky znázorn¥ny na obr. 4 (obr. 4a - uloºení po sloup
í
h, obr. 4b - uloºení83



po °ád
í
h).
6.6.4 Soustavy s pásovou mati
í.Uvaºujme mati
i A = (aij) , pro niº aij = 0 , kdyº |i − j| > p ; zde
w = 2p + 1 je ²í°ka pásu ( q = p , viz obr. 3). Lze-li provést LU-rozkladtakové mati
e, zjistíme, ºe

lij = 0, kdyº j > i a kdyº j < i− p,a
uij = 0, kdyº i > j a kdyº i < j − p.To znamená, ºe mati
e L a U budou pásové. Aplikujeme-li metodu LU-rozkladu k soustav¥ Ax = b s regulární mati
í A , m·ºeme analogi
ky jakov odst. 6.5.3 odvodit algoritmus (po sloup
í
h) °e²ení této soustavy (tj. v£etn¥zp¥tného 
hodu). U tohoto algoritmu je po£et násobení a d¥lení roven £íslu

np(p + 1) a pro zp¥tnou substitu
i n(2p + 1) . V p°ípad¥, ºe p je mnohemmen²í neº n , jde o podstatnou úsporu po£tu opera
í. P°i vhodné organiza
ipam¥ti uspo°íme i pam¥t'ová místa. Pro srovnání p°ipome¬me, ºe pro plnémati
e jsou po£ty t¥
hto opera
í (°ádov¥) dány £ísly n3/3 pro LU-rozklada n2 pro zp¥tnou substitu
i. Tato úspora po£tu opera
í a pamet'ový
h míst(nuly mimo pás se do pam¥ti neukládají) umoº¬uje p°i dané kapa
it¥ °e²itmnohem rozsáhlej²í soustavy rovni
.Poznamenejme, ºe algoritmus (6.6.3) se je²t¥ zjednodu²í, pokud mati
e
A je t°ídiagonální ( p = 1 ). Doporu£uji £tená°i, aby si zjednodu²enou verzialgoritmu (6.6.3) sám odvodil.
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Po sloup
í
h:

(6.6.3)

Vstup : n, p, A, b.Pro j = 1, 2, ..., n :

α = max(1, j − p);
γ = min(1, j + p);Pro i = α, α+ 1, ..., j :

uij = aij −
i−1∑

r=α

lirurj.Pro i = j + 1, j + 2, ..., γ :

β = max(1, j − p);

lij =
1

ujj

(
aij −

j−1∑

s=β

lisusj

)
.Pro j = 1, 2, ..., n : (°e²ení rovni
e Ly = b)

α = max(1, j − p);

yj = bj −
j−1∑

k=α

ljkyk.Pro j = n, n− 1, ..., 2, 1 : (°e²ení rovni
e Ux = y)

γ = min(n, j + p);

xj =
1

ujj

(
yj −

γ∑

k=j+1

ujkxk

)
.6.6.5 Symetri
ké pozitivn¥ de�nitní pásové mati
e.Soustavy s mati
emi tohoto typu se nej£ast¥ji vyskytují p°i °e²ení okra-jový
h úloh pro par
iální diferen
iální rovni
e elipti
kého typu (viz nap°.[10a℄) nap°. metodou kone£ný
h prvk·.Pro takové soustavy je nejvýhodn¥j²í pouºít n¥které varianty LU-rozkladu.Obe
n¥ lze °í
i, ºe dáváme p°ednost elimina£nímmetodám tehdy, jestliºe námto kapa
ita pam¥ti po£íta£e dovolí.Choleského algoritmus pro pásové mati
e lze získat úpravou algoritmu(6.6.3). 85



Obe
n¥ v²ak nelze £ekat, ºe mati
e U , resp. L bude mít nulový prvek vtéºe pozi
i jako mati
e A (uvnit° pásu), tj. °ídkost mati
e se obe
n¥ neza-
hovává.Existuje °ada publika
í, kde £tená° nalezne vhodné algoritmy elimina£nímetody a jeji
h modi�ka
í. Krom¥ [7℄, [7a℄, [14℄ jmenujme je²t¥: Agejev,M.I.a kol.: Biblioteka algoritmov, Moskva 1975, 1976, 1978.Velké soustavy s mati
emi vý²e uvedeného typu se v praxi £asto °e²íitera£ními metodami, ni
hº bude °e£ v £l. 7. P°i jeji
h pouºití v²ak obvyklenarazíme na problém pomalé konvergen
e metody.6.7 Cvi£eníVe 
vi£ení
h 6.7.1 aº 6.7.3 °e²te soustavy lineární
h rovni
 s následují
ímipoz²í°enými mati
emi soustavy.6.7.1a) 


2 −1 7 | 11
8 −2 5 | 25
4 3 −2 | 16



 ; b) 


1 −1 1 −2 | 8
2 −1 2 1 | 5
−1 1 2 −4 | 10

1 2 4 1 | 5


 .Uºijte metod LU-rozkladu, GEM, GJEM, GEMPS, GEMPR, GEMPU. Po£íte-jte v R .[a) xt = (3, 2, 1)T ; b) xt = (1,−1, 2,−2)T .℄6.7.2




0, 264 1 0, 173 5 0, 864 2 | −0, 752 1
0, 941 1 −0, 017 5 0, 146 3 | 0, 631 0
−0, 864 1 −0, 424 3 0, 071 1 | 0, 250 1


 .Uºijte op¥t metod podle pokyn· ze 
vi£. 6.7.1. Ur£ete r = b−Axc .[xc = (0, 731 5;−2, 189;−0, 654 4)T v M(10, 4) ;

xc = (0, 731 519 21;−2, 188 859 6; −0, 654 393 75)T v M(10, 8) - s drobnýmiod
hylkami na posledním desetinném míst¥ v závislosti na uºitém algoritmu.℄
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6.7.3



0, 763 4 0, 926 5 −1, 753 2 | 4, 128 7
2, 152 4 6, 375 4 1, 817 4 | 10, 285 3
0, 723 2 −5, 917 6 2, 314 6 | −5, 128 7


 .Uºijte a) GEMPU; b) LU-rozkladu. Vypo£ítejte r = b−Axc .[a) xc = (2, 667 546; 0, 915 041 6;−0, 709 850 3)T , r = (2 · 10−7; 0; 10−7)Tv M(10, 7) ; b) xc = (2, 667 6; 0, 915 03;−0, 070 980)T , r = (4 · 10−5;−1 ·

10−4;−2, 3 · 10−4)T v M(10, 5) .℄6.7.4Dokaºte, ºe pro libovolnou (reálnou) mati
i A a jsou mati
e AAT , ATAsymetri
ké a pro regulární mati
i A dokon
e pozitivn¥ de�nitní.[Návod. Uºijte vztahu (AB)T = BTAT z £l. 5.1 a odst. 6.6.1.℄6.7.5Je-li A symetri
ká mati
e a Q ortogonální mati
e, tj. taková, ºe QT Q =
= I , pak Q−1AQ je symetri
ká mati
e. Dokaºte.6.7.6Proved'te LU-rozklad mati
e




4 6 1
2 3 1
1 1 1


 .Lze LU-rozklad provést?6.7.7Vypo£t¥te determinant mati
e soustavy ze 
vi£. 6.7.1 aº 6.7.3. Jak sevypo£te determinant, uºijeme-li metody s výb¥rem hlavního prvku?
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6.7.8�e²te soustavu
x1 + 2x2 + 2x3 = 3,

2x1 − 7x2 + 10x3 = 2,

9x1 − 26x2 + 42x3 = t, t je parametr.[Pro t 6= 11 nemá soustava °e²ení; pro t = 11 : x = 1
11

(25, 4, 0)T+α(−34, 6, 11)T .Uºijte GJEM.℄7 Itera£ní metody °e²ení soustav lineární
h rovni
V £lánku 6.6 jsme se seznámili s n¥kterými p°ímými metodami °e²enívelký
h soustav. Zde si uvedeme metody, které dávají návod, jak °e²it takovésoustavy postupným p°ibliºováním se k p°esnému °e²ení. Existuje °ada ví
e£i mén¥ ra�novaný
h zp·sob· konstruk
e takové posloupnosti aproxima
í,jejíº limitou je p°esné °e²ení xt dané soustavy rovni
.Spe
iální
h itera£ní
h metod se také uºívá ke zp°esn¥ní °e²ení získanéhoelimina£ní metodou.Ilustrujme si prin
ip itera£ní metody nejd°íve na jednodu
hém p°íklad¥.7.1 P°íklad.Ch
eme itera£ní metodou najít °e²ení soustavy rovni
.
(7.1.1)

11x1 + 2x2 + x3 = 15,

x1 + 10x2 + 2x3 = 16,

2x1 + 3x2 − 8x3 = 1

resp.  11 2 1
1 10 2
2 3 −8






x1

x2

x3


 =




15
16
1


 .Soustavu (7.1.1) musíme nejprve upravit na tvar vhodný pro provád¥ní itera
í[x = F(x) , viz odst. 1.4.6℄. Provádí se to tak, ºe z kaºdé rovni
e vy£lenímejednu neznámou a ostatní £leny p°evedeme na druhou stranu. Nap°.

(7.1.2)

x1 =
1

11
(15− 2x2 − x3),

x2 =
1

10
(16− x1 − 2x3),

x3 =
1

8
(−1 + 2x1 + 3x2),88



tj. 


x1

x2

x3


 =




0 − 2
11
− 1

11

− 1
10

0 −1
5

1
4

3
8

0




︸ ︷︷ ︸
HJ




x1

x2

x3


+




15
11
8
5

−1
8


 .Jiná moºnost:

(7.1.3)

x1 = 15− 10x1 − 2x2 − x3,

x2 = 16− x1 − 9x2 − 2x3,

x3 = −1 + 2x1 + 3x3 − 7x3,tj. 


x1

x2

x3


 =



−10 −2 −1
−1 −9 −2

2 3 −7




︸ ︷︷ ︸
HB




x1

x2

x3


+




15
16
−1


 .Takový
h moºností je nekone£n¥ mnoho, ale jenom n¥které vedou ke konver-gentním posloupnostem aproxima
í.Z rovni
 (7.1.2) a (7.1.3) dostaneme rekurentní vztahy tak, ºe k neznámýmna levé strané p°ipí²eme index k + 1 a k neznámým na pravé stran¥ index

k . Takºe máme
(7.1.4)

x
(k+1)
1 =

1

11
(15− 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 =

1

10
(16− x(k)

1 − 2x
(k)
3 ),

x
(k+1)
3 =

1

8
(−1 + 2x

(k)
1 + 3x

(k)
2 ),

tj x(k+1) = HJx
(k)+gJ,a nebo

(7.1.5)

x
(k+1)
1 = 15− 10x

(k)
1 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ,

x
(k+1)
2 = 16− x(k)

1 − 9x
(k)
2 − 2x

(k)
3 ,

x
(k+1)
3 = −1 + 2x

(k)
1 + 3x

(k)
2 − 7x

(k)
3 ,

tj x(k+1) = HBx(k)+gB.Zvolíme nyní x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 )T , nap°. (0, 0, 0)T . Dosadíme tyto po£áte£-ní hodnoty do pravé strany rekurentní
h vztah· (7.1.4) a vypo£teme

x(1) = (
15

11
,
16

10
,−1

8
)T .89



Pokra£ujeme-li, pak
x(2) = (1, 084 0; 1, 488 6; 0, 815 90)T,

x(3) = (1, 018 8; 1, 328 4; 0, 704 22)T

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Provedeme-li n¥kolik itera
í, zjistíme, ºe u dal²í
h itera
í se £ísli
e na první
h
m míste
h nem¥ní; zdá se tedy oprávn¥ná domn¥nka, ºe vektor

x = (1, 056; 1, 364; 0, 651)Tbude aproximovat p°esné °e²ení.Po£ítáme-li analogi
ky podle rekurentní
h vztah· (7.1.5), dostáváme:
x(1) = (15, 16,−1)T ,

x(2) = (−166,−145, 84)T ,

x(3) = (1 881, 1 655,−1 190)T atd.Zde ºádnou tenden
i ke konvergen
i nevidíme a je pravd¥podobné, ºe posloup-nost itera
í diverguje.Vzhledem k dal²ímu výkladu je uºite£né si v²imnout, ºe soustavu rovni
(7.1.2) jsme mati
ov¥ zapsali jako
(7.1.6) x = HJx+gJa p°íslu²ná itera£ní formule pak m¥la tvar

x(k+1) = HJx
(k) + gJTotéº m·ºeme ud¥lat u soustavy (7.1.3).7.2 Obe
n¥ o itera£ní
h metodá
h.Uvaºujme soustavu lineární
h rovni
 s reálnou mati
í soustavy

(7.2.1) Ax = ba p°edpokládejme, ºe existuje jediné (p°esné) °e²ení xt = A−1b . Rovni
i(7.2.1) p°epí²eme na tvar vhodný k itera
i
(7.2.2) x = Hx+g90



tak, aby jejim °e²ením byl také vektor xt = A−1b . 11) Mati
i H nazývámeitera£ní mati
í.Sestrojíme posloupnost itera
í x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x

(k)
n ) podle formule

(7.2.3) x(k+1) = Hx(k)+g, k = 0, 1, 2, ... .Jestliºe existuje lim
k→∞

x(k) = x∗ , potom p°e
hodem k limit¥ ve vztahu(7.2.3) dostaneme x∗ = Hx∗ + g , a tedy x∗ je °e²ením rovni
e (7.2.2). Zna²eho p°edpokladu pak vyplývá, ºe x∗ = xt a itera
e x(k) je aproxima
í
xt . P°edepsat itera£ní formuli nesta£í. Musíme je²t¥ p°ipojit instruk
i, jakvýpo£et zahájit - tj. volbu x(0) - a jak ho ukon£it. Ukon£ení výpo£tu m·ºemeprovést dv¥ma zp·soby:(i) stanovit kolik itera
í máme po£ítat;(ii) zastavova
í podmínkou: zvolíme £íslo δ > 0 (dostate£n¥ malé) avýpo£et ukon£íme, bude-li (v n¥jaké vektorové norm¥)
(7.2.4)

∥∥x(k) − x(k−1)
∥∥ < δ.Z metodi
ký
h d·vod· ud¥láme následují
í dohodu: Je-li x(k) aproxima
e°e²ení ur£ená tak, ºe vyhovuje podmín
e (7.2.4), °ekneme, ºe °e²ení xt jetouto aproxima
í ur£eno s p°esností δ . Je-li aproxima
e x(k) ur£ena tak, ºe

∥∥xt − x(k)
∥∥ < ε,°ekneme, ºe xt je touto aproxima
í ur£eno s 
hybou (s odhadem 
hyby) ε .V odstav
i 7.5.3 si ukáºeme, ºe ε lze ur£it pomo
í δ .7.2.1 Poznámka.Aproxima
e x(k) °e²ení xt lze také vypo£ítávat podle obe
n¥j²í itera£níformule

(7.2.5) x(k+1) = Hkx
(k)+gk, k = 0, 1, 2, ... .ve které se jak mati
e Hk , tak vektor gk mohou p°i kaºdém kroku m¥nit. Vtakový
h p°ípade
h hovo°íme o nesta
ionárním itera£ním pro
esu na rozdílod pro
esu s mati
í H nezávislou na k , který nazýváme sta
ionárním iter-a£ním pro
esem. Podrobn¥ji viz [6℄, [12℄.11) Musí tedy °e²ení být spln¥na podmínka A−1b = HA−1b+g , tj. (I−H)A−1b = g(tzv. podmínka konzisten
e.) 91



7.3 Ja
obiova metoda7.3.1 Odvození itera£ní formule.Zobe
níme postup z p°íkl. 7.1. Napí²eme si i -tou rovni
i soustavy Ax =
= b

(7.3.1) ai1x1+ai2x2+...+ainxn = bi, i = 1, 2, ..., n.Kdyº aii 6= 0 , pak dostáváme
(7.3.2) xi =

1

aii


bi −

n∑

j=1
j 6=i

aijxj


 , i = 1, 2, ..., n.tedy z i -té rovni
e jsme vypo£ítali i -tou neznámou. Ja
obiova itera£ní for-mule má tvar ( k = 0, 1, 2, ... ):

(7.3.3) x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

n∑

j=1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, ..., n.Mati
ov¥

(7.3.4) x(k+1) = HJx
(k)+gJ, k = 0, 1, 2, ... .kde

HJ =




0 −a12

a11

−a13

a11

. . . −a1n

a11

−a21

a11

0 −a23

a11

. . . −a2n

a11

. . . . . . . . . . . . . . .
−an1

a11

−an2

a11

−an3

a11

. . . 0


 , gJ =




b1
a11

b2
a11

. . .
bn

a11


 .
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7.3.2 P°íklad�e²íme soustavu Ax = b Ja
obiovu metodou, kde
A =




4 −1 −1 0
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1

0 −1 −1 4


 , b =




1
2
0
1


 .Výsledky zapí²eme do tabulky (viz tab. 8). Itera
e konvergují, ale pon¥kudpomalu.7.4 Gaussova-Seidelova metoda7.4.1 Odvození itera£ní formule.Pouºijme op¥t i -té rovni
e (7.3.1) a formule (7.3.2), kterou si v²ak nynízapí²eme v rozepsané podob¥

(7.4.1) xi =
1

aii
(bi − ai1x1 − ai2x2 − ...− ai,i−1xi−1 − ai,i+1xi+1 − ...− ainxin) ,resp.

(7.4.2) xi =
1

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aijxj −
n∑

j=i+1

aijxj

)
, i = 1, 2, ..., n.P°ipojíme-li itera£ní indexy ( i = 0, 1, 2, ... ) následují
ím zp·sobem

(7.4.3) x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, ..., n,dostáváme Gaussovu-Seidelovu itera£ní formuli. Rozdíl od Ja
obiovy formulespo£ívá v tom, ºe itera
í sloºek je k dal²ímu výpo£tu uºito ihned, jakmile jsouvypo£ítány. Mati
ov¥ budeme tuto formuli zapisovat ve tvaru

(7.4.4) x(i+1) = HSx
(k)+gS, k = 0, 1, 2, ... .Konkrétní podoba mati
e HS a vektoru gS se dá také stanovit pomo
íprvk· aij mati
e A (viz odst. 7.5.5).93



7.4.2 P°íklad.�e²me nyní soustavu z p°íkl. 7.3.2 Gaussovou-Seidelovou metodou. Po£ítá-me tedy itera£ní
h formulí
x

(k+1)
1 =

1

4
(1 + x

(k)
2 + x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 =

1

4
(2 + x

(k+1)
1 + x

(k)
4 ),

x
(k+1)
3 =

1

4
(x

(k+1)
1 + x

(k)
4 ),

x
(k+1)
4 =

1

4
(1 + x

(k+1)
2 + x

(k+1.
3 ),Výsledky zapí²eme op¥t do tabulky (tab. 9). Itera
e op¥t konvergují, aleve srovnání s Ja
obiovou metodou ry
hleji, tzn. zde x(5) je lep²í aproxima
í°e²ení neº tatáº itera
e u Ja
obiovy metody. Pozd¥ji posoudíme, zda tento jevmá obe
ný 
harakter, nebo se to týká n¥který
h p°ípad·. Naví
 je Gaussova-Seidelova metoda z hlediska uloºení neznámý
h v pam¥ti jednodu²²í a ús-porn¥j²í neº Ja
obiova metoda.

7.4.3 Algoritmus.Výpo£et podle itera£ní formule (7.4.3) zapí²eme s
hemati
ky:
(7.4.5)

Vstup : n, A, b, x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x(0)

n )T , δ, (m).Pro k = 1, 2, 3, ..., (m).Pro i = 1, 2, ..., n :

x
(k)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aijx
(k)
j −

n∑

j=i+1

aijx
(k−1)
j

)
.Výstup : xm = (xm

1 , x
m
2 , ..., x

m
n )T .94



Výpo£et ukon£ujeme zastavova
í podmínkou (7.2.4). V kaºdém kroku vn¥j²ího
yklu kontrolujeme, zda je spln¥na. Po£áte£ní aproxima
e volíme nej£ast¥ji
x(0) = b . Ukon£ení výpo£tu parametrem m p°i
hází v úvahu p°i velmi po-malé konvergen
i.7.5 Konvergen
e itera£ního pro
esu.7.5.1 Nutná a posta£ují
í podmínka konvergen
e.Vratíme se k odst. 7.2 a vektor 
hyby k -té itera
e ozna£íme
(7.5.1) e(k) = x(k)−xt.Protoºe

xt = Hxt + g,

x(k) = Hx(k−1) + g,pak ode£tením t¥
hto vztah· dostaneme
(7.5.2) e(k) = He(k−1) = H2e(k−2) = ... = Hke(0).Protoºe lim

k→∞
x(k) = xt , práv¥ kdyº lim

k→∞
e(k) = 0 (=nulový vektor), musímevy²et°it konvergen
i mo
nin H(k) mati
e H .Konvergen£ní v¥ta: Itera
e x(k) = Hx(k−1) + g konvergují pro libovolné

x(0) , tj. lim
k→∞

H(k)e(0) = 0 , práv¥ kdyº
(7.5.3) ρ(H) = max

i
|λi(H)| < 1,kde £íslo ρ(H) se nazývá spektrální polom¥r mati
e H a λi(H) jsou vlastní£ísla mati
e HUvedeme si hlavní my²lenku d·kazu konvergen£ní v¥ty. Jsou-li λ1, λ2, ..., λnvlastní £ísla mati
e H (v£etn¥ násobný
h vlastní
h £ísel), existuje regulárnímati
e T taková, ºe mati
i H lze vyjád°it ve tvaru

H = TJT−1,kde J je tzv. Jordanova mati
e (viz [6℄, [9℄), 
oº je blokov¥ diagonální mati
es bloky
Ji =




λi 1 0 . . . 0

λi 1
. . . .... . . . . . 0

0
. . . 1

λi



.
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�ád mati
 Ji je ur£en tzv. elementárními d¥liteli mati
e A .12) Potom
Hk = TJkT−1,Platí-li (7.5.3), potom Jk konverguje k nulové mati
i (kdyº k →∞ ), a tedy

Hke(0) → 0 pro libovolný vektor e(0) . Naopak, je-li lim
k→∞

Hk → 0 , potommusí být lim
k→∞

Jk = 0 , a odtud plyne |λi| < 1 pro v²e
hna i .Protoºe podle vztahu (7.5.2) je e(k) lineární funk
í e(k−1) , °íkáme £asto,ºe konvergen
e uvaºovaného pro
esu je lineární.7.5.2 Posta£ují
í podmínka konvergen
e.Je-li spln¥na podmínka
(7.5.4) ‖H‖ ≦ q < 1,Potom posloupnost {x(k)

}∞
k=0

, ur£ená formulí x(k) = Hx(k−1)+g , konvergujep°i libovolné volb¥ vektoru x(0) a je
lim
k→∞

x(k) = (I−H)−1g = xt.Z itera£ní formule postupným dosazováním dostaneme
x(k) = Hkx(0) + (I + H + H2 + H3 + ... + Hk−1)g = Hkx(0) + Skg,kde jsme ozna£ili

Sk = I + H + H2 + ... + Hk−1.Protoºe
HSk = H + H2 + H3 + ...+ Hk,potom

(I−H)Sk = I−Hk.P°edpoklad (7.5.4) zaru£uje, ºe mati
e Hk konvergují k nulové mati
i (nebot'∥∥Hk
∥∥ ≦ ‖H‖k a lim

k→∞
‖H‖k = 0 ). Pak ov²em

lim
k→∞

(I−H)Sk = lim
k→∞

(I−Hk) = I,a tedy
S = lim

k→∞
Sk = (I−H)−1.Proto

lim
k→∞

xk = lim
k→∞

[Hkx(0) + Skg] = (I−H)−1g.Existuje tedy vektor, který je limitou posloupnosti {x(k)
}∞

k=0
.12) Pro n¥které mati
e (nap°. symetri
ké) je J = diag(λ1, λ2, ..., λn) .96



7.5.3 Odhad 
hyby.P°edpokládáme, ºe platí (7.5.4); pro odhad 
hyby k -té itera
e x(k) uºi-jeme rovnosti
x(k) − xt = H(x(k−1) − xt) = H(x(k) − xt)−H(x(k) − x(k−1)).Odtud dostáváme

∥∥x(k) − xt

∥∥ ≦ q
∥∥x(k) − xt

∥∥+ q
∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥ .tj.
(1− q)

∥∥x(k) − xt

∥∥ ≦ q
∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥ ,a tedy pro 1− q > 0 bude
(7.5.5)

∥∥x(k) − xt

∥∥ ≦
q

1− q
∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥ .Jestliºe ∥∥x(k) − x(k−1)
∥∥ < δ , potom
∥∥x(k) − xt

∥∥ ≦
q

1− q δ = ε.7.5.4 Kritérium konvergen
e.Podmínky (7.5.3), (7.5.4) se v praxi t¥ºko ov¥°ují. Proto je uºite£né for-mulovat posta£ují
í podmínky konvergen
e p°imo vzhledem k mati
i A .Uvaºujme t°ídy reálný
h mati
 A = (aij) s vlastnostmi:(P1): Ostrá diagonální dominantnost (p°evaha), tj. platí
(7.5.6) |aii| >

n∑

k=1
k 6=i

|aik| i = 1, 2, ..., n.(P2): Symetri£nost a pozitivní de�nitnost (odst. 6.6.1).(P3): a) Neostrá diagonální dominantnost [vztah (6.6.3)℄ a ostrá alespo¬pro jedno i .b) Nerozpadlost (irredu
ibilita)13).13) Mati
e A soustavy Ax = b je rozpadlá (redu
ibilní), jestliºe n1 ( n1 < n ) sloºekvektoru x je jednozna£n¥ ur£eno stejným po£tem sloºek vektoru b , tj. t¥
hto n1 tovni
soustavy lze °e²it nezávislé na ostatní
h rovni
í
h.97



Soustavy, jeji
hº mati
e soustavy mají vlastnosti (P2) nebo (P3), se ne-j£ast¥ji vyskytují p°i numeri
kém °e²ení okrajový
h úloh pro par
iální difer-en
iální rovni
e (viz [10a℄).Dají se dokázat (viz nap°. [5℄, [6℄) následují
í kritéria konvergen
e:(1) Má-li mati
e A vlastnost (P1), pak Ja
obiova i Gaussova-Seidelovametoda konvergují pro libovolný po£áte£ní vektor x(0) .(2) Má-li mati
e A vlastnost (P2), pak Gaussova-Seidelova metoda kon-verguje pro libovolný po£áte£ní vektor x(0) .(3) Má-li mati
e A vlastnost (P3) a mati
e HJ (viz odst. 7.3.1) mánezáporné prvky, potom platí práv¥ jedna z následují
í
h podmínek:
(a) ρ(HJ) = ρ(HS)− 0,

(b) 0 < ρ(HS) < ρ(HJ) < 1,

(c) ρ(HJ) = ρ(HS) = 1,

(d) 1 < ρ(HJ) < ρ(HS).Nap°íklad pro soustavu s mati
í
A =




2 −1 0 0
−1 −2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2


jsou spln¥ny vlastnosti (P2) a (P3). Podle kritéria (2) Gaussova-Seidelovametoda bude konvergovat, a protoºe mati
e

HJ =




0 1
2

0 0
1
2

0 1
2

0
0 1

2
0 1

2

0 0 1
2

0


má nezáporné prvky, pak podle kritéria (3b) bude konvergovat i Ja
obiovametoda, ov²em pomaleji.V p°íkladu 7.1 spl¬uje mati
e soustavy kritérium (1), v p°íkl. 7.3.2, 7.4.2jsou spln¥na v²e
hna t°i kritéria, a tedy podle (3b) bude op¥t Ja
obiovametoda konvergovat pomaleji.Poznamenejme na záv¥r odstav
e, ºe pro n¥které obe
né mati
e A m·ºeJa
obiova metoda konvergovat, av²ak Gaussova-Seidelova metoda konvergo-vat nemusí. 98



7.5.5 Konkrétní tvary itera£ní
h mati
.Stanovíme tvar itera£ní mati
e HJ (Ja
obiovy) a HS (Gaussovy-Seidelovy).Regulární mati
i A napí²eme ve tvaru
A = M + D + N,kde

M =




0 0 . . . . . . 0

a21 0
...

a31 a32 0
...... . . . . . . ...

an1 . . . . . . an,n−1 0



,

N =




0 a12 a13 . . . a1n

0 0 a23 . . .
...... . . . . . . ...... . . . an−1,n

0 . . . . . . . . . 0



.Nyní soustavu (M + D + N)x = b napí²eme bud' ve tvaru

(7.5.7) Dx = −(M+N)x+b,nebo ve tvaru
(7.5.8) (M+D)x = −Nx+b.Z rovni
e (7.5.7) dostaneme Ja
obiovu itera£ní formuli

Dx(k+1) = −(M + N)x(k) + ba z rovni
e (7.5.8) Gaussovu-Seidelovu formuli
(M + D)x(k+1) = −Nx(k) + b.Proto

HJ = −D−1(M + N), gJ = D−1b,

HS = (M + D)−1N, gS = (M + D)−1b.
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7.6 Zry
hlení itera£ního pro
esu7.6.1 Ry
hlost konvergen
e.Podmínka (7.5.3), resp. (7.5.4) zaru£uje konvergen
i itera£ního pro
esu,av²ak nezískáme z ní ºádnou informa
i o tom, kolik itera
í musíme ud¥lat,aby
hom dosáhli zadané p°esnosti. Leh
e vypo£teme, ºe k realiza
i jednéitera
e pot°ebujeme n2 nasobení a n d¥lení (u °ídký
h mati
 je toto £íslomen²í).Protoºe ze vztahu (7.5.2) vyplývá
∥∥e(k)

∥∥ ≦ ‖H‖
∥∥e(k−1)

∥∥ ≦ ‖H‖k
∥∥e(0)

∥∥ .je vid¥t, ºe pro ‖H‖ blizké jedni£
e budeme pot°ebovat hodn¥ itera
í (velké
k ), aby £íslo ∥∥e(k)

∥∥ bylo malé.Je-li nap°. ∥∥e(k−1)
∥∥ = 10−2 a ∥∥e(k)

∥∥ = 10−4 , tj. jednou itera
í jsmezískali dv¥ platná desetinná místa, pak se jeví ú£elným posuzovat ry
hlostkonvergen
e (pro v¥t²í k ) £íslem
(7.6.1) R = −log(∥∥e(k)

∥∥ /
∥∥e(k−1)

∥∥),které ur£uje po£et platný
h desetinný
h míst získaný
h v kaºdém itera£nímkroku (£íslo 1/R ur£uje pak po£et itera
í pot°ebný
h k zisku jednoho de-setinného místa).U 
elé °ady prakti
ký
h úloh, p°edev²ím u zmín¥ný
h okrajový
h úloh propar
iální diferen
iální rovni
e, je £íslo R velmi malé. Proto vzniká nutnostzry
hlení itera£ního pro
esu.7.6.2 Aitkenova extrapola£ní formule.Jestliºe posloupnost itera
í {x(k)
} ur£ená formulí x(k+1) = Hx(k) + gkonverguje k vektoru x , potom posloupnost 
hyb e(k) = x(k) − x má vzh-ledem k (7.5.2) 
harakter geometri
ké posloupnosti (p°i v¥t²í
h k ), tj. prosloºky platé

x
(k+1)
i − xi

x
(k)
i − xi

≈ x
(k)
i − xi

x
(k−1)
i − xi

, i = 1, 2, ..., n.Jednodu
hou úpravou odtud dostaneme
xi ≈ x

(k+1)
i − (x

(k+1)
i − x(k)

i )2

x
(k+1)
i − 2x

(k)
i + x

(k−1)
i

.100



Dá se ukázat, ºe vektor z(k+1) , jehoº sloºky jsou ur£eny pravou stranoup°ed
hozího vztahu, bude lep²í aproxima
í vektoru x neº vektor x(k+1) .V p°ípad¥, ºe posloupnost itera
í x(k) konverguje k x pomalu, vyuºi-jeme tohoto faktu k ury
hlování itera£ního pro
esu následují
ím zp·sobem:Stanovíme
(7.6.2) z

(k+1)
i = x

(k+1)
i − (x

(k+1)
i − x(k)

i )2

x
(k+1)
i − 2x

(k)
i + x

(k−1)
i

, i = 1, 2, ..., n.a podle základní formule vypo£teme z(k+2) = Hz(k+1)+g , z(k+3) = Hz(k+2)+
+g a op¥t zlep²íme aproxima
i z(k+3) pomo
í vzor
e (7.6.2). V tomto pro-
esu pokra£ujeme aº do spln¥ní zastovova
í podmínky.7.6.3 Relaxa£ní metoda.Itera£ní formuli (7.4.3) Gaussovy-Seidelovy metody lze také psát ve tvaru
(7.6.3) x

(k+1)
i = x

(k)
i +r

(k)
i , i = 1, 2, ..., n,kde

r
(k)
i

1

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑

j=i

aijx
(k)
j

)je tzv. i-té reziduum.Budeme nyní uvaºovat itera£ní formuli [pro ω = 1 totoºnou s formulí(7.6.3)℄:
(7.6.4) x

(k+1)
i = x

(k)
i +ωr

(k)
i ,resp.

(7.6.4′) x
(k+1)
i =

ω

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

aijx
(k)
j

)
+(1−ω)x

(k)
i ,kde ω je tzv. relaxa£ní parametr. Tento relaxa£ní parametr se snaºíme vybrattak, aby konvergen
e itera£ního pro
esu byla 
o nejry
hlej²í.Itera£ní formulí (7.6.4) lze zapsat mati
ov¥

(7.6.5) x(k+1) = Hωx
(k)+gωkde (uºíváme ozna£ení z odst. 7.5.5)

Hω = (D + ωM)−1[(1− ω)D− ωN],

gω = (D + ωM)−1ωb.101



Protoºe D(I+ωD−1M) = D+ωM , [(1−ω)I−ωND−1]D = (1−ω)D−ωN ,potom
Hω = D−1(I + ωD−1M)−1[(1− ω)I− ωND−1]D,a tedy ( detD−1BD = detB - viz odst. 5.1.1).detHω = textdet (I + ωD−1M)−1det [(1− ω)I− ωND−1] = (1− ω)n,nebot' (I + ωD−1M)−1 je dolní trojúhelníková mati
e s jedni£kami na di-agonále a (1− ω)I− ωND−1 je horní trojúhelníková mati
e s diagonálnímiprvky 1− ω .Zjistíme, pro jaké ω je spln¥na podmínka konvergen
e pro
esu (7.6.5).Napí²eme mati
i Hω ve tvaru (viz odst. 7.5.1)

Hω = TJT−1,kde J je Jordanova mati
e. Protoºe detHω = detJ = λ1λ2...λn (λi jsouvlastní £ísla mati
e Hω ; kaºdé £íslo po£ítáme tolikrát, kolik je jeho násob-nost), plyne odtud
max

i
|λi| ≧ |1− ω|.Má-li itera£ní pro
es (7.6.5) konvergovat, nem·ºe být |1 − ω| > 1 . Protopodmínka

(7.6.6) 0 < ω < 2je nutnou podmínkou konvergen
e [vyplývá ze (7.5.3)℄. Dá se dokázat (viz[16℄), ºe pro symetri
ké pozitivn¥ de�nitní mati
e s kladnými diagonálnímiprvky je (7.6.6) i podmínkou posta£ují
í [dokáºe se spln¥ní podmínky (7.5.3)℄.Metodu, kterou jsme práv¥ popsali, nazýváme £asto superrelaxa£ní meto-dou. Je to ov²em pouze jedna z veliké t°idy metod, jeji
hº 
ílem je ury
hlitkonvergen
i.Podrobn¥j²í informa
e o relaxa£ní
h metodá
h najde £tená° nap°. v [6℄,[12℄, [5℄, [16℄. Pro n¥které t°ídy pásový
h mati
 se dá stanovit optimálníhodnota parametru ω (který se nazývá superrelaxa£ní faktor), p°i níº pro
es(7.6.5) konverguje nejry
hleji (viz nap°. [4℄).7.6.4 Poznámka k zaokrouholva
ím 
hybám.Protoºe vºdy po£ítáme v n¥jakém systému M(q, t) , mohou nám zaokro-uhlova
í 
hyby naru²it konvergen
i tehdy, jestliºe ρ(H) je velmi blizké jed-ni£
e. Potom totiº teoreti
ké zlep²ení itera
e v k -tém kroku m·ºe být takmalé, ºe jej 
elkový vliv zaokrouhlova
í
h 
hyb m·ºe z
ela kompenzovat apro
es fakti
ky konvergovat nebude. Viz také odst. 9.2.102



7.7 Cvi£ení7.7.1�e²te soustavu



5, 21 1, 52 −2, 37
1, 72 −2, 97 0, 21
2, 01 0, 92 3, 89






x1

x2

x3


 =




1, 68
6, 21
7, 78


a) Ja
obiovou metodou; b) Gaussovou-Seidelovou metodou. Po£ítejte v sys-tému M(10, 5) a výpo£et ukon£ete podmínkou ∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥ ≦ 10−4 .Volte x(0) = (1,−1, 1)T . Uºijte také Aitkenovy formule k zry
hlení iter-a£ního pro
esu.a) x(24) = (1, 379 6;−1, 181 1; 1, 566 4)T ; b) k dosaºení stejného výsledkusta£í 16 itera
í. Aitkenovy formule uºijte po spln¥ní podmínky∥∥x(k) − x(k−1)
∥∥

R
≦ 10−2 .7.7.2�e²te soustavu




4 1 1
1 6 2
1 2 4








x1

x2

x3



 =




−1

0
1



a) Gaussovou-Seidelovou metodou; b) relaxa£ní metodou pro ω = 1, 5 .7.7.3Výpo£tem ukaºte, ºe pro soustavu



1 2 −2
1 1 1
2 2 1








x1

x2

x3



 =




1
3
5



Ja
obiova metoda konverguje, kdeºto Gaussova-Seidellova diverguje.
[xt = (1, 1, 1)T .] 103



7.7.4Výpo£tem ukaºte, ºe pro soustavu



5 3 4
3 6 4
4 4 5








x1

x2

x3



 =




12
13
13



Ja
obiova metoda diverguje, kdeºto Gaussova-Seidellova konverguje.
[xt = (1, 1, 1)T .]7.7.5�e²te soustavu




4 −1 0 0
−1 4 −1 0

0 −1 4 −1
0 0 −1 4







x1

x2

x3

x4


 =




2
5
5
2


Ja
obiovou a Gaussovou-Seidelovou metodou. Posud'te ry
hlost konvergen
eobou metod.

[xt = (1, 2, 2, 1)T .]8 Inverze mati
Jiº d°íve jsme se zmínili (odst. 6.3.2) o metor¥ výpo£tu inverzní mati
e(GJEM). K ur£ení mati
e A−1 lze ov²em uºít také algoritmu GEM: �¥²ímesoustavy Asj = ej , j = 1, 2, ..., n , kde ej je j -tý sloupe
 jednotkové mati
e
I . Potom sj jsou sloup
e mati
e A−1 .8.1 Inverze LU-rozkladem.P°edpokládáme, ºe máme proveden LU-rozklad regulární mati
e A , tj.
A = LU . Vzhledem k tomu, ºe A−1 = U−1L−1 , sta£í stanovit U−1 a L−1 .
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Budeme proto hledat takové mati
e Y a Z , ºe LY = I a UZ = I . Dáse ukázat, ºe mati
e Y , Z budou mít tvar (prov¥°te!)
Y =




y11

y21 y22 0
y31 y32 y33

· · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · ynn



,

Z =




z11 z12 z13 · · · z1n

z22 z23 · · · z2n

z33 · · · z3n

0 · · · · · ·
znn



.Z de�ni
e sou£inu mati
 vyplývá, ºe

1 = ri(L)si(Y) = 1 · yi,

0 = ri(L)sj(Y) = li,iyj + li,j+1yj+1,j + ... + li,i−1yi−1,j + yij, j < i.Tedy
(8.1.1) yi,j = δi,j−

i−1∑

k=j

likykj, i = j, j+1, ..., n;

δij =

{
1, i = j,
0, i 6= j.Algoritmus pro výpo£et Y = L−1 má tvar:

(8.1.2)

Vstup : n,L = (lij).Pro j = 1, 2, ..., n :Pro i = j, j + 1, ..., n :

yij = δij −
i−1∑

k=j

likykj.Výstup : Y = (yij) = L−1.
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Analogi
ky sestavíme algoritmus pro výpo£et mati
e Z = U−1 :
(8.1.3)

Vstup : n,U = (uij).Pro j = 1, 2, ..., n :Pro i = j, j − 1, ..., 1 :

zij =
1

uii

(
δij −

j∑

k=i+1

uikzkj

)
.Výstup : Z = (zij) = U−1.K inverzi mati
 L , U tedy pot°ebujeme 2n3/3 opera
í. Poznamenejme, ºek inver¹i pomo
í GEM pot°ebujeme °ádov¥ také tolik opera
í.8.2 Cvi£ení8.2.1Invertujte mati
i

A =




2, 475 9 1, 623 5 4, 623 1
1, 472 5 0, 958 9 −1, 325 3
2, 695 1 2, 896 5 −1, 479 4



Po£ítejte v M(10, t) , t = 5, 6 . Proved'te kontrolu AA−1 = I . [�ádky mat-i
e A−1 (v M(10, 10) ): ( 0, 208 769 758 4; 1, 376 034 419;−0, 572 558 917 6),(−0, 118 599 141 4;−1, 406 206 69; 0, 877 250 923 8); ( 0, 146 147 100 7;
−0, 243 115 454 7;−0, 001 431 523 7).℄8.2.2Je-li Xn dobrá aproxima
e mati
e A−1 , tj. AXn = I + En , kde ‖E‖
< 1 je malé £íslo, potom ukaºte, ºe mati
e Xn+1 = Xn(2I −AXn) je lep²íaproxima
í mati
e A−1 , tj. ºe ‖En+1‖ ≦ ‖En‖ .Návod. En+1 = AXn+1 − I = −E2

n ; dokon
e platí ‖En+1‖ ≦ ‖En‖2 .8.2.3
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Stanovte A−1 , kdyº
A =

(
1
2

1
3

1
3

1
4

)Uºijte GJEM nebo LU-rozkladu. Po£ítejte v M(10, 3) . [Návod. Invertujtemati
i
Ã =

(
0, 500 0, 333
0, 333 0, 250

)
, A−1 =

(
18 −24
−24 36

)
;

Ã−1 =

(
17, 7 −23, 6
−23, 6 35, 6

)
; A− Ã =

(
0, 000 3, 33 · 10−4

3, 33 · 10−4 0, 000

)
;

∥∥∥A− Ã

∥∥∥
R

= 3, 33 · 10−4; A−1 − Ã−1 =

(
3 · 10−1 −4 · 10−1

−4 · 10−1 5 · 10−1

)
;

∥∥∥A−1 − Ã−1
∥∥∥

R

= 9, 5 · 10−1; ÃÃ−1 =

(
0, 991 2, 15 · 10−2

−5, 9 · 10−3 1, 01

)
;

∥∥∥AA−1 − ÃÃ−1
∥∥∥

R

= 3, 05 · 10−2.]8.2.4Prove°te na p°íklade
h, ºe inverzní mati
e k pásové mati
i (nap°. k t°ídi-agonální mati
i) je obe
n¥ plná mati
e. Zd·vodn¥te tento poznatek!9 Chyby °e²ení soustav lineární
h rovni
V £lánku 4 jsme hovo°ili o podmín¥nosti úloh a o stabilit¥ algoritm·.Zde nás bude z tohoto hlediska zajímat úloha stanovit °e²ení soustavy rovni

Ax = b jednak algoritmemGaussovy elimina
e, jednak itera£ními algoritmy.P°i °e²ení uvaºované úlohy na konkrétním po£íta£i vznikají nep°esnosti(
hyby) ze dvou p°í£in:a) nep°esností vstupní
h dat [nap°. zobrazením vstupní
h dat do mnoºiny
M(q, t) ℄,b) zaokrouhlováním b¥hem výpo£tu [tj. realiza
í aritmeti
ký
h opera
í vmnoºin¥ M(q, t) ℄.Nejd°íve vy²et°íme podmín¥nost dané úlohy. O stabilit¥ algoritm· jsmese zmínili v odst. 6.2.5, 6.4.1, 6.4.2, 6.6.2.
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9.1 Podmín¥nost.Ne
ht' vstupní 
hyby prvk· regulární mati
e A tvo°í mati
i, kterou oz-na£íme ∆A ,a vstupní 
hyby sloºek vektoru b tvo°í vektor, který ozna£íme
∆b . Je-li xt p°esné °e²ení soustavy Ax = b , potom p°esné °e²ení soustavy
(A−∆A)x = b + ∆b ozna£íme xt + ∆x , tj. platí
(9.1.1) (A+∆A)(xt +∆x) = b+∆b.9.1.1Uvaºujme nejd°ív¥ situa
i, kdy mati
e A je dána p°esn¥, tj. ∆A = 0 . Zrovnosti (9.1.1) pak plyne

A∆x = ∆b,tj.
∆x = A−1∆ba odtud dostaneme odhad 
hyby °e²ení [zde i níºe uºíváme (5.2.8)℄

(9.1.2) ‖∆x‖ ≦
∥∥A−1

∥∥ ‖∆b‖ .Protoºe b = Axt , potom ‖b‖ ≦ ‖A‖ ‖xt‖ , tj.
‖xt‖ ≧

‖b‖
‖A‖ .Pro relativní 
hyby proto dostáváme

(9.1.3)
‖∆x‖
‖xt‖

≦
∥∥A−1

∥∥ ‖A‖ ‖∆b‖
‖b‖ .�íslo

(9.1.4) Cp =
∥∥A−1

∥∥ ‖A‖je mírou 
itlivosti relativní 
hyby °e²ení na relativní 
hyb¥ vstupní
h data nazývá se (v souladu s odst. 4.2) £íslem podmín¥nosti mati
e A , resp.uvaºované úlohy.
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9.1.2Máme-li nyní naopak ∆b = 0 , ∆A 6= 0 tj. pravá strana je dána p°esn¥,potom (9.1.1) má tvar
(9.1.5) (A−∆A)(xt−∆x) = b,a tedy

∆x = −A−1∆A(xt −∆x).Odtud dostáváme odhad pro relativní 
hyby
(9.1.6)

‖x‖
‖xt + ∆x‖ ≦

∥∥A−1
∥∥ ‖A‖ ‖∆A‖

‖A‖ .Op¥t byl vztah mezi vstupní 
hybou vyjád°en pomo
í £ísla Cp = ‖A−1‖ ‖A‖ .9.1.3Pro obe
ný p°ípad (∆A 6= 0 , ∆b 6= 0 ) se dá odvodit odhad (viz [3℄,[12℄):
(9.1.7)

‖∆x‖
‖xt‖

≦ Cp

‖∆A‖
‖A‖

+ ‖∆b‖
‖b‖

1− Cp
‖∆A‖
‖A‖

.9.1.4 P°íklad.Ch
eme ur£it £íslo podmín¥nosti Cp mati
e
A =

(
4, 1 2, 8
9, 7 6, 6

)aniº by
hom po£ítali A−1 .Zvolíme-li b = (4, 1; 9, 7)T , potom p°esným °e²ením soustavy Ax = bje vektor xt = (1, 0)T . Zm¥níme-li pravou stranu soustavy na b + ∆b =
= (4, 11; 9, 70)T , bude p°esným °e²ením vektor xt + ∆x = (0, 34; 0, 97)T(p°esv¥d£te se o tom!).Jiº odtud je patrné, ºe úloha °e²it soustavu s uvedenou mati
í soustavybude ²patn¥ podmín¥ná (malá zm¥na vstupní
h dat vyvolala velkou zm¥nu°e²ení).K výpo£tu £ísla podmín¥nosti uºijeme nerovnosti (9.1.3). Ve sloup
ovénorm¥ dostaneme ‖∆x‖ = 1, 63 , ‖∆b‖ = 0, 01 , ‖xt‖ = 1 , ‖b‖ = 13, 8 ,109



‖∆x‖ / ‖xt‖ = 1, 63 , ‖∆b‖ / ‖b‖ = 0, 000 724 6 . Z nerovnosti 1, 63 ≦ Cp·
·0, 000 724 6 dostáváme ºe

Cp ≧ 2 249, 5.V ostatní
h normá
h by
hom dostali podobný výsledek.9.2 Vliv zaokrouhlova
í
h 
hyb.Základní výsledky o vlivu zaokrouhlova
í
h 
hyb p°i Gaussov¥ elimina
ijsou uvedeny v publika
i Wilkinson, J. H.: Rounding Eroors in Algebrai
Pro
esses, N. p. L. Notes on Applied S
ien
e, No 32, H. M. S. O., London1963. �tená° je najde také nap°. v [7℄.Uved'me si stru£n¥ tyto výsledky (viz [4℄).Ozna£íme
gn =

max
i,j,k

∣∣∣ā(k)
ij

∣∣∣

max
i,j
|aij |

,kde ā
(k)
ij jsou vypo£tené prvky redukované mati
e získané b¥hem elimina
e.Je-li L̃Ũ = A + E vypo£tený LU-rozklad mati
e A (s £áste£ným neboúplným výb¥rem), potom platí odhad

(9.2.1) ‖E‖
R

≦ n2gn ‖A‖R q−t.Je-li xc vypo£tené °e²ení soustavy Ax = b ziskané °e²ením soustav
L̃y = b , Ũx = yc potom existuje mati
e ∆A (závisejí
í jak na A , tak na
b ) pro niº platí odhad
(9.2.2) ‖∆A‖

R
≦ (n3+3n)g ‖A‖

R
q−1a taková, ºe xc (vypo£tené °e²ení soustavy Ax = b ) je p°esným °e²enímsoustavy

(9.2.3) (A−∆A)xc = b.Mati
e ∆A tedy reprezentuje zaokrouhlova
í 
hyby akumulované b¥hemrealiza
e Gaussovy elimina
e. Uºijeme-li postupu z odst. 9.1.2, dostaneme(xt = A−1b )
(9.2.4)

‖xt − xc‖
‖xc‖

≦ Cp̺(n)q−1,kde jsme ozna£ili ̺(n) = (n3 + 3n)gn .110



Ze vztahu (9.2.4) je patrné, ºe k posouzení vlivu zaokrouhlova
í
h 
hybp°i realiza
i elimina£ní metody pot°ebujeme ur£it nebo alespo¬ odhadnout£íslo Cp . Obvykle je p°ibliºný výpo£et £ísla podmín¥nosti sou£ástí programuelimina£ní metody (viz [7a℄).Zde uvádená hodnota ̺(n) je pesimisti
ká. Velmi vzá
n¥ bývá ̺(n) v¥t²íneº q . Ov²em Wilkinson sestrojil mati
i A (viz nap°. [16℄), u které se p°isloup
ovém výb¥ru dostane
0 < gn ≦ 2n−1.9.3 Poznámka.Ukázali jsme si, ºe zaokrouhlova
í 
hyby vznikají
í v pr·b¥hu výpo£tulze p°evést na jisté (um¥lé) 
hyby ve vstupní
h date
h, a pokud víme n¥
o opodmín¥nosti úlohy, m·ºeme podle vztahu (9.2.4) posoudit vliv zaokrouhlo-va
í
h 
hyb na °e²ení úlohy.Pro ²patn¥ podmín¥nou úlohu (velké Cp ) malá zm¥na ve vstupní
h dat-e
h vyvolá velkou zm¥nu °e²ení, p°i£emº tato zm¥na °e²ení je je²t¥ zesilujevlivem zaokrouhlova
í
h 
hyb.Jsou-li vstupní data ²patn¥ podmín¥né soustavy rovni
 získána nap°.m¥°ením, musíme °e²ení této soustavy získané jakoukoliv numeri
kou meto-dou interpretovat velmi opatrn¥. Rozumn¥j²í je vºdy se snaºit danou úlohup°eformulovat tak, aby
hom ²patn¥ podmín¥né soustavy nemuseli °e²it.Vzniká ov²em p°irozená otázka, zda lze získat i pro ²patn¥ podmín¥nésoustavy °e²ení s vyhovují
í p°esností. Odpoved' je kladná, pokud investu-jeme do °e²ení soustavy ur£itou prá
i naví
. Výpo£et ve dvojnásobné arit-meti
e je ov²em netností. Ur£ité informa
e o této problemati
e najde £tená°nap°. v [4℄, [8℄, [12℄ a p°edev²ím v [7℄.K Získání ur£ité informa
e o vlivu zaokrouhlova
í
h 
hyb na °e²ení sous-tavy se v praxi uºívá jednodu
hého obratu. Spolu se soustavou Ax = b se°e²í soustava Ax = d , kde

di =
n∑

k=1

aik i = 1, 2, ..., n,jejímº p°esným °e²ením je vektor (1, 1, 1, ..., 1)T .Metoda experimentální
h perturba
í nám také m·ºe poskytnout p°ed-stavu o p°esnosti vypo£teného °e²ení.
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9.4 Zaokrouhlova
í 
hyby u itera£ní metody.Uvaºujeme utera£ní pro
es ur£ený formulí
(9.4.1) x(k+1) = Hx(k)+ga p°edpokládejme, ºe tento pro
es konverguje k p°esnému °e²ení xt , tj.
(9.4.2) xt = Hxt+g.P°edpokládejme, ºe po£áte£ní aproxima
e x(0) je dána p°e²en¥. V d·sled-ku nep°esné realiza
e aritmeti
ký
h opera
í v po£íta£i se p°i výpo£tu x(1)podle formule (9.4.1) nevypo£te p°esná itera
e Hx(0) + g = x(1) , ale itera
e
x̃(1) , která není p°esn¥ rovna itera
i x(1) , tj.

x̃(1) = Hx(0) + g + η(1),kde η(1) = (η11, η21, ..., ηn1)
T ( ηn1 je 
hyba, s jakou vypo£teme i -tou sloºkuvektoru x(1) ). V dal²ím kroku vypo£teme itera
i x̃(2) , která se op¥t li²í odp°esné hodnoty Hx̃(1) + g - nyní o vektor η̃(2) , tj.
x̃(2) = Hx̃(1) + g + r(2).V k -tém kroku máme tedy

(9.4.3) x̃(k+1) = Hx̃(k)+g+η(k+1),kde η(k+1) reprezentuje zaokrouhlova
í 
hybu p°i výpo£tu (k+1) -ní itera
e.Ode£teme-li rovnosti (9.4.3) a (9.4.2), pak máme
x̃(k+1) − xt = H(x̃(k) − xt) + η(k+1).Ozna£íme-li

ξ(k) = x̃(k) − xt,potom dostáváme
ξ(k+1) = H(k+1)ξ(0) + H(k)η(1) + H(k−1)η(2) + ...+ H(k) + η(k+1).Protoºe ξ(0) = x(0) − xt = e(0) (viz odst. 7.5.2), dostaneme z p°ed
hozírovnosti odhad 
elkové 
hyby

∥∥ξ(k+1)
∥∥ ≦

∥∥e(k+1)
∥∥+‖H‖k

∥∥η(1)
∥∥+‖H‖k−1

∥∥η(2)
∥∥+...+‖H‖

∥∥η(k)
∥∥+
∥∥η(k+1)

∥∥ .112



Po úprav¥
(9.4.4)

∥∥ξ(k+1)
∥∥ ≦

∥∥e(k+1)
∥∥+C 1− ‖H‖k+1

1− ‖H‖ : C = max
j
‖η(j)‖ .Konstanta C je horní hrani
e zaokrouhlova
í
h 
hyb a závisí jak na typupo£íta£e [na M(q, t) ℄, tak na mati
i H a vektoru g . Pro k → ∞ je∥∥e(k+1)

∥∥ → 0 a ∥∥ξ(k+1)
∥∥ se bude od nuly li²it °ádov¥ o C , pokud nebude

H ≈ 1 .Druhý £len v nerovnosti (9.4.4) bude £init potíºe pouze p°i pomalé kon-vergen
i pro
esu (9.4.1) (to ov²em m·ºe být dost £asto!). Pro velká k se totíºm·ºe skute£ná 
hyba ξ(k) li²it od teoreti
ké 
hyby metody e(k) (viz odst.7.5.3) dokon
e o n¥kolik °ád·.9.5 Cvi£ení.9.5.1Ur£ete £íslo podmín¥nosti soustavy Ax = b , kde
A =

(
1, 296 9 0, 864 8
0, 216 1 0, 144 1

)
, b =

(
0, 864 2
0, 144 0

)Vypo£tete r = b − Az , kdyº z = (0, 991 1,−0, 487 0)T . Porovnejte °e²enívypo£tené elimina£ní metodou s p°esným °e²ením xt = (2,−2)T .9.5.2�e²te ekvivalentní soustavy
a)x1 + 10 000 x2 = 10 000; b) 0, 000 1x1 + x2 = 1,

x1+ 0, 000 1x2 = 1. x1 + 0, 000 1x2 = 1.Uºijte algoritmu °ádkového výb¥ru. Vypo£tete £íslo podmín¥nosti obou úloh.Posud'te podmín¥nost obou úloh a uºitého algoritmu. Po£ítejte v M(10, 4) .
xt = (0, 999 9; 0, 999 9)T , a)xc = (1, 000; 0, 000 0)T ; b)xc = (1, 00; 1, 000)T .
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10 Vlastní £ísla a vlastní vektoryS pojmem vlastního £ísla mati
e jsme se jiº setkali v odst. 7.5.1, kdy jsmepodle velikosti vlastní
h £ísel itera£ní mati
e H posuzovali konvergen
i iter-a£ní metody. S úlohou na vlastní £ísla kterou jsme formulovali v odst. 5.3.3,se v²ak m·ºeme setkat i v aplika
í
h p°i °e²ení 
elé °ady te
hni
ký
h nebofyzikální
h problém·. Jmenujme nap°. problém vzp¥rné pruºnosti problém
hv¥ní fyzikální
h soustav n¥které úlohy z kvantové fyziky atd. (viz nap°.[10℄, [10a℄).P°ipome¬me si úlohu na vlastní £ísla na jednodu
hém p°íkladu.10.1 P°íklad.Stanovme taková £ísla λ , pro která má homogenní soustavy Av = λvnenulové °e²ení, a ur£eme toto °e²ení. Volme
A =




2 0 0
2 2 1
1 1 2


 .�e²íme tedy soustavu

(A− λI)v =




2− λ 0 0
2 2− λ 1
1 1 2− λ





v1

v2

v3


 =




0
0
0


 .Aby homogenní soustava m¥la nenulové °e²ení, musí být determinant sous-tavy nulový. Najdeme proto taková λ , abydet(A− λI) = −λ3 + 6λ2 − 11λ+ 6 = 0.Dostali jsme tak algebrai
kou rovni
i 3. stupn¥ a pouze pro její ko°eny

(10.1.1) λ1 = 3, λ2 = 2, λ3 = 1,nazýváme vlastní £ísla mati
e A , bude mít uvaºovaná soustava nenulové°e²ení.Stanovíme nyní tedy nenulové °e²ení t°i homogenní
h soustav
(A− λiI)v = 0, i = 1, 2, 3.114



odpovídají
í
h £ísl·m (10.1.1). Re²íme tedy t°i soustavy


−1 0 0

2 −1 1
1 1 −1






v1

v2

v3


 =




0
0
0


 ;




0 0 0
2 0 1
1 1 0






v1

v2

v3


 =




0
0
0


 ;




1 0 0
2 1 1
1 1 1






v1

v2

v3


 =




0
0
0


 .�ádkovými úpravami (viz téº odst. 6.3.8) zjistíme, ºe pro libovolná nenulová£ísla r, s, t jsou hledaným °e²ením tyto vektory (v uvedeném po°adí) - tzv.vlastní vektory:

(0, r, r)T , (s,−s,−2s)T , (0, t,−t)T ;nap°.
v(1) = (0, 1, 1)T , v(2) = (1,−1,−2)T , v(3) = (0, 1,−1)T .Stojí za pov²imnutí, ºe vlastní £ísla dané mati
e jsou navzájem r·zná aodpovídají
í vlastní vektory jsou lineárn¥ nezávislé.10.2 Základní poznatky.10.2.1 De�ni
e.M¥jme £tver
ovou mati
i A °ádu n . �íslo λ (obe
n¥ komplexní), prokteré má homogenní soustava

(10.2.1) Av = λv, resp. (A−λI)v = 0nenulové °e²ení, se nazývá vlastní £íslo mati
e A [zna£íme λ = λ(A) ℄ ajemu odpovídají
í nenulové °e²ení v = (v1, v2, ..., vn)T vlastní vektor mati
e
A . Vlastním £íslem mati
e A je práv¥ to £íslo λ , které je ko°enem 
harak-teristi
kého polynomu
(10.2.2) pA(λ) = det (A−λI) = (−1)nλn+b1λ

n−1+...+bn−1λ+bn.Odtud vyplývá, ºe kaºdá £tver
ová mati
e °ádu n má práv¥ n vlastní
h£ísel λ1, λ2, ..., λn , p°i£emº kaºdé vlastní £íslo po£ítáme tolikrát, jaká je115



jeho násobnost. Jednodu
hé, resp. k-násobné £íslo je jednodu
hým, resp. k -násobným ko°enem polynomu pA(λ) .Vlastní £ísla mati
e m·ºeme tedy vypo£itat jako ko°eny 
harakteristi
k-ého polynomu metodami z kap. III. Tento postup v²ak narází na yna£népotíºe p°i v¥t²í
h n (velký objem výpo£t·), pokud koe�
ienty polynomu
h
eme po£ítat p°ímo z de�ni
e determinantu.Mati
i A = diag (λ1, λ2, ..., λn) nazýváme spektrální mati
í mati
e A .Je-li v(i) vlastní vektor mati
e A odpovídají
í vlastnímu £íslu λi , potomrovnosti Av(i) = λiv
(i) , i = 1, 2, ..., n , vyplývají
í z (10.2.1), m·ºeme zapsatve tvaru mati
ové rovnosti

(10.2.3) AX = XΛ,kde sloup
e mati
e X jsou vlastní vektory mati
e A , tj. si(X) = v(i) .Pro mati
i A z p°íkl. 10.1 je
X =




0 1 0
1 −1 1
1 −2 −1



 , Λ =




3 0 0
0 2 0
0 0 1



 .Úloze najít v²e
hna vlastní £ísla dané mati
e se °íká úplný problém vlast-ní
h £ísel. Úloze najít pouze n¥která vlastní £ísla dané mati
e (obvykle snejv¥t²í nebo s nejmen²í absolutní hodnotou) se °íká £áste£ný problém vlast-ní
h £ísel.Vlastní £ísla diagonální a trojúhelníkové mati
e jsou rovna diagonálnímprvk·m této mati
e, nebot' 
harakteristi
ký polynom má v tomto p°ípad¥tvar pA(λ) = (a11 − λ)(a22 − λ)...(ann − λ) .10.2.2 P°íklad.Uvaºujme mati
e
A =




2 0 0
0 2 0
0 0 2


 , B =




2 1 0
0 2 0
0 0 2


 ,

C =




2 0 0
0 2 1
0 0 2



 , D =




2 1 0
0 2 1
0 0 2



 .Pro tyto mati
e je
pA(λ) = pB(λ) = pC(λ) = pD(λ) = (2− λ)3,116



tzn. ºe £íslo λ = 2 je vlastním £íslem (trojnásobným) v²e
h £ty° mati
.Postupem z p°íkl. 10.1 zjistíme, ºe vektory
v(1) = (1, 0, 0)T , v(2) = (0, 1, 0)T , v(3) = (0, 0, 1)Tjsou vlastními vektory mati
e A odpovídají
í vlastnímu £íslu 2. Kaºdánenulová lineární kombina
e vektor· v(1),v(2),v(3) je také vlastním vektoremodpovídají
ím témuº vlastnímu £íslu.U mati
e B jsou vlastními vektory pouze vektory v(1),v(3) (a jeji
hlibovolná lineární kombina
e). U mati
e C pak pouze vektory v(1),v(2) a umati
e D pouze vektor v(1) . Vidíme, ºe po£et lineárn¥ nezávislý
h vlastní
hvektor· není u n¥který
h mati
 roven °ádu mati
e, ale je men²í!10.2.3 Podobné mati
e.�íkáme, ºe mati
e A a B jsou podobné, existuje-li regulární mati
e Ptaková, ºe

(10.2.4) P−1AP = B, resp. A = PBP−1.Protoºe det (B− λI) = detP−1(A− λI)P = det (A− λI) (viz odst. 5.1.1),plyne odtud, ºe podobné mati
e mají tatáº vlastní £ísla.Z rovnosti vlastní
h £ísel mati
 v²ak nevyplývá jeji
h podobnost. Nap°.mati
e z p°íkl. 10.2.2 nejsou navzájem podobné!Je-li v vlastní vektor mati
e A , potom P−1v je vlastní vektor mati
e Bodpovídají
í témuº vlastnímu £íslu. (Prov¥°te!)Pokud vlastní vektory v(1),v(2), ...,v(n) mati
e A jsou lineárn¥ nezávislé,bude mati
e X v rovnosti (10.2.3) regulární a plyne odtud
(10.2.5) X−1AX = Λ,tzv. mati
e A je v tomto p°ípad¥ podobná diagonální mati
i.Tato situa
e nastává nap°., kdyº mati
e A má v²e
hna vlastní £ísla r·znánebo kdyº je symetri
ká.Ov²em ne kaºdá mati
e je podobná diagonální mati
í. Dá se v²ak dokázat(viz nap°. [9℄), ºe libovolná mati
e A °ádu n je podobná tzv. Jordanov¥mati
i

J = diag (J1,J2, ...,Jr), r ≦ n,kde Jk , k = 1, 2, ..., r, je mati
e s vlastním £íslem λk mati
e A na diagonálea s jedni£kami nad hlavní diagonálou a s ostatními prvky rovnými nule.Mati
ím Jk °íkáme Jordanovy bloky.117



Je-li °ád v²e
h Jordanový
h blok· roven jedné, potom
J = diag (λ1, λ2, ..., λn) = Λ.U mati
 z p°íkl. 10.2.2 jsou Jordanova bloky £árkovan¥ ohrani£eny; mati
e

D je p°ímo Jordanovým blokem.�ada numeri
ký
h metod °e²ení úplného problému vlastní
h £ísel mati
e
A vyuºívá vztahu podobnosti (10.2.4).10.2.4Uved'me si je²t¥ n¥které dal²í uºite£né poznatky z lineární algebry, vy-plyvají
í [aº na (6)℄ p°ímo z (10.2.1):(1) λ(A−1) = (λ(A))−1 .(2) λ(Ak) = (λ(A))k , k 
elé £íslo.(3) λ(AH) = λ̄(A) , λ̄ je £íslo komplexn¥ sdruºené k λ .(4) Vlastní £ísla symetri
ké mati
e (AH = A ) jsou reálná.(5) Vlastní vektory symetri
ké mati
e odpovídají
í r·zným vlastním £ísl·mjsou ortogonální.(6) k-násobnému vlastnímu £íslu symetri
ké mati
e odpovídá práv¥ k lineárn¥nezávislý
h vlastní
h vektor·, tj. symetri
ká mati
e °ádu n má práv¥ n lineárn¥nezávislý
h vlastní
h vektor· a lze je vybrat ortogonální. Potom také platí(10.2.5), kde v tomto p°ípad¥ je X ortogonální mati
e (pro komplexní mati
ese uºívá termínu unitární. Shrnuto: Symetri
ká mati
e je podobná diagonálnímati
i.(7) Symetri
ká pozitivn¥ de�nitní mati
e má v²e
hna vlastní £ísla kladná.Pokud vektor x není vlastním vektorem reálné symetri
ké mati
e A ,potom £íslo
(10.2.6) λR =

xT Ax

xTxse nazývá Rayleigh·v podíl a hraje významnou roli v aplika
í
h.Pokud v je vlastním vektorem odpovídají
ím vlastnímu £íslu λ reálnésymetri
ké mati
e A , potom
(10.2.7) λ =

vTAv

vTv
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10.2.5 Odhad polohy vlastní
h £ísel.Ve [12℄ je dokázáno následují
í tvrzení: V²e
hna vlastní £ísla mati
e A =
(aij) lezí ve sjedno
ení kruh· (v komplexní rovin¥)
(10.2.7) |z−aii| ≦

n∑

j=1
j 6=i

|aij |.Krom¥ toho platí pro nejmen²í (v absolutní hodnot¥) vlastní £íslo odhad(viz [3℄)
(10.2.8) |λmin| ≦ n

√
r1r2r3...rn , ri =

(
n∑

j=1

|aij|2
)1/2

.10.2.6 P°íklad.Odhadn¥me polohu vlastní
h £ísel mati

A =




5 1 1
−1 1 0

0 0, 5 0


 , B =




2 0 0
2 2 1
1 1 2


U mati
e A máme podle (10.2.7) (nakreslete si obrázek!) |z−5| ≦ |1|+|1| =

= 2 , |z − 1| ≦ | − 1|+ |0| = |1| , |z − 0| ≦ |0|+ | − 0, 5| = 0, 5 .U mati
e B máme: |z − 2| ≦ 0 , |z − 2| ≦ 3 , |z − 2| ≦ 2 .N¥kterou z níºe uvedený
h metod m·ºeme zjistit [v M(10, 4) ℄, ºe λ1(A) =
= 0, 108 5 , λ2(A) = 1, 148 , λ3(A) = 4, 786 .Z p°íkladu 10.1 víme, ºe λ1(B) = 3 , λ2(B) = 2 , λ3(B) = 110.2.7 Podmín¥nost úlohy na vlastní £ísla.Omezíme se na p°ípad, kdy mati
e má = lineárn¥ nezávislý
h vlastní
hvektor· v1,v2, ...,vn odpovídají
í
h vlastním £ísl·m λ1, λ2, ..., λn .Ozna£íme ∆akj malé zm¥ny v prv
í
h mati
e A = (aij) , (|∆akj ≦ ε|) .Ne
ht' dále λi(ε) = λi + ∆λi jsou vlastní £ísla poru²ené mati
e A(ε) =
= A+∆A . Za uvedený
h p°edpoklad· se dá odvodit (viz nap°. [3℄) p°ibliºnýodhad
(10.2.9) |λi(ε)−λi| . χiε,119



kde χi = 1/| cosαi| a αi je úhel vektoru vi a vlastního vektoru mati
e
AH odpovídají
ího vlastnímu £íslu λ̄i . Pro symetri
kou mati
i (hermitovskysymetri
kou) je αi = 0 a tedy platí odhad

|λi(ε)− λi| . ε,z jehoº usoudíme, ºe úloha na vlastní £ísla je v tomto p°ípad¥ dob°e pod-mín¥ná.Jestliºe χi bude velké £íslo, m·ºe být uvaºovaná úloha ²patn¥ podmín¥ná.Zajímavý je následují
í p°íklad. Charakteristi
ký polynom mati
e
A =




20 20 0 . . . . . . . . . 0

0 19 20
. . . ...

0 0 18 20
. . . ...... . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 0

0
. . . 2 20

ε 0 . . . . . . . . . 0 1




.

je pA(λ) = det (A−λI) = (20−λ)(19−λ)...(2−λ)(1−λ)−2019ε . Kdyº ε = 0bude λ20 = 1 nejmen²í vlastní £íslo. Zvolíme-li ε = 20! · 20−19 ≈ 5 · 10−7 ,bude λ20 = 0 .Z tohoto p°íkladu lze usoudit, ºe vlastní £ísla nesymetri
ký
h mati
 budou
itlivá na zm¥ny prvk· mati
e. Podrobn¥j²ím rozborem lze ukázat, ºe tato
itlivost se zv¥t²uje se "vzdáleností" od hlavní diagonále vlastní £ísla p°íli²
itlivá nejsou.10.3 �áste£ný problém vlastní
h £ísel10.3.1 Mo
ninná metoda.Zabývejme se úlohou ur£it vlastní £íslo mati
e A s nejv¥t²í absolutníhodnotou (tzv. dominantní vlastní £íslo).P°edpokládáme, ºe mati
e A má n lineárn¥ nezávislý
h vlastní
h vek-tor·, jediné dominantní vlastní £íslo a ostatní vlastní £ísla jsou se°azenanásledují
ím zp·sobem:
|λ1| > |λ2| ≧ |λ3| ≧ ... ≧ |λn|.Zvolíme vektor y(0) a vyjád°íme jej ve tvaru lineární kombina
e vlastní
hvektor·

y(0) = α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn.120



Sestrojíme nyní posloupnost vektro· {y(k)
} pomo
í rekurentního vztahu

(10.3.1) y(k) = Ay(k−1), k = 1, 2, 3, ... .Protoºe je y(k) = Aky(0) a Avi = λivi , pak odtud plyne
y(k) = α1A

kv1 + α2A
kv2 + ...+ αnA

kvn = α1λ
k
1v1 + α2λ

k
2v2 + ...+ αnλ

k
nvnneboli

(10.3.2) y(k) = λk
1(α1v1+εk), εk =

n∑

i=2

αi

(
λi

λ1

)k

vi,a také
(10.3.3) y(k+1) = Ay(k) = λk+1

1 (α1v1+εk+1), εk+1 =
1

λ1

Aεk.Pro j -tou sloºku vektoru y(k) z (10.3.2) plyne:
y

(k)
j = λk

1(α1v1j + εkj),kde v1j , εkj jsou =-té sloºky vektor· ==. Protoºe podle p°edpokladu je
|λi/λ1| < 1, i ≧ 2, potom lim

k→∞
εk = lim

k→∞
εk+1 = 0,a bude

(10.3.4) λ1 = lim
k→∞

y
(k+1)
j

y
(k)
j

= lim
k→∞

λk+1
1 (α1v1j + εkj)

yk
j (α1v1j + εk+1,j)

.Pro dostate£n¥ velká k budou podíly λ
(k)
1 = y

(k+1)
j /y

(k)
j , j = 1, 2, ..., naproximovat vlastní £íslo λ1 ( εkj → 0 pro k →∞ .Podle (10.3.2) se lim

k→∞
y(k) li²í od vlastního vektoru v1 pouze multiplika-tivní konstantou.Protoºe v prakti
ký
h úlohá
h obvykle nemáme informa
e, zda jsou spln¥-ny p°edpoklady metody, m·ºe nám konvergen
e pro
esu (10.3.1) £init potíºe.Nap°. nevhodná volba vektoru y(0) muºe znemoºnit výpo£et. T°eba volíme-li y(0) tak, ºe bude α1 = 0 nebo bude blízké nule. K zastavení pro
esuitera
í obvykle slouºí podmínka |λ(k)

1 − λ
(k+1)
1 | < δ . Je velmi obtíºné ur£itodhad 
hyby metody. Aby
hom se vyvarovali p°epln¥ní po£íta£e, doporu£ujese v kaºdé itera
i normalizovat vektory y(k) (nap°. aby m¥ly nejv¥t²í sloºkurovnou jedné). 121



Mo
ninnou metodu lze modi�kovat tak, aby
hom mohli po£ítat i ví
ená-sobná dominantní vlastní £ísla se stejnou absolutní hodnotou, p°ípadn¥ dal²ívlastní £ísla λ1, λ2, ..., pokud máme p°ed
házejí
í £ísla vypo£tena. Ve v²e
ht¥
hto p°ípade
h nelze obe
n¥ zaru£it konvergen
i metody a je t°eba provéstpodrobn¥j²í analýzu metody. V prakti
ký
h úlohá
h v¥t²inou itera
e kon-vergují pomalu a je t°eba pouºit n¥jakého ury
hlova
ího pro
esu (viz [12℄).Také skute£nost, ºe na jednu itera
i pot°ebujeme °ádov¥ n2 opera
í, m·ºepro v¥t²í n podstatn¥ omezit efektivnost metody. Pro pásové mati
e je vtomto p°ípad¥ situa
e lep²í.10.3.2 Metoda Rayleighova podílu.P°edpokládáme naví
 (ve srovnání s odst. 10.3.1), ºe mati
e A je sy-metri
ká (reálná): Potom vlastní vektory jsou ortonormální, tj. vT
i vT

j = 0 ,
i 6= j . Potom ze vztah· (10.3.2), (10.3.3) dostaneme

y(k)T

y(k) = λ2k
1 (α1v

T
1 + εT

k )(α1v1 + εk+1) = λ2k+1
1 (α2

1 + εT
k εk),

y(k)T

Ay(k) = λk
1(α1v

T
1 + εT

k )λ
(k+1)
1 (α1v1 + εk) = λ2k

1 (α2
1 + εT

k εk+1),Protoºe op¥t lim
k→∞

εT
k εk = lim

k→∞
εT

k εk+1 = 0 , kdyº |λi/λ1| < 1 , i ≧ 2 , pak
(10.3.5) λ1 = lim

k→∞

y(k)T

Ay(k)

y(k)T

y(k)
= lim

k→∞

y(k)T

y(k+1)

y(k)T

y(k)
.Protoºe εT

k εk , resp. εT
k εk+1 konvergují k nule (pro k →∞ ) zhruba dvakrátry
hleji neº εk , bude metoda Razleighova podílu dávat zpravidla lep²í aprox-ima
e vlastního £ísla. Vlastní vektor v1 se ur£í stejn¥ jako v odst. 10.3.1.10.3.3 P°íklad.Stanovme dominantní vlastní £íslo mati
e

A =




4 1 0
1 2 1
0 1 1


 .Volme y(0) = (1, 1, 1)T . Sestrojíme posloupnost vektor· y(k) podle vztahu
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(10.3.1):
y(1) = Ay(0) = (5, 4, 2)T ,

y(2) = Ay(1) = (24, 15, 6)T ,

y(3) = Ay(2) = (111, 60, 21)T ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(7) = Ay(6) = (45 423, 21 141, 6 201)T ,

y(8) = Ay(7) = (202 833, 93 906, 27 342)T ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Protoºe mati
e A je symetri
ká, m·ºeme uºít vztahu (10.3.5) (Rayleigh·vpodíl):
λ1 ≈

y(7)T

y(7)

y(7)T

y(7)
= 4, 459 656 908... .Vlastní vektor v1 ur£íme z p°ibliºného vztahu

v1 ≈
y(8)

‖y(8)‖
E

= (0, 900 75; 0, 417 02; 0, 121 42)T; ‖v1‖E = 1.Pro srovnání proved'me výpo£et £ísla λ1 také ze vztah· (10.3.4):
y

(8)
1

y
(7)
1

=
202 833

45 423
= 4, 465 425 004;

y
(8)
2

y
(7)
2

= 4, 441 890 166;

y
(8)
3

y
(7)
3

= 4, 409 288 824.Aritmeti
ká pr·m¥r t¥
hto £ísel 4, 438 867 996 m·ºeme vzít za aproxima
i£ísla λi . Dá se ukázat, ºe tato aproxima
e je hor²í neº aproxima
e získaná po-mo
í Razleighova podílu. Zku²enosti v²ak ukazují, ºe pom¥rnejv¥t²í
h sloºekvektor· y(k+1) obvykle dává nejlep²í aproxima
i λ1 . [P°esná hodnota λ1 =
= 4, 460 504 864 - v M(10, 10) .℄10.4 Úplný problém vlastní
h £ísel.Metody °e²ení úplného problému vlastní
h £ísel m·ºeme zhruba rozd¥litdo dvou kategorií:a) metody zaloºené na výpo£tu vlastní
h £ísel pomo
í 
harakteristi
kéhopolynomu, 123



b) metody vyuºívají
í vztahu podobnosti mati
.V prvém p°ípad¥ ov²em nelze (pro v¥t²í n ) po£ítat pA(λ) = det (A − λI)p°ímo z de�ni
e determinantu. Existují v²ak metody (nap°. Krylovova, LeVerrierova), které ur£ují itera£ním zp·sobem koe�
ienty 
harakteristi
kéhopolynomu. Efektivnost t¥
hto metod v²ak není velká, nebot' nap°. Krylovovametody vyºaduje °ádov¥ 4
3
n3 opera
í. Vyhodn¥j²í je situa
e u tridiagonální
hmati
, kde lze odvodit jednodu
hou rekuren
i pro výpo£et 
harakteristi
kéhopolynomu:

f−1(λ) = 0; f0(λ) = 1;

fk(λ) = (ak − λ)fk−1(λ)− bkck−1kk−2(λ), k = 1, 2, ..., n;

fn(λ) = pA(λ).Zde a1, a2, ..., an jsou prvky hlavní diagonály, c1, c2, ..., cn−1 jsou prvky nadhlavní diagonálou a b2, b3, ..., bn prvky pod hlavní diagonálou. Pro symetri
két°°ídiagonální mati
e je tato metoda podrobn¥ popsána ve [12℄ v souvislostis tzv. Givensovou metodou. Protoºe práv¥ Givensova metoda a dále je²t¥efektivn¥j²í householderova metoda p°evád¥jí libovolnou symetri
kou mati
ina t°ídiagonální tvar, lze nazna£enou metodou ur£it vlastní £ísla dosti ²irokét°ídy mati
. Pro nesymetri
kou mati
i lze p°evod na t°ídiagonální tvar real-izovat nap°. tzv. Lan
zosovou metodou. Podrobný výklad v²e
h zmín¥ný
hpostup· v£etn¥ numeri
ký
h aspekt· najde £tená° ve [12℄. Druhá kategoriemetod vyuºívá kaftu, ºe podrobné mati
e mají stejná vlastní £ísla. Vyloºímezde dv¥ metody této kategorie. V obou se konstruuje posloupnost navzájempodobný
h mati
, která konverguje k takové mati
i, jejíº vlastní £ísla se dajíjednodu
hým zp·sobem ur£it.10.4.1 Metoda LU-rozkladu.Tato metoda je v literatu°e obvykle nazývána LR-transforma
í nebo LR-algoritmem.Je-li LU = A trojúhelníkový rozklad mati
e A ve smyslu odst. 6.2.4,tj. s jednotkami na diagonále mat
ie L , potom mati
e B = UL je podobnámati
i A (má tatáº vlastní £ísla). Skute£n¥, U = L−1A , a proto B = UL =
L−1AL .Sestrojíme posloupnost mati
 Ak následují
ím zp·sobem: Ne
ht' A =
A0 = L)U0 je Lu-rozklad mati
e A . Stanovíme mati
i

A1 = U0L0,124



která vznikne vynásobením mati
 L0 , U0 v opa£ném po°adí a op¥t ji ro-zloºíme na sou£in trojúhelníkový
h mati
, tj.
A1 = L1U1.Pokra£ujeme v tomto pro
esu a dostáváme posloupnost navzájem podobný
hmati


(10.4.1) Ak = Uk−1Lk−1 = LkUk, k = 1, 2, ... .Dá se dokázat ([12℄), ºe kdyº mati
e Bk = L1L2...Lk konvergují k regulárnímati
i, potom mati
e Ak také konvergují, a to k horní trojúhelníkové mati
is vlastními £ísly mati
e A na diagonále.Je-li mati
e A symetri
ká a pozitivn¥ de�nitní a provádíme-li LU-rozkladve smyslu Choleského algoritmu, tj.
(10.4.2) Ak = LT

k−1Lk−1 = LkL
T
k , k = 1, 2, ... .potom mati
e Ak konvergují k diagonální mati
i.Nevýhody metody Lu-rozkladu jsou patrn¥ trojího typu: (i) obe
n¥ pomálákonvergen
e posoupnosti {Ak} , (ii) velký po£et opera
í pot°ebný
h k real-iza
i algoritmu pro mati
e vy²²í
h °ád·, (iii) moºnost nestability pro
esu proobe
nou mati
i A .Po£et opera
í bude v únosný
h mezí
h, pokud tuto metodu aplikujjemena pásovou mati
i. Potom mati
e Ak budou téº pásové, nap°. t°ídiagonální.Zvla²t¥ jednodu
há je situa
e v p°ípad¥ t°ídiagonální symetri
ké pozi-tivn¥ de�nitní mati
e A . Potom mati
e Ak v (10.4.2) je op¥t t°ídiagonálnía m·ºeme odvodit jednodu
hý (stabilní) algoritmus výpo£tu prvk· mati
e

Ak−1 pomo
í prvk· mati
e Ak : P°edpokládáme, ºe je dán rozklad
Ak = LkL

T
k .Nenulové prvky mati
e Lk ozna£íme aii, ai+1,i , i = 1, 2, ..., n . Nenulovéprvky mati
e Lk+1 , které ur£uje vztah

Ak+1 = Lk+1L
T
k+1,ozna£íme bii, bi+1,i , i = 1, 2, ..., n , a vypo£teme je algoritmem:

(10.4.3)

Vstup : n, aii, ai+1,i (i = 1, 2, ..., n).

an+1,i = b0,i = 0.Pro i = 1, 2, ..., n

b2ii = a2
ii + a2

i+1,i − b2i−1,i,

b2i+1,i =
a2

i+1,ia
2
i+1,i+1

b2ii
.Výstup : bii, bi+1,i (i = 1, 2, ..., n).125



Tento algoritmus jej jistou modi�ka
í tzv. QD-algoritmu uvedeného ve [12℄.10.4.2 P°íklad.Ilustrujme si algoritmus (10.4.3) na úloze stanovot v²e
hna vlastní £íslasymetri
ké pozitivn¥ de�nitní mati
e
A =




2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1


 .Prvky mati
e A ≡ A0 ozna£íme cij , prvky mati
e L0 v rozkladu A0 =

L0L
T
0 ozna£íme aij a vypo£teme je Choleského algoritmem, tj. a11 =

√
c11 ,

a21 = c21/a11 , a22 =
√
c22 − a2

21 , a32 = c32/a22 , a33 =
√
c33 − a2

32 . Mámetedy
L0 =




a11 0 0
a21 a22 0
0 a32 a33


 .Prvky mati
e

L1 =




b11 0 0
b21 b22 0
0 b32 b33


vypo£teme algoritmem (10.4.3) p°ímo pomo
í prvk· mati
e L0 , tj. pomo
ívztah· b11 =

√
a2

11 + a2
21 , b21 = a21a22/b11 , b22 =

√
a2

22 + a2
32 − b221 , b32 =

= a32a33/b22 , b33 =
√
a2

33 − b232 . Dále vypo£teme L1L
T
1 = A1 . P°ezna£íme-li bij na aij , stanovíme prvky bij mati
e L2 op¥t algoritmem (10.4.3).V kaºdé fázi výpo£tu po£ítáme LkL

T
k = Ak . Pro
es zastavíme nap°íkladpoºadavkem, aby nejv¥t²í (v absolutní hodnot¥) nediagonální prvek mati
e

Ak byl men²í neº n¥jaké p°edem zvolené £íslo δ (lze ov²em volit i jinázastavova
í kretéria).Níºe jsme zazanamenali pouze sled výpo£t·. Pro srovnání uved'me, ºeko°eny polynomu det (A − λI) = −λ3 + 5λ2 − 6λ+ 1 jsou (s 
hybou men²íneº 10−4 ) λ1
.
= 3, 247 0 ; λ2

.
= 1, 550 0 , λ3

.
= 0, 198 1 .

λ1 ≈ 3, 217 7; λ2 ≈ 1, 595 9; λ3 ≈ 0, 199 7.Jestliºe dostate£n¥ velké k je Ak ≈ Λ (diagonální mati
e), potom vlastnívektory jsou (op¥t p°ibliºné) sloup
e mati
e L0L1L2...Lk .
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10.5 Metody ortogonální
h transforma
í.Budeme sestrojovat posloupnost A0A1A2, ... navzájem podobný
h mati
,tak ºe
Ak+1 = QT

k AkQk, k = 0, 1, 2, ...,která konverguje k mati
i, jejíº vlastní £ísla se dají leh
e ur£it. Ortogonálnímati
e Qk spe
iálním zp·sobem vybíráme. P°edností metod ortogonální
htransforma
í je numeri
ká stabilita p°íslu²ný
h algoritm·. Pro symetri
koumati
i A ≡ A0 vede tento postup k tzv. Ja
obiov¥ metod¥, kterou si vdal²ím výkladu vyloºíme podrobn¥ji. Pro obe
nou mati
i pouºíváme metodyQU-rozkladu14). == V této metod¥ v kaºdém kroku rozkládáme mati
i Akna sou£in Ak = QkUk ortogonální mati
e Qk a horní trojúhelníkové mati
e
Uk (ur£ení mati
 Qk , Uk se nazývá QU-rozklad) a ur£íme Ak+1 = UkQk .Za dosti obe
ný
h p°edpoklád· konvergují mati
e Ak k horní trojúhelníkovémati
i s vlastními £ísly mati
e A na diagonále (viz [12℄).10.5.1 P°íklad.P°íkladem ortogonální mati
e je mati
e rovinné rota
e o úhel α :

Q12(α) =

(
c −s
s c

)
,

c = cosα,

s = sinα.Stanovte mati
i B = QT
12(α)AQ12(α) , podobnou dané symetri
ké mati
i

A =

(
2 1
1 3

)
.Jednodu
hým výpo£tem zjistíme, ºe

b11 = 2c2 − 2cs+ 3s2, b12 = c2 − s2 + cs = b21, b22 = 2s2 + 3c2 − 2cs.Vybereme α tak, aby bylo b12 = cos2 α = sin2 α + sin 2α = 0 . Z poºadavku
2α = −2 ur£íme c2 = cos2 α = (5 −

√
5)/10 , s2 = sin2 α = (5 +

√
5)/10 ,

cs = cosα sinα =
√

5/5 , a tedy
B =

(
(5 +

√
5)/2 0

0 (5−
√

5)/2

)
.Diagonální prvky mati
e B jsou vlastní £ísla mati
e A .14Uºívá se £asto termínu QR-transforma
e. Podrobný vyklad najde £tená° v [12℄.127



10.5.2 Ja
obiova diagonaliza
e.Budeme se opírat o následují
í tvrzení (viz [12℄): Je-li A reálná symet-ri
ká mati
e, potom existuje ortogonální mati
e Q (tj. QT = Q−1 ), ºe mati
e
QT AQ = Λ je diagonální s vlastnímí £ísly mati
e A na diagonále.Mati
i Q budeme sestrojovat postupn¥ pomo
í posloupnosti ortogonál-ní
h mati
 Qpq(α) , kde

Qpq(α) =

p

q




1
... ...

1
... .... . . ... ...

1
... ...

· · · · · · · · · . . . s · · · · · · · · · −s · · · · · · · · ·... 1
...... . . . ...... 1
...

· · · · · · · · · · · · s · · · · · · · · · c · · · · · · · · ·... ... 1... ... . . .
p q 1




;

c = cosα,

s = sinα,

QT
pq(α) = Qpq(−α);mati
e Qpq(α) se li²í od jednotkové mati
e pouze v pozi
í
h (p, p) , (q, q) ,

(p, q) , (q, p) . Vybereme úhel α tak, aby
hom nulovali prvek bpq = bqp mati
e
B = QT

pq(α)AQpq(α)Protoºe bpq = (aqq−app)cs+apq(c
2−s2) , vede poºadavek bpq = 0 k podmín
etg 2α =

2apq

app − aqq
.128



Odtud pak dostaneme
(10.5.1)

c2 = cos2 α =
1

2
+
app − aqq

2r
, s2 = sin2 α =

1

2
− app − aqq

2r
,

sc =
apq

r
, r2 = (app − aqq)

2 + 4a2
pq.P°i konkrétním výpo£tu není t°eba po£ítat úhel α , ale pomo
í vzor
· (10.5.1)odvodit formule pro p°ímý výpo£et prvk· mati
e B (volíme |α| ≦ π/4 ):

(10.5.2)

bpp = (app + aqq + r)/2,

bqq = (appaqq − a2
pq)/bpp,

bip = aipc+ aiqs = bpi,

biq = −aips+ aiqc = bqi,

bij = aij v pstatní
h pozi
í
h.P°ezna£ením prvk· bij na aij m·ºeme v popsánem pro
esu polra£ovat,nyní ov²em s jinými indexy p , q . Nulové prvky z p°ed
házejí
í
h fází v²akobe
n¥ nulové nez·stanou, ale dá se ukázat, ºe u takto sestrojené posloup-nosti mati
 A = A0,A1,A2, ... se mimodiagonální prvky zmen²ují. P°esn¥ji- sou£et kvadrát· mimodiagonální
h prvk· konverguje k nule (viz [12℄), £ehoºvyuºíváme k zastavení uvedeného itera£ního pro
esu.Volbu znaménka u sinα , cosα po£ítaný
h z (10.5.1)provádíme tak, abysign cosα = sign apq .Zbývá zodpov¥d¥t otázku jak volit strategii p°i výb¥ru index· p , q (viz[12℄). Bud' provádíme výb¥r tak, aby
hom nulovali vºdy nejv¥t²í (v abso-lutní hodnot¥) nediagonální prvek, nebo nulujeme postupn¥. Druhý zp·sobse snáze algoritmuje, ale dává obvykle pomalej²í konvergen
i mati
 Ak k di-agonální mati
i (ry
hlost konvergen
e závisí - stejn¥ jako u mo
ninné metody- na λi/λi−1 ).Vlastní vektory mati
e A jsou sloup
e mati
e Q , kterou stanovíme jakosou£in mati
 Qpq v tom po°adí, jaké bylo zvolenou strategií ur£eno.10.5.3 P°íklad.Uºitím vztah· (10.5.1), (10.5.2) realizujeme Ja
obiovu diagonaliza
i kdané symetri
ké mati
i A = A0 . Indexy p , q volíme strategií podle prvkus nejv¥t²í absolutní hodnotou. Zaznamenáme sled výsledk·:
A0 =




3, 5 −6 5
−6 8, 5 −9
5 −9 8, 5


 (p,q)=(2,3)→




3, 5 −7, 778 2 −0, 707 1
−7, 778 2 17, 5 0
−0, 707 1 0 −0, 5


 (1,2)→129



(1,2)→




20, 964 3 0 0, 287 7

0 0, 035 8 −0, 645 9
0, 287 7 −0, 645 9 −0, 5



 (2,3)→

(2,3)→




20, 964 3 −0, 159 8 0, 239 2
−0, 159 8 0, 467 2 0
0, 239 2 0 −0, 931 4


 (1,3)→

(1,3)→




20, 968 1 0, 000 0 0
0, 000 0 0, 465 9 0, 001 7

0 0, 001 7 −0, 934 0



 (1,2)→

(1,2)→




20, 968 1 0 0, 000 0
0 0, 465 9 0, 001 7

0, 000 0 0, 001 7 −0, 934 0


 (2,3)→

(2,3)→




20, 968 1 0, 000 0 0, 000 0
0, 000 0 0, 465 9 0
0, 000 0 0 −0, 934 0


 ;

λ1 ≈ 20, 968 1,

λ2 ≈ 0, 465 9,

λ3 ≈ −0, 934 0.10.5.4 Poznámka.Podotkn¥me, ºe podobnostní metody se v¥t²inou pouºívají k mati
ímv tridiagonálním nebo v tzv. Hessenbergov¥ tvaru. Aby se zmen²il 
elkovýpo£et opera
í, obvykle se nejd°íve obe
ná mati
e p°evede (metodami uve-denými nap°. v [12℄) na n¥který ze zmín¥ný
h typ· a pak se aplikuje n¥k-terá metoda podrobnostní
h transforma
í (Ja
obiova diagonaliza
e nebo QR-rozklad, resp. LU-rozklad). Dáváme p°ednost metod¥ ortogonální
h transfor-ma
í, nebot' je numeri
ky stabilní.Poznamenejme na záv¥r, ºe velmi efektivní algoritmy t¥
hto metod najde£tená° v knize [14℄.10.6 Cvi£ení.10.6.1
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Stanovte vlastní £ísla a vlastní vektory mati
e
A =




2 1 1
1 2 1
1 1 2



 .[Návod. Uºijte postupu z p°íkl. 10.1. λ1 = λ2 = 1 , v(1) = (1, 0,−1)T ,
v(2) = (0, 1,−1)T ; λ3 = 4 , v(3) = (1, 1, 1)T .℄10.6.2Stanovte vlastní £ísla a vlastní vektory mati
e

(
2 1 + i
1− i 2

)
.[λ1 = 2+

√
2 , v1 = (

√
2, 1)T +i(0,−1)T ; λ2 = 2−

√
2 , v1 = (−

√
2, 1)T+

+i(0,−1)T .℄10.6.3Stanovte vlastní £ísla mati
a) 6 4 4 1
4 6 1 4
4 1 6 4
1 4 6 4


 ; b) 5 4 1 1

4 5 1 1
1 1 4 2
1 1 2 4


 .[a) λ1 = 15 , λ2 = 5 , λ3 = 5 , λ4 = −1 ; v1 = (1, 1, 1, 1)T ,

v2 = (0, 1,−1, 0)T , v3 = (1, 0, 0,−1)T , v4 = (1,−1,−1, 1)T ;b) λ1 = 10 , λ2 = 5 , λ3 = 2 , λ4 = 1 ; v1 = (1, 1, 1
2
, 1

2
)T , v2 = (−1

2
,−1

2
, 1, 1)T ,

v3 = (0, 0, 1,−1)T , v4 = (1,−1, 0, 0)T .℄11 Zobe
n¥ná °e²ení soustav lineární
h rovni
V sou£asné numeri
ké analýze hraje d·leºitou roli pojem singulárníhorozkladu mati
e. Pokusíme se dát £tená°i n¥kolik základní
h informa
í otomto pojmu. 131



11.1 Singulární rozklad mati
e.K reálné mati
i A typu (m,n) existují takové ortogonální mati
e U a
V [U je typu (m,m) , V je typu (n, n) ℄, ºe prvky σij mati
e�
(11.1.1) Σ = UTAV[typu (m,n) ℄ mají tuto vlastnost:a) σij = 0 , kdyº i 6= j ,b) σij ≡ σi ≧ 0.Platí tedy
(11.1.2) A = UΣVT .15)�ísl·m σi °íkáme singulární £ísla mati
e A a sloup
·m mati
 U , Vlevé a pravé sigulární vektory. Singulárním rozkladem mati
e A rozumímestanovení mati
 U , Σ , V . Dá se ukázat, ºe mati
e AAT [typu (m,m) ℄a mati
e ATA [typu (n, n) ℄ mají n stejný
h vlastní
h £ísel (p°edpoklá-dali jsme, ºe n ≦ m ) a nenulová singulární £ísla mati
e A jsou odmo
ninyz t¥
hto vlastní
h £ísel. K odvození efektivný
h a stabilní
h algoritm· sin-gulárního rozkladu v²ak tohoto faktu nelze uºít. Jeji
h odvození p°esahujeráme
 této publika
e; jsou popsány v [7a℄(ve Fortranu) a v [14℄(v Algolu).Singulární £ísla mati
e A jsou mimo°ádn¥ málo 
itlivá na poru
hy v prv
í
hmati
e, 
oº se nedá °í
i o vlastní
h £ísle
h nesymetri
ké mati
e (viz odst.10.2.7).11.1.1 P°íklad.M¥jme dánu mati
i A . Její singulární rozklad je dán mati
emi U , Σ ,
VT :

A =




1 6 11
2 7 12
3 8 13
4 9 14
5 10 15



,15) Omezujeme se na reálné mati
e, ov²em 
elý váklad lze provést i pro komplexnímati
e. Vztah (11.1.2) pak má tvar A = UΣVH , kde U , V jsou unitární mati
e, tj.takové, ºe UH = U−1 , VH = V−1 (viz odst. 5.1.2).
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U =




0, 3555 −0, 689 0, 541 0, 193 0, 265
0, 399 −0, 376 −0, 802 −0, 113 0, 210
0, 443 −0, 062 0, 160 −0, 587 −0, 656
0, 487 0, 251 −0, 079 0, 742 −0, 378
0, 531 0, 564 0, 180 −0, 235 0, 559



,

Σ =




35, 127 0 0
0 2, 465 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0



, U =




0, 202 0, 890 0, 408
0, 517 0, 257 −0, 816
0, 832 −0, 376 0, 408


 .Singulární £ísla mati
e A jsou: σ1 = 35, 127 , σ2 = 2, 465 , σ3 = 0 . Prvkymati
e A−UΣVT jsou zde 10−2 .11.2 Hodnost mati
e a £íslo podmín¥nosti.Nemoºnost numeri
ky ur£it hodnost ati
e vedla k pouºití singulárníhorozkladu. Víme z lineární algebry, ºe mati
i A typu (n, n) o hodnosti

h(A) = r lze elimina£ní metodou s úplným výb¥rem upravit na takovýtrojúhelníkový tvar U , ºe v poslední
h n − r °ád
í
h budou nuly. Numer-i
ky by
hom mohli uvaºovat podobn¥: Bude-li A blizká mati
i o hodnosti r ,m¥la by mít poslední
h n−r °ádk· malý
h (v norm¥). To v²ak není pravda,jak ihned uvidíme.Mati
e
A =




1 −1 · · · · · · · · · −1
0 1 −1 · · · · · · −1
0 0 1 −1 · · · −1... . . . . . . . . . ...... . . . . . . −1
0 · · · · · · · · · · · · 1


má hodnost h(An) = n . P°idáme-li do pozi
e (n, 1) (levý dolní roh) prvek

−22−n , dostaneme mati
i An +Z , ‖Z‖
F

= 22−n [Z se li²í od nulové mati
epouze prvkem −22−n v pozi
i (n, 1) ℄, pro niº h(An + Z) = n− 1 , p°i£emºnelze ani jeden °ádek mati
e An + Z povaºovat za malý.Proto k ur£ení hodnosti obe
né mati
e A uºijeme singulárního rozkladu,kdy h(A) = h(Σ) ; hodnost je rovna po£tu nenulový
h singulární
h £íselmati
e A . Tento postup je zaloºen na faktu, ºe ortogonální transforma
e(tj. násobení ortogonální mati
í) nem¥ní lineární nezávislost vektor. Výhodysingulárního rozkladu spo£ívají v tom, ºe rozhodujeme o jednotlivý
h £ísle
h,133



nikoliv o vektore
h £i soubore
h vektor·. V numeri
ké praxi uºíváme termínuefektivní hodnost; je to po£et singulární
h £ísel v¥t²í
h neº n¥jaké p°edemzadané (malé) £íslo ε .Pomo
í singulární
h £ísel lze dát jinou de�ni
i £ísla podmín¥nosti mati
e:
CA =

σmax

σmin
.Je-li σmin = 0 , °ekneme, ºe £íslo podmín¥nosti mati
e A je nekone£n¥ velké.Mati
e A v tomto p°ípad¥ nemá plnou hodnost, tj. h(A) < n .Bude-li CA ≈ 1 , budeme sloup
e mati
e A povaºovat za velmi nezávislé.Pro CA velké budou sloup
e A skoro závislé. P°íkladem velmi nezávislý
hvektor· jsou vektory ortogonální. Pro ortogonální mati
i A je CA = 1 .Proto se ortogonální
h mati
 uºívá p°i konstruk
i stabilní
h algoritm·.11.3 �e²ení obe
ný
h soustav lineární
h rovni
.Ukáºeme si postup, jak pomo
í singulárního rozkladu °e²it soustavu rovni
s obe
n¥ obdélníkovou mati
í, p°i£emº p°ipoustíme i singulární £tver
ovémati
e.Ne
ht' mati
e A je typu (m,n) . Ch
eme najít v²e
hny n -rozm¥rné vek-tory x , pro které

(11.3.1) Ax = b,kde b je m -rozm¥rný vektor [mati
e typu (m, 1) ℄.Stanovíme singulární rozklad mati
e A a v soustav¥
(11.3.1) UΣVTx = bOzna£íme VTx = z , d = UTb . Potom místo soustavy (11.3.1) °e²ímesoustavu
(11.3.2) Σz = dV rozepsané podob¥
(11.3.3)

σjzj = dj, j ≦ n,

0 = dj, j > n.Tato soustava má jediné °e²ení z = (z1, z2, ..., zn)T , pokud h(A) ≡ r = n ,a tedy σj 6= 0 , j = 1, 2, ..., n , a kdyº dn+1 = dn+2 = ... = dm = 0 .134



Soustava má n−r parametri
ký systém °e²ení, kdyº r < n a dr+1 = dr+2 =
= ... = dm = 0 . V tomto p°ípad¥ totiº máme r rovni
 σjzj = dj kde σj 6= 0a n− r rovni
 typu 0 · zj = dj , r < j ≦ n .Kdyº nebude spln¥ná nulovost pravý
h stran dj v uvaºovaný
h situa
í
h,nebude mít soustava °e²ení.�e²ení p·vodní soustavy je dáno vztahem

x = Vz.11.3.1 P°íklad.Uvaºujme soustavu Ax = b , kde b = (5, 5, 5, 5, 5)T a mati
e A je dánav p°íkl. 11.1.1 spolu s jejím singulárním rozkladem UΣVT .Ur£íme d = UTb . Protoºe singulární £ísla mati
e A jsou σ1 = 35, 127 ,
σ2 = 2, 465 , σ3 = 0 má soustava (11.3.2) tvar

35, 127 · z1 = 11, 075,

2, 465 · z2 = −1, 560

0 · z3 = 0.Tato soustava je °e²itelná pro libovolné z3 , tj. z = (0, 315;−0, 633; z3)
T .Pro z3 = 0 vypo£teme x0 = Vz0 = (−0, 500; 0; 0, 500)T . Dosazováním sem·ºeme p°esv¥d£it, ºe vektory x = (−1, 001; 1, 002;−0, 001)T (pro z3 =

= −1, 226 ), x = (−1, 1, 0) jsou také °e²ením.Aby
hom postihli v²e
hna °e²ení, napí²eme z ve tvaru
z = (0, 315;−0, 633; z3)

T = (0, 315;−0, 633; 0)T + z3(0, 0, 1)T = z0 + z3z̃.Odtud
x = Vz = Vz0 + z3Vz̃ = (−1

2
, 0,

1

2
)T + z3(0, 408;−0, 816; 0, 408)T =

=
1

2
(−1, 0, 1)T + α(1,−2, 1)T(poloºili jsme 0, 408z3 = α ) Volíme-li b = (4, 5, 5, 5, 5)T , bude

d = UTb = (10, 720;−0, 871;−0, 541;−0, 193;−0, 265)T.Protoºe poslední t°i sloºky vektoru d nejsou nulové, soustava s touto pravoustranou není °e²itelná16).16) Vektor b nepat°í do prostoru vektor· y = Ax .135



11.4 Ne°e²itelné soustavy.Ne
ht' mati
e A je typu (m,n) , m ≥ n , a b je m -rozm¥rný vektor.Ch
eme najit n -rozm¥rný vektor x takový, aby vektor Ax byl 
o "nejblíºe"k vektoru b .Soustava Ax = b obe
n¥ nemusí být spln¥na "p°esn¥". �e²ením uvedenéúlohy budeme rozum¥t takový vektor xp , pro který je reziduový vektor r =
= b − Ax minimální v euklidovské norm¥, tj. pro libovolný n -rozm¥rnyvektor z platí
(11.4.1) ‖b−Axp‖E ≤ ‖b−Az‖

E
.Takto de�novanému °e²ení se °íká zobe
n¥né °e²ení nebo °e²ení ve smyslumetody nejmen²í
h £tver
·.11.4.1 P°íklad.Stanovme zobe
n¥né °e²ení soustavy Ax = b , kde

A =

(
1 1
1 1

)
, b =

(
1
2

)
, x =

(
x1

x2

)
.Stanovíme minimum funk
e

f(x1, x2) = ‖r‖2
E

= ‖b−Ax‖2
E

= (1− x1 − x2)
2 + (2− x1 − x2)

2.Z podmínek ∂f/∂x1 = 0 , ∂f/∂x2 = 0 dostaneme
−2(1− x1 − x2)− 2(2− x1 − x2) = 0,tj.

x1 + x2 =
3

2
.Zobe
n¥ním °e²ením dané soustavy je takový vektor xp = (x1, x2)

T , jehoºsloºky jsou vázány podmínkou x1 + x2 = 3
2
. Proto

xp =

(
x1,−x1 +

3

2

)T

=

(
0,

3

2

)T

+ x1 (1,−1)T ; Axp =

(
3

2
,
3

2

)T

.Soustava má nekone£n¥ mnoho zobe
n¥ný
h °e²ení xp , ale vektor Axp jejediný. Tento vektor je ortogonálním pr·m¥tem vektoru b do prostoru vek-tor· Ax a je tedy nejblíºe k vektoru b ve smyslu euklidovské normy.136



11.4.2 Normální rovni
e.Zobe
n¥né °e²ení xp de�nované vztahem (11.4.1) je °e²ením tzv. normálnísoustavy (viz[4℄)
(11.4.2) (ATA)x = ATb.Mati
e ATA je symetri
ká typu (n, n) . Je-li mati
e ATA regulární, potomsoustavu (11.4.2) lze °e²it Choleského algoritmem. Dá se dokázat (viz op¥t[4℄), ºe regularita mati
e ATA zaru£uje jednozna£nost zobe
n¥ného °e²ení.Normální rovni
e pro soustavu z p°íkl. 11.4.1 je

(
2 2
2 2

)(
x1

x2

)
=

(
3
3

)
, nebot' ATA =

(
2 2
2 2

)
, ATb =

(
3
3

)
oº vede k podmín
e x1 + x2 = 3
2
, kterou jsme v uvedeném p°íkladu dostaliminimalizováním kvadrsti
ké formy f(x1, x2) = ‖r‖2

E
.Jinou metodou ur£ení zobe
n¥ného °e²ení nám dá singulární rozklad mat-i
e A . Protoºe U a V jsou ortogonální mati
e, lze psát (ortogonální trans-forma
e nem¥ní euklidovskou normu vektoru)

‖r‖ = ‖b−Ax‖ =
∥∥UT (b−AVVTx)

∥∥ =
∥∥UTb−UT AVVTx

∥∥ = ‖d−Σz‖ ,

d = UT , z = VTx.Odtud je patrné, ºe ‖r‖ bude minimální, kdyº
(11.4.3) zj =

dj

σj

pro σj 6= 0,

zj libovolné pro σj = 0.Takºe r = h(A) rovni
 v diagonálním tvaru lze °e²it p°esn¥. Ze zbývají
í
hrovni
 dostáváme, ºe ‖r‖ =
∑
j

d2
j , kde s£ítáme p°es v²
hna j , pro která

σj = 0 nebo pro neº j > n . Zp¥tnou substitu
í x = Vz dostaneme °e²eníp·vodní úlohy.Takto ur£ené zobe
n¥né °e²ení není ov²em jediné, pokud h(A) < n . Zt¥
hto v²e
h °e²ení vybíráme nej£ast¥ji to, která má
zj = 0 pro σj = 0.D·vodem, pro£ k ur£ení zobe
n¥ného °e²ení uºíváme pra
ného singulárníhorozkladu, je skute£nost, ºe jde o numeri
ky stabilní algoritmus pro v¥t²í n i vt¥
h p°ípade
h, kdy mati
e A nemá plnou hodnost, 
oº práv¥ v jednodu²²í
h(a ry
hlej²í
h) algoritme
h vede ke zna£ným potíºím.137



11.4.3 P°íklad.V p°íkladu 11.3.1 jsme konstatovali, ºe soustava Ax = b , kde b =
= (4, 5, 5, 5)T a A je dána v p°íkl. 11.1.1 není °e²ítelná. Ukáºeme si nyní, ºeexistuje zobe
n¥né °e²ení této soustavy.Protoºe

Σ =




35, 127 0 0
0 2, 465 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0



, d = UTb =




10, 720
−0, 871
−0, 541
−0, 193
−0, 265



,m·ºeme první dv¥ rovni
e soustavy Σz = d , tj.

35, 127z1 = 10, 720

2, 465z2 = −0, 871,vy°e²it p°esn¥
z1 = 0, 305

z2 = −0, 353.Neznámou z3 m·ºeme podle (11.4.3) zvolit libovoln¥; proto poloºíme z3 = 0 ,aby
hom dostali °e²ení z s nejmen²í normou."Nepouºité" pravé strany ur£í ‖r‖2 = 0, 5412 +0, 1932 +0, 2652 = 0, 400.Zp¥tnou substitu
i dostáváme zobe
n¥né °e²ení x = Vz = (−0, 253; 0, 067 ;
0, 386)T . Pto tento vektor je Ax = (4, 395; 4, 126; 4, 795; 4, 995; 5, 195)T ne-jblíºe vektoru b ve smyslu euklidovské normy.11.4.4 P°íklad.Ch
eme pomo
í normální soustavy °e²it p£eur£enou soustavu




1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1 1 0

0 −1 1
−1 0 1






x1

x2

x3


 =




1
2
3
1
2
1



.Normální soustava má tvar


3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3





x1

x2

x3


 =



−1

1
6


 .138



Gaussovou elimina
í dostaneme jediné °e²ení xp =
(

5
4
, 7

4
, 3
)T , které je zobe
-n¥ným °e²ením dané p°eur£ené soustavy. Snadno prov¥°íme, ºe rezidouvývektor r = 1

4
(−1, 1, 0, 2, 3,−3)T je ortogonální ke sloup
·m mati
e A , tj.platí AT (b−Axp) = 0 , a tedy platí (11.4.2).11.5 Pseudoinverzní mati
e.Mati
i X typu (n,m) nazýváme Penrosovou-Moorevou pseudoinverznímati
í k mati
i A typu (m,n) , platí-li následují
í £ty°i podmínky:(1) AXA = A ,(2) XAX = X ,(3) AX je symetri
ká mati
e,(4) XA je symetri
ká mati
e.Lze dokázat, ºe taková mati
e X vºdy existuje a je jediná. Le-li mati
e

A £tvr
ová a regulární, potom X = A−1 . Je-li mati
e A obdélníková a
h(A) = n , potom X = (ATA)−1AT . Jestliºe h(A) < n nemáme k dis-pozi
i ºádnou jednodu
hou reprezenta
i pseudoiverzní mati
e. V tomto p°i-pad¥ ur£ujeme pseudoinverzní mati
i - kterou v dal²ím zna£íme AP - pomo
ísingulárního rozkladu.De�nujeme nejd°íve pseudoinverzní £íslo:

σP =

{
1/σ, kdyº σ 6= 0,

0, kdyº σ = 0
.Je-li nyní

Σ =




σ1 0 · · · 0

0 σ2
. . . ...... . . . . . . 0... . . . σn... 0... ...

0 · · · · · · 0




,

potom de�nujeme mati
i ΣP typu (n,m) pomo
í pseudoinverzní
h £ísel σP :
ΣP =




σP
1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 σP
2

. . . ...... . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 σP

n 0 · · · 0


 .139



Poznamenejme, ºe ΣΣP = Ir , kde Ir má r jedni£ek na diagonále a os-tatní prvky má nulové. Je-li tedy dán singulární rozklad mati
e A , tj.
A = UΣVT , potom de�nujeme pseudoinverzní mati
i vztahem

AP = VΣPUT .Leh
e se p°esv¥d£íme, ºe mati
e AP spl¬uje podmínky z úvodu tohotoodstav
e.Vektor x = APb je °e²ením soustavy Ax = b za p°edpokladu, ºe vek-tory Ax a b pat°í do téhoº podprostoru. Pokud tato podmínka spln¥nanení, potom x = APb má nejmen²í normu ve v²e
h vektor· x minimalizu-jí
í
h ‖b−Ax‖
E
. Z numeri
kého hlediska je uºite£né zavést pojem efektivnípseudoinverzní mati
e AP

ε .De�nuje se efektivní pseudoinverzní £íslo ( ε je zadaná p°esnost):v ostatní
h p°ípade
h
σP =

{
1/σ, kdyº σ > ε,

0, v ostatní
h p°ípade
h,a odtud
AP

ε = VΣP
ε UT .Mati
e X = AP

ε spl¬uje podmínky:(1) ‖AXA−A‖ < ε ,(2) XAX = X ,(3) AX je symetri
ká mati
e,(4) XA je symetri
ká mati
e.Taková mati
e X ov²em nemusí být jediná.11.6 Poznámka.Singulární rozklad mati
e na
hází uplatn¥níá i p°i °e²ení klasi
ký
h úlohlineární algebry. K podrobn¥j²ím pou£ení odkazujeme £tená°e na [7a℄, kdekrom¥ odvození algoritmu je téº uveden program ve Fortranu.
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II. �e²ení nelineární
h rovni

12 Formula
e problému12.1V této kapitole popí²eme n¥které numeri
ké metody následují
í
h úloh:a) Je dána funk
e f : R → R , de�novaná na intervalu 〈a, b〉 . Ch
emestanovit reálné £íslo α ∈ 〈a, b〉 (pokud existuje), pro které platí

f(α) = 0Takovému £íslu α °íkáme ko°en rovni
e f(x) = 0 .b) Je dáno zobrazení F : Rn → Rn , de�nované v oblasti Ω ⊂ Rn .Ch
eme stanovit n -ti
i α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Ω reálný
h £ísel αi takovou,ºe platí
F(α) = 0.Protoºe zobrazení F bývá obvykle reprezentováno n funk
emi o n prom¥n-ný
h F1(x1, x2, ..., xn), F2(x1, x2, ..., xn), ..., Fn(x1, x2, ..., xn) °íkáme, ºe n -ti
i

α = (α1, ..., αn) je °e²ením soustavy (obe
n¥ nelineární
h rovni
)
F1(x1, x2, ..., xn) = 0,

F2(x1, x2, ..., xn) = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Fn(x1, x2, ..., xn) = 0.
) Ch
eme stanovit v ² e 
 h n y ko°eny rovni
e

Pn(x) = 0,kde Pn je polynom stupn¥ n .Ko°eny polynomu Pn stupn¥ n [tj. ko°eny algebrai
ké rovni
e Pn(x) = 0]rozumíme nejen reálná, ale i imaginární £ísla α taková, ºe Pn(α) = 0 .Je známo, ºe polynom stupn¥ n má práv¥ n komplexní
h ko°en·, po£ítá-me-li kaºdý ko°en tolikrát, kolik je jeho násobnost. Má tedy úloha o hledání(v²e
h) ko°en· polynomu Pn oproti úloze a) svou spe
i�ku (víme p°edem,kolik je ko°en·, pra
ujeme s komplexními £ísly) a budeme se jí zabývat odd-¥ln¥. 141



12.2Numeri
ké metody, kterými se budeme nyní zabývat, jsou zaloºeny naitera£ní
h prin
ipe
h (viz odst. 1.4). Budeme hledat odpov¥di na dv¥ základníotázky:(i) Konvergují dané itera
e k hledanému ko°enu?(ii) Jestliºe ano, jak ry
hle?Jestliºe nemáme p°edb¥ºné informa
e o poloze ko°en·, víme pouze, ºe vur£itém intervalu a, b ko°en leºí, uºijeme k výpo£tu takové itera£ní metody,jejiº konvergen
e nezávisí na volb¥ po£áte£ní aproxima
e. Tyto tzv. vºdykonvergentní metody mají v¥t²inou tu nevýhodu, ºe konvergují pomalu, ahodí se tedy p°edev²ím k ur£ení takové aproxima
e ko°ene, která m·ºe býtpouºita jako po£áte£ní aproxima
e pro n¥jakou ry
hleji konvergují
í metodu.Konvergen
e takové "lep²í" metody uº ,·ºe dost siln¥ závisetnatom, jak dobráje tato po£áte£ní aproxima
e, a na vlastnoste
h funk
e f v okolí ko°ene. Jetedy rozumné rozd¥lit metody °e²ení nelineární
h rovni
 na dva typy:a) startova
í metody (vºdy konverdentní metody);b) zp°es¬ují
í metody. Tímto rozd¥lením ov²em ne
h
eme zd·raznit, ºestartova
í metoda konverguje pomalu vºdy a naopak, ºe zp°es¬ují
í metodavºdy ry
hle konverguje.Poznamenejme, ºe v 
elé této kapitole p°edpokládáme (i kdyº to £astonebudeme zd·raznovat), ºe funk
e f : R → R je v uvaºovaném intervalu
〈a, b〉 spojitá.12.3 Pojem ry
hlosti konvergen
e.Budeme °íkat, ºe posloupnost xk konverguje k £íslu alpha s ry
hlosti°ádu r , jestliºe pro k →∞

(12.3.1) |xk+1−α| = C|xk−α|r+o(|xk−α|r), C 6= 0Takto de�nované ry
hlosti konvergen
e se n¥kdy °íká asymptoti
ká, nebot'platnost vztahu (12.3.1) se uvaºuje pro velká k . Symbol o(g) byl zaveden vodst. 3.2.1.V odstav
i 7.5 vylo ukázáno, ºe ‖xk+1 − xt‖ ≦ ‖H‖
∥∥x(k−1) − xt

∥∥ , atedy itera£ní metody pro °e²ení soustav lineární
h rovni
 uvedené v £lánku7 konvergují z hlediska de�ni
e (12.3.1) s ry
hlostí °ádu r = 1 .De�ni
e ry
hlosti konvergen
e, uvedená v odst. 7.6.1, se tedy li²í odde�ni
e uvedené zde. 142



13 Startovní metody13.1 Gra�
ká metoda.Z pe£livého nakreslení grafu funk
e y = f(x) m·ºeme provést lokaliza
ireálný
h ko°en· rovni
e f(x) = 0 , tj. ur£ení interval·, ve který
h ko°enyrovni
e ur£it¥ leºí. Protoºe ko°eny rovni
e f(x) = 0 jsou x -ové sou°adni
epr·se£ík· grafu funk
e y = f(x) s osou x (obr. 5), m·ºeme si odtud ud¥latdosti konkretní p°edstávu o jeji
h poloze.N¥kdy je výhodn¥j²í rovni
e f(x) = 0 psát ve tvaru f1(x) = f2(x) ;ko°eny pak ur£íme jako x -ové sou°adni
e pr·se£ík· graf· funk
í y = f1(x)a y = f2(x) (obr. 6).Gra�
ká metoda nám téº m·ºe poskytnout informa
i, zda reálný ko°endané rovni
e v uvaºovaném intervalu v·be
 neexistuje.Pro sloºit¥j²í typy funk
í m·ºeme lokaliza
i reálný
h ko°en· provést tabe-lováním funk
e y = f(x) .13.2 Metoda bisek
e.13.2.1P°edpokládáme, ºe(i) reálná funk
e f je spojitá pro x ∈ I0 = 〈a0, b0〉 ,(ii) f(a0)f(b0) < 0 [funk£ní hodnoty v kon
ový
h bode
h intervalu I0mají opa£ná znaménka, tj. sgn f(a0) = sgn (b0) ℄.Tyto p°edpolády nám zaru£ují, ºe existuje alespo¬ jedno £íslo α ∈ I0takové, ºe f(α) = 0.Sestrojíme posloupnost interval·
I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ Ik−1 ⊃ Ik ⊃ ..., Ik = 〈ak, bk〉 ,takto (obr. 7): Je-li f(ak−1)f(bk−1) < 0 , potom Ik = 〈ak, bk〉 bude tenz interval· 〈ak−1, sk〉 , 〈sk, bk−1〉 , v jehoº kon
ový
h bode
h má funk
e fopa£ná znaménka; sk je st°ed intervalu Ik−1 = 〈ak−1, bk−1〉 , tj.

sk =
1

2
(ak−1 + bk−1).Budou-li na²e výpo£ty p°esné, bude ko°en α leºet v káºdém z intervalu

Ik = 〈ak, bk〉 a posloupnosti {ak} , {bk} kon
ový
h bod· t¥
hto interval·vºdy konverguji ke ko°enu α . Po n kro
í
h bude interval In mít délku
(13.2.1) bn−an =

1

2
(bn−1−an−1) =

1

22
(bN−2−an−2) = ... =

1

2n
(b0−a0).143



Pro odhad 
hyby proto platí (nebot' α ∈ In )
(13.2.2) |an−α| ≦

b0 − a0

2n
, resp. |bn−α| ≦ b0 − a0

2n
.Metoda bisek
e konverguje pomalu. V kaºdém kroku se p°esnost zlep²ujepouze o jednu dvojkovou £ísli
i. Protoºe 10−1 ≈ 2−3,3 , zlep²í se p°esnost ojednu de
imální £ísli
i po 3, 3 kro
í
h. Je ov²em z°ejme, ºe ry
hlost konver-gen
e metody je z
ela nezávislá na funk
í f .13.2.2 Algoritmus metody bisek
e.1. Volíme £íslo ε a interval I − 0 = 〈a0, b0〉 .2. Stanovíme st°ed intervalu I0 : s1 = 1

2
(a0 + b0) .3. Kdyº f(s1) = 0 , pak α = s1 a algoritmus kon£í.4. Pokud f(s1) 6= 0 , pak

I1 = 〈a1, b1〉 =

{
〈a0, s1〉 , kdyº sgn f(s1) = sgn f(b0),

〈s1, b0〉 , kdyº sgn f(s1) = sgn f(a0),5. Pokud |b1− a1| ≧ ε , p°ezna£íme a1 → a0 , b1 → b0 a pokra£ujeme odbodu 2; v opá£ném p°ípad¥ výpo£et ukon£íme a a1 (resp. b1 ) je aproxima
eko°ene s 
hybou men²í neº ε .Tab. 1013.2.3 P°íklad.Stanovme aproxima
i ko°ene rovni
e
f(x) =

(x
2

)2

− sin x = 0.Volme ε = 0, 005 .Z grafu funk
í y = f(x/2)2 , y = sin x odhadneme I0 = 〈1, 5; 2〉 .Skute£n¥ f(1, 5) < 0 , f(2) > 0 a v I0 je ko°en rovni
e f(x) = 0 . Výsledkyvýpo£t· [v M(10, 6) ℄ podle p°ed
hozího algoritmu zapisujeme do tabulky(viz tab. 10).Podle (13.2.2) je
|a4 − α| <

1

24
· 0, 5 < 0, 05 (stejn¥ pro |b4 − α|).Pozd¥ji (odst. 13.3.1) si ukáºeme, ºe b4 je lep²í aproxima
í ko°ene α .144



13.2.4Výhodou metody bisek
e je krom¥ její jednodu
hosti i ten fakt, ºe sedá p°edem ur£it [podle vztahu (13.2.2)℄ po£et krok·, pot°ebný
h k dosaºenípoºadované p°esnosti. Nevýhodou je pomalá konvergen
e - proto je vhodnékombinovat ji s n¥kterou ry
hleji konvergují
í metodou. Krom¥ toho metodubisek
e nem·ºeme uºít k ur£ení komplexního ko°ene - nap°. u polynom·.13.3 Metoda prosté itera
e.Rovni
i f(x) = 0 p°epí²eme na tvar (bývá v¥t²inou n¥kolik moºností)
(13.3.1) x = ϕ(x)a p°edpokládáme, ºe existuje interval I0 = 〈a0, b0〉 pat°í
í de�ni£nímu oborua oboru spojitosti jak funk
e f , tak funk
e ϕ takový, který obsahuje spole£nýko°en α obou uvedený
h rovni
 (omezujeme se na reálné funk
e φ a reálnéko°eny) a pro který je spln¥na podmínka ϕ(I0) ⊂ I0 .Pomo
í (13.3.1) sestrojíme posloupnost postupný
h aproxima
í x1, x2, x3, ...ko°ene α podle následují
ího algoritmu:1. Zvolíme £íslo δ > 0 a po£áte£ní aproxima
i x0 ∈ I0 .2. Dal²í aproxima
i ur£íme z itera£ní formule
(13.3.2) xk = ϕ(xk−1), k = 1, 2, 3, ... .3. Bude-li |xk − xk−1| ≧ δ , pokra£ujeme podle bodu 2; v opa£ném p°í-pad¥ výpo£et zastavíme a xk povaºujeme za aproxima
i ko°ene α . Tentoalgoritmus lze psát (vyjma bodu 3) na²ím obvyklým zp·sobemVstup: δ, x0, ϕ, (n).Pro i = 1, 2, ..., (n) :

⌊xk = ϕ(xk−1).Výstup: xn.Parametr n obvykle na vstupu nezadáváme, ale pro
es výpo£tu zastavujemezastavova
í podmínkou |xn − xn−1| < δ .K realiza
i uvedeného algoritmu musíme mít zaru£eno, ºe posloupnost
{xk} ur£ená rekurentním vztahem (13.2.2) konverguje ke ko°enu α ∈ I0 . Ktéto otáz
e se je²t¥ vrátíme v odst. 13.3.5 a ukáºeme si, jak sranovit odhad
hyby, tj. £íslo ε = ε(δ) pro které
(13.3.3) |xk−α| < ε.145



13.3.1 P°íklad.Hledejme ko°en rovni
e fx) ≡ (x/2)2−sin x = 0 v intervalu I0 = 〈1, 5; 2〉)z p°íkl. 13.2.2 uº víme, ºe v tomto intervalu leºí alespo¬ jeden ko°en danérovni
e). Za po£áte£ní aproxima
i x0 m·ºeme volit libovolný bod intervalu
I0 (v tab. 11 jsou voleny kon
ové body).Tab. 11Uvedenou rovni
i lze p°epsat na tvar

x = 2
√

sin x nebo x = arcsin(
x

2
)2;budeme po£ítat [v M(10, 6) ℄ podle itera£ní formule

xk = 2
√

sin xk−1 nebo x = arcsin(
xk−1

2
)2a výpo£et zastavíme, bude-li |xk − xk−1| < 10−3 = δ . Leh
e se p°esv¥d£íme,ºe interval I0 = 〈1, 5; 2〉 pat°í do de�ni£ního oboru funk
e ϕ(x) = s

√
sin x ifunk
e ϕ(x) = arcsin(x/2)2 . Z po£tu itera
í usuzujeme na ry
hlost konver-gen
e. Je patrná závislost na volb¥ x0 . Druhá itera£ní formule konvergujenejry
hleji (poslední sloupe
 tabulky), ov²em ke ko°enu α = 0 , který neleºív intervalu I0 .13.3.2 Poznámka.Z p°ed
hozího výkladu by £tená° mohl získat dojem, ºe metoda prostéitera
e je lep²í neº metoda bisek
e. To m·ºe být pravda pouze pro n¥které(jednodu
hé) typy rovni
.Potíºr mohou nastat p°i výb¥ru funk
e ϕ a ur£ení intervalu I0 - existen
eko°ene v I0 totiº je²t¥ nezaru£uje konvergen
i itera£ního pro
esu (13.3.2).13.3.3 Posta£ují
í podmínky konvergen
e.P°edpokládáme, ºe funk
e ϕ je na n¥jakém intervalu I ∈ 〈a, b〉 spojitá amá tyto vlastnosti:(13.3.3) (a) ∀x ∈ I : ϕ(x) ∈ I (funk
e ϕ zobrazuje I do sebe),(b) ∃q ∈ 〈0, 1) : |ϕ(x)− ϕ(y)| ≦ q|x− y| ∀x, y ∈ I .Potom1. v intervalu I existuje práv¥ jeden (reálný) ko°en α rovni
e x = ϕ(x) ,146



2. it posloupnost {xk}∞k=1 ur£ená formulí xk = ϕ(xk−1) konverguje prokaºdé x0 ∈ I a je lim
k→∞

xk = α .D · k a z. Z p°edpokládu (a) plynou nerovnosti ϕ(a) ≧ a , ϕ(b) ≦ b[p°ípady ϕ(a) = b , ϕ(b) = a nastat nemohou℄, které zaru£ují existen
iko°ene α . Jednozna£nost je d·sledkem (b). Ze z°ejmého vztahu xk − α =
= ϕ(xk−1)− ϕ(α) a z (b) dostaneme |xk = α| ≦ q|xk−1 − α| a tedy máme

|xk = α| ≦ qk|x0 − α|, x0 ∈ I.Protoºe lim
k→∞

qk = 0 , musí být lim
k→∞
|xk − α| = 0 .Podmínky (13.3.3) (a), (b) jsou tedy posta£ují
ími podmínkami konver-gen
e metody prosté itera
e. Pro deferen
ovatelnou funk
i ϕ lze podmínku(b) nahradit podmínku [ze které plyne (b)℄:

(b') ∃q : |ϕ′(x)| ≦ q < 1 ∀x ∈ I.13.3.4 P°íklad.Vy²et°íme moºnost pouºití metody prosté itera
e k rovni
i f(x) ≡ x+
+ sin x− 1 = 0 . Protoºe f(0) = −1 < 0 , f(5π/2) = 5π/2− 1 > 0 a funk
e
f je spojitá pro v²e
hna x ∈ R , existuje v intervalu 〈0, 5π/2〉 alespo¬ jedenreálný ko°en uvedené rovni
e.P°evedeme rovni
i nap°. na tvar

x = − sin x+ 1a vy²et°íme funk
i ϕ(x) − sin x + 1 . Podmínka (13.3.3) (b') |ϕ′(x)| = |−
− cos x| < 1 je spln¥na pro v²e
hna x 6= kπ, k = 0, 1, 2, ... . Av²ak funk
e ϕzobrazuje pouze interval 〈0, π/2〉 do sebe - konkrétn¥ ϕ(〈0, π/2〉) = 〈0, 1〉 .Zvolíme-li I0 = 〈0, 1; π/2〉 , budou na tomto intervalu spln¥ny ob¥ podmínky(13.3.3) a itera£ní pro
es xk = − sin xk−1 +1 bude konvergovat pro libovolné
x0 ∈ I0 k jedinému ko°enu α ∈ I0 (α ≈ 0, 510 97 ).13.3.5 P°íklad.Ilustrujme si gra�
ky konstruk
i posloupnosti xk = ϕ(xk−1) .Ko°en α je pr·se£ík graf· funk
í y = x , y = ϕ(x) . Zvolíme x0 aur£íme bod P0 = [x0, 0] . Potom bod P1 bude mít sou°adni
e [x0, ϕ(x0)] ≡
≡ [x0, x1] . Bodem P1 vedeme rovnob¥ºku s osou x a ur£íme její pr·se£ík147



P2 s p°ímkou y = x . Rovnob¥ºka s osou y vedená bodem P2 protne k°ivku
y = ϕ(x) v bod¥ P3 . Opakováním tohoto pro
esu sestrojujeme postupn¥body P4, P5, P6, ... atd. x -ové sou°adni
e bod· P1, P3, P5, ... atd. ur£ujíposloupnost {xk} . Na obrázku 8 je znázorn¥n konvergentní itera£ní pro
esa na obrázku 9 divergentní pro
es.13.3.6 Odhad 
hyby metody prosté itera
e a ry
hlost konvergen
e.Máme-li konvergentní itera£ní pro
es xk = ϕ(xk−1) , pak α = ϕ(α) , kde
α = lim

k→∞
xk . Ode£tením t¥
hto dvou rovností dostáváme

(13.3.4) xk−α = ϕ(xk−1)−ϕ(α).Protoºe
|xk−1 − α| = |xk−1 − xk + xk − α| ≦ |xk−1 − xk|+ |xk − α|,dostáváme z podmínky (13.3.3) (b) odhad
|xk−1 − α| ≦ q|xk−1 − α| ≦ q|xk−1 − xk|+ q|xk − α|,a odtud (protoºe i− q > 0 )

(13.3.5) |xk−α| ≦
q

1− q |xk−xk−1|.Jestliºe jsme výpo£et zastavili podmínkou ==, potom pro odhad 
hyby máme
(13.3.6) |xk −α| ≦

q

1− q δ.Pro funk
i ϕ z p°íkl. 13.3.1 je
ϕ′(x) =

∣∣∣∣
cosx√
sin x

∣∣∣∣ <
1

2
= q pro x ∈ 〈1, 5; 2〉 ;potom

|x7 − α| ≦
1
2

1− 1
2

· 10−3 = 10−3.Je-li funk
e ϕ dostate£n¥ hladká, m·ºeme napsat její Taylor·v rozvoj vbod¥ α , a pak pro x = xk−1 , máme
ϕ(xk−1) = ϕ(α) + ϕ′(α)(xk−1 − α) +

ϕ′′(α)

2
(xk−1 − α)2 +

ϕ′′′(ξ)

6
(xk−1 − α)3,148



tj.
(13.3.7) xk−α = ϕ′(α)(xk−1−α)+

ϕ′′(α)

2
(xk−1−α)2 +

ϕ′′′(ξ)

6
(xk−1−α)3,Je-li ϕ′(α) 6= 0 , potom odtud plyne

(13.3.8) xk−α = ϕ′(α)(xk−1−α)+o((xk−1−α))a porovnáním s de�ni
í (12.3.1) vidíme, ºe ry
hlost konvergen
e je °ádu 1(hovo°íme také o lineárním itera£ním pro
esu).Je-li ϕ′(α) = 0 a ϕ′′(α) 6= 0 , pak
(13.3.9) xk−α =

ϕ′′(α)

2
(xk−1−α)2+o((xk−1−α)2)a ry
hlost konvergen
e je v tomto p°ípad¥ °ádu 2 (kvadrati
ký itera£ní pro-
es).O tom, kolik itera
í pot°ebujeme k dosaºení zadané p°esnosti, také rozho-duje hodnota ϕ′(α) , resp. ϕ′′(α) [kdyº ϕ′(α) = 0 ℄, jak je patrné ze vztahu(13.3.6), nebot' q ≈ |ϕ′(α)| .13.4 Metoda regula falsi.Uvaºujeme op¥t rovni
i f(x) = 0 a p°edpokládáme, ºe funk
e f je spo-jitá v intervalu I = 〈a, b〉 a ºe f(a)f(b) < 0 (tj. ºe v intervalu I existujereálný ko°en uvedené rovni
e).Vypo£teme x -ovou sou°adni
i pr·se£íku se£ny k°ivky y = f(x) sestro-jené v bode
h A = [a, f(a)] , B = [b, f(b)] podle vzor
e

(13.4.1) s1 = a− f(a)

f(b)− f(a)
(b− a).Bude-li sgn f(s1) = sgn f(a) , potom p°ezna£íme s1 na a a po£ítáme s2podle stejného vzor
e. Bude-li sgn f(s1) = sgn f(a) , p°ezna£íme s1 na ba dále po£ítáme s2 op¥t podle (13.4.1). Situa
e je z°ejmá z obr. 10. Pro-
es výpo£tu zastavíme nap°. podmínkou f(sk) < δ . Metoda regula falsi jevºdy konvergentní metodou, tj. sestrojená posloupnost sk vºdy konvergujeke ko°enu α , pokud je jeho existen
e zaru£ena. Dá se ukázat, ºe její ry
hlostje r = 1 . Nedoporu£uje se uºívat této metody "p°íli²" blízko ko°ene.Protoºe podle v¥ty o st°ední hodnot¥

f(sk)− f(a) = f ′(ξ)(sk − α).149



dostáváme pro odhad 
hyby
(13.4.2) |sk−α| ≦

f(sk)

m
, m = min

x∈I
|f ′(x)|.Poznamenejme, ºe tento odhad není závislý na konkrétní metod¥.13.4.1 P°íklad.Metodou regula falsi °e²me rovni
i f(x) ≡ (x/2)2 − sin x = 0 . Volme

I0 = 〈1, 5; 2〉 . Viz tab. 12. Výpo£et jsme zastavili podmínkou |f(sk)| < 10−5 .Tab. 1213.5 Cvi£ení.13.5.1Gra�
kou metodou ur£ete intervaly, v ni
hº existuje jediný reálný ko°ennásledují
í
h rovni
:a) x3 − 3x+ 1 = 0 ; b) ex = x+ 2 ; 
) ex = 1 + 1/x ; d) sin x = 3x− 2 .[a) 〈−2,−1〉 ; 〈0, 1〉 ; 〈1, 2〉 ; b) 〈−2, 5;−1, 5〉 ; 〈0, 5; 1, 5〉 ; 
) 〈−1, 5;−1〉 ;
〈0, 6; 1〉 ; d) 〈0, 8; 1, 2〉 .℄13.5.2Metodou bisek
e nebo metodou regula falsi ur£ete aproxima
e ko°en·rovni
 ze 
vi£. 13.5.1 s 
hybou ε = 10−2 . U metody bisek
e ur£te po£etkrok· pot°ebný
h k dosaºení poºadované aproxima
e.13.5.3Metodou prosté itera
e °e²te rovni
e ze 
vi£. 13.5.1. Prove°te posta£ují
ípodmínky konvergen
e. Itera£ní pro
es zastavte podmínkou |x − xk−1| <
10−3 . Ur£ete odhad 
hyby vypo£tené aproxima
e ko°ene. [a) 0, 347 ; 1, 532 ;
−1, 879 ; b) 1, 146 ; −1, 841 ; 
) 0, 806 ; d) 0, 934 .℄
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13.5.4Ilustrujte gra�
ky itera£ní pro
es xk = ϕ(xk−1) , kdyº:a) −1 < ϕ′(x) < 0 ; b) ϕ′(x) > 1 ; 
) ϕ′(x) < −1 .13.5.5Metodou prosté itera
e °e²te rovni
i x+ ln x = 0 . Posud'te itera£ní for-mule
xk = − ln xk−1; xk = e−xk−1 ; xk =

xk−1 + e−xk−1

2z hlediska a) konvergen
e; b) ry
hlosti konvergen
e.13.5.6Metodou prosté itera
e stanovte kladné ko°eny rovni
e x cosx = sin x−
−π/2 . Vyjasn¥te otázku konvergen
e metody pro r·zn¥ volené funk
e ϕ .Po£ítejte nap°.v M(10, 6) . [α ≡ 1, 905 69 .℄13.5.7Lze °e²it kvadrati
kou rovni
i x2 − 2x + 2 = 0 itera£ní formulí xk =
= (x2

k−1)/2 ? Jsou spln¥ny posta£ují
í podmínky konvergen
e?13.5.8Ukaºte pomo
í Taylorovy °ady, ºe pro 
hybu εk = xk −α metody prostéitera
e platí εk+1 = ϕ′(α)εk + 1
2
ϕ′′(α)ε2

k + 1
6
ϕ′′′(α)ε3

k + ... . Ur£ete pomo
ítohoto vztahu ry
hlost konvergen
e metody, je-li α ví
enásobným ko°enemrovni
e x = ϕ(x) . [Návod. Stanovte Taylor·v rozvoj v bod¥ α a ur£ete zn¥ho ϕ(xk) .℄14 Zp°e¬ují
í metodyEfektivní algoritmy °e²ení nelineární rovni
e mají obvykle dv¥ £ásti. Vprvé £ásti se vyuºívá n¥které startova
í metody a v druhé £ásti se p°ejde k151



n¥jaké ry
hleji konvergují
í metod¥, která slouºí ke zp°esn¥ní po£ítané aprox-ima
e ko°ene.14.1 Newtonova metoda.Ne
ht' jednodu
hý reálný ko°en α rovni
e f(x) = 0 leºí v intervalu I .Zvolíme x0 ∈ I a vyjád°íme funk
i f ve tvaru (Taylor·v rozvoj v bod¥ x0 )
(14.1.1) f(x) = f(x0)+f

′(x0)(x−x0)+
1

2
f ′′(ξ0)(x−x0)

2,p°i£emº p°edpokládáme, ºe v intervalu I existují deriva
e f ′ , f ′′ .Rovni
i f(x) = 0 nahradíme (aproximujeme) lineární rovni
í [první dva£leny rozvoje (14.1.1)℄
(14.1.2) f(x0)+f

′(x0)(x−x0) = 0a stanovíme její ko°en
(14.1.3) x1 = x0−

f(x0)

f ′(x0)
.Nyní nahradíme rovni
i f(x) = 0 lineární rovni
í

f(x1) + f ′(x1)(x− x1) = 0,která op¥t vyplývá z Taylorova rozvoje typu (14.1.1), ov²em v bod¥ x1 .Ko°enem této lineární rovni
e je £íslo
x2 = x1 −

f(x1)

f ′(x1)
.Opakovaná náhrada rovni
e f(x) = 0 lineárními rovni
emi typu

f(xk) + f ′(xk)(x− xk) = 0je základní my²lenkou Newtonovy metody. Proto se také Newtonov¥ metod¥£asto °íká metody lineariza
e. Ko°eny t¥
hto lineární
h rovni
 tvo°i posloup-nost, která ke ur£ená rekurentní formulí
(14.1.4) xk+1 = xk + hk, hk = − f(xk)

f ′(xk)
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je to itera£ní formule (Newtonova itera£ní formule), nebot' poºadujeme, aby
lim
k→∞

f(xk) = f(α) = 0 . pro spojitou funk
i f to znamena, ºe ko°en α musíbýt limitou posloupnosti {xk} .Itera£ní pro
es (14.1.4) zastavujeme podmínkou |hk| < δ , kde δ (poºado-vaná p°esnost) zadáváme na vstupu. K zastavení pro
esu m·ºeme ov²empouºít i podmínku |f(xk)| < δ .V geometri
ké interpreta
i formule (14.1.4) je bod [xk+1, 0] pr·se£íkemte£ny sestrojené v bod¥ [xk, f(xk)] ke k°iv
e y = f(x) s osou x . Proto takéhovo°íme o metod¥ te£en.Algoritmus Newtonovy metody odpovídá algoritmumetody prosté itera
epro funk
i
ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.14.1.1 P°íklad.Stanovme aproxima
i ko°ene α ∈ 〈1, 5; 2〉 rovni
e f(x) ≡ (x/2)2 −

sin x = 0 Newtonovou metodou. Výpo£et v M(10, 6) zastavme, bude-li
|hk| = |xk+1−xk| < 10−5 . Volíme x0−1, 5 (Viz tab. 13.) Protoºe |h4| < 10−5 ,potom α ≈ 1, 933 75 . Na po£íta£i s M(10, 6) lep²í výsledek nedostaneme. V
M(10, 10) lze stanovit α ≈ 1, 933 753 764 .Tab. 1314.1.2 Konvergen
e Newtonovy metody.Vy²et°íme naní podmínky konvergen
e poslounosti {xk} ur£ené formulí(14.1.4). Konverguje-li tato posloupnost, pak lim k →∞hk = 0 , a tedy
lim k →∞f(xk) = 0 . Pro spojitou funk
i f to znamená, ºe limita poslounosti
{xk} je ko°enem rovni
e f(x) = 0 .Z Taylorova rozvoje (14.1.1) pro x = α vyplývá [vyuºíváme skute£nost,ºe f(x) = 0 ℄

α− x0 =
f(x0)

f ′(x0)
=

1

2

f ′′(ξ0)

f ′(x0)
(α− x0)

2.Dosazením do vzor
e (14.1.3) dostaneme
(14.1.5) α−x1 =

1

2

f ′′(ξ0)

f ′(x0)
(α−x0)

2.153



Ozna£íme-li α − xk = εk , k = 0, 1, ... (
hyba k -té aproxima
e ko°ene α ),m·ºeme vztah (14.1.5) psát ve tvaru
(14.1.6) ε1 =

1

2

f ′′(ξ0)

f ′(x0)
ε2
0.Opakováním uvedeného postupu odvodíme vztah

(14.1.7) εk+1 =
1

2

f ′′(ξk)

f ′(xk)
ε2

k.P°edpokládejme nyní, ºe v intervalu I (obsahují
ím ko°en α ) platí
(14.1.8)

1

2

∣∣∣∣
f ′′(ξ)

f ′(η)

∣∣∣∣ ≦ C, ξ, η ∈ I,kde C je n¥jaké £íslo. Potom ze vztahu (14.1.7) vyplývá, ºe
|εk+1| ≦ C|εk|2, tj. |Cεk+1| ≦ |Cεk|2.Induk
í lze dokázat, ºe platí odhad 
hyby

(14.1.9) |εk+1| ≦
1

C
|Cε0|2k.Vybereme-li po£áte£ní aproxima
i x0 tak, aby platilo

(14.1.10) |C(α−x0)| < 1,bude posloupnost εk konvergovat k nule a bude xk ∈ I pro v²e
hny k .Posta£ují
í podmínka konvergen
e Newtonovy metody je tedy vyjád°ena vz-tahem (14.1.10). Protoºe obvykle nemáme ºádné informa
e o £ísle C , musímevolit x0 dostate£n¥ blízko ko°ene α , aby tato podmínka byla spln¥na.�asto se uºivá následují
í snadno ov¥°itelné kritérium konvergen
e: Je-li
f ′(x) 6= 0 , f ′′ nem¥ní znaménko vintervalu I = 〈a, b〉 , platí f(a)f(b) < 0 asou£asn¥ ∣∣∣∣

f(a)

f ′(a)

∣∣∣∣ < b− a,
∣∣∣∣
f(b)

f ′(b)

∣∣∣∣ < b− a,potom Newtonova metoda konverguje prto libovolné x0 ∈ I . Z°ejmost uve-deného kritéria je patrná z obr. 11.Porovnáme-li vztah (14.1.7) se vztahem (12.3.1), vidíme, ºe Newtonovametoda má ry
hlost konverguje °ádu r = 2 .Protoºe konstanta C ve tvaru (14.1.10) se obvykle t¥ºko ur£uje, uºivá seprakti
kého pravidla pro odhad p°esnosti, které vyplývá ze vztahu (14.1.7):154



Je-li
|α− xk| < 10−d,potom zhruba platí
|α− xk+1| < 10−2d,tj. pro v¥t²í k se kaºdou itera
í zdvojnásobuje po£et platný
h desetinný
hmíst aproxima
e ko°ene.14.2 Interpola£ní metody.14.2.1 Metoda se£en.P°edpokládáme, ºe xk 6= xk−1 jsou dobré aproxima
e jednodu
hého ko°ene

α rovni
e f(x) = 0 (obr. 12). Funk
i f nahradíme lineární funk
í g :
g(x) =

f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
(x− xk) + f(xk)( g je lineárním interpola£ním polynomem ur£eým hodnotami [xk−1, f(xk−1)] ,

[xk, f(xk)] a místo rovni
e f(x) = 0 °e²íme rovni
i g(x) = 0 . Ko°en xk+1této rovni
e je tedy ur£en formulí
(14.2.1) xk+1 = xk+τk, τk = −f(xk)

xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)a povaºujeme jej za aproxima
i ko°ene α rovni
e f(x) = 0 .Dostali jsme tak dvoukrokovou itera£ní formulí, tzn. k zahájení výpo£tupot°ebujeme dv¥ po£áte£ní aproxima
e x0, x1 , ale na rozdíl od Newtonovymetody po£ítáme na kaºdém kroku pouze jednu novou funk£ní hodnotufunk
e f (úspora £asu!). Dal²í její výhodou je, ºe ji lze uºít i k funk
ím
f , které nejsou diferen
ovatelné sta£í, aby byly spojité).V geometri
ké interpreta
i je graf lineární funk
e g se£nou grafu funk
e
f - odtud název metody.Formuli (14.2.1) lze také získat p°imo z Newtonovy formule (14.1.4),nahradíme-li deriva
i f ′(xk) diferen£ním podílem

f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
.Jestliºe p°edpokládáme platnost vztahu (14.1.8) i zde, dostaneme úva-hami analogi
kými jako u Newtonovy metody, ºe platí

(14.2.2) |εk+1| ≈ C|εk||εk−1|.155



Odtud se dá dokázat (viz [4℄, [12℄), ºe ry
hlost konvergen
e metody se£enje °ádu r = 1
2
(1 +

√
5) ≈ 1, 618 (pro k ≪ 1 ), tedy pon¥kud men²í neº uNewtonovy metody.Pokud x0, x1 nebudou dobré aproxima
e ko°ene α , nemusí metoda se£env·be
 konvergovat. Proto je nutné kombinovat ji s n¥ktorou startova
í meto-dou - nap°. s metodou regula falsi, která je konstruována na stejném prin
ipu.14.2.2 Mullerova metoda.P°edpokládáme, ºe máme t°i (dobré) aproxima
e x0, x1, x2 ko°ene αrovni
e f(x) = 0 . Dal²í (lep²í) aproxima
i ko°ene α stanovíme jako tenko°en interpola£ního polynomu 2. stupn¥ (parabola) sestrojeného z tabulky

[x0, f(x0)] , [x1, f(x1)] , [x2, f(x2)] , který je blíºe k x2 . �e²íme tedy kvadrat-i
kou rovni
i
f(x0)

(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ f(x1)

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+

+ f(x2)
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
= 0Po ne z
ela triviální
h úpravá
h dostaneme t°íbodovou itera£ní formuli

(14.2.3) x3 = x2−
2f(x2)

ω ±
√
ω2 − 4f(x2)B

,kde
ω = A+ (x2 − x1)B;

A =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

; B =

f(x2)−f(x1)
x2−x1

− f(x1)−f(x0)
x1−x0

x2 − x0

.Znaménko u odmo
niny vybíráme tak, aby jmenovatel v absolutní hodnot¥byl 
o nejv¥t²í.Vztah mezi 
hybami uvaºovaný
h aproxima
í má tvar
(14.2.4) |ε3| ≈ |ε2||ε1||ε0|.V kombina
i nap°. s metodou bisek
e poskytuje Mullerova metoda velmiefektivní algoritmus °e²ení nelineární rovni
e.
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14.3 Násobné ko°eny.Ko°en α rovni
e f(x) = 0 má násobnost s , jestliºe
0 6= g(α) <∞, kde g(x) =

f(x)

(x− α)s
.Tvrzení o ry
hlosti konvergen
e Newtonovy metody a metody se£en pro ná-sobné ko°eny neplatí. Nap°. °ád ry
hlosti konvergen
e Newtonovy metody vblizkosti dvojnásobného ko°ene je stejný jako u metody bisek
e.Modi�kovaná itera£ní formule

(14.3.1) xk+1 = xk+shk, hk = − f(xk)

f ′(xk)dává op¥t kvadrati
ký itera£ní pro
es, av²ak p°edpokládá apriorní znalostnásobnosti s ko°ene α .Jinou moºnost poskytuje následují
í úvaha. Je-li α s -násobný ko°enrovni
e f(x) = 0 , potom tento ko°en je s − 1 -násobným ko°enem ronvi
e
f ′(x) = 0 , a tedy jednodu
hým ko°enem rovni
e u(x) = 0 , kde u(x) =
= f(x)/f ′(x) (zd·vodn¥te!).Jsetliºe u Newtonovy metody se p°i výskytu násobného ko°ene itera£nípro
s zpomaluje, je tomu u metody prosté itera
e práv¥ naopak.14.4 Cvi£ení.14.4.1Stanovte aproxima
e první
h dvou první
h dvou kladný
h ko°en· rovni
e
tan x = x metodou a) Newtonovou; b) se£en. Výpo£et zastavte, bude-li
|xk − xk−1| < 10−6 . �e²te tuto rovni
i sou£asn¥ metodou prosté itera
e.Posud'te problematiku konvergen
e metody. Po£áte£ní aproxima
i ur£etegra�
kou metodou.14.4.2Stanovte men²í kladný ko°en rovni
 (s p°esností 10−5 ). Uºijte metoduprosté itera
e a stanovte odhad 
hyby. a) ex − 2(x− 1)2 = 0 ; b) e−x − (x−
−1)2 = 0 ; 
) x2 − cosπx = 0 . [a) 0, 213 31 ; b) 1, 477 68 ; 
) 0, 438 33 .℄157



14.4.3Ne
ht' Xk je interval se st°edem xk . Uºijte intervalové itera£ní formule(intervalové Newtonovy formule) Xk+1 = xk − f(Xk)/f
′(Xk) k ur£ení inter-valu délky 10−5 , v nemº leºí ko°en rovni
e ex − 3x = 0 , vite-li, ºe interval

X0 = 〈0, 1〉 ko°en obsahuje.14.4.4Ste�ensenovou metodou: xk+1 = xk − f(xk)/g(xk) , g(xk) = [f(xk+
+f(xk)) − f(xk)]/f(xk) stanovte reálný ko°en rovni
e x3 + 4x − 6 = 0 .[ 1, 134 729 .℄14.4.5Je dán kruh K1 o polom¥ru 1. Stanovte polom¥r ̺ kruhu K2 se st°edem
A na obvodu kruhu K1 , tak aby spole£ná £ást kruh· K1 a K2 m¥la obsahrovný polovin¥ obsahu kruhu K1 . [Návod. Úhel ∡PAQ , kde P , Q jsoupr·se£íky kruºni
 K1 a K2 , ozna£te x a obsah spole£né £ásti kruh· K1 a
K2 vyjád°ete pomo
í x a ̺ . Dostanete rovni
i π/2 = x(1 + cosx) + (π−
−x)− sin x . Po úprav¥ x cosx = sin x− π/2 (viz 
vi£. 13.5.6). Tuto rovni
i°e²te Newtonovou metodou s p°esností 10−7 (po£áte£ní aproxima
i ur£eteodhadem ze smyslu úlohy).℄[x ≈ 1, 905 696 ; ̺ =

√
2(1 + cosx) ≈ 1, 158 728 .℄14.4.6Jsou-li xk−2, xk − 1, xk t°i po sob¥ jdou
í aproxima
e jednodu
hého ko°enerovni
e x = φ(x) ziskané konvergentní metodou prosté itera
e, ukaºte nap°íklad¥, ºe posloupnost {yk} ur£ená formulí (Aitkenova extrapola£ní for-mule)

yk = xk −
(xk − xk−1)

2

xk − 2xk−1 + xk−2konverguje ry
hleji.
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15 �e²ení algebrai
ký
h rovni
Úloha stanovit ko°eny algebrai
ké rovni
e
P (z) ≡ a0z

n + a1z
n−1 + ... + an−1z + an = 0se v numeri
ké praxi vyskytuje natolik £asto, ºe to ospravedl¬uje samostatnýodstave
 v¥novaný této problemati
e. K °e²ení této úlohy lze ov²em pouºítmetod, o lterý
h jsme hovo°ili v p°ed
házejí
í
h odstav
í
h. Ni
mén¥ existujeje²t¥ 
elá °ada spe
iální
h metod, z ni
hº se o n¥který
h stru£n¥ zmíníme.Podrobn¥j²í informa
e najde £tená° nap°. v [5℄, [12℄, [13℄. Podle základní v¥tyalgebry má uvedená algebrai
ká rovni
e práv¥ n ko°en· α1, α2, ..., αn (kaºdýko°en po£ítáme tolikrát, kolik je jeho násobnost) a polynom P lze psát vetvaru

P (z) = a0(z − α1)(z − α2)...(z − αn).Jestliºe koe�
ienty a0, a1, ..., an jsou reálné, potom eventuální komplexníko°eny se vyskytují v komplexn¥ sdruºený
h dvoji
í
h. V²e
hny ko°eny alge-brai
ké rovni
e leºí v mezikruºí
r < |z| < R,kde

R = 1 +
1

|a0|
max

k=1,2,...,n
|ak|;

1

r
= 1 +

1

|an|
max

k=0,1,...,n−1
|ak|.D·kaz tohoto tvrzení najde £tená° nap°. v [5℄, kde jsou uvedeny i p°esn¥j²íodhady polohy ko°en· (ov²em uº pouze pro reálné ko°eny).P°i °e²ení algebrai
ký
h rovni
 se £asto ukazuje ú£elným vyuºít znalostjednoho nebo ví
e ko°en· (resp. jeji
h aproxima
í) ke sníºení stupn¥ uvaºo-vaného polynomu. V dal²í fázi pak hledáme ko°en (ko°eny) rovni
e niz²íhostupn¥. Této problemati
e jsou v¥novány následují
í dva odstav
e.15.1 Sníºení stupn¥ polynomu.15.1.1 D¥lení lineárním £initelem.
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Je-li α1 ko°en rovni
e P (z) = 0 , kde P je polynom stupn¥ n , potomdal²í ko°eny rovni
e P (z) = 0 , kde Q je polynom stupn¥ n − 1 vzniklýd¥lením polynomu P lineárním £initelem z−α1 , a tedy platí [viz téº (1.4.2)℄
P (z) = (z − α1)Q(z)Ur£íme-li ko°en α2 °e²ením rovni
e Q(z) = 0 , m·ºeme op¥t d¥lit £initelem

z−α2 , nyní ov²em polynom Q ; dostaneme polynom R stupn¥ n−2 takový,ºe
Q(z) = (z − α2)R(z).V tomto pro
esu d¥lení m·ºeme pokra£ovat, aº stanovíme v²e
hny ko°eny

αi , i = 1, 2, ..., n .K ur£ení koe�
ient· polynom· Q , R atd. pouºíváme opakováného Horne-rova algoritmu (viz odst. 1.4.4).Díky zaokrouhlova
ím 
hybám a také díky tomu, ºe místo α1 budememít k dispozi
i pouze n¥jakou aproxima
i z1 ko°ene α1 , budou p°i výpo£tukoe�
ienty redukovaný
h polynom·, po£ínaje polynomem Q , zatíºeny 
hy-bami a dobrá aproxima
e ko°ene redukovaného polynomu nemusí být stejn¥dobrou aproxima
í ko°ene p·vodního polynomu. V u£ebni
i [2℄ se uvádí, ºed¥lení lineárními £initeli z−zk je numeri
ky bezpe£ný pro
es, pokud d¥límepostupn¥ £íniteli z − z1 , z − z2 atd., kde
|z1| ≦ |z2| ≦ ... ≦ |zn−1|.V praxi toto po°adí podle rostou
í absolutní hodnoty ko°en· £asto nedo-drºíme, proto se doporu£uje aproxima
e z2, z3 atd. zlep²it iterováním p°esp·vodní polynom P . Pokud totiº d¥líme v opa£ném po°adí (tj. za£nemeod ko°ene s nejv¥t²í absolutní hodnotou), m·ºeme dostat z
ela po
hybenévýsledky.15.1.2 D¥lení kvadrati
kým £initelem.Z algebry také víme (viz téº odst. 1.4.3), ºe d¥lením polynomu

(15.1.1) P (z) = a0z
n+a1z

n−1+...+an−1z+ankvadrati
kým polynomem
(15.1.2) d(z) = z2−pz−q,dostaneme podíl (polynom stupn¥ n− 2 )

Q(z) = b0z
n−2 + b1z

n−3 + ... + bn−2160



a zbytek (lineární polynom)
φ(z) = bn−1z + bna platí

(15.1.3) P (z) = d(z)Q(z)+φ(z),K daným polynom·m P, d jsou Q, φ uur£eny jednozna£n¥ a lze je ur£itze vztahu (15.1.3) porovnáním koe�
ient· u stejný
h mo
nin z . Leh
e seproto odvodí algoritmus výpo£tu koe�
ient· polynom· Q a φ (analogieHornerova algoritmu):
(15.1.4)

Vstup : n, p, q, a0, a1, ..., an.

b0 = a0.

b−1 = 0.Pro k = 1, 2, ..., n− 1 :

bk = ak + pbk−1 + qbk−2.

bn = an + qbn−2.Výstup : b1, b2, ..., bn−1, bn.Vezmeme-li za polynom d sou£in ko°enový
h £initel· z − α , z − ᾱ , kde
α = x − i y , ᾱ = x − i y jsou komplexn¥ sdruºené ko°eny polynomu P sreálnými koe�
ienty, tj.
(15.1.5) d(z) = (z−α)(z−ᾱ) = z2−2xz+x2+y2,potom polynom φ ve vztahu (15.1.3) bude nulový.K ur£ení dal²í
h ko°en· polynomu P sta£í °e²it rovni
i Q(z) = 0 .Známe-li pouze aproxima
e ko°en· α, ᾱ , potom d¥lením polynomu Ptroj£lenem, p°íslu²ným k t¥mto aproxima
ím, nedostaneme polynom φ nulo-vý. Máme zde tedy obdobnou situa
i jako v odst. 15.1.1.V odstav
i 15.5 bude popsána metoda postupného zp°es¬ování koe�-
ient· kvadrati
kého troj£lenu odpovídají
ího aproxima
ím ko°en·, tak aby-
hom dostali kvadrati
ký troj£len ur£ují
í sou£in ko°enový
h £initel· p°es-ný
h ko°en·.15.1.3 P°íklad.�íslo α = 0, 330 73− 0, 825 12i je aproxima
í ko°ene rovni
e

z3 − 9z2 + 5z − 6 = 0161



s odhadem 
hyby 3 · 10−2 . D¥lením kvadrati
kým £initelem
(z − α)(z − ᾱ) = z2 − 0, 661 46z + 0, 790 20 (p = 0, 661 46, q = −0, 790 20)podle (15.1.3) dostáváme ve vztahu (15.1.2)

z3 − 9z2 + 5z − 6 = (z2 − 0, 661 46z + 0, 790 20)(b0z + b1) + b2z + b3,kde
b0 = a0 = 1, b−1 = 0,

b1 = a1 + pb0 + qb−1 = −8, 338 54,

b2 = a2 + pb1 + qb0 = −1, 305 81,

b3 = a3 + qb1 = 0, 589 114,Aproxima
i zbývají
ího (reálného) ko°ene ur£íme z rovni
e B(z) ≡ b0z+b1 =
= 0 . Bude to £íslo −b1/b0 = 8, 338 54 . Dá se ukázat, ºe odhad 
hyby tétoaproxima
e je 1, 6 · 10−1 (tedy hor²í neº u ko°ene α ). Zna£ná od
hylka odnuly u koe�
ient· b2, b3 sv¥d£í o tom, ºe aproxima
e ko°ene α (a tedy i ᾱ )je dosti ²patná.15.2 Grae�ova metoda.15.2.1 Spe
iální p°ípad.Pro ko°eny α1, α2 kvadrati
ké rovni
e

a0x
2 + a1x+ a2 = 0platí vztahy

(15.2.1) α1+α2 = −a1

a0

, α1α2 =
a2

a0

, a0 6= o.Jestliºe absolutní hodnoty ko°en· se od sobe dosti li²í - nap°. |α2/α1 ≪ 1| ,potom v prvním ze vztah· (15.2.1), upraveném na tvar
α1

(
1 +

α2

α1

)
= −a1

a0
,m·ºeme druhý s£ítane
 v závor
e zanedbat a dostaneme aproxima
i ko°ene

α1 ≈ −
a1

a0
.162



Po dosazení této aproxima
e do druhé rovnosti v (15.2.1) máme
α2 ≈ −

a2

a1
.Umo
níme-li vztahy (15.2.1), dostaneme

α2
1 + α2

2 =
a2

1 − 2a0a2

a2
0

, α2
1α

2
2 =

a2
2

a2
0

.M·ºeme tedy sestavit kvadrati
kou rovni
i
b0y

2 + b1y + b2 = 0,v níº
(15.2.2)

b0 = a2
0,

b1 = −(a2
1 − 2a0a2),

b2 = a2
2,a pro jejíº ko°eny β1, β2 platí

β1 = α2
1, β2 = α2

2.Analogi
ky m·ºeme ur£it aproxima
i t¥
hto ko°en· z p°ibliºný
h vztah·
β1 ≈ −

b1
b0
, β2 ≈ −

b2
b1a také

(15.2.3) |α1| ≈
√∣∣∣∣

b1
b0

∣∣∣∣|, |α2| ≈
√∣∣∣∣

b2
b1

∣∣∣∣|.P°i ur£ování t¥
hto aproxima
í zanedbáváme ve vztahu
α2

1

(
1 +

α2
2

α2
1

)
= −b1

b0£len α2
2/α

2
1 , který je men²í neº |α2/α1| (pokud |α2/α1| < 1 ), proto aprox-ima
e ko°en· α1, α2 ur£ené ve vztahu (15.2.3) budou lep²í neº aproxima
eur£ené pomo
í koe�
ient· p·vodní kvadrati
ké rovni
e.O znaménku rozhodneme dosazením do p·vodní kvadrati
ké rovni
e.V uvedeném umo
¬ování koe�
ient· rovni
e m·ºeme ov²em pokra£ovata dostávat tak stále lep²í aproxima
e ko°en· α1, α2 .Zobe
n¥ní p°ed
hozího postupu na polynom n -tého stupn¥ je obsahemnásledují
ího odstav
e. 163



15.2.2 P°ípad reálný
h ko°en·.Ch
eme najít aproxima
e ko°en· α1, α2, ..., αn polynomu n -tého stupn¥
P (z) = a0z

n + a1z
n−1 + ...+ an−1z + an,p°i£emº p°edpokládáme, ºe ko°eny jsou reálné a máme je o£íslovány podleklesají
í absolutní hodnoty, tj.

|α1| > |α2| > ... > |αn−1| > |αn|.De�nujeme posloupnost polynom·
P (0)(z) ≈ P (z), P (1)(z), P (2)(z), ..., P (k−1)(z), P (k)(z), ... .

P (k)(z) = a
(k)
0 zn + a

(k)
1 zn−1 + ... + a

(k)
n−1z + a(k)

npost°edni
tvím vztah· pro koe�
ienty ( a(0)
i = ai, i = 0, 1, 2, ..., n ):

(15.2.4)

a
(k)
0 = (a

(k−1)
0 )2,

−a(k)
1 = (a

(k−1)
1 )2 − 2a

(k−1)
0 a

(k−1)
2 ,

a
(k)
2 = (a

(k−1)
2 )2 − 2a

(k−1)
1 a

(k−1)
3 + 2a

(k−1)
0 a

(k−1)
4 ,

−a(k)
3 = (a

(k−1)
3 )2 − 2a

(k−1)
2 a

(k−1)
4 + 2a

(k−1)
1 a

(k−1)
5 − 2a

(k−1)
0 a

(k−1)
0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−1)n−1a
(k)
n−1 = (a

(k−1)
n−1 )2 − 2a

(k−1)
n−2 a(k−1)

n ,

(−1)n−1a(k)
n = (a(k−1)

n )2.Z
ela analogi
ky jako v (15.2.3) se dá odvodit (viz [12℄), ºe
(15.2.5) |aj = 2k

√√√√
∣∣∣∣∣
a

(k)
j

a
(k)
j−1

∣∣∣∣∣|, j = 1, 2, ..., n.Vztahy (15.2.4) jsou odvozeny z poºadavku, aby ko°eny polynomu P (k)byly druhými mo
ninami ko°en· polynomu P (k−1) .Pomo
í vztahu (15.2.5) vypúo£teme absolutní hodnoty ko°en· aj . Pokudani jedno ze dvou £ísel |aj | , −|aj| nedává uspokojiv¥ malou hodnotu poly-nomu P , signalizuje to nespln¥ní p°edpokládu metody, tj. v rovni
i P (z) = 0se vyskytuji ko°eny se stejnou hodnotou, v£etn¥ ko°en· komplexní
h.P°i ru£ním výpo£tu si do °ádek pod sebe zapisujeme koe�
ienty polynom·
P0, P1, P2 atd. podle vztah· (15.2.4).Protoºe pro rostou
í k koe�
ienty a

(k)
j obvykle ry
hle rostou, doporu£ujese provést ob£asnou normaliza
i koe�
ient·, aby
hom se vyvarovali problémus p°epln¥ním po£íta£e. 164



15.2.3 P°íkladUºijme Grae�ovy metody k ur£ení ko°en· rovni
e
z3 − 0z2 + 5z − 6 = 0.Po£ítejme v M(10, 5) (viz tab. 14). Podle (15.2.5) máme

|α1| ≈ 8

√
2, 710 9 · 107

1
≈ 8, 494 5;dosazením do rovni
e zjistíme, ºe α1 ≈ 8, 494 5 a ºe ostatní podíly námneposkytnou dobré výsledky. Skute£nost, ºe se ve sloup
i a(k)

2 st°ídají znamén-ka (nemusí se strídat pravideln¥) signalizuje výskyt komplexní
h ko°en·.Hornerovým algoritmem zjistíme (viz téº odst. 15.1.1), ºe
z3 − 9z2 + 5z − 6 ≈ (z − 8, 494 5)(z2 − 0, 505 50z + 0, 706 03),a tedy ko°eny α2,3 ≈ 0, 252 75± 0, 801 34i jsme vypo£ítali °e²ením kvadrat-i
ké rovni
e. Tab. 1415.2.4 P°ípad komplexní
h ko°en·.Maji-li n¥které ko°eny algebrai
ké rovni
e stejnou absolutní hodnotu, nas-tanou p°i uºití Grae�ovy metody jisté komplika
e, které v²ak nejsou nezvlád-nutelné.Omezíme se na p°ípad, kdy dva ko°eny αi, αi+1 mají stejnou absolutníhodnotu . P°edpokládáme tedy, ºe platí
|α1| > |α2| > ... > |αi−1| > |αi| = |αi+1| > |αi+2| > ... > |αn|a ºe ko°eny se stejnou absolutní hodnotou jsou komplexní, tj.

αi = r(cosα + i sinα),

αi+1 = r(cosα− i sinα), |αi| = |αi+1| = r.Obe
n¥j²í p°ípad je popsán v [12℄ nebo v [5℄. Výskyt t¥
hto komplexní
hko°en· je v posloupnosti koe�
ient· a
(0)
i , a

(1)
i , a

(2)
i , ..., a

(k)
i ziskaný
h pomo
ívztah· (15.2.4) signalizován nepravidelnostmi ve znaménku (viz sloup
e a(k)

2v p°íkl. 15.2.3). 165



Absolutní hodnotu r komplexní
h ko°en· αi, αi+1 ur£íme ze vztahu
(15.2.6) r2 ≈ 2

k

√√√√
∣∣∣∣∣
a

(k)
i+1

a
(k)
i−1

∣∣∣∣∣.
17)Protoºe

αi + αi+1 = 2r cosα,Potom z vlastnosti ko°en· rovni
e P (z) = 0

α1 + α2 + ... + αi−1 + ai + ai+1 + ...+ an = −a
(0)
1

a
(0)
0máme

(15.2.7) 2r cosα = −a
(0)
1

a
(0)
0

−α1−α2−...−αi−1−αi+2−...−αn.Aproxima
e ko°en· αi, αi+1 ur£íme °e²ením kvadrati
ké rovni
e
(15.2.8) ξ2−2r(cosα)ξ+r2 = 0.Jestliºe znaménkové nepravidelnosti se projeví ve ví
e sloup
í
h sestavený
h zkoe�
ient· a

(k)
i k = 1, 2, ..., n na míst¥ úvaha o vhodnosti Grae�ovy metodyk dané rovni
i.15.2.5 P°íklad.Ch
eme stanovit aproxima
e v²e
h ko°en· rovni
e

z4 − 4z3 + 3z2 + 2z − 6 = 0.Po£ítáme v M(10, 10) a výsledky zapí²eme do tabulky (tab. 15). Anomáliivykazuje sloupe
 a(k)
2 . O£ekáváme proto, ºe ko°eny α2, α3 budou komplexníTab. 1517) Také pro ko°eny s r·znými absolutními hodnotami podle (15.2.5) platí
|αj ||αj+1| ≈ 2

k

√√√√
∣∣∣∣∣
a
(k)
j

a
(k)
j−1

∣∣∣∣∣
2

k

√√√√
∣∣∣∣∣
a
(k)
j+1

a
(k)
j

∣∣∣∣∣ = 2
k

√√√√
∣∣∣∣∣
a
(k)
j+1

a
(k)
j−1

∣∣∣∣∣.166



Podle (15.2.5) nejd°íve vypo£teme
|αi| ≈ 8

√√√√
∣∣∣∣∣
a

(3)
1

a
(3)
0

∣∣∣∣∣ =
8

√
6 594

1
≈ 3, 001 882 007.Protoºe P (0)(3, 001 882 007) ≈ 0, 037 7 , P (0)(−3, 001 882 007) ≈ 204, 44 ,usoudíme, ºe

α1 ≈ 3, 001 882 007.Analogi
ky
|α4| ≈ 8

√√√√
∣∣∣∣∣
a

(3)
4

a
(3)
3

∣∣∣∣∣ =
8

√
1 679 616

1 889 824
≈ 0, 985 368 285 8.Protoºe

P (0)(0, 985 368 285 8)≈ −4, 000 6, P (0)(−0, 985 368 285 8) ≈ −0, 288,usoudíme, ºe
α4 ≈ −0, 985 368 285 8.Zbývají
í podíly typu (15.2.5) nám nedají dobré výsledky, proto uºijeme(15.2.6):

r2 ≈ 8

√√√√
∣∣∣∣∣
a

(3)
3

a
(3)
1

∣∣∣∣∣ =
8

√
1 889 824

6 594
≈ 2, 028 425 455 = |α2α3|.Dále podle (15.2.7) dostaneme

2r cosα = 4− α1 − α4 = 1, 983 486 278.Ko°eny
α2 = r(cosα + i sinα),

α3 = r(cosα− i sinα)ur£íme °e²ením kvadrati
ké rovni
e (15.2.8)
ξ2 − 1, 983 486 278ξ + 2, 028 425 455 = 0,tj.
α2,3 ≈ 0, 991 743 139 0± 1, 022 189 317i.Poznamenejme, ºe p°esné hodnoty ko°en· jsou: 3 , 1 + i , 1− i , 1 .167



15.3 Laguerrova metoda.Tato metody je zvlá²t' u£inná pro °e²ení algebrai
ký
h rovni
, jeji
hºv²e
hny ko°eny jsou reálné a jednodu
hé. Pro takové rovni
e metoda ry
hlekonverguje a to nezávisle na (reálné) po£áte£ní aproxima
i x0 . Proto lze tutometodu za°adit mezi startova
i i zp°es¬ují
í metody. Pro ví
enásobné ko°enyse konvergen
e zpomalí v okolí násobného ko°ene. pro stanovení komplexní
hko°en· se této metody dá teké uºít, i kdyº se vtomto p°ípad¥ o konvergen
imnoho nevi ([12℄). Zku²enosti ukazuji, ºe pradv¥podobnost výskytu diver-gentního pro
es je velive malá.Laguerrova metoda je ur£ena itera£ní formulí
(15.3.1) xk+1 = xk−

nP (xk)

P (xk)±
√
H(xk)

,kde n je stupe¬ polynomu a
H(xk) = (n− 1)[(n− 1)(P ′(xk))

2 − nP (xk)P
′′(xk)].Jsou-li v²e
hny ko°eny reálné, dá se ukázat, ºe H je stále nezáporná funk
e;znaménko u odmo
niny vybereme rovné sgnP (xk) . U komplexní
h ko°en·vybereme znyménko tak, aby jmenovatel m¥l 
o nejv¥t²í absolutní hodnotu.Jsou-li reálné ko°eny se°yzeny tak, ºe

α1 ≦ α2 ≦ α3 ≦ ... ≦ αn,pak kdyº bude x0 ∈ (αj−1, αj) , j = 1, 2, ..., n konverguje pro
es (15.3.1) kjednomu z ko°en· αj−1, αj ; kdyº bude xo < α1 , potom (15.3.1) konvergujek α1 ; je-li x0 > αn , potom konverguje k αn .15.4 Newtonova metody a metoda se£en pro polynomy.Uved'me si zde pouze algoritmy, nebot' výklad t¥
hto metod byl provedenv odstav
í
h 14.1, 14.2.1.Uvedeme algoritmus Newtonovy metody, jehoº základem je opakovanýHorner·v algoritmus (viz odst. 1.4.4) pro reálné z0 :
168



(15.4.1)

Vstup : n, δ, z0, a0, a1, ..., an.

b0 = a0.

c0 = a0.Pro k = 0, 1, 2, ..., (m) :Pro j = 1, 2, ..., n :

bj = zkbj−1 + aj .Pro s = 1, 2, ..., n− 1 :

cs = zkcs−1 + bs.

hk = − bn
cn−1

.

zk+1 = zk + hk.Výstup : zm.�íslo m neur£ujeme p°edem, ale výpo£et ukon£íme, bude-li spln¥na pod-mínka |hk| = |zk+1 − zk| < δ .Je-li aproxima
e z0 = x0 + i y0 ko°ene rovni
e P (z) = 0 s reálnýmikoe�
ienty komplexní (získaná nap°. Grae�ovou metodou), lze algoritmus(15.4.1) upravit tak, aby
hom po£ítali pouze s reálnými £ísly.Ozna£íme proto
zk = xk + i yk, k = 0, 1, 2, ...,
bj = βj + i δj , j = 1, 2, ..., n,
cs = γs + i ηs, s = 1, 2, ..., n− 1.Rozepí²eme-li v²e
hny opera
e v algoritmu (15.4.1) v komplexní aritmet-i
e na základ¥ p°ed
hozího ozna£ení, dostaneme:
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(15.4.2)

Vstup : n, δ, x0, y0, a0, a1, ..., an.

β0 = a0, γ0 = a0, δ0 < 0, η0 = 0.Pro k = 0, 1, 2, ..., (m) :Pro j = 1, 2, ..., n :

βj = aj + xkβj−1 − ykδj−1,

δj = ykβj−1 + xkδj−1.Pro s = 1, 2, ..., n− 1 :

γs = βs + xkγs−1 − ykηs−1,

ηs = δj + ykγj−1 + xkηj−1,

xk+1 = xk −
βnγn−1 + δnηn−1

γ2
n−1 + η2

n−1

,

yk+1 = yk −
δnγn−1 + βnηn−1

γ2
n−1 − η2

n−1

,Výstup : xm, ym.Pro
es zas�tavíme, bude-li
|zk+1 − zk| =

√
(xk+1 − xk)2 + (yk+1 − yk)2 < δ.Z uvedeného algoritmu je patrn¥, ºe k ur£ení komplexního ko°ene musímevolit komplexní po£áte£ní aproxima
í.Algoritmus metody se£en se od (15.4.1) bude li²it tím, ºe v tomto p°ípad¥je

(15.4.3) hk = −bn(zk − zk−1)

bn − b̃n
,kde b̃n = P (zk−1) (vypo£ítává se v p°ed
házejí
ím kroku algoritmu) a vevstupní
h date
h musí být je²t¥ z1 .15.5 Bairstowova metoda.P°edpokládáme, ºe

d(z) = z2 − pz − q = (z − z1)(z − z2)je aproxima
e kvadrati
kého troj£lenu
d∗(z) = z2 − p∗z − q∗ = (z − α)(z − ᾱ),170



kde α, ᾱ jsou komplexn¥ sdruºené ko°eny rovni
e s reálnými koe�
ienty
P (z) ≡ a0z

n + a1z
n−1 + ... + an−1z + an = 0, n ≧ 4.�ísla z1, z2 proto aproximují ko°eny α, ᾱD¥lením polynomu P troj£lenem d [algoritmus (15.1.4)℄ dostaneme poly-nom stupn¥ n− 2 (viz odst. 15.1.2)

Q(z) = b0z
n−2 + b1z

n−3 + ... + bn−2a zbytek
φ(z) = bn−1z + bn,p°i£emº platí

(15.5.1) P (z) = d(z)Q(z)+φ(z).Koe�
ienty bn−1, bn lineárního polynomu d∗ závisejí na parametre
h p, q
oº zapí²eme ve tvaru
(15.5.2)

bn−1 = f(p, q),

bn = g(p, q).Protoºe polynom P je d¥litelný polynomem d∗ , budou koe�
ienty bn−1, bnpro p = p∗ , q = q∗ nulové, tj.
f(p∗, q∗) = 0,

g(p∗, q∗) = 0.Tedy £ísla p∗, q∗ m·ºeme povaºovat za °e²ení soustavy (nelineární
h) rovni

(15.5.3)

f(p, q) = 0,

g(p, q) = 0.Tuto soustavu p°evedeme Newtonovu metodu (viz odst. 16.3) na posloupnostlineární
h rovni
 typu
(15.5.4)

(
∂f(p,q)

∂p
∂f(p,q)

∂q
∂g(p,q)

∂p
∂g(p,q)

∂q

)(
△p
△q

)
=

(
−f(p, q)
−g(p, q)

)
,kde △p,△q jsou opravy parametr· p, q .Aby
hom mohli stanovit deriva
e funk
í f, g v soustav¥ (15.5.4), budemepolynom Q ur£ený vztahem (15.5.1) d¥lit tak, aby

(15.5.5) Q(z) = d(z)R(z)+ξ(z),171



kde
R(z) = c0z

n−4 + c1z
n−5 + ...+ cn−5z + cn−4,

ψ(z) = cn−3z + cn−2.Dosazením do vztahu (15.5.1) dostáváme
P (z) = d(z)[d(z)R(z)+ψ(z)]+φ(z) = d2(z)R(z)+d(z)(cn−3z+cn−2)+zf+gDerivujeme tuto rovnost [P (z) na p, q nezávisí℄ podle p a q

0 = −2d(z)zR(z) − z(cn−3z + cn−2) + d(z)
∂

∂q
(cn−3z + cn−2) + z

∂f

∂p
+
∂g

∂p
,

0 = −2d(z)R(z) − (cn−3z + cn−2) + d(z)
∂

∂q
(cn−3z + cn−2) + z

∂f

∂q
+
∂g

∂q
.Protoºe d(zi) = 0 , i = 1, 2 , máme odtud (po dosazení z2

i = pzi + q )
zi

(
∂f

∂p
− cn−2 − pcn−3

)
+

(
∂g

∂q
− qcn−3

)
= 0,

zi

(
∂f

∂p
− cn−3

)
+

(
∂g

∂q
− cn−2

)
= 0.Pro z1 6= z2 lte tuto vztahy sou£asn¥ splnit pouze, kdyº výrazy v závorká
hjsou nulové. Soustavu (15.5.4) proto m·ºeme psát ve tvaru

(15.5.6)

(
pcn−3 + cn−2 cn−3

qcn−3 cn−2

)(
△p
△q

)
=

(
− bn−1

− bn

)
.Tedy

△p =
cn−3bn − cn−2bn−1

N
, △q =

cn−3W − cn−2bn
N

,kde jsme ozna£ili
W = qbn−1 − pbn, M = pcn−2 − qcn−3, N = cn−3M − c2n−2.
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15.5.1 Algoritmus Bairstowovy metody.Vstup : n (≧ 4), p, q, a0, a1, ..., an, δ.

b0 = c0 = a0.

b−1 = c−1 = 0.Pro k = 1, 2, ..., n− 1 :

bk = ak + pbk−1 + qbk−2.

bn = an + qbn−2.Pro j = 1, 2, ..., n− 3 :

cj = bj + pcj−1 + qck−2.

cn−2 = bn−2 + qcn−4.

M = pcn−2 − qcn−3.

W = qbn−1 − pbn.
N = c2n−2 +Mcn−3.

△ p = (cn−3bn − cn−2bn−1)/N.

△ q = (cn−3W − cn−2bn)/N.Výstup : p+△p, q +△q.Ve výpo£tu podle uvedeného algoritmu m·ºeme pokra£ovat p°ezna£ením
p +△p → p , q +△q → q . Výpo£et zastavíme nap°. podmínkou: max(| △
p|, | △ q|) < δ .15.5.2 P°íklad.V p°íkladu 15.2.5 jsme zjistili, ºe kvadrati
ký troj£len z2−1, 983 486 278z+
+2, 028 425 455 je aproxima
í troj£lenu odpovídají
ího komplexním ko°en·m
(1 + i, 1− i) rovni
e

z3 − 4z3 + 3z2 + 2z − 6 = 0.Uºijeme algoritmu z odst. 15.5.1 k oprav¥ parametru p, q . Vstupní parame-try:
n = 4; p = 1, 983 486 278; q = −2, 028 425 455;

a0 = 1, a1 = −4, a2 = 3, a3 = 2, a4 = −6.
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Dále
b0 = c0 = 1, b−1 = c−1 = 0,

b1 = a1 + pb0 + qb−1 = −2, 016 513 722,

b2 = a2 + pb1 + qb0 = −3, 028 152 751,

b3 = a3 + pb2 + qb1 = 0, 084 048 335 00,

b4 = a4 + qb2 = 0, 142 382 121 0,

c1 = b1 + pc0 + qc−1 = −0, 033 027 444 00,

c2 = b2 + qc0 = −5, 056 578 206,

M = pc2 − qc1 = −10, 096 647 18,

W = qb3 − pb4 = −0, 452 898 765 3,

N = c22 +Mc1 = 25, 902 449 59,

△ p = (c1b4 − c2b3)/N = 1, 658 914 516 · 10−2,

△ q = (c1W − c2b4)/N = 2, 837 277 67 · 10−2.Opravený kvadrati
ký troj£len má tvar
z2 − 2, 000 075 423z+ 2, 000 052 679.15.6 Podmín¥nostV souvislosti s °e²ením úlohy najít ko°en rovni
e f(x) = 0 na intervalu

〈a, b〉 nás zajímá 
itlivost vypo£teného ko°ene na zm¥n¥ funk
e f (vstupníúdaj). Jde nám tedy o posouzení podmín¥nosti dané úlohy.Zm¥níme-li funk
i f o △f , bude £íslo α +△α ko°enem této zm¥n¥nérovni
e [α je ko°en rovni
e f(x) = 0 ℄, tj.
(15.6.1) f(α+△α)+△f(α+△α) = 0.Z Taylorova rozvoje máme f(α + △α) = f(α) + f ′(α) △ α + O((△α)2) ,
△f(α+△α) = △f(α) +O((△α)2) a rovni
i (15.6.1) nahradíme rovni
í
(15.6.2) f(α)+f ′(α)△α+△f(α) = O((△α)2)Odtud

△α ≈ −△f(α)

f ′(α)
.Z velikosti |f ′(α)| usuzujeme napodmín¥nost. P°i malém |f ′(α)| m·ºe malázm¥na ve vstupní
h date
 funk
e f zp·sobit velkou zm¥nu ve vypo£tenémko°enu. ==== Na obr. 13 a 14 vidíme pr·b¥hy funk
e f = f(x) , resp.174



f + △f , pro n¥º je uvaºovaná úlphy ²patn¥, resp. extrémn¥ ²patn¥ pod-mín¥ná. Je-li f polynom, pak v této souvislosti hovo°íme o dob°e £i ²patn¥podmín¥ný
h polynome
h. Ve [12℄ je uvád¥n následují
í p°íklad: �e²íme-limísto rovni
e
(z − 1)(z − 2)...(z − 19)(z − 20) = 0rovni
i

(z − 1)(z − 2)...(z − 19)(z − 20)− 2−23z19 = 0(zm¥nili jsme pouze koe�
ient u z19 o 2−23 ≈ 10−7 ), dostaneme (nap-sané £ísli
e jsou platné): 1, 0; 2, 0; ..., 8, 0; 8, 9; 10, 1± 0, 6i; 14, 0± 2, 5i; 16, 7±
±2, 8i; 19, 5± 1, 9i; 20, 8 .Uºití dvojnásobné nebo ví
enásobné aritmetiky p°i °e²ení algebrai
ký
hrovni
 vy²²í
h stup¬· je v¥t²inou nezbytné k dosaºení p°esn¥j²í
h výsledk·.P°i °e²ení takový
h rovni
 m·ºeme narazit na dal²í t¥ºkosti. Nap°. m·ºedojít p°i výpo£tu funk£ní
h hodnot k p°epln¥ní po£íta£e.15.7 Cvi£ení.15.7.1Grae�ovou metodou °e²te rovni
i x4 + x3 − 10x2 − 34x− 26 = 0 .[α1 ≈ 4, 014 709 485;α2,3 ≈ 1, 936 384 71±2, 772 454 98i;α4 ≈ −1, 141 940 065 .℄15.7.2Stanovte ko°eny rovni
e x4−6, 79x3+2, 995x2−0, 043 69x+0, 000 089 25 =
0 . Po£ítejte v M(10, 4) . [Návod. Ur£ete nejv¥t²í ko°en, sniºte stupe¬ rovni
ea zjist¥te, jak se ko°eny redukovaného polynomu li²í od ko°en· p·vodníhopolynomu.℄[ 6, 326; 0, 457 3; 0, 012 58; 0, 002 453 ; redukovaný polynom x3−0, 472 0x2+
+0, 009 128x+ 0, 014 05 má ko°eny −0, 143 7; 0, 307 9± 0, 503 30i .℄15.7.3Vypo£t¥te dv¥ itera
e Laguerrovy metody k ur£ení aproxima
e komplexní-ho ko°ene rovni
e z3−9z2+5z−6 = 0 . Volte z0 = 0 a po£ítejte v M(10, 5) .[ z2 = 0, 330 73− 0, 825 12i .℄
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15.7.4Vypo£t¥te v²e
hny ko°eny rovni
e z3 − 9z2 + 5z − 6 = 0 .[ 8, 494 5; 0, 252 73± 0, 801 53i .℄16 Soustavy nelineární
h rovni
16.1 Úvodní poznámky.Soustavu n nelineární
h rovni
 pro n neznámý
h
(16.1.1)

F1(x1, x2, ..., xn) = 0,

F2(x1, x2, ..., xn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

Fn(x1, x2, ..., xn) = 0,m·ºeme psát vevektorové symboli
e jako
(16.1.2) F(x) = 0,kde je ozna£eno F = (F1, F2, ..., Fn)T ; x = (x1, x2, ..., xn)T . Ch
eme najít°e²ení této soustavy, tj. n -ti
i reálný
h £ísel (vektor) (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) = x∗takovou, ºe F(x∗) = 0 .D°íve, neº uvedeme n¥které metody °e²ení rovni
e F(x) = 0 , je t°eba siuv¥domit, ºe tato nemusí být v°dy v oboru reálný
h £ísel °e²itelná. Nap°íkladsoustava

(16.1.3)
x2 − y + a = 0,

−x+ y2 + a = 0pro a = 1 nemá °e²ení, pro a = 1
4
má jediné °e²ení (0, 5; 0, 5)T , pro a = 1má dv¥ °e²ení (0, 0)T , (1, 1)T a pto a = −1 má £ty°i °e²ení (−1, 0)T ,

(0, 1)T , ((1+
√

5)/2)T , ((1−
√

5)/2)T . Doporu£ujeme £tená°i, aby si nakreslilgrafy k°ívek reprezentovaný
h rovni
emi (16.1.3).Na rozdíl od soustav lineární
h rovni
 se p°ímé metody u nelineární
hsoustav dají uºít pouze pro n¥které spe
iální soustavy a jen tehdy, kdyºpo£et neznámý
h není p°íli² velký. Proto budeme v¥novat pozornost iter-a£ním metodám. Podáme zde ov²em pouze základní informa
i. Podrobn¥jise £tená° m·ºe s t¥mito problémy seznámit nap°. v [1℄, [5℄ a p°edev²ím vknize [7℄. 176



16.2 Metoda prosté itera
e.Rovni
i F(x) = 0 p°epí²eme (srov. s ost. 13.3) vhodným zp·sobem natvar x = Φ(x) tak, aby x∗ byl spole£ným °e²ením obou t¥
hto rovni
.P°edpokládáme samoz°ejm¥, ºe F je spojité zobrazení.Zvolíme x(0) a po£ítáme aproxima
e x(1),x(2), ... vektoru x∗ z itera£níformule
(16.2.1) x(k) = Φ(x(k−1)), k = 1, 2, 3, ... .pokud v Ω0 platí [srov. s podmínkami (13.3.3)℄
(16.2.2)

(a) ∀x ∈ Ω0 : Φ(x) ∈ Ω0,

(b) ∃q ∈ 〈0, 1) : ‖Φ(x)−Φ(y)‖ ≦ q ‖x− y‖ ∀x,y ∈ Ω0,potom posloupnost {x(0)
} ur£ená rekurentním vztahem (16.2.1) konvergujek x∗ ∈ Ω0 pro libovolnou po£áte£ní aproxima
i x(0) ∈ Ω0 a platí odhad pro
hybu metody prosté itera
e

(16.2.3)
∥∥x(k) − x∗

∥∥ ≦
q

1− q
∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥ .Symbolem ‖·‖ zna£íme vektorovou normu zavedenou v odst. 5.2.Protoºe Φ(x) = (φ1(x), φ2(x), ..., φn(x))T , lze pro diferen
ovatelné funk
e
φi(x) , i = 1, 2, ..., n , podmínku (16.2.2) (b) nahradit podmínkou

(b′) ∃q : ‖Φ′(x)‖ ≦ q < 1 ∀x ∈ Ω0,kde Φ′(x) je mati
e s prvky ∂φi(x1, x2, ..., xn)/∂xj . V podmín
e (b') mati-
ová norma musí odpovídat p°íslu²né vektorové norm¥.Výpo£ty podle (16.2.1) jsou jednodu
hé. Ov²em je mnohem obtíºn¥j²ínajít takovou rovni
i x = Φ(x) , která by byla ekvivalentní s vý
hozí rovni
i
F(x) = 0 (alespo¬ v n¥jakém Ω0 ) a sou£asn¥ taková, aby zajistila konver-gen
i pro
esu (16.2.1).16.2.1 P°íklad.�e²me soustavu Fi(x, y) ≡ 2x2−xy− 5x+ 1 = 0 , Fi(x, y) ≡ x+ 3 lnx−
−y2 = 0 .Danou soustavu p°epí²eme na tvar

x =
√

[x(5 + y)− 1]/2 ≡ φ1(x, y),

y =
√
x+ 3 lnx ≡ φ2(x, y).177



Tyto dv¥ soustavy jsou ekvivalentní v okolí bodu (x0, y0)
T = (3, 8; 2, 8)T ,který najdeme jako pr·se£ík k°ivek daný
h soustavou. Srovnáním s formulí(16.2.1) je:

x(k) =

(
xk

yk

)
,

(
φ1(xk−1, yk−1)
φ2(xk−1, yk−1)

)
= Φ(x(k−1)).Vypo£teme [v M(10, 4) ℄:

ll x1 =
√

0, 5[3, 8(5 + 2, 8)− 1] = 3, 784; y1 =
√

3, 8 + 3 ln 3, 8 = 2, 794;
x2 = 3, 774, y2 = 2, 789,
x3 = 3, 768, y3 = 2, 785,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x9 = 3, 757, y9 = 2, 780.Itera£ní pro
es jsme ukon£ili podmínkou

∥∥x(k) − x(k−1)
∥∥

R
= max(|xk − xk−1|, |yk − yk−1|) < 10−3.Tento pro
es skute£n¥ konverguje, nebot' v bod¥ x(0) (a tedy i v jeho malémokolí obsahují
ím ov²em x∗ ) je

∣∣∣∣
∂φ1(x

(0))

∂x

∣∣∣∣ ≈ 0, 52;

∣∣∣∣
∂φ1(x

(0))

∂y

∣∣∣∣ ≈ 0, 25;

∣∣∣∣
∂φ2(x

(0))

∂x

∣∣∣∣ ≈ 0, 32;

∣∣∣∣
∂φ2(x

(0))

∂y

∣∣∣∣ ≈ 0,a tedy
∥∥Φ′(x(0))

∥∥
R

= max(0, 52 + 0, 25; 0, 32 + 0) = 0, 77 < 1.Z p°ed
hozí
h výpo£t· soudíme, ºe i podmínka (16.2.2) (a) je spln¥na.Pro odhad 
hyby podle (16.2.3) platí
∥∥x(9) − x∗

∥∥
R

≦
0, 77

1− 0, 77
· 10−3 < 3, 5 · 10−3.Protoºe [v M(10, 8) ℄ je x∗ = (3, 756 833 5; 2, 779 849 1)T , pak ve skute£nostije ∥∥x(9) − x∗

∥∥
R

≦ 1, 7 · 10−4.
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16.3 Newtonova metoda.Ne
ht' x(k) = (xk, yk)
T aproxima
e °e²ení x∗ = (x∗, y∗)T rovni
e

(16.3.1) F(x) =

(
F1(x, y)
F2(x, y)

)
= 0.P°edpokládáme, ºe funk
e F1, F2 jsou diferen
ovatelné v okolí x∗ a m·ºemeje tedy vyjád°it ve tvaru Taylorova rozvoje. Zanedbáme-li £leny vy²²í
h °ád·,dostaneme

Fi(x, y) ≈ Fi(xk, yk) +
∂Fi(xk, yk)

∂x
(x− xk) +

∂Fi(xk, yk)

∂y
(y − yk), i = 1, 2.Aproximujeme tedy funk
e Fi lineární funk
í. Veltorov¥ lze psát

(16.3.2) F(x) ≈ F(x(k))+F′(x(k))(x−x(k)),kde jsme ozna£ili
F′(x(k)) =

(
∂F1(xk,yk)

∂x
∂F1(xk,yk)

∂y
∂F2(xk,yk)

∂x
∂F2(xk,yk)

∂y

)
, x− x(k) =

(
x− xk

y − yk

)
.Mati
i F′ nazýváme Ja
obiovu mati
í funk
e F .Místo rovni
e F(x) = 0 budeme [vzhledem k (16.3.2)℄ °e²it lineárnírovni
i (s neznámou x− x(k) )

(16.3.3) F(x(k))+F′(x(k))(x−x(k)) = 0.Je-li mati
e F(x(k)) regulární, potom rovni
e (16.3.3) má jediné °e²ení,které ozn£íme
(16.3.4) x(k+1)−x(k) = h(k), h(k) = −[F′(x(k))]−1F(x(k)).Vektor x(k+1) budeme povaºovat za novou (lep²í) aproxima
i °e²ení x∗rovni
e F(x) = 0 . Zd·razn¥me, ºe h(k) ur£ujeme °e²ením rovni
e F′(x(k))h =
= −F(h(k)) .I kdyº jsme z d·vod· p°ehlednosti odvodili itera£ní vztah (16.3.4) prosoustavu dvou rovni
 pro dv¥ neznámé, dovoluje nám meti
ov¥-vektorovásymbolika p°evést v²e
hny vztahy i na p°ípad, kdy

F(x) = (F1(x1, x2, ..., xn), F2(x1, x2, ..., xn), ..., Fn(x1, x2, ..., xn))T .Podmínky konvergen
e pro
esu (16.3.4) uvád¥t nebudeme. Jsou dostikomplikované (viz [1℄, [5℄) a naví
, 
oº je nejv¥t²í nedostatek, nedají se v¥t²i-nou prakti
ky prov¥°it. P°i výpo£te
h pomo
í formule (16.3.4) musíme dbáttoho, aby x(0) byla dobrá aproxima
e x∗ a aby mati
e F′ byla regulární vokolí x∗ . Potom konvergen
e pro
esu (16.3.4) bude ra
hlá (°ádu 2).179



16.3.1 P°íklad.Newtonovou metodou °e²me soustavu
F1(x, y) ≡ x2 + y2 − x = 0,
F2(x, y) ≡ x2 − y2 − y = 0.K°ivky dané rovni
emi (kruºni
e a hyperbola) mají práv¥ dva pr·se£íky.Jeden z ni
h je zhruba ur£en vektorem x(0) = (0, 8; 0, 4)T . Tuto aproxima
i°e²ení zp°esníme pomo
í formule (16.3.4). Protoºe

F′(x(k)) =

(
∂F1(xk,yk)

∂x
∂F1(xk,yk)

∂y
∂F2(xk,yk)

∂x
∂F2(xk,yk)

∂y

)
,=

(
ll2x− 1 2y

2x −2y − 1

)
.bude rovni
e (16.3.3) mít tvar [ozna£íme x = x(0) = h = (h1, h2)

T ℄:
(2x0 − 1)h1 + 2y0h2 = −x2

0 − y2
0 + x0,

2x0h1 − (2y0 + 1)h2 = −x2
0 + y2

0 + y0.�e²ením této soustavy (na 3 desetinná místa) bude
h

(0)
1 = −0, 027, h

(0)
2 = 0, 020.Odtud pak

x(1) = x(0) + h(0) = (0, 8; 0, 4)T + (−0, 027; 0, 020)T = (0, 773; 0, 420)T .Opakováním 
elého postupu dostáváme (na 7 desetinný
h míst)
x(2) = x(1) + h(1) = (0, 771 846 1; 0, 419 644 1)T.Pokra£ujeme-li ve výpo£te
h, dokud není spln¥na podmínka

∥∥x(k−1) − x(k)
∥∥

R
< 10−7.dostaneme nakone


x∗ ≈ (0, 771 844 5; 0, 419 643 4)T.16.3.2 Poznámka.Metodami £l. 16 lze stanovit téº komplexní ko°eny jedné rovni
e f(z) =
= 0 , °e²íme-li soustavu dvou rovni


u(x, y) = 0,
v(x, y) = 0,kde u(x, y) = Re f(z) , v(x, y) = Im f(z) a x = x+ i y .180



16.4 Cvi£ení.16.4.1�e²te soustavu rovni
 y − x2 = 0 , x − xy + 1 = 0 a) metodou prostéitera
e; b) Newtonovou metodou. V p°ípad¥ a) va²et°ete posta£ují
í pod-mínky konvergen
e metody. Po£áte£ní aproxima
i x(0) = (x0, y0)
T stanovtegra�
ky.16.4.2�e²te soustavu rovni
 x2 + xy + y2 = 3 , sin x − y2 = 0 a) metodouprosté itera
e; b) Newtonovou metodou, víte-li, ºe (x0, y0)

T = (1, 1)T jedobrá po£áte£ní aproxima
e.[(1,063 7;0,935 0) T .]16.4.3Stanovte v²e
hna (reálná) °e²ení soustavy rovni
 x2 + y2 = 1 , xy = 0, 4 .Po£áte£ní aproxima
e ur£íte gra�
ky.[(0,447 2;0,894 4) T , (0, 894 4; 0, 447 2)T , (−0, 447 2;−0, 894 4)T ,
(−0, 894 4;−0, 447 2)T .]16.4.4Soustavu Fi(x1, x2, ..., xn) = 0 , i = 1, 2, ..., n , lze °e²it pomo
í itera£níformule

x
(k+1)
i = x

(k)
i −

Fi(x1, x2, ..., xn)
∂Fi(x1,x2,...,xn)

∂xi

.Uºijte formule k °e²ení soustav z p°ed
házejí
í
h 
vi£ení. Aplikujte ji takév p°ípad¥, ºe Fi(x1, x2, ..., xn) = ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn − bn , tj. kdyº
F(x) = Ax− b .
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k Ak = LkL
T
k = LT

k−1Lk−1 Lk0 


2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1







1, 414 2
−0, 707 1 1, 224 7

−0, 813 5 0, 577 3




1 


2, 499 9 −0, 866 0
−0, 866 0 2, 166 6 −0, 471 4

−0, 471 4 0, 333 3







1, 581 1
−0, 547 7 1, 366 2

−0, 345 0 0, 462 9




2 


2, 800 0 −0, 748 3
−0, 748 3 1, 866 6 −0, 159 7

−0, 159, 7 0, 214 3








1, 673 3
−0, 447 2 1, 341 5

−0, 119 0 0, 447 3





3 


2, 999 9 −0, 599 9
−0, 599 9 1, 813 8 −0, 053 2

−0, 053 2 0, 200 0







1, 732 0
−0, 346 3 1, 301 5

−0, 018 3 0, 446 9




4 


3, 119 7 −0, 450 7
−0, 450 7 1, 694 2

−0, 008 2 0, 199 7








1, 766 2
−0, 255 2 1, 276 4

−0, 002 8 0, 446 9





5 


3, 184 6 −0, 325 7
−0, 325 7 1, 629 2 −0, 001 6

−0, 001 6 0, 199 7







1, 784 5
−1, 182 5 1, 263 3

−0, 000 4 0, 446 9




6 


3, 217 7 −0, 230 5
−0, 230 5 1, 595 9 −0, 000 1

−0, 000 1 0, 199 7



 atd.
k ak bk sk+1 f(sk+1) bk − ak0 1, 500 00 2, 000 00 1, 750 0 < 0 0, 51 1, 750 00 2, 000 00 1, 875 00 < 0 0, 252 1, 875 00 2, 000 00 1, 937 50 > 0 0, 1253 1, 875 00 1, 937 50 0, 906 25 < 0 0, 062 54 1, 906 25 1, 937 50 0, 031 25182



k xk = 2
√

sin xk−1

x0 = 1, 500 00

xk = 2
√

sin xk−1

x0 = 2, 000 00

xk = arcsin(xk−1/2)2

x0 = 2, 000 001 1, 997 49 1, 907 14 1, 570 792 1, 908 23 1, 943 16 1, 644 72 /∈ I03 1, 942 79 1, 930 25 0, 110 08 /∈ I04 1, 930 39 1, 935 03 0, 003 06 /∈ I05 1, 934 98 1, 933 28 |x5| < 10−56 1, 933 30 1, 933 92 Rovni
e x = arcsin(x/2)27 1, 933 92 nemá ko°en v I0!k sk ak bk+1 f(sk) fk(ak) fk(bk)0 − 1, 500 00 2, 000 0 − < 0 > 01 1, 913 73 1, 913 75 2, 000 00 < 0 < 0 > 02 1, 933 05 1, 933 05 2, 000 00 < 0 < 0 > 03 1, 933 73 1, 933 73 2, 000 00 < 0 < 0 > 04 1, 933 75k xk f(xk) f ′(xk) hk = − f(xk)
f ′(xk)

εk = xk − α0 1, 500 00 −0, 434 995 0, 679 263 6, 403 930 · 10−1 −4, 337 50 · 10−11 2, 140 39 0, 303 197 1, 609 48 −1, 883 81 · 10−1 2, 066 36 · 10−12 1, 952 01 2, 437 19 · 10−2 1, 348 05 −1, 807 93 · 10−2 1, 825 63 · 10−23 1, 933 93 2, 329 91 · 10−4 1, 322 17 −1, 762 18 · 10−4 1, 762 36 · 10−44 1, 933 75 −4, 975 70 · 10−6 1, 321 91 3, 764 02 · 10−6 −3, 764 · 10−6k a
(k)
0 a

(k)
1 a

(k)
2 a

(k)
3 P (k)(z)0 1 −9 5 −6 P (0)(z)1 1 −71 −83 −36 P (1)(z)2 1 −5 207 1 777 −1 296 P (2)(z)3 1 −2, 710 9 · 107 −1, 033 9 · 107 −1, 679 6 · 106 P (3)(z)k a

(k)
0 a

(k)
1 a

(k)
2 a

(k)
3 a

(k)
4 P (k)(z)0 1 −4 3 2 −6 P (0)(z)1 1 −10 13 −40 36 P (1)(z)2 1 −74 −599 −644 1 296 P (2)(z)3 1 −6, 594 216 801 −1, 889 824 1 679 616 P (3)(z)183


