[. Zakladni pojmy numerické matematiky

1 Numerické ulohy a algoritmy

Technik, fyzik, ekonom, piipadné pracovnik i jinych obori se o matem-
atiku zajima predevsim se dvou duvodu. Na jedné strané je pro ného matem-
atika prostfedkem k formulaci problému a ke zkoumani vztahti mezi vySetio-
vanymi objekty, tedy jakymsi jazykem, a na druhé strané je prostiedkem k
feSeni formulovanych problémii, tedy metodou.

Uvédomme si, jak se takovy reilny problém tesi. Bud’ jej miuzeme feSit
prostfedky daného oboru, tj. napiiklad pomoci experimenti, méreni atd.,
nebo prostiedky matematickymi. K matematickému feSeni redlného prob-
lému je nutné nejdiive formulovat matematicky model daného problému, tj.
formulovat matematickou lohu.

Takovou tlohu chéapeme jako funkéni vztah mezi danymi a hledanymi
objekty!) a pochopitelné pozadujeme, aby tento vztah byl srozumitelny a
jednoznacny.

1.1 Numerické tlohy a numerické metody.

Postupy (metody), jak na zakladé danych objektii a pomoci vztahi charak-
tererizujicich danou tlohu stanovit objekty hledané, mohou byt velmi rtiznoro-
dé. V této souvislosti hovofime o exactnich (teoretickych), pribliznych
a numerickych metodach.
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Kazda metoda ndm danou tlohu pfevadi na tdlohu (nebo systém tloh)

jednodussi. Jednou z nich je iloha numericka.

Numerickou ilohou rozumime jasny a jednoznac¢ny popis funkéniho vz-
tahu mezi konec¢nym poctem vstupnich a vystupnich dat, tj. mezi danymi a
hledanymi objekty numerické tulohy. Zduraznéme, zZe pro numerické dlohy je
pozadavek konecnosti soubort vstupnich a vystupnich dat podstatny. Data
numerické tlohy musi byt vyjadiitelna koneénym poctem (realnych) ¢isel.

Numericka tloha je tedy takovym matematickym modelem realného prob-
lému, ktery muze byt realizovan na pocitaéi (v koneéném case).

Zakladni matematickou disciplinou, ktera konstruuje a analyzuje metody
a postupy pro realizaci numerickych tuloh na pocitacich, je numerickd matem-
atika.

Struktura zkoumani redlnych problému je patrna ze schématu 1 na str.
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1.2 Priklady
1.2.1

Uloha uréit kofeny rovnice 2° +ay2%+asx+as = 0 s redlnymi koeficienty
je numerické uloha. Vektor vstupnich dat je a = (ay,as,a3). Vystupni data
reprezentovana vektorem x = («, 51, ag, fa, g, B3,) urcuji hledané (kom-
plexni) kofeny x; = ax+ify, k = 1,2,3. Vztah mezi vstupnimi a vystupnimi
daty je rovnici dan implicitné.

Danou tlohu miizeme feSit riaznymi metodami. Napt. mizeme uzit metodu
vypoc¢ti podle Cardanovych formuli nebo néktorou z metod uvedenych v
kap.III této publikace.

1.2.2

Matematicka uloha najit feSeni y = y(x) diferencialni rovnice
y ="+

vyhovujici po¢ateénim podminkam y(0) = 0, ' (0) = 1, neni numerickou
ulohou, nebot’ hledana funkce y nemuze byt urcena koneénym poctem reél-
nych ¢isel. Tato matematickd tloha mize byt prostfednictvim néjaké pfi-
blizné metody (viz [11],[12]) aproximovéana (tj. pfiblizné nahrazena) num-
erickou tlohou, jestlize specifikujeme vystupni tudaje jako pfiblizné hod-
noty funkce y v bodech z = h,2h,3h,..., Nh. Vstupnimi udaji jsou cisla



y(0) =0, 3 (0) = 1, dale pak hodnoty funkce 22 v bodech 2 = h,2h, ..., Nh
a Cisla h a N.

1.3 Algoritmy.

Algoritmem?) numerické metody rozumime jasnou a jednoznacénou speci-
fikaci (popis) kone¢né posloupnosti operaci, jejichz prostiednictvim se m -tici
¢isel z urc¢ité mnoziny vstupnich dat jednoznacné prirazuje n-tici vysledkaii.
"Operacemi" rozumime aritmetické a logické operace, které muze provadét
pocitac. Cile numerické matematiky jsou patrné dvojiho typu:

a) prevod matematické ilohy na numerickou, pfipadné pievod numerické
tlohy na jednodus$si numercikou tlohu,

b) udani algoritmii pro feSeni numerickych tloh a vySetfovani vlastnosti
téchto algoritmu.

Terminem numericky algoritmus, resp. numericky proces zdirazinujeme,
7ze nas u algoritmu zajima pouze realizace aritmetickych operaci s ¢isly (niko-
liv logické operace).

Jsou-li (xy,z9,...,x,) = x vstupni data, potom numericky algoritmus je
dan popisem operaci ry,ro, ..., 7 a jejich vysledku

21 =11 (X),
Z9g = T2 (X7 Zl) )
(1.3.1) z3 =13 (X, 21, 22) ,

Konecny vysledek y = (y1,y2, .., yn), 1 = n <k, je dan specidlnim vybérem
mezivysledki z; .
Algoritmus (1.3.1) budeme stru¢né zapisovat takto:

(1.3.2) y=r(x), x€X, yeYy,

kde X a Y jsou mnoziny (prostory) vstupnich a vystupnich dat.
V pocitadi se viak aritmitické operace nerealizuji presné (viz ¢l. 2), proto
misto mezivysledki z dostdvame mezivysledky z; navic pri zavadéni vstup-

2) V 9. stoleti n.1. arabsky matematik Muhamad ibn Musé4 al-Chvérizmi (pochazel z
Chivy) napsal knihu, ve které vyklada indicky pocetni systém (zaklad dekadického poz-
i¢niho systému) a pravidla jeho pouZzivani. Latinskému pfekladu nazvu knihy (vEetné au-
torova jména) "Algorithmi de numero Indorum" vdécime za termin algoritmus.



nich dat do pocitace se zpravidla dopoustime jistych vstupnich chyb, takze al-
goritmus realizovany pocitacem, tzv. strojovy algoritmus, dava mezivysledky

ZNI =01 (i)7

Z=02(X,%1),

a strojovy vysledek

(1.3.3) y=0(x),

ktery se muze dost podtatné lisit od vysledku y (teoretického). Strojové
operace 01, 02, ..., 0k Se vV pocitaci reakizuji podle pravidel danych konstrukeci
pocitace. Nekolik nezbytnych informaci najde ¢tenar v odst. 2.3.

1.3.1 Priklad.

Méjme tlohu stanovit koieny a1, zs kvadratické rovnice 22 —2bx+c =0
s realnymi koeficienty, kdyz > —c¢ > 0.
Metodou doplnéni na ¢tverec dostaneme

r1=b++/(bs — ), xg =b—+/(by — )

Algoritmus Al:

21 = 62,

g2 =21 — ¢,
z3 = \/57
Z4 = b + Z3,
25= /24,
Tl = 24,

To = Zy

Algoritmus A2:
21 = 62,

29 = 21 —C,

2’3:\/5,

Z4 = b—Zg,
5= b+Z3,
T1 = 24,
T9 = 2y .



Algoritmus Al pro vypocet kofene x5 vychézi ze vzorce

b+ /(B =)

Pozdé&ji (v odst. 4.3) uvidime, ze i kdyz jsou algoritmy A1, A2 pro urceni
kotfene x5 teoreticky zcela ekvivalentni, mohou pro rizna vstupni data b, c
davat na pocitaci zcela rozdilné vysledky. Pro vypocet x; se tyto algoritmy
nelisi.

To =

1.4 Priklady algoritmaii.

1.4.1 Horneriv algoritmus.

Chceme stanovit p(a), kde a je dané ¢islo a p dany polynom stupné

p(2) = apz™ + a1 2™ ' 4+ ..+ ap_17 + ay, ag # 0.

Tento polynom muzeme piepsat na ekvivalentni tvar

p(x) = ((...(apx + a1)x + ax)x + ... + ap_1)T + a,.
~—

n—1

Algoritmus vypo¢tu p(«) bude dan postupnym vypoéitavanim ¢lena v jed-
notlivych zavorkach pro x = «. Polozime-li by = aq, vidime, ze jde o opako-
vané vycislovani vyrazu typu

(141) bz = Oébi,1+&i, 1= 1, 2, Ny

kde hodnota vypoctena na levé strané se v dalsim kroku vyskytne na strané
pravé. Jde o algoritmus typu (1.3.1), kde by,bs,...,b,_1 jsou mezivysledky
a b, = p(a) je vysledek (vystupni udaj), ktery nas zajima. Operace 1; z
(1.3.1) je zde soucin ¢isla a a predchoziho vysledku a pficteni ¢isla a; .
Vidime, 7Ze tento algoritmus obsahuje n nésobeni a n s¢itani, a tedy celkem
2n operaci?).

Vyraz typu (1.4.1) nazyvame rekurentnim vztahem (rekurenci) a uvedeny
vypocet rekurentnim procesem.

Vypocet podle vztahu (1.4.1) se da zapsat do tabulky, které se fika
Hornerovo schéma:

3Kdybychom vypocet ¢isla p(a) provadéli "ptirozenym" zptisobem. tj. vipocétem jed-
notlivych ¢lent typu axz” % a se¢tenim, potiebovali bychom obecn& n + (n — 1) 4 (n —
—2) 4 ...+ 2+ 1 nasobenf a n s¢itani, tj. celkem (n? + 3n) /2 operaci a vypocet by byl
pro vétsi n podstatné pomalejsi, nehledé na to, ze se muzeme snadno dostat z rozsahu
zobrazovanych Cisel (odst. 2.2).



ag ay [25) .. Ap—1 an,
« aby  ab; ab,,_o ab,,_1
bo b1 bg ce bn,1 bn = p(Od)

Pti "ruénim" pocitani postupné zaplhujeme tuto tabulku.
K zapisu algoritmi lze, kromé slovniho vyjadieni, uzivat predevsim dvou
schematickych zpisobii. Ukazeme si to na Hornerové algoritmu.
Vstup: Ny QL Aoy A1, A2, «evy Gy
b() = Q.
Pro 1=1,2,...,n:
Lbz = Oébz‘_l + a;.
Vystup: p(a) = by,.
Znakem | budeme znazorhovat, které vypoc¢ty se maji opakované provadét

pro postupné se ménici index. Tento zptisob zapisu algoritmu je pouze prehled-
néji zapsana matematickd formule doplnéna vstupnimi a vystupnimi daty.

1.4.2 Priklad.

1.4.3 Syntetické déleni (dé&leni linearnim polynomem).
1.4.4 Opakovany Hornertv algoritmus.

1.4.5 Priklad.

1.4.6 Iteracni procesy.

Algoritmy v pfedchézejicich odstavcich jsme ziskali tak, ze jsme urcili
(jednoduché) rekurentni vztahy mezi jednotlivymi mezivysledky. Casto viak
potifebujeme stanovit limitni hodnotu vhodné zvolené posloupnosti mezivysle-
dku. V tomto piipadé uvazovany rekurentni vztah nazyvame iteracni formuli
a vypocet samotny iteracnim procesem4).

Napfiiklad pro a > 0 bude posloupnost uréené rekurentnim vztahem (tzv.
Heroniiv vzorec)

1
(1.4.6) xn:—(xn_l—i— a4 ) n=1,2,3,..

2 Tn-1

konvergovat k ¢islu y/a (provéite!). Soucasné vidime, Ze tato limita je kofenem
rovnice 22 —a = 0.

47 latinského slova iteratio - opakovani



Protoze zadny algoritmus nemize obsahovat nekonecné mnoho kroki,
musime proces urceny formuli (1.4.6) pro n&jaké n = N ukoné¢it. Potom
ovsem xy bude pouze pfibliznou hodnotou (aproximaci) ¢isla y/a (tj. kofene
zminéné rovnice). Cislo N nevybirdme vétSinou piedem, ale urcujeme jej
implicitné zastavovaci podminkou. Tato podminka obvykle zni: Pokracuj ve
vypoc¢tu podle formule (1.4.6), pokud bude |z — xx_1| = &, kde § je néjakeé
predem zvolené (malé) ¢islo. Zahajeni vypo¢tu provadime vhodnou volbou
ZTg, napt. rg=a.

Algoritmus vypo¢tu +/a, vychazejici z formule (1.4.6), zapiSeme vyvo-
jovym diagramem:

1 a
xoé—xl X].(‘——'xo’*"—

e |Xy= %<8 222 TISK: @, X, —@

L T

Schémal.
Pocitame-li v/2 podle tohoto algoritmu, pokud nebude |z;, — z5_1| < 1072,

postupné dostavame (\/5 =1,414213562...)
o =2 (volba),

1 2
T = < <2+—> = 1,50000,

2 2
79 = 1,416 667,
z5 = 1,414 215,
zy = 1,414213.

Proces vypoctu jsme zastavili v okamziku, kdy se po sobé jdouci ¢leny posloup-
nosti shodovaly na péti desetinnych mistech. Pozdéji (v kap. III) se jesté
uvedeme, jak urcit odhad cisla }\/5 — x4} pomoci 9.

Jestlize iteracni proces lze zapsat formuli typu

(1.4.7) Ty =F (rp1), n=1223,.. |,

Hovorime o jednokrokovém iteracnim procesu [napi. pravé vztah (1.4.6)]. K
zahajeni vypoctu potiebujeme znat pouze jednu hodnotu - napt. xy - a

7



postupné vypocitame
T :F(.To), [BQ:F(.CEl), 1’3:F(.CE2), P Ty :F(l'k,l),

éleny posloupnosti {zg, z1, xe,...} nazyvame iteracemi nebo postupnymi

aprorimacems. Konverguje-li tato posloupnost k limité o = lim z,, =
n—oo

= lim F(x,_1), potom s rostoucim n se stale vice "piiblizujeme" k této

n—oo

limité o . Jak jsme uvedli, nez néjaké predem zadané ¢islo o .
Jestlize iteracni proces lza zapsat formuli typu

(1.4.8) Tpap = F (Tn, Tng1,s ooy Tnp-1) n=0,1,2,... ,

hovotime o p-krokovém iteracnim procesu. K zahajeni vypoc¢tu potiebujeme
znat p hodnot, napt. g, x1,...,Tp_1.

1.5 Rekurence.

Protoze rekurentni formule (viz odst. 1.4) jsou soucasti celé Fady algo-
ritmi, bude uzite¢né vSimnout si jich podrobnéji.

1.5.1 Numerické aspekty rekurentnich formuli.

Uvazujme napt. rekurentni vztah

10
(1~5‘1) Ynt2 = ?yn-i-l_yn-

Znamé-li hodnoty o, ¥ , mizeme podle (1.5.1) postupné uréit ya, ys, ¥4, .-
atd. Zvolime-li yo = 1, y1 = 3, dostavame y, = 1/3% y3 = 1/3% ...y, =
= 1/3" atd. Zvolime-li v8ak yo = 1,3, = 0.333, vypocitame postupné
yo = 0.110; y3 = 0.0336; y4 = 0.00200; y5; = —0.0269; y¢ = —0.0916,...,
Y10 = —9.65 atd. Vidime, 7ze mald zména ve vstupnich datech vyvolava velkou
zménu ve vysledcich. Nebude tedy vhodné takové rekurence k vypoctum uzi-
vat. Ale jak pozname, kterd rekurence je vhodna a ktera ne?

Anychom byli schopni posoudit algoritmy reprezentované rekurentnimi
formulemi, uvedeme si o nich nékteré teoretické vysledky.

1.5.2 Diferen¢ni rovnice.



Rekurentni formuli typu

(152) yner = F(yna Yn+1y -+ yn+p71> 77,)

budeme nazyvat diferencni rovnici fddu p (p-krokovd rekurence). Funkei (pos-
loupnost) y, = y(n) definovanou na mnoziné celych ¢isel n budeme nazyvat
Fesenim diferencéni rovnice, jestlize spliiuje rovnici (1.5.2) pro kazdé n. Toto
feSeni je urceno jednoznacné, kdyz je ddno p pocatecnich hodnot, napt. yq,
Y1, Y2505 Yp—1 -

Rovnici tvaru

(1'5'3) Yntp = W Yntp—1T--FTApYn

nazyvame homogenni linedrni diferencni rovnict Fadu p s konstantnimi koefi-
cienty. Posloupnost {y,}, kde y, = Cr™ (C # 0,7 # 0) je feSenim rovnice
(1.5.3), pravé kdyz ¢islo r je FeSenim algebracké rovnice

(1.5.4) P =ayr? ! fagr? 7+ ta,.

Rovnici (1.5.4) nazyvame charakteristickou rovnici rovnice (1.5.3).
Ma-li charakteristickd rovnice p riznych kotenti 7, ro, ..., 7, , potom funkce

(1.5.5) Yn = Crr{+Cory+..+Cpry

je tzv. obecngm fesenim rovnice (1.5.3). Partikuldrni FeSeni s pocatetnimi
hodnotami yo, 1, ..., yp—1 najdeme tak, Ze konstanty Ci,Cy,...,C, urcime
ze soustavy

1 1 1 01 Yo
™ T2 Tp 02 _ U1
pPmt ot r;f*l C, Yp—1

Je-li r; m-nasobny kofen (m = 1) charakteristické rovnice, potom kazda
funkce tvaru

(1.5.6) Yn = P(n)rl;

kde P je libovolny polynom stupné m — 1, je feSenim rovnice (1.5.3).
Obecné tfeseni homogenni diferen¢ni rovnice je potom linedrni kombinaci

fedeni tvaru (1.5.6) pfislusnych ke v8em riznym kofeniim charakteristické

rovnice [i zde je p konstant; jsou to koeficienty vSech polynomu z (1.5.6)].



1.5.3 Priklad.

Necht’ a, = a(n), f. = f(n) jsou dané funkce argumentu n. Stanovme
obecné feSeni (nehomegenni) diferencni rovnice 1. Fddu

(157) Yn+1 = anyn+fn> an = 0.

Obecné Feseni musi obsahovat jednu libovolnou konstantu. Pro n =0,1,2, ...
postupné dostavame

y1 = agyo + Jo,
Y2 = a1aoyo + a1 fo + f1,
(15.8)
Yn = Anoyo + Z Apjfi-1,
j=1
kde
Akj = ap—1ak-2...a5; Age = 1, k=1,2,...,n.

Pokud aj, = a (rovnice s konstantnim koeficientem), pak Ag; = a*77, a tedy

(1.5.9) Yn = a"yo+z a" 7 fi.

j=1

1.5.4 Priklad.

Stanovme feSeni nehomogenni diferenc¢ni rovnice 1.fadu
Tl
Ynt+1 = 2Yn + 0", b#0.

s poc¢ate¢ni podminkou yo =1
1. metoda: Podle (1.5.9) (tj. postupnym dosazovanim do rovnice) dostaneme:

j=1
2. metoda: Hledame feSeni ve tvaru y, = Cb" (tvar pravé strany).
Dosazenim do rovnice dostaneme:
1
Cvt = 200" + b, tj. C = s b+ 2.

10



Protoze obecné teSeni piisluSné homogenni rovnice u,,; = 2u, je u, =
= K - 2" bude obecné feseni dané nehomogenni rovnice mit tvar (analogie s
diferencialnimi rovnicemi!)

1
n=K-2" 4+ —=b".

Konstantu K urc¢ime pomoci poc¢atecni podminky. Pro n =0 je

1
1=K +——
Th—2
a tedy
pr — 9on
L —on L b£2.
Y R 7
1.5.5 Priklad.
Resme diferencni rovnici Tyyq(z) — 22T, () + Th_y(z) = 0, n > 1,

—l<z<l, Ty(z)=1, Ti(z)==x.

Charakteristicka rovnice 7?—2zr+1 = 0 ma kofeny 715 = z+i/(1 — 22).
Polozme z = cost; potom 715 = cost+isint = e . Obecné feseni m4 tedy
tvar

T, (x) = C1e™ + Coe™ ™",

7 pocatecnich podminek dostaneme C, = C5 = % , a tedy

1, . )
T.(z) = 3 (e™ + ") = cosn(arccos z).

Funkcim T,,(x) se fika C’eby§evovy polynomy a jsou dilezité v teorii aproxi-
maci.
Uved’me si nékolik prvnich CebySevovych polynomi:

To(x) =1,

Ti(z) =z,

Ty(z) = 22% — 1,

Ts(z) = 42 — 3,

Ty(z) =8x* —82x* +1 atd

11



1.5.6 Soustava linearnich diferené¢nich rovnic 1. *fadu.

Uvazujme soustavu k diferen¢nich rovnic (zapsanych maticové)

(1510) Ynt+1 = AnYn+fna
kde
yl,n &ﬁb) ce agz) fl,n
v — Yo | A U | . Fon
Ykn Cbl(g) - a](;g) fk‘,n

Analogicky jako v prikl. 1.5.3 postupnym dosazovanim dostaneme

(1.5.11) Yn = Bno}’o+z B,fj-1,

J=1

kde
Bkj = AkflAk72-'-Aja Bkk = I, k= 1, 2, Ny

I je identicka matice. Kdyz
A, =A, potom B = AFI

a tedy

(1.5.12) Vi = A”yo—i—z A"Tf
j=1
1.5.7 Diferenc¢ni rovnice 2. fddu s okrajovymi podminkami.

Uvazujme diferenc¢ni rovnici 2. fadu

(1.5.13) AnYns1H0nYn+Cnln_1 = fn

a predpokladejme ze jsou znamy (kromé a,by,c,, fn) hodnoty yo, yn,
N > 1. Potom k jednozna¢nému urceni feSeni je tieba tesit soustavu N — 1
rovnic pro neznameé i, Yo, ..., YnN_1,

by + a1y =f1 — c1yo,
Coyr + baya + azys =fa,
cn—1Yn—2 +bnv_1ynv—1 =fn-1 — anyn.

12



1.5.8 Numerické aspekty.

Vratime-li se k rovnici (1.5.1), zjistime, Ze obecnym feSenim je funkce
(== 1)
ynzcl _3n+02.37n7

a tedy pro pocatecni hodnoty ¥y, y; mame
3y — 3 (3yo —
g = Y0 g (3yo — y1)
8 8
Pokud 3y; # yo bude lim |y,| = co. Tato skutefnost se nim nepifjemné

-3

projevila pravé u rovnice (1.5.1), pokud jsme zvolili yo =1, y; = 0,333.
Bude-li aspon jeden koren charakteristické rovnice spliiovat podminku
(1.5.14) Iri| > 1,
bude v obecném feSeni rostouci ¢len, ktery se muze diky zaokrouhlovacim chy-
bam neptijemné projevit na vysledku, i kdyz je tento ¢len poc¢atec¢nimi pod-
minkami teoreticky anulovan. Podminka (1.5.14) nam vzdy signalizuje potize,
které mohou nastat pfi realizaci algoritmu vychazejiciho z rekurentni formule
typu diferen¢ni rovnice. Analogicky piiklad najde ¢tenar v odst. 4.4.1.

U diferen¢nich rovnic s okrajovymi podminkami je situace ponékud slozi-
téjsi. Zde jde o to, aby pro velkd N c¢leny yq,ys, ..., yny zUstavaly v néjakych

vz

rozumnych mezich. Podrobnéjsi informace najde ¢tena¥ napt. v knize Go-
dunov, S. K. - Rjabeiikij, V. S.: Raznostnyje schemy. Moskva 1973.

1.6 Cviceni.

1.6.1

Nakreslete vyvojovy diagram opakovaného Hornerova schématu.

1.6.2

Nakreslete vyvojovy diagram vypoctu fetézového zlomku.

1.6.3

Posud’te, zda itera¢ni formule x,,5 = x, + x,.1 reprezentuje konver-
gentni iteracni proces.
[Diverguje: rekurentni zapis tzv. Fibonacciovy posloupnosti.|
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1.6.4

Reste diferencni rovnici Ynt2 — 6Yni1 + 9y, =0, yo=1, yo =3.
ly, = 3" —n-3""!; uzijte vztahu (1.5.6) a analogie s diferencialnimi
rovnicemi.|

1.6.5

Reste diferencni rovnici Ynt1=Un+€", yo=1.

[y, = 1+(e™ — 1) / (e — 1). Navod. Hledejte feseni ve tvaru y,, = u,+v,,
kde wu, je obecné feseni homogenni rovnice, a feSeni nehomogenni rovnice
predpokladejte ve tvaru v, = Ae™, A je konstanta.|

1.6.6

Reste diferencni rovnici Ynt2 — Ynal — 2Un =202+ 2, 49=0, y; = 1.
[y, =3-2" —n? —n —3. Navod. vy, = u, + v, , v, = An®> + Bn + C;
dale viz cvic. 1.6.5.]

1.6.7

Reste diferenéni rovnici Ynil — 2Yn +2UYn1=0, yo=1, y1 = 2.
[y, = (\/§)n+1 sin[(n + 1) w/4] . Navod. Vyuzijte skute¢nosti, ze
V2exp (Fin/4) =1 +1 .

1.6.8

Besselovy funkce jsou vazany rekurentnim vztahem
2p
Jpi1(2) = ?Jp () = Jp-1 (2)

Je-li Jo(1) =~ 0,7652, J; (1) ~ 0,440 1, vypoctéte Jo (1),
J5 (1) atd. Jak jsou vysledky v souladu s faktem, ze lim J, (1)

n—oo
te.

J3 (1) ) ']4 (1) )
= 07 Vysvétle-
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1.6.9

Jsou dany koeficienty dvou polynomi

p(x) = Zaixi_l, q(x) = ijxj_l.
i=1 j=1

Odvod’te algoritmus pro vypocet koeficient sou¢inu p (z), ¢ (x).

2 Zobrazeni c¢isel v pocitaci

2.1 Mnozina pocitac¢ovych cisel.

Kazdy pocita¢ provadéjici védeckotechnické vypocty mize pracovat s
Cisly, kterd se daji vyjadrit v semilogaritmickém tvaru s normalizovanou man-
tisou.

(2.1.1) a:sgn&(%—kg—;—l—...jtg;) ¢, ay £ 0,

q q q
kde ¢ > 1 je zdklad, o; = {0,1,2,...,q — 1} jsou cislice mantisy a b je
exponent. Prirozené ¢islo ¢t urcuje pocet ¢islic mantisy a je dano konstrukei
pocitace, stejné jako prirozené ¢islo ¢. Konstrukei pocitace jsou téz dany
hranice my, my celého ¢isla b.

MnoZina ¢isel a nenf nekone¢nd; ma presné 2 (g — 1) ¢t (mg —my + 1) +
+1 prvka (viz [7a]) a budeme ji oznacovat symbolem

M (q,t,mq,ms), nebo zkracené M (q,t).
Pocitaci, ktery pracuje s ¢isly z M (q,t), nékdy tikame g¢-aditicky t-mistny

pocitac.
Napiiklad ¢islo o = 13,25 lze zobrazit bez vstupni chyby do mnoziny:

M(10,4),  nebot’  a=0,1325-102,

M(2,6), nebot’ o =0,110101-24, (13,25=1-2341-2240-2'+
$1-2040-27141-272),
M(8,3), nebot” o =0,152-8%, (13,25=1-8'+5-8'4+2.871),

M(16,2), nebot’  a=0,D4-16', [13,25= (13/16 +4/16?) - 16"
a pro cifry 10, 11, 12, 13, 14, 15 uzivaime v hexadecimalnim (Sestnackovém)
systému znaku [ A, B, C, D, E, F|.
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Pro informace si uved’'me mnoziny M (q,t,mi,msy), se kterymi pracuji
nasledujici pocitace. (¢'=! je charakteristika relativn{ presnosti aritmetiky.)
(Tab. 1.)

2.1.1 Poznamka.

Systém popsany v odst. 2.1 se nazyva systém s pohyblivou radovou cdrkou
(pracuje se s konstantnim poctem ¢islic mantisy). Pro nékteré vypocty je
vyhodnéjsi pracovat s Cisly v tzv. pevné rddové cédrce (pracuje se s konstant-

nim poc¢tem desetinnych mist; sem patii také ¢isla typu "integer" ve Fortranu
¢i Algolu).

Tab. 1.
pocitac q t my M i
PDP-11 2 24 —128 127 1,19-107"
Hewlett Packard HP-45 10 10 —98 100 1,00-107°
Texas Instruments SR-5x 10 12 —98 100 1,00-1071t
IBM 360 a 370 16 6 —64 63 9,54-1077
16 14 —64 63 2,22-10716 (DP)
ICL 4-72
Tesla 200 jako IBM 360

EC 1030 a 1040

Poznamenejme jesté, ze nékteré pocitace mohou pracovat kromé systému
M (q,t) také se systémem M (q,7), pficemz obvykle 7 = 2t a ponékud nel-
ogicky se pak hovoii o dvojndsobné aritmetice a presnosti; srov. IBM 360/370
v tab. 1.

2.2 Zobrazeni redlnych ¢&isel do mnoziny M (q,t).

Pti zavadéni vstupnich dat do pocitace musi pocita¢ redlnému c¢islu z €
€ R piifadit ¢islo o € M (q,t). Tato piifazeni se realizuje dvéma zptusoby -
rezdnim nebo zaokrouhlovdnim:

Je-li
z=aq’ =sgnz (Z xkq_k’) ¢ €R,

k=1
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potom obraz ¢isla x € R oznacime

t
a=aq’ =sgna (Z aqu> ¢ e M,
k=1
Provadime-li fezani, klademe
ap = Ty, pro k=1,2,..,t

a provadime-li zaokrouhlovani %), klademe

Q= T, pro k=1,2,...t—1,
o — x;+ 1 pro Tip1 2 4,
‘ T pro v <%

Oznac¢ime v : R — M takto definované zobrazeni mnoziny redlnych ¢isel
do mnoziny M, tj. a = ~y(z). Protoze a = ¢!, pak pro relativni chybu
plati

(2.2.1)

kde Kk =1 piifezani a k = % pri zaokrouhlovani, nebot’

_ bla—1
rma_ 4 (ab 2) a la —a| £ kgt
T ¢ta

Cislu rg'™! se také casto iika strojové epsilon.

Napf. obrazem ¢isla z = 3,141 592 v mnoziné M (10,5) pfi fezéni (k =
= 1) bude ¢islo o = v(x) = 0,314 15-10', nebot’ |0,314 1592 — 0,314 15| =
=9,26-107% < 1-107?. pfi zaokrouhlovani bude obrazem téhoz ¢isla x &islo
a = ~(z) = 0,31416 - 10", nebot’ |0,3141592 — 0,314 16| = 0,08 - 10~ <
<0,5-105.

%) Zaokrouhlené ¢islo o € M (q,t) ¢isla x € R se obecné definuje podminkou, Ze musi

byt |z —a| = én1ﬂr}l|x — B| . Uriznuté cislo o € M(q,t) ¢isla © € R se obecné definuje
€

podminkou, ze musi byt

_ Jmaxfe M|B3 <z pro x>0,
B min € M |3 >z pro x < 0.
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2.3 Aritmické operace v mnoziné M(q,t).

Mnozina M(q,t) neni z hlediska zakladnich aritmetickych operaci uza-
viend, tzn. vysledek néjaké operace s ¢isly z M nemusi byt v M . Napf.
soucin ¢isel s t-mistnou mantisou mé& obecné 2t nebo 2t — 1 ¢islic.

Pro ilustraci aritmetickych operaci v typické aritmetické jednotce poci-
tace zvolime systém IBM 370, proto pfedpokladame, Ze pro s¢itani (odéitani)
mé s¢itaci registr jedno rezervni misto (niZe oznacené zatrzenim), o které se
v procesu séitani rozsifi mantisy scéitancti. Toto misto neni uzivateli dos-
tupné. S¢itani dvou ¢isel v systému IBM 370 spociva v porovnani exponenti
a secteni mantis. Mantisa ¢isla s men$im exponentem se posune doprava tak,
aby se exponenty vyrovnaly (denormalizace). Pak se mantisy se¢tou; vznikne-
li pii séitani mantisa = 1, provede se posun vysledné mantisy o jedno misto
doprava a exponent se zvysi o jednotku. V piipadé, ze vysledna mantisa neni
normalizovand, posune se podle potieby doleva a exponent se odpovidajicim
zpusobem snizi. Chybéjici ¢islice vpravo se doplni nulami.

S¢itani v M(10,6) se tedy podle tohoto systému provadi takto:

0,256 845 - 10" +0,327917- 1072 — 0,256 845(0 - 10" 4 0,000 327|9 - 10* —

—0,257172[9- 10" — 0,257172 - 10

(fezani - v uvedeném systému neni moznost volby zaokrouhlovani)

Timto zpiusobem je tedy pfifazeno souc¢tu dvou cisel z M opét ¢islo v
M.

Je-li tedy v : R — M a znamena-li symbol ® aritmetickou operaci
provadénou na pocitaci a symbol * tutéz operaci nad télesem realnych cisel,
d4 se ovérit, ze naprosté vétsiné pocitacu plati vztah

r®y="7(r*y), z,y € M,
a
— X %
TRY—TxY < gl
T kY

neboli x®y = (xxy)(1+¢), kde ¢ < kg'™" pro viechna =,y € M.

Aritemtickou operaci na poc¢itaci muzeme tedy napodobit tim, ze provede-
me obvyklou operaci a jeji vysledek zobrazime na piislusné strojové cislo z
M.

D& se ukdzat (viz napt. [8]), Ze pro aritmetické operace v M neplati
obecné asociativni a distributivni zdkon. Jednim z dusledku neplatnosti ax-
iomu aritmeticky redlnych ¢isel pii realizaci na pocitaci davat rozdilné vysled-
ky.
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Jestlize se tedy algoritmus (1.3.2) realizuje na pocitaci, potom vstupni a
vystupni data X,y strojového algoritmu (1.3.3) jsou dana ¢isly z M (q,t).

2.3.1 Priklad.

Predpokladejme, Ze je nasi lohou stanovit soucet

10000 1

lim — (=~ 1,644834)

n=1 n
v systemu M (16,6). P¥i s¢itani v piirozeném pofadi [(1 + i) + é] + ...
dostaneme celkovy soucet s chybou 1317-107%. S¢itame-li viak v opa¢ném
poradi.

1 1 1
{(100002 * 99992) * 99982} T

je chyba vysledku 2-107%. V prvnim p¥ipadé se totiz od urcitého n pocinaje
soucet jiz neméni.

Obecné pro s¢itani podobnych soucti, kde se absolutni hodnoty s¢itanci
lisi o nékolik radu, plati, Ze pro dosazeni vyssi presnosti je tfeba scitat od
¢lenu s nejmensi absolutni hodnotou k ¢lentim s nejvétsi absolutni hodnotou.
V praxi v8ak tento efekt nemusi mit vzdy rozhodujici vyznam.

2.4 Cviceni.

2.4.1

Vypoctéte Hornerovym algoritmem P(1,12), kde P(x) = 2z* + 162°+
+x? — T4z +56: a) v M(10,4); b) v Mg10,6); c) v M(10,10).

a) —0,1100-107'; b) 0,300000-1073; ¢) 0,286 7200000 1073. Navod.
Modelujte praci v jednotlivych mnozinach M (10, ¢) napt. na kapesnim kalku-
latoru tak, ze budete v kazdém vypocetnim kroku ufezavat nebo zaokrouhlo-
vat mantisy na piislusny pocet ¢islic.

2.4.2

Stanovte obrazy &isel 7, e, V2, v/3 v mnozinach a) M (10,2); b)
M(10,4); ¢) M(10,6). Uzijte zaokrouhlovéani i Fezani.
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3 Problém presnosti vysledkii

3.1 Zdroje chyb.

Pti vytvareni matematického modelu realného problému vzdy provadime
jisté idealizace. Rozdil feseni idealizovaného problému a feSeni realného prob-
lému nazyvame chybou matematického modelu. 7 velikosti této chyby po-
suzujeme zpétné vhodnost ¢i nevhodnost zvoleného matematického modelu
(matematické alohy).

Jestlize k Feseni matematické tilohy pouzijeme metodu, kterd nam nepos-
kytne presné (teoretické) feseni dané tlohy, pak chybu, které se dopustime,
nazyvame chybou metody. Typickym piikladem je chyba, které se dopustime,
kdyz za limitu nekonec¢né posloupnosti vezmeme néktery jeji ¢len s dostatecné
velkym indexem.

Casto Feime matematickou tlohu tim, Ze pomoci jistych metod ji nahradi-
me (aproximujeme) tlohou jednodu$si - obvykle jiz ulohou numerickou - a
rozdil feseni téchto dvou tloh nazyvame chybou aproximace. Jde také o pii-
pad chyby metody.

K posouzeni ptesnosti vysledku musime jesté vzit v avahu chyby ve vs-
tupnich datech dané jednak chybami méfeni, jednak zptisobené zobrazenim
vstupnich dat do mnoZiny M(q,t) pocitace.

Nakonec jsou to chyby zaokrouhlovaci kam zahrnujeme vSechny nepfes-
nosti zpusobené realizaci algoritmu v pocitaci véetné nepfesného provadéni
aritmetickych operaci.

3.1.1 Priklad.

Mame-li popsat pohyb kyvadla (zavislost drahy s na ¢ase), vyjdeme z
Newtonova zikona
d*s B

e T

a dostaneme diferencialni rovnici (s = L)

d?*p )
W = —z S @
pro neznamou (tihlovou) vychylku ¢ = ¢(t) (g je gravita¢ni zrychleni, L je
délka kyvadla). Rozdil funkce ¢ a skuteéné (namétené) zavislosti je chybou
modelu (idealizace), nebot’ pii aplikaci Newtonova zédkona neuvazujeme napf.
odpor prostiedi a jiné vlivy.
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Odvozenou nelinearni rovnici obvykle nahrazujeme rovnici linearni (pro-
toze pro malé vychylky ¢ je pfiblizné sinp ~ ¢)
e g

az ~ L”

a rozdil FeSeni téchto dvou rovnic je chybou metody linearizace®). Kterouko-
liv z téchto rovnic ovSem muzeme fesit tak, ze ji nahradime tlohou numer-
ickou, napf. diferen¢ni rovnici. Pak se dopustime chyby numerické metody.
P1i konkrétnich vypoctech pochopitelné nemizeme vyloucit ani zaokrouhlo-
vaci chyby.

Podotknéme, ze vstupnimi iidaji uvazovanych tloh jsou konstanty ¢, L a
¢isla ¢(0), ¢'(0) - tzv. poc¢ateéni podminky. Pfejdeme-li k numerické uloze,
pak mame situaci obdobnou té, kter& byla popsana v prikl. 1.2.2.

3.2 Aproximace cisel.

3.2.1 Uzite¢na oznacdeni.

V numerické praxi pouzivime néktera oznaceni, kterd nejsou zcela piesna
v matematickém smyslu:

a<<b (nebo b>a); ¢teme: "aje mnohem mensi nez b"

nebo "b je mnohem mensi nez a"

Z kontextu musi byt patrné, zda mame na mysli, Ze napf. a < b/2 nebo, ze
a < b/100.
a~b; C¢teme: "a je priblizné rovno b"

a znamena totéz co nerovnost |a —b| < ¢, kde velikost ¢ je ziejma z kon-
textu, nebot’ obecné nemiiZzeme napft. ¥ici, ze 107 ~ 0.

a<b (nebo b<a); ¢teme: "aje mensinebo piiblizné rovno b"

a znamena totéz co "a < b nebo a~b"
Prilezitostné budeme také uzivat nasledujicich symboli, které jiz maji
matematicky zcela presny vyznam:
Symbol
f(z) =0(y(z)), kdyz z—a

6) Ma-li byt linearizovany model pfesny napt. s chybou 0,5-10~* (na 4 desetinni
mista), musime se omezit na takovd ¢, pro néz [sing — | < 0,5- 1074, tj. pro |¢| <
< 3,8° ~ 0,067 rad.
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znamend, ze funkce |f(x)/g(x)| je omezend, kdyz = — a (misto ¢isla a
muzeme brat i 400 nebo —oo):
symbol
f(x) =o(g9(x)), kdyz z—a
znamena, ze lim [f(x)/g(z)] =0.
Bude-1i napt. illir% [F(z)/h"] = A # 0, pak fekneme, ze funkce F'(h) je
typu O(h™) nebo Fddu h", a piseme F(h) = O(h").

3.2.2 Absolutni a relativni chyba.

Ve vypoctech jsme ¢asto nuceni piiblizné nahradit ¢islo x ¢islem . Cislo
T potom nazyvame aprozimaci ¢isla . Rozdil |x —Z| = Az nazyvame
absolutni chybou aprorimace T .

Cislo e(Z) 2 0, pro které plati

(3.2.1) v — Z| = (%),

nazyvame odhadem absolutni chyby:
Cislo

Nr -2

, x#0.

nazyvame relationi chybou aprozimace T 7). Relativni chyba se ¢asto uvadi v
procentech.
Cislo §(Z), pro které plati

i T

(3.2.2)

nazyvame odhadem relativni chyby.
Napriklad pro * = m = 3,14159..., ¥
3.

, T = 3,14 je Az = +0,00159...,
e(x) =2-107% (Ize oviem vziti 1,6-1073; 1,7-

1073 atd.). Dale pak
Ar  Ax 0,001 59

~ ~+———" ~ +0.000506 = 0.0506
x T + 3,14 +0, ’ %

) Nékdy se z praktickych divodu relativni chybou rozumi &slo Ax/7 (viz [8],[1]).
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3.2.3

Nerovnost (3.2.2) nefika nic jiného, nez ze
(3.2.3) 7 = 2(146),

kde |0] = 4(Z).
Analogicky nerovnost (3.2.1) nefika nic jiného, nez ze

v e (7 —e(@), + (7)),
coz muzeme zapsat symbolicky
x=71+e(T).

Napi. zapis © = 0,5876+0,001 4 znamené pouze, ze 0,5862 < x < 0,5890.

V odstavci 2.2 jsme si ukazali, ze odhad relativni chyby aproximace = =
= ~(z) ¢isla z € R dané zobrazenim do mnoziny M(q,t) je dan vztahem
(2.2.1) (viz posledni sloupec tab. 1).

3.2.4 Sifeni chyb aritmetickych operacich.

Budeme predpokladat, ze provadime piesné aritmetické operace s nepies-
nymi ¢isly, tj. s aproximacemi a budeme predpokladat, ze zname chyby (resp.
odhady chyb) téchto aproximaci. Zajima nas, s jakou pfesnosti lze stanovit
vysledek, tj. jaka je chyba (resp. jeji odhad) vysledku.

Necht’

A.CEZ‘

2

xZ:‘fz—‘f_Axu |AIZ| ggi? ' §617 Z.:1727

kde ¢;, resp. 9; je odhad absolutni, resp. relativni chyby aproximace z;.
(a) Je-li @ =21 + 2y aprozimace souctu u = xy + xo , potom

u=1=o1+Ax; + 2o+ Axy =+ Au,

kde
Ay = A.Tl -+ A[BQ,

a plati
|Au| £ [Axq| + |Axs| £ &1 + €.

(b) Je-li © =21 — @y aproximace rozdilu v = x1 — x9, potom

Av = Axy — Axo,

23



a plati
|Av] £ |Azy| + [Axg| S 61 + €.

(c) Je-li w = #1725 aprozimace soucinu w = x5, potom
w = (71 + Axy) (@ + Awy) = B109 + B Ao+ T A xy + Ay Az = W+ Aw;
klademe
Aw~ Ty Axg+ 39 Az (Elen Axy A zo nebereme v tivahu)

a plati
|Awl| S |41] €2 + |22 €1
(d) Je-li Z2=a21/22 aprozimace podilu z = x1/xs, potom
71+ Axy

z = 7T At =Z+ Az
kde ~ - ~ ~
AZ:ZEQAxl—I1AZE2 ~ xQAxl_xleQ
Lo Ty + Awy) Tp” 7
a plati
AZ< |ZL‘~2‘61+|ZE~1‘62

~

|5
Pro relativni chyby mizeme z pravidel (a), (b), (c), (d) odvodit

(A) &%~f1~AZE1+NZfQ~AZ’27

U T+ Ty T T1+ T2 To

Ll o _ 1 _
w |~ |2+ 2o

(B) Av — Zfl AZEl ng AZEQ

v N[fl—lfg I Zfl—fg ZEQ’

Av 1 . -

E— Sf(‘xl‘él“"xﬂéﬁ)'

v |77 — 2o

Zde si vSimneme, 7ze pti odc¢itani blizkych ¢isel méa na velikost relativni chyby

rozdilu rozhodujici vyznam ¢&islo 1/(27 — ) .

Aw fl AZ‘Q +ZE~2 AZL‘l A$2+AZE1

(|71] 61 + |72] 02) -

(O) w ~ fllfg B ) I
JAN
_w 5(51_‘_52‘
A JAN A
w S
1 T2
B2 <546,
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3.2.5 Priklad.

Je-li vy =214+ Axy = 758320, 21 = 758330; x9 = 5 + Axy = 757940,
To = 757930 [v M (10,6)], potom

A YA
Ay = —10, Ay =10, |22 <1,32-107°, |222[<1,32.107°
xrq T2
a dale pak
U:$1—$2:380, 6:f1—f2:400,
Av = Ax; — Axy = =20, Av < 20,
A 20 A A
2 o x5.2.10 2~ 2000 (|22 4 |22
) 380 T T

Pro porovnani |Au/u] £1,33-107° [podle (A)], u= =z, + x5 .

3.2.6 Platné dekadické &islice.

Uvazujme aproximaci Z = a - 10° ¢isla x = a - 10° s normalizovanym
tvarem mantisy (viz odst. 2.2).

Rekneme, ze j-ta dekadickd cislice aproximace ¥ (mantisy a) je platnd,
plati-li

(3.2.4) |z — ) £0,510"7,
resp.
(3.2.5) la —al £0,5-1077.

Plati-li nerovnost (3.2.4) pro néjaké j = s (tedy i pro j < s), ale pro
J = s+ 1 uz nikoliv, fikdme, ze T md s platngch cislic.

U éisel tvaru & = a-10°, kde @ neni normalizovano, urfime pocet platnych
Cislic tak, ze a nejprve normalizujeme.

V jinych ¢iselnych soustavach lze pojem platné cislice zavést analogicky.

U ¢isel s nenormalizovanou mantisou casto uzivame terminu platné de-
setinné misto. Rozumime tim ta mista za desetinnou carkou, kter& jsou ob-
sazena platnymi ¢islicemi ve smyslu (3.2.4), resp. (3.2.5) a nulami pfed prvni
platnou c¢islici.
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3.2.7 P#iklady.

a) Je-li z=m, 7=0,31416- 10", pak
la—a|£8-107"<0,5-1077,

Tr—T

<3.109<0,5-107°, |z -2 <8-10%<0,5-107%

x
Podle (3.2.4) m& & pét platnych ¢islic a aproximace 3, 1416 ma ¢tyii platna
desetinnd mista.

b) Je-li Je-li @ =7, & =0,31415- 10", pak
la—al £107° £0,5-107%,

r—2x

<3-107°<50,5-1074,
X

lv — 2] <1074 £0,5-107%

v tomto piipadé m& x pouze Ctyii platné cislice a aproximace 3,1415 mé
tfi platna desetinna mista.

Ctenaf necht’ si povsimne souvislosti poc¢tu platnych ¢islic s exponentem
u nejlepsiho odhadu relativni chyby ve tvaru 0,5 107" a souvislosti poctu
platnych desetinnych mist s exponentem u nejlepsiho odhadu absolutni chyby
opét ve tvaru 0,5 - 107" a necht’ si na zakladé tohoto poznatku odvodi
praktické pravidlo pro urc¢ovani poctu platnych ¢islic, resp. poc¢tu platnych
desetinnych mist®).

c) Rekneme-li naopak, ze napi. aproximace T = 0,001 478 né&jakého cisla
x ma tii platné ¢islice (tj. pét platnych desetinnych mist - po¢itame i nuly
za desetinnou ¢arkou), znamena to, ze odhad chyby této aproximace je 0, 5-
107°.

3.2.8 Ztrata platnych ¢islic.

Ze zminéné souvislosti mezi poc¢tem platnych ¢islic a relativni chybou
aproximace vyplyva, ze zvétSovani relativni chyby se projevi ztratou platnych

8) Naznagené pravidlo neni vzdy v souladu s piesnou definici (3.2.4). Nap¥. pro x =
= 2,555, & = 2,55 je |Ax/x| £2-1073 < 0,5-1072, a podle praktického pravidla
bychom fekli, ze aproximace & méa dvé platné Cislice. Pfesnd definice ndm vSak fekne,
ze |a—al = 10,2555 —0,255] < 0,5- 1072, a tedy aproximace & ma ve skutecnosti t¥i
platné dislice.
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Cislic a obracené. Proto se ve vypoctech vyhybame rozdilim blizkych cisel,
pri nichz pravé k této ztraté dochéuzi.
Mame-li napr.
xr1 =0,5010278, 23 =0,5010,
xe =0,5007812, x5 =0,5008,

potom

|l — 71| = |Azy| = 0,278 1074 £0,5-107%, )
Axxl ~0,5548-1073 < 0,5 1073,
Ty — | = |A9152\ —0.188-10-4 < 0,510 — 4, Ctyfi platné cislice.
D21 £ 0,37548- 100 < 0.5 104,

T2
Vypocteme rozdil uvedenych cisel:
v=ax1 — 29 =0,2466-10"3, T =a1 —a=0,2-1077,
|Av| = |v—10|=0,466-10"*<0,5-107*
a pro mantisy plati
la —al = 10,2466 — 0.2| = 0,466 - 10" < 0,5- 10"

Tedy v mé pouze jednu platnou ¢islici.
Vidime také, ze

Av

A.Tl

X1

A.CEQ

X2

Av

A
Yl~1,9-10Y, . '—
v

(%

~ 3500 - , ~ 5035 - ,

doslo tedy k velkému zesileni vystupni relativni chyby ve srovnani s rela-
tivnimi chybami vstupnich dat.
Velmi pou¢ny je nésledujici piiklad (viz téz odst. 4.3): Kvadraticka rovnice
2% — 56z + 1 = 0 m4 kofeny xz; =28 + /783, z; = 28 —/783.
Vezmeme-li /783 na pét platnych &slic (tj. s chybou mensi nez 0,5
-1073) (/783 £ 27,982) dostaneme [v M (10,5)]:

r1 = 959,982, x93 =10,018.
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Absolutni chyba kofent neni vétsi nez 0,0005. AvS8ak pro relativni chyby
plati
Al'l

X1

A.’EQ

<0,5-107°; <0,8-1072.

X2

Kofen z; (resp. jeho aproximace) je tedy urcen na pét platnych ¢islic, kdezto
kofen x5 (jeho aproximace) pouze na dvé (da se to piesné zjistit podle
(3.2.4)].

Chceme-li presnéji vypocitat i aproximaci kofene x5, mame v zésadé dvé
moznosti:

(i) vzit /783 napf. na deset platnych &islic (= 27,982 137 15) - u poéi-
tace to znamenda pouzit dvojnasobné aritmetiky (vétsi pracnost a spotieba
paméti!); potom

zo=0,17863-107"

mé pét platnych &islic (relativni chyba ~ 107°).
(ii) Kofen xo poditat jinou metodou, resp. algoritmem (vétsi chytrost!).
Napft. algoritmem A1 z odst. 1.3.1, tj.
1

To — —

71 55,082

0,017 86288....
Pét platnych cislic vysledku méame zaruceno, pokud spravné zaokrouhlime.

3.2.9 Chyba funkéni hodnoty.

Uvazujme funkci y = y(z) jedné proménné a necht’ Z je aproximaci x.
Chceme odhadnout velikost chyby
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v zavislosti na chybé argumentu Ax = x — . Obvykle chybu Ay nahrazu-
jeme diferencidlem funkce y = y(z) (viz obr. 1). To znamena, ze lokalné
nahradime funkci y linearni funkci argumentu Ax:

y(z) = y(T) +y'(§) Dz

Funkce |y/| mize byt interpretovana jako mira citlivosti funkce y na poruchach
v argumentu. Protoze

(3.2.6) Ayl = [y (O] |Ax| = Me(z), M =suply(z)],

kde suprémum (maximum) hledame v okoli bodu # obsahujicim x. Pro
relativni chybu funkéni hodnoty mame odhad

() _ 2| M%)
< Y|

(3.2.7) ’ <
\y\
Je-li x = (%, %9, ...,&,) aproximace hodnoty z= = (z1,9,...,27,) a je-
i y(x) = y(x1,29,...,2,) funkce n proménnych, stanovime odhad chyby
funkéni hodnoty analogicky, kdyz oznac¢ime

Ay = y(.T) - y('%) =Y ('Tbea 7xn) ') ('%175:27 73711) =

=Yy (Zi‘l + Axl,lf'g + AZEQ, ,Z%n + Al'n) -y (Zi‘l,jg, ,Z‘n) .

Podle véty o stfedni hodnoté mame

C Oy (X1 ey Tl Eby Thog1, ooy T .
Ayzz y(1 k-1, Sky Thi n)Al’k, Azp = T, — &,

k=1 Oy,
& lezi mezi Ty, a xy,.
Proto
(3.2.8) Ay ~ zn:(?y (xb---axk—l,fk,xmh---,:En)AI
o 3;1,“k ks
k=1
a tudiz
(329) Z ay xla"'7xk717-%k,xk+1,...,xn)

Pokud se derivace funkce y v okoli bodu Z dosti méni, uzijeme misto (3.2.9)
presného odhadu (vyplyvajiciho z véty o stiedni hodnotg).

dy(x)

&Ek

Y

(3.2.10) |Ay| < ZMk |Axg|, My =sup

k=1
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kde suprémum (maximum) hleddme v okoli bodu Z obsahujicim bod . Pro
odhad relativni chyby dostaviame

Axk

T

A "M
(3.2.11) ’—y' < Zﬂ
vyl =&y

3.2.10 Piiklady

3.3 Aproximace v normovaném prostoru

Jestlize aproximujeme néjaky prvek x € B;, kde B; je obecné néjaky
linedrni normovany prostor, prvkem = € By, kde By, C By, je chyba této
aprorimace opét prvkem prostoru B, tj. x — & € B .Velikost této chyby
pak posuzujeme pomoci normy v prostoru Bj .

Odhadem chyby rozumime ¢islo € (Z), pro néz plati

(3.3.1) |z — 2| = e (7).

Relationi chybu aprorimace T definujeme pomoci norem jako ¢islo
[l —z|| /|l -

Zakladni alohou teorie aproximace je tloha najit k danému prvku z € B;
takovy prvek ¥ € By, C B, aby chyba byla co nejmensi. Prostor By se
obvykle voli kone¢né dimenzionalni.

V kapitole II budou By, By vektorovymi prostory kone¢né dimenze.

Pojmu aproximace ve funkcionalnich prostorech (tj. aproximace funkei)
je vénovana vétsi pozornost v publikaci [11]. Kromé toho fadu konkrétnich
poznatki najde ¢tenaf také ve skriptech [8].

3.4 Cviceni
3.4.1

Urcete aproximace ¢isel /2, v/200 na 3, 4, 5, 6, 7 platnych &islic.

3.4.2

Obsah trojuhelnika se vypocte podle vzorce P = zab smv, kde v €

1
2
€ (0,7/2) je ihel sevieny stranami a, b. Jestlize (@), 6(b), d(3) jsou
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odhady relativnich chyb aproximaci danych hodnot a, b, v, ukazte, ze plati
odhad . 3
§(P) = 4(a)+0(b) + (7).

3.4.3

Odhadnéte absolutni chybu aproximace ¢isla u: a) v =3z +y — z; b)
u = sxy;c) u= wsin(y/40), kdyz = = 2,00 +0,005; y = 3,00 £ 0,005;
z=4,00=£0,005.

3.4.4

Urcéete v = 2, kdyZ o = 8,474+0,5-1072, y =0,643£0,5-1073.

3.4.5

Cislo z = xy urfete na tii platna desetinna mista, kdyz: a) = = 1,313 4+
+0,5-107*, y=m;b) =7, y=ce.

[a) 2 =4,126;Db) z = 8,540 . Navod. Uzijte vztahii pro odhad relativnich
chyb.|

3.4.6

y 4.1\ 24897-1,980 . A .

Urcete a) (0,6431)"; b) ==g55— . UvaZovand ¢isla maji vSechny nap-
sané Cislice platné.

[a) 0,17105+6-105; b) 0,3008 &+ 10~*. Navod. Uzijte funkei 2*,

4 Podminénost tiloh a algoritmii

4.1 Korektni a nekorektni tlohy.

Mezi matematickymi tlohami, véetné tloh numerickych, se setkavame
s tlohami, jejichz TeSeni jsou velmi citlivAi na zmény ve vstupnich datech.
Minime tim ten fakt, Ze malé zmény vstupnich dat se projevi velkym "rozpty-
lem" FeSeni. Proto je nutné v takovych situacich podrobit hlubsi analyze
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zavislost vstupnich a vystupnich dat. Rovnéz algoritmy mohou byt citlivé na
zmény ve vstupnich datech a je proto nutné této problematice také vénovat
pozornost i pti volbé algoritmu pro feseni dané numerické tlohy.

Predpokladejme, ze B; (mnoZina vstupnich dat) a By (mnozina vystup-
nich dat) jsou Banachovy prostory. Rekneme, ze tiloha

y=U(z), x€ By, yE By,

je korektni na dvojici prostora (B, Bs), kdyz

1. ke kazdému x € B; existuje jediné feSeni y € B,

2. toto TfeSeni spojité zavisi na vstupnich datech, tj. kdyz z, — =z,
U(xn) = yn, potom U (z,) — U(x) =y.

Protoze By, Bs jsou Banachovy prostory, potom spojita zavislost feseni
na vstupnich datech se da zarucit podminkou

(4.1.1) lyn = Yllg, = |70 — 2|5, , L je konstanta.

Velkou tiidu nekorektnich tloh tvofi nejednoznacné fesitelné tlohy. Napft.
je to uloha urcit nékteré nebo vSechny prvky matice A v rovnici Ax =b,
jsou-li dany vektory x a b. Ulohu uréit chybu vstupnich dat, aby vystupni
data v dané toleranci, lze také zaradit mezi nekorektni dlohy, nebot” ma vice
nez jedno feseni.

Nékdy je nekorektnost tlohy (ve smyslu nasi definice) "zavinéna" pouze
nevhodnou - nekorektni formulaci. Napt. tloha urcit vSechny koteny poly-
nomu. Takové tlohy v praxi vétsinou za nekorektni nepovazujeme. Staci totiz
doplnit formulaci tlohy tak, aby byla splnéna i podminka jednoznac¢nosti.
Napf. urcit nejvétsi redlny koien polynomu apod.

4.2 Podminénost tiloh

Budeme tikat, ze korektni tloha je dobie podminénd, jestlize mala zména
ve vstupnich datech vyvola malou zménu feseni. Je-li y+ Ay, resp. y feSeni
ulohy odpovidajici vstupnim datum z + Ax, resp. x, potom ¢islo

A
(4.2.1) C - |||yﬁ” _ relativni chyba vystupu
Pl relativni chyba vstupu

||l

nazyvame cislem podminénosti ilohy y = U (z). Protoze vétS§inou umime
stanovit pouze odhady relativnich chyb, stanovime ¢islo podminénosti pribliz-
né



Kdyz C, ~ 1, je tuloha (velmi) dobie podminénd. Pro velkd C, jde o tlohu
Spatneé podmineénou. Je patrné, Ze jsou to pojmy relativni. V praxi obvykle
hovofime o $patné podminéné tloze, je-li C, 2 100.

alohy

I kotrekmil | nek orekmil

| dobié podmmene l | ipamé podmméné I Schéma 3.

Uvazujeme napf. polynom p(x) = z? + x — 1150. Snadno zjistime, Ze
p(33) = =—28 a p(100/3) = —50/9 ~ —5,6. Tedy zméné¢ Az = 5 na vs-
tupu a odpovidana zména Ay = 22.4. Zde C, =~ 80 a také |Ay| < 70 |Ax|.
Uloha je $patné podminéna. Ctenaf necht’ si vsimne, ze jde o vypocet hod-
noty polynomu v okoli kotfene (33,415 335 76).

4.2.1 Priklad

Vypoétéme ¢islo podminénosti alohy: stanovit funkéni hodnotu (diferen-
covatelné) funkce y = f(x), x € J. Z véty o stfedni hodnoté dostaneme

Ayl = [f'(2)] | Azl

Odtud
'% ~ [ @) | A2
y f@) || x|
a tedy
xf'(x
(4.2.2) 0, ~ f(i)) .
Pro funkci u = f(x) = f (21, 22, ..., ) proménnych mame analogicky
~|9f ()
Au| < Az
215 3|75, 2 18
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a tedy

§ : k —
7 M R
Ax; N of (x)
Au k = E
(4.2.3) o S 9 OZmzaX x|’ de — flz) Ox; |’

n

kde Cg = Z
=1

Zde je vidét, ze ¢islo podminénosti zavisi na vybrané normé vektoru o slozkach

f(x) Ox;
Tato skute¢nost nikterak nevadi, protoze |Au/u| bude velké pro $patné pod-

minénou tlohu bez ohledu na normu (zminén4 slozka vektoru nemuze byt v
jedné normé velka a v jiné mal4).

z; Of() ?
f(z) Oz

4.2.2 Priklad

Provérime, 7ze uloha stanovit sinx v okoli bodu 0 je dobfe podminéna a
v okoli bodu 7 Spatné podminéna.
Volime = = 3,14, Ax = 0,01. Potom [po¢itame v M(10,7) |

sinaz = sin3, 14 = 1,592599 - 1073,

sin (v + Ar) = sin 3,15 = —8,407 366 - 10°,
Ay = sin (x + Ax) —sinz = —9,999965 - 107,

‘ = 6,279 022,

=3,184713-1073,

C, =~ 1971,613 ~ 2000.

Velmi $patné podminénd tloha!
Volme z = —1,592653-1072, Az = 0,01 (volime zde x "stejn& daleko"
od 0, jako bylo daleko od 7 v piedchozi volbé). Potom

sinz = 1,592652 - 1073,
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sin (z + Az) = sin(8,407 347 - 107°) = 8,407247 - 102,
Ay = —9,999899 - 1073,

A

’—y — 6,278 772,
y

BT 6078831,
xXr

Cp,~0,9999905 ~ 1.

Velmi dobfe podminéna uloha!
Protoze podle vzorce (4.2.2) je pro nasi funkci

Cp%’

xcosx’
sin x

vidime, ze dana uloha bude $patné podminéna v okoli téch bodi xq, v nichz

lim cotgx = +oo.

T—T0

4.2.3 Priklad

VysSetime, jaka bude zména feSeni soustavy
140,992, = 1,99,
0,992 4+ 0,982, = 1,97

pii malé zméné pravé strany, tj. jaka bude citlivost feseni k témto zménam.
ReSeni této soustavy je

ResSeni soustavy s toutéz matici, ale s pravou stranou

- 1,989903 L Ty 3
b= je x=| _ | = :
1,970 106 To —1,021

Chyba v fefeni: [|x —X|| = |21 — &1] + |22 — T2| = 4,021; chyba v pravych
stranach ||b — b|| = |by — by| + |by — by| = 2,03 - 107%. Protoze ||x|| =
= ‘Z‘l‘ + ‘Z‘2| = 2,, HbH = |b1| + |b2‘ = 3,96, pOtOIIl

C, = 1~ 39220




a danéd numerické tloha

T bl
x =U(b), kde x= <x2>’ = <62>

je velmi Spatné podminéna. Pozornému ¢tenari jisté neuniklo, ze Spatné pod-
minénost této tlohy (hovorime téz o §patné podminénosti soustavy rovnic) je
"zavinéna" skutec¢nosti, Ze determinant soustavy je velmi malé ¢islo (—107).

Ponékud podrobnéji si takovych soustav vSimneme v kap. II této pub-
likace (¢l. 9).

4.3 Stabilita algoritmi.

Rekli jsme si v odst. 2.4, ze pfi realizaci konkrétniho numerického al-
goritmu na pocitaci se dopoustime chyb v aritmetickych operacich, nebot’
podita¢ pracuje s ¢isly z mnoziny M (q,t), i kdyby vstupni data byla dana
presné. Vznika tedy opét problém, jak posoudit citlivost kazdého konkréthiho
algoritmu na zaokrouhlovaci chyby vcetné chyb ve vstupnich datech.

Chceme-li se pfi vypoctech vyvarovat nesmyslnych vysledki, musime si
vybirat algoritmy malo citlivé ke vSem zminénym vliviim. Takové algoritmy
budeme nazyvat stabilni. Aby algoritmus byl stabilni, musi byt:

1. dobfe podminény, tj. malo citlivy na poruchy v datech,

2. numericky stabilni (pfesnéji - numericka realizace algoritmu musi byt
numericky stabilni), tj. mélo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb b&hem
vypoctu na pocitaci.

Urcité pfedstavy o stabilité algoritmu ndm poskytne metoda pocitacovych
experimenti.

Uvazujme algoritmy vypoctu realnych kotenu kvadratické rovnice.

2 =2 +c=0
podle vzorcu
x1:b+m, xgzb—\/m, b2 —c¢>0.
Tyto algoritmy jsou uvedeny v odst. 1.3.1; oznadili jsme je A1, A2.
(i) 26=56, c=1; M(10,5): 1 =>55,0982,
o = 0,018 000, (A2)

23 = 0,017 862, (A1)
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M(10,8) :  x; = 55,982137,

zy = 0,017 863000, (A2)
x3 = 0,017 862 800, (A1)
(i) 2b=10°, c=1; M(10,8): x; = 100000,00,
29 =0, (A2)

z3 = 0,000010000 000, (A1)
M(10,11) : @1 = 99999,999 990,
25 = 0,000 100 000 000 01

Vidime, ze algortmus A2 dava horsi vysledky (sledujeme napf. splnéni rovnosti
T1To9 = 1 )
Uvazujme jiny piipad: Kofeny kvadratické rovnice

2 —4r +4=0
jsou x1 = w9 = 2. Kofeny rovnice s ponékud "porusenym" koeficientem
r? —4x +3,9999 = 0

jsou
r1 =2,01; 29 =1,99.

Porucha |c—¢| = 10™* v koeficientech (vstupnich datech) vyvolala stokrat
vétsi poruchu |z; — ;| = 1072 v korenech (na vystupu). Tuto skute¢nost
neovlivnime vybérem algoritmu - jde o §patné podminénou tilohu. Porovnanim
relativnich chyb zjistime, Ze ¢islo podminénosti této alohy je C, = 200.

Tento priklad ndm naznacuje metodu, jak posuzovat podminénost algo-
ritmu: Vysledek uvazovaného algoritmu mizeme v mnoha piipadech inter-
pretovat jako presné feSeni stejné tlohy s ponékud zménénymi vstupnimi
daty. Chceme-li ziskat predstavu o stabilité algoritmu (a presnosti ziskanych
vysledki), fesime nékolik stejnych tloh s ponékud pozménénymi daty a sle-
dujeme, jak se poruchy ve vstupnich datech projevi ve vysledku (na vystupu).
Tomuto postupu tikime metoda experimentdlnich perturbact.

Uvazujme algoritmus y = r(x) . Je-li p(x) porucha ve vstupnich datech a
p(y) odpovidajici porucha ve vysledku, potom ¢islo podminénosti algoritmu
definujeme vztahem

PN _ o P&l
[yl B3/

kde Cy4 je pravé tim c¢islem podminénosti algoritmu. Zde ||.|| znaéi n&jakou
normu vstupnich a vystupnich dat.

(4.3.1)
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4.3.1 Priklad

Uloha 1: Mame stanovit x ze soustavy
r+ay=1,
ar +y =0,

kde « # £1 je vstupni parametr.

Protoze = 1/(1 — a?), bude ¢islo podminénosti tlohy [podle (4.2.2)]
ar'(a)| 207
Cl—a?f

G ™ z(a)

2 ~ 1 a bude velmi dobfe podminéna,

Uloha bude $patné podminéna pro «
pokud se o? bude dosti lisit od 1.

Uloha 2: Stanovit z =z + vy, kde z, y jsou feSenim vySe uvedené sous-
tavy. Vstupnim parametrem je opét o .

Algoritmus 1: Sectenim obou rovnic dostaneme

B 1
o l4a

z

Algoritmus 2: Vypoc¢teme z rovnic nejdiive

1 o«
1—a? y_l—a2

Tr =

a potom se¢teme

1 o 1
C1—-a? 1-02 14a

Uloha 2 je pro o ~ 1 dobfe podminéna, oviem algoritmus 2 je $patné
podminény pro tato «. Napt. pro o = 0,9999 [v M(10,4)] je =z = 1,000
(podle A2) a z = 0,5000 (podle Al). Bude-li Aa = 0,0001, dostaneme
ANz =0,5. Proto ¢islo podminénosti algoritmu A2 je C'4 =~ 10000.

4.3.2 Priklad

Chceme-li vypocitat integral

1

an/ v de, n=20,1,2,....
)

0
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Protoze plati

1

1 1
n—1 n—1
/”10[95 /93 (z+5), /x x+5/x dz
T+ T+ r+5
0 0

0

dostdvame rekurentni vztah
1 1
—=J,+5J,.1, resp. J,=-5J,1+ —.
n n

Budeme integraly J, pocitat podle tohoto vztahu. Tedy

1
/ ln— (~0,18232..),
0
Ji =—51ng+1 (~0,0883922...),
1 6 9
Jp= =B+ 5 =2z — o (~0,0580375...),
1 6 137
J3 =—-5Jy + g =—125In— 5 + ? (% 0,043 146),
1 6 1367
Jy=—5Js+>=0625In- — —— (a,03427...
sy 5 12 (=, )

Pocitame-li nyni v M (10, 3), pak

Jo ~ 0,182,
Ji~ —5-0,182+ 1 = —0,910 4+ 1,00 = 0,0900,

1
Jo ~ =5-0,0900 + o = 0,0500,
Jy 20,0830,

Jy ~ —0, 165, (je absurni, ze Jy < 0!)
Js ~ 1,02, zcela nesmyslné vysledky!
Jg &~ —4,93,

atd.

Co je pricinou tak velkého rustu chyby? Pii vypoc¢tu Jy jsme se dopustili
chyby ¢y ~ 3,2-10~* a kazdym krokem se nam tato chyba zvétsovala pétkrat,
nehledé na dalsi chyby vlivem zaokrouhlovani. TakZe uz g4 ~ 625z ~ 2-107*
a v hodnoté J, ~ —0,165 uz neni ani jedna cislice platna.

Algoritmus, ktery vychézel z uvedené rekurentni formule, byl nestabilni.
Vznika otéazka, zda napf. muzeme vypocitat J; pomoci uvedené rekurentni
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formule, aby vSechny ¢islice vysledku byly platné. Mozné to je, ale musime
uzit jiného algoritmu. PrepiSeme-li rekurentni formuli na tvar

—Jn 1

Jn1 = )
! 5 1 5n

bude se chyba (nepfesnost) vstupujici do kazdého kroku délit ¢islem 5, pokud
pocitdme ve smyslu klesajictho n. Z odhadu

1
. 1 |
un\g/ v dx§—/xndx:7
x+ 5 5(n+1)
0 0

vyplyva, ze J, — 0, pro n — oo. Polozime napi. Jip = 0, potom [opét v
M(10,3)]:

Jo = —J?Jrf—o = 10,0200,
9

Js = =% + 4 =0,0182

Jr =0,0213,

Js =0,0242,

Js = 0,028 4,

Jy=0,0343.

Tento vysledek mé vSechna desetinnd mista platna.

4.3.3 Priklad

Vezméme si piiklad jiného druhu. Chceme uzit fadu

2 .CE3

x
[
e =1+x+ o1 + i + ..
k vypoctu e . Pro x = —5,5 dostavidme alternujici ¢iselnou fadu a

seC¢teme-li prvnich 25 ¢lent, bude zbytek fady (tj. chyba aproximace) mensi
nez |5,5%/26!| ~2,1-107". Tedy [v M(10,5) - simulovano na T1 59].

e 5 =1,0000—5,4999 + 15,124 — 27,726 + 38,122 — 41,933+
+ 38,438 — 30,199 + 20, 761 — 12,686 + 6,977 1 — 3,498 5+
+1,5988 — 0,67640 + ... = 0,007 518 1.

Protoze presny vysledek na pét platnych ¢islic je e™>° = 0,004 086 7, nem4
predchozi vysledek ani jednu platnou ¢islici.
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Opét méme piiklad nevhodného algoritmu. Zde je pfi¢ina v tom, ze
zaokrouhlovaci chyby nékterych ¢lent, napt. 38,122, jsou stejného fadu jako
kone¢ny vysledek. Tuto nepiijemnou vlastnost uzitého algoritmu bychom zes-
labili kdybychom pocitali na vétsi pocet platnych ¢islic.

Staci v8ak pouzit algoritmu vychazejiciho z formule

_ 1
65’5:—:

1
e 1455+ 15,124+27,7+ ...

a dostaneme vysledek 0,004 0889 v aritmetice M (10,5) na tii platné ¢islice.

4.4 Automaticki kontrola presnosti.

V ptedchozich odstavcich jsme si ukazali ze snaha ziskat vérohodné vysled-
ky pri vypoctech vede k dosti obtizné praci analyzovat vypocetni procesy z
hlediska kontroly piesnosti.

Jednim z prostiedku, jak tuto kontrolu provadeét, je intervalovd analyjza.
Jeji vyhodou je, ze ztrdtu presnosti vlivem Sifeni chyby miize registrovat
samotny pocitac, nevyhodou, ze to vede ke zpomaleni vypoctu a ze dostavame
maximalni odhady chyb.

Hlavni myslenka spociva v nasledujicim: Kazdé ¢islo, které vstupuje v
libovolné fazi do algoritmu, nahradime intervalem strojovych ¢&isel, tj. ¢isel
z M(q,t). ktery s jistotou obsahuje toto ¢islo. Cely algoritmus se potom
provadi s témito intervaly a vysledek celého vypoc¢tu dostaneme opét jako
interval.

Pristupme k piesné definici.

Necht’ # : R — M x M je zobrazeni, které kazdému c¢islu z € R
prifazuje dvojici ¢isel (i,(y € M(q,t) takovych, ze plati

(441) z € <C1,C2>, tJ Cl § z g CQ.

Timto zobrazenim je tedy k ¢slu z € R uren interval Z = ({1, ;) . Rikime
také, ze interval Z = ((3,(s) je obrazem ¢&isla z € R v zobrazeni .#Z a
piSeme A (z) = 7.

Jestlize zkratkou op oznacime kteroukoliv z operaci +, -, -, : s readlnymi
¢isly, pak (O bude znacit odpovidajici operaci s obrazy téchto ¢isel v zo-
brazeni . .

Necht’

<C17C2>7 YIS R? C17C2 € M:

M(x) =X
Y = <7717772>7 y€R7 T, M2 EM
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Je-li z=zopy, potom definujeme
(4.4.2) M(2)=7Z=XQY = U A (Copn).
CeXmey

Z této definice vyplyva, ze interval Z7 = X (OY je nejmensSim strojovym
¢iselnym intervalem, ktery obsahuje vSechny mozné vysledky exaktnich op-
eraci s ¢isly ¢ € X, n € Y. Pochopitelné pro déleni musi byt 0 ¢ Y . Je-li
déna spojita funkce y = f(z), = € X, potom definujeme

(143 Y = 1) = 00 = (mig ) ma ) ).

reX reX
eX

4.4.1 Priklad
4.4.2 Priklad
4.4.3 Priklad

4.5 Cviceni
4.5.1
4.5.2
4.5.3
4.5.4
4.5.5

42



II. Metody linearni algebry

5 Zakladni pojmy linearni algebry

5.1 Matice a vektory.

Matici A typu (m,n) (m, n jsou pfirozena ¢isla) rozumime mnozinu
mn redlnych nebo komplexnich ¢isel sefazenych do schématu

11 a12 Q1n
A — 21 22 Q2n,
Am1 Am2 Amn

a stru¢né zapisujeme A = (a;;), i =1,2,..,m; j=1,2,...n. Rikame také,
ze v pozici (i,7) je prvek a;;.

Dvé matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoz typu jsou si rovny, kdyz a;; = b;;
pro vSechna ¢ a j. PiSeme A =B.

Transponovand matice AT k matici A ma v pozici (i, ) prvek aj; mat-
ice A.

Hermitovsky transponovand matice A” k matici A mé v pozici (i, )
prvek a;; coz je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu aj;. Pro readlnou matici
(a;; jsou realna €isla) je A¥ = AT . Aby nedoslo k nedorozuméni, budeme
horni index T uzivat pouze pro transpozici realné matice.

Matici typu (m, 1) nazyvame sloupcovym vektorem a znacime

T
X = ?2 = (xl,xg,...,a:m)T.
T
Matici typu (1,n) nazyvame Fadkovgm vektorem a znalime
Y = (Y1 Y2y s Yn) -
f{adky a sloupce matice A oznacujeme
ri(A) = (an, Gig, ooy Qi) , 1=1,2,...;m,

Sj(A) = (alj,a2j, ...,amj)T, ] = ]_,2, .., n.
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Vztah transpozice lze tedy strucné zapsat jako
ri(A") =5i(A), resp. s;(A")=r;(A),

Ndsobek matice A cislem « je matice s prvky aa;; a znacime ji aA.

Soucet dvou matic (téhoz typu) A a B je matice s prvky a;; + b; a
zna¢ime ji A+ B.

Soucin matice A typu (m,r) s matici B typu (r,n) je matice C = AB

typu (m,n) s prvky
Cij = Z @ikbkj'
k=1

Rikéme, ze A nasobi B zleva nebo B nasobi A zprava.
Pro operace s maticemi plati (nebereme-li v avahu zaokrouhlovaci chyby):

A+B=BA,

A+(B+C)=(A+B)+C,
A(BC) = (AB)C,
(A+B)C=AC+ BC,
AB+C)=AB+ AC,
(AB)? =BY A",

pokud jsou ovSsem uvedené operace definovany. Nasobeni neni obecné komu-
tativni, tj. existuji matice A, B, pro néz AB # BA..

Poznamenejme, Zze u uvedenych maticovych rovnosti nemusi byt pocet
aritmetickych operaci (s ¢isly) pot¥ebnych k realizaci vyrazu na levé strané
roven poctu aritmetickych operaci potfebnych na strané pravé.

Ctvercovd matice Fddu n je matice typu (n,n). Maticim typu (m,n),
kde m # n, se proto fika obdélnikové.

Diagondlni matice je takova Ctvercovd matice, pro niz a;; = 0, kdyz
t # j . Diagondalni matice budeme obvykle znacit

D = diag (a1, as, ..., any) nebo D = diag (a;) .

Jednotkovou matici definujeme jako diagonélni matici s jednickami na
diagonale, tj.

I=diag(1,1,...,1), resp. I=diag(l).
Ctenaf si lehce dokaze, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati

Al =1TA =A.
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Nulovd matice [obecné typu (m,n) | je takova matice, jejiz vSechny prvky
jsou nulové. Z definice sou¢tu a souc¢inu matic pfimo plynou rovnosti

A+0=A; A0=0; O0A=0.

|[Uvédomte si v8ak, ze v téchto rovnostech jsou nulové matice ruznych typu,
pokud matice A je typu (m,n) a m # n|.

5.1.1 Regularni a singularni matice.

V linearni algebte (viz napi. [9], [15]) se ¢tenaf seznamil s pojmem deter-
minantu ctvercové mative A . Je to Cislo, které je jednoznaénym zpusobem
pfifazeno matici - oznacujeme jej det A . Lze jej definovat induktivnim zpi-
sobem:
ai; Qa2

det (CLH) = a1, det (

= Q1122 — A21G12;
Q21 A2

pro matici fadu n (tzv. rozvoj determinantu podle prvkii i-tého Fadku, resp.
j -tého sloupce):

det A = Z(_l)i+jaij det Sy,
i=1

resp.

det A = Z(_l)i+jaij det Sy,
i=1

kde S;; je matice fadu n — 1, kterou dostaneme z matice A vynechdnim
1 -tého radku a j-tého sloupce.
Z uvedené definice bezprostiedné vyplyvaji nasledujici tvrzeni:

det 0 = 0,

detI =1,

det D = aj1a99...a,,, pro D = diag(a;),
det AT =det A, det A =det A,

det AB = det A det B.

Ctvercova matice A je singuldrnd, je-li det A = 0, a je requldrni, je-li
det A #0.
K regularni matici A existuje jedind matice X stejného fadu, pro kterou

plati
AX=XA =1
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Takové matici fikame matice inverzni k matici A a znacime ji A71.
Pro regularni matice A, B plati

(AB)"' =B'AL,

det A™" = (det A) .

5.1.2 Ortogonalita vektord a matic

Skaldrnim soucinem vektori x, y rozumime ¢islo
xlgjl + ngQ + ...+ mngn

Cislo
flyl + Zf’gyg + ...+ jnyn‘

je skalarim sou¢inem vektoria y, x (v tomto pofadi).
Skalarni sou¢in vektorit budeme zapisovat (ve smyslu nasobeni matic)

n
Xy =y'x = Z TrYr pro redlné vektory,
k=1

n
H —
y X= E TrYk,
k=1

n
xy = Z TrYk
k=1

[Pozor, xy’ je matice typu (n,n)!|

Plati-li xTy = 0, fikdme, Ze vektory x, y jsou ortogondlni.

Reéln& matice B se nazyva ortogondlni, jsou-li jeji sloupce ortonormdlni
vektory, tj.

pro komplexni vektory.

1 pro 1 =7,
0 pro  i#7,

s; (B)s;(B) = {
coz lze zapsat podminkou
B'B=1 resp. B!=B".

Komplexni matice B, pro niz B~! = B¥ | se nazyva unitdrni.
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5.1.3 Ridké matice

P¥i vypoctech se ¢asto vyplati brat v avahu (z hlediska paméti pocitace
nebo z hlediska po¢tu operaci) strukturu rozlozeni nulovych (resp. nenulovych)
prvkia. Maticim, které maji vétsi pocet nulovych prvki, tikaime 7idké. V
opa¢ném piipadé hovotrime o plngch nebo obecnijch maticich. Specidlnim pii-
padem tidkych matic jsou matice pdsové (viz odst. 6.6.1).

Na obr. 2 mame nakreslené nékteré typy ridkych matic. Srafovanim Vyz-
naceny oblasti vyskytu nenulovych prvki.

LTI

[
a) b) c)

LTI
f)

d) e) Ohbr. 2

5.2 Normy matic a vektori

Ctvercové matici A pfifadime ¢islo ||Al|, které bude v jistém smyslu
mirou jeji velikosti. Tomuto ¢islu fikdme norma matice A .

Existuje fada moznosti, jak normu matice definovat. V dal§im textu
budeme uzivat nasledujici konkrétni normy:

(5.2.1) |Alg = max > |a| (maximalni fadkovy soucet),
J

(5.2.2) |Allg = max E ;| (maximalni sloupcovy soucet),
J -
7

(5.2.3) IAllg = /> layl®  (euklidovska norma).
(]
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Takto definované normy spliiuji nasledujici podminky (pokud piseme znak
normy bez indexu, mame na mysli kteroukoliv z definovanych norem):

(5.2.4) A =20, JJA||=0, pravé kdyz A je nulova matice.
oAl = |al||A]l, « je libovolné ¢islo,
|A+B| = JA||+ |B]| (trojuhelnikova nerovnost),
IAB|[ = [[A[[][B]].

Protoze vektor x chapme jako matici typu (n,1) dostavame z definic
(5.2.1) az (5.2.3) odpovidajici normy vektoru

(5.2.5) x|l , = max |;] (fadkova norma),

(5.2.6) Ixllg = |l (sloupcova norma),

(5.2.7) x|z = /Z EAk (euklidovska norma).

Proodpovidajici si normy vektoru a matic plati

(5.2.8) [AX[] = [JA] {lx]l

5.2.1 Prtiklad

Stanovme normu matice

I
SN SO
co Ot N
O O W

a vektoru
=(1,-2,3)%; y = (0,2,3)".

|Allg = max(|1] + |2] + 3], [4] + [5] + [6], |7] + |8 + |9]) = max(6, 15,24) = 24;
|A|lg = max(|1| + [4| + |7|, 2] + |5] + |8], 3] + 6] + |9]) = max(12, 15, 18) = 18;
JAllg = (12422 + 3% + 42 + 52 + 62 + 72 + 8% + 92)/2 = /285 = 16, 88.

[xllg = max([1],[ = 2[,[3)) =3 , [lyllg=3;

HXHs=!1\+!—2\+!3\ =6, lylls = 5;

Illg = V124 (=22 +32 = V14, |lylg = V13;

Vidime, ze ze skutecnosti Hx||R = |lyllg neplyne x =y!

48



5.2.2 Konvergence posloupnosti vektort

Rikéme, Ze posloupnost vektori {x{k}}zozl, x®) = (27 2 U
konverguje k vektoru x = (x1, zg, ..., 11)7 , tj. klim x(F) = x| jestlize
(5.2.9) lim dP =z i=1,2,..n

Déa se dokazat (ne zcela trividlnim zpisobem), ze podminka (5.2.9) ke ekvi-
valentni podmince

(5.2.10) lim [|x® —x|| =0

k—o00

pro kteroukoliv z uvedenych norem.
Poznamenejme, ze podminka lim ||x*)|| = ||x|| nezaru¢uje konvergenci
k—o0

x®) — x. Napi. posloupnost vektora (1,—1)", (1,1)", (1,-1)T, (1,1)7,
(1,—1)T atd. je divergentni (poslounpst sloZek je divergentni), aviak normy
téchto vektorti konverguji k normé vektoru (1,1)7.

5.2.3 Priklad
Provéime platnost vztahu (5.2.8) pro definované (konkrétni) typy norem.
Volme
A — (an G12) 7 x — <$1> '
21 A2 T2

Ax — (anﬂﬁ + G12$2> _y.

2171 + Q2273

Potom

Ozna¢ime y = (y1,y2)" . Podle (5.2.5) je
[¥llg = AX][g = max(|an1@1 + a1222], [a2121 + azxsl),

Ixllg = max(|z1], [2]).

Uzitim vlastnosti absolutni hodnoty ¢isla dostaneme odhady:

ly1| = lanxy + apza] = |agg||z1] + |ais||z2] = max(|z], |22]) (a1 + |a1z]),
[Y2| = @271 + agows| = |ag||z1] + |age||w2| = max(|a|, [22])(|az:1| + |ags]).
Proto

||YHR = max(|y1, [y2|) = max(|z1], |22]) max(|ay| + |aia|, [az1| + [azs]),
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tj. [podle (5.2.1)]
[¥lg = [Ixlg [Allg -
Podle (5.2.6) je
1¥lls = [[AX]lg = [y1] + |2 = [a1121 + a1272| + |az 21 + axnwsl,
1x]lg = |z1] + |22].
Proto plati [s pouzitim (5.2.2)]
[y1] + [ya| = lan]|@i] + aia||za| + |agi[|z1] + [ag||2s| =
= (Jau| + |ag1]) 21| + (Jarz| + [ag|)|z2] =
< max(|ayi| + |ax], |aia| + |ag|)(|71] + [22]) = [[Allg [x]ls -

Podle (5.2.7)
1¥lle = 1A%l = VIl + |22 = (Janiz1 + aro22]” + |asizy + azsas|*)?,

X[ = V]z1]* + |z2]*.

Z nerovnosti
1 l? + [yal* < Jaui [P[a1]? + 2|an]|ara| |21 |[z2] + [are|*[za]? + |agi || [+
+ 2|ag||ags[z1[| 2] + [aze|*| 2|

pouZitim ziejmych nerovnosti’) dostavame

i l? + [yal* < Ja1P(lan]? + laa]? + |az|* + |ag|?)+

+ |za*(|lan [ + |ara]? + |azi [ + |aga[?).
Odtud
ol + Jyol® S AN (21 + |22), 6 llylls < IAIG x5

nebot’
HAH?E = (Jan|* + |asz]? + |aa1 |* + |az|?).

5.2.4 Poznamka.

V' predchazejicich odstavcich jsme hovofili o nulovych maticich a vek-
torech, o singularnich maticich, o norméach rovnych nule atd. Z numerick-
ého hlediska "nulou" musime rozumét mnozinu vSech ¢isel, kterd se zo-
brazi do mnoziny M (q,t,mi, my) jako "strojova nula", napf. ¢isla ¢, kde
r < my . Proto napft. nékteré teoreticky regularni matice jsou z hlediska poci-
tace neodliSitelné od matic singularnich.

oo 2lanillarz]|z|lz2] £ Jaii |z + |an s,

2|ag ||ags||z1]|m2] £ |aga|*|21]? + |az |*@2]?,
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5.3 Zakladni numerické tlohy linedrni algebry

5.3.1 Reseni soustavy linearnich rovnic.

Chceme stanovit n-tici ¢isel x1, o, ..., z, tak, aby

1171 + A1222 + ... + A1p Ty = A1 i1,

2101 + A22%2 + ... + G2, Ty = A2 i1,

(5.3.1)

Ap1T1 + ApaX2 + ... + AppTy = Ann+1-

kde a;;, 1 =1,2,...,n; 7=1,2,...,n+1, jsou dané ¢isla. Ctvercovou matici
A = (ay), i,j = 1,2,...,n, nazyvame matici soustavy a sloupcovy vektor
b = (@111, Gnptls s Gnnt1)’ pravou stranou. Jsou to vstupni data dané
tulohy.

Maticové vektorovou symbolikou miizeme danou soustavu psat ve tvaru

(5.3.2) Ax =b.
Je-li matice A regularni, existuje k danému b jediné reSeni
(5.3.3) x; =a 'b.

Tomuto feSeni budeme fikat teoretické, neboli prresné Feseni. V dalsich odstav-
cich se sezndmime s fadou metod a algoritmi, umoziujicich stanovit feSeni
soustavy (5.3.1). Pti konkrétnim vypoc¢tu na pocitaci nikdy nedostaneme x;
(s vyjimkou zcela trivialnich p¥ipadi), ale pouze vgpoctené reseni x., které
se vzdy bude od x; vice ¢i méné lisit.

V praxi se casto vyskytuji tlohy vedouci na soustavy linedrnich rovnic,
které maji fadové stovky neznamych. Je ziejmé, Ze teSeni takovych tloh
bude klast velké pozadavky na rychlost a kapacitu paméti pocitace. Proto se
efektivnost metody ¢i algoritmu posuzuje podle t¥i hlavnich kritérii:

(i) jak je algoritmus rychly, tj. kolik vyZaduje aritmetickych operaci,

(ii) jaké naroky klade algoritmus na pamét’ pocitace,

(iii) jaka je pfesnost vypocteného feSeni.

Z hlediska rychlosti vypoctu je napft. tzv. Cramerovo pravidlo neefiktivni
metodou. Pokud bychom navic chtéli detreminanty pocitat metodou rozvoje
podle prvku jedné rady, pak pro vétsi n je tato metoda na soucasnych poci-
tacich nerealizovatelna. Pro vypocet n- fadového determinantu timto zpu-
sobem je totiz zapotiebi (n — 1)n! nasobeni a zhruba n! s¢itani. K realizaci
Cramerova pravidla musime vypocitat n 4+ 1 determinanti, coz predstavuje
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celkem (n + 1)n! operaci. Mame-li fesit napt. soustavu o 30 rovnicich pro
30 neznamych na pocitaéi, ktery vykona 10° operaci za sekundu, potom k
vykonani 31-30-30! & 2,5-10% operaci potiebuje 2,5-10% sekund (~ 7-10%
hodin ~2,9-10* dni ~ 8-10?! let).

Optiméalni metoda (nejrychlejsi, nejpfesnéjsi a s nejmensimi naroky na
pamét’ pocitace) pro feSeni vSech moznych soustav linearnich rovnic neex-
istuje. Proto si uvedeme celou fadu metod a jejich modifikaci a soucasné
si popiSeme jejich prednosti (¢ nevyhody) pro konkrétnéjsi tiidy linearnich
soustav.

5.3.2 Regeni maticové rovnice.
Jsou dany matice A typu (m,n), B typu (m,r). M4 se ur¢it matice
X typu (n,r) takova, aby platilo
(5.3.4) AX =B
Rovnici YA = B lze pfevést na (5.3.4) transportovanim (odst. 5.1), tj.
ATYT =B”.

Ve slozkach lze rovnice (5.3.4) psat takto:

ayj; a2 ... Qi 11 12 - Tir bin bz ... by
21 A2 ... QG2 To1 T22 ... Tor _ bar by ... by
m1 Am2 - .. Gmp Tpl Tp2 ... Tnr bml bm2 s bmr

Rovnice (5.3.4) je ekvivalentni r soustavam linearnich rovnic
ASk(X):Sk(B), k:1,2,...,7”, Tz 1,

kde
Sk(X) = (x1k7372k7 "'7'Tnk)T7 Sk(B) - (b1k7 kaa sy bmk)Ta

jsou k-té sloupce matic X a B.

Do kategorie tloh reprezentovanych rovnici (5.3.4) patii tloha urcit in-
verzni matici A~ k dané ¢tvercové regularni matici A . Jde v tomto p¥ipadé
o TeSeni maticové rovnice

(5.3.5) AX =1, X=A"1
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5.3.3 TUloha na vlastni &isla.

Je dana ¢tvercova matice A fddu n. Chceme stanovit takové ¢islo A =
= A(A), pro které ma (homogenni) rovnice

(5.3.6) Av =)v, resp. (A-A)v=0

nenulové feSeni v (nulové feSeni nas nezajima). Takovym ¢&islim A fikame
vlastni ¢isla matice A a odpovidajicim nenulovym feSenim v wvlastni vektory
matice A .

5.3.4 Zobecnéna FeSeni soustav linearnich rovnic.

Pocet linearné nezavislych fadki matice A nazyvame hodnosti (fadkovou
hodnosti) matice A a zna¢ime h(A). Symbolem h(A,b) budeme znacit
hodnost matice rozsirené, odpovidajici soustavé Ax =b.

Z linearni algebry vime (viz napf. [15], [9]), Ze soustava Ax = b [A
je typu (m,n)| mé FeSeni, pravé kdyz h(A) = = h(A,b). Kdyz h(A) =
h(A,b) = n, ma tato soustava jediné feSeni (pro ¢tvercovou matici fadu n
viz 0dst.5.3.7) a kdyz h(A) = h(A,b) < n, ma zminéna soustava nekone¢né

S
mnoho fedeni tvaru (tzv. obecné fefeni) x = xo + », a;u;, kde u; jsou
=1

linedrné nezavislé vektory, «; jsou libovolna ¢isla a platzi Axy=b, Au; =0,
i=1,2,...,8, s=n—h(A). Stru¢na zminka o této situaci je v piikl. 6.3.3.

V praxi ovSem nejsou tidké piipady soustav, ve kterych m > n, a je
tedy obtizné zjistit, zda je soustava viubec feSitelnd. Je proto uzite¢né mit
k dispozici néjaky numericky efektivni algoritmus vypoc¢tu hodnosti matice
a soucasné navod jak takové soustavy s obdélnikovymi maticemi fesit, aniz
bychom museli pfedem pracné zjist’ovat, které rovnice jsou v soustavé "nad-
bytec¢né" nebo které si dokonce odporuji.

Pro obecnou matici A a libovolny vektor b nas mize zajimat takovy
vektor x,, pro ktery Ax, —b je v néjaké normé co nejmensi.

O zminénych dlohach nalezne ¢tenaf stru¢nou informaci v ¢l. 11.

6 Primé metody soustavy lineirnich rovnic

Chceme fesit soustavu Ax = b s regularni (plnou) matici soustavy fadu
n . Podrobné je tato tloha formulovana v odst. 5.3.1.
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Metodu feseni soustavy Ax = b, ktera vede k pfesnému feSeni (nebereme-
li v avahu vliv zaokrouhlovacich chyb) po kone¢ném poctu kroki, nazyvame
primou metodou. Zakladnim principem piimych metod je eliminace nezna-
mych. Pro plné matice jsou pfimé metody vétSinou nejefektivnéjsi. pro velka
n je vSak jejich pouziti limitovano kapacitou paméti pocitace.

Iteracni metody byvaji efektivnéjsi pro nékteré typy fidkych matic. Pro
velké soustavy byvaji itera¢ni metody vétSinou nepostradatelné. Témto meto-
dam je vénovén ¢l. 7.

V8echny typy eliminac¢nich metod vychézeji z faktu, ze soustavy

Ax = b, TAx = Th,

kde T je libovolné regularni matice fadu n, maji totéz reseni - fikdme, ze
jsou ekvivalentni.

6.1 Reseni trojuhelnikovych soustav

6.1.1 Priklad.

Stanovme feSeni soustavy Ux =y :

xr, + 2[[‘2 + 31‘3 + 41‘4 = 2,
21‘2 + 61‘3 + 121’4 = 8,
63 + 2474 = 18,
Soustava mé jediné feseni, nebot’ detU = 1-2-6-24 # 0 (soucin diagonalnich
prvka).
Z posledni rovnice vypoc¢teme x4 = 1; tuto hodnotu dosadime do pted-
posledni rovnice a vypocteme

1
= (18-24-1) = -1
Dale pak
1
To = 5(8 — 61’3 — 12.%4) = 1,

T, = (2 — 2552 — 3.CE3 — 41‘4) =—1.

Postup, ktery jsme si na tomto piikladu ukazali, je v té ¢i oné modifikaci
soucasti vétsiny algoritmi elimina¢nich metod. Rikdme mu zpétnd substituce.
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6.1.2 Obecny pripad.

Méjme soustavu linearnich rovnic.

U1T1 + U12T2 + ... + UInTn = Y1,

UL + ... + U2 Ty = Yo,
(6.1.1) 2222 2 Y2

maticové zapsanou ve tvaru
(6.1.2) Ux =y.

V matici U = (u;;) jsou prvky pod hlavni diagonalou nulové (i > j).
Takovym maticim ¥ikime (horni) trojihelnikové. Pfedpokladame, ze u;; # 0,
1 =1,2,...,n, a vypo¢itdvame neznamé v potadi x,,x,_1,..., T2, 1 zpétnou
substituci ze vztahi

_ Yn
xn - bl
UTLTZ
1
Tp—1 = (yn—l - un—l,nxn)a
Up—1,n—1
.................................... ,
1
€Ty = —u (yl — U122 — U133 — ... — ulnxn)-
11

6.1.3 Algoritmus zpétné substituce.

Neznamou z; soustavy (6.1.1) poc¢itame z formulace
1 n
Li = — (Z/i - Z Uzkl’k> .
Uqg e
=1+1

Zapiseme tedy algoritmus ve tvaru:

Vstup : /)’L’y = (y17y2, ...7yn)T’ U = (U'L])
Pro i=n,n-1,..,2,1:

(6.1.3) L P o
Z; = Wi Yi Z U5 Tj5 | -

j=i+1

Vystup : X = (21,72, ...,2,)" .
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(Klademe > ¢; = 0, kdyz k& > n.) K vypoctu neznamé z; potiebujeme
i=k

jedno délent, n— 7 nésobeni a n — 7 séitani. Tedy celkem n?

aritmetickych

operaci [n + Z( j) = "2 nasobenf a déleni'?), Z(n —j) = e
J=1 j=1

scitani]. PTi realizaci algoritmu na pocitaci vzniknou potize, pokud ¢isla wu;

budou mala. Potom matice U je skoro singularni detU ~ 0. O takovych

soustavach se zminime v ¢. 10.

6.1.4 Priklad.

Chceme stanovit feSeni soustavy Ly = b, kde L = (l;;) je dolni tro-
Juhelnikovd matice, tj. takova, v niz l;; =0, kdyz 7 < j:

Ly = by,
loryr + la2yo = b,

lnlyl + ln2y2 + ...+ lnnyn - bn

Zde pouzijeme algoritmu piimé substituce, tj. vypocitavame neznamé v poradi
Y1,Y2y -5 Yn-

Vstup : n,b = (by, be, m,bn)Ta L= (lij)‘
Pro i=1,2,...n

(6.1.4) 1 H
b= bi —Zlikyk :

k=1

Vystup: y = (y1,y2, "'>yn)T'

6.2 Gaussova elimina¢ni metoda - GEM.

Je to jedna z nejstarSich numerickych metod. Pozornost vénované této
metodé predevsim v létech 1955-1965 se zametila na dva aspekty eliminacni
metody: vybér hlavnich prvka (pivoti) a problematiku efekti zpusobenych
zaokrouhlovanim.

10y Zde i v dalsim uZivdme vzorct

zm:k m“ Zzﬁ m(m + 1)(2m + 1).

k=1
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Predpokladame, 7e ¢tendf se jiz sezndmil s Gaussovou elimina¢ni metodou
pii studiu linedrni algebry (napi. v publikacich [9], [15]). Na jednoduchém
prikladé si pripomeneme algoritmus GEM uz v té podobé, ve které bude
popsan i pro soustavu n linearnich rovnic.

6.2.1 Priklad.

Chceme fesit soustavu linearnich rovnic

2 -1 3 —1 T 7
1 —1 4 -2 x| 5
3 21 4 | | 31
4 -3 3 -3 7, -5

Budeme provadét tzv. fddkové upravy rozsifené matice soustavy tak, aby-
chom dostali pod hlavni diagondlu matice soustavy nulové prvky.

2 -1.3 -1 | 7 2 -1 3 -1 ] 7
303 21 4| 3 7o 1 -1 &) 4
—2\4 33 3] 5 —2 \0 -1 -3 -1 | —19

2 -1 3 -1 | 7 2 -1 3 -1 | 7

2. faze 0 -3 5 -3 | S st 0 -5 2 =2 | 3
- 0 0 14 5| 31| o 011 -5 31
-4 \0 0 -8 2| -22 0o 0 o =% | -

K realizaci 1. faze eliminace nejdiive stanovime multiplikatory 1. faze. Jsou
to zaporné vzaté podily ¢isel v pozicich (2,1), (3,1), (4,1) a ¢isla v pozici
(1,1) (tzv. hlavni prvek 1. faze eliminace). Tyto multiplikdtory jsou zapséany
vlevo od rozsifené matice soustavy. Multiplikitorem 2. Fadku (&islo —1)
vynasobime 1. fadek a tento soucin pricteme k 2. fadku. Dostaneme tak 2.
fadek redukované matice po 1. faze. Analogicky postupujeme u zbyvajicich
radki. Radek, jehoz nasobky pri¢itame k ostatnim Fadkim (neupravoval se),
se nazyva hlavnim fadkem 1. faze. Zde to byl 1. fadek.

Upravy 2. faze jsou zcela analogické; bereme v tuvahu pouze 2., 3. a 4.
radek - k 3. a 4. fadku pricitame nasobky 2. fadku (hlavni fadek 2. faze).
Upravy v 3. fazi eliminace se tykaji pouze 3. a 4. fadku.

Soustavu s redukovanou (trojihelnikovou) matici soustavy Fesime zpét-
nou substituci (odst. 6.1).

Dostaneme

Ty = 5, T3 = 4,

1'2:2, 1'1:1,
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tj. FeSenim (pfesnym) dané soustavy je vektor

x; = (1,2,4,5)".
Oznacime
1 0 00 2 -1 3 -1
11 00 0o -3 2 -3
= 2 — 2 2 2
L S =7 10| v 0 0 14 —
2 2 -3 1 0 0 0 -%

kde matice L je sestavena pomoci multiplikitora jednotlivych fazi elim-
inace a U je vysledna (horni trojuhelnikova) matice ziskana piislusnymi
rfadkovymi dpravami.

Ctenaf necht’ se presvédéi o tom, ze plati LU = A,

6.2.2 Vyklad Gaussovy eliminace.

Uvazujme soustavu n rovnic pro n neznamych ve tvaru

1121 + 122 + ... + Q1T = A1 py1,
211 + A22%2 + ... + G2pTp = A2 py1,

(6.2.1)

Ap1T1 + ApaZo + ... + AppTy = Ap n+1-

Predpokladame, ze matice A = (a;;) je regularni. Necht’ a1y # 0. Pfi¢tenim
vhodnych nasobki 1. rovnice ke zbyvajicim n—1 rovnicim vylou¢ime nezné-
mou x; 7 téchto rovnic. Témito vhodnymi nasobky jsou ¢isla

Q41 .
miy = —, 222,3,...,71,
a1

a fikdme jim multiplikdtory 1. faze eliminace. Dostaneme prvni redukovanou
soustavu (1. rovnice se nemeéni)

a11T1 + a12T2 + ... + A1pTy = A1 pt1,
(1)

(1)
5o Ty + ... +as, T, =a .
22 T2 T oo A A9y T 2n+1> | goustava n — 1 rovnic

........................... e
Qs+ alfe, =al ) P '

kde
ag) = aj; + mpayy; 1=2,3,...,n; 7=2,3,...,n,n+ 1.



ea s e . 14 . L )

V druhé fazi eliminace predpokladame, ze aéQ) # 0 a vylou¢ime neznamou -
ze zbyvajicich n—2 rovnic redukované soustavy tim, ze 2. rovnici redukované
soustavy vynasobime multiplikatory

e
i2 -
Mig = ——1y, 1= 3,4,...,n,

A2

a postupné pri¢teme tento nasobek 2. rovnice ke zbyvajicim n — 3 rovnicim.
Dostaneme tak druhou redukovanou soustavu

1121 + A12T2 + A13T3 + ... + A1 Ty = A1 041,
(1) (1) o, . @
2 2 5

573+ ... +ax x, =a .

333 T - ¥ U3 Tn 3n+10 | soustava n — 2 rovnic

........................... 10 11— 2 neznam<ch
a%)xg + ...+ agz%zxn = &512,314—17 P Y

kde

2 _

(1)
ij — Qi

]

(1)

a +mi2a2§»; 1=3,4,...,n; j=3,4,....,.n,n+ 1.

Déale pokracujeme analogickym zptsobem, az po n — 1 krocich dostaneme
kone¢nou redukovanou soustavu s trojuhelnikovou matici ve tvaru

1121 + 122 + A13T3 + ... + A1pTp = A1 n41,

gy - ag s + o a)w, = agl .

aé?xg + ...+ agl)a:n = ag,,)LH,

Tim je puvodni soustava prevedena na trojihelnikovy tvar a k vypoctu feseni
muzeme uzit algoritmu zpétné substituce (6.1.3).

6.2.3 Algoritmus redukce matice A na trojihelnikovy tvar.

Oznagime A = (a;;) = A = (agg)). Radkové tpravy z predchoziho
odstavce zapiSeme ve tvaru

ri(A®) =r;(AFD) (B = (b*Y) pro i Sk,
r;(AW) = r;(AF-D) 1 mikrk(A(kl))}

r;(b®)) = r;(b*=1) 4 myr, (b)) pro >k,
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kde

(k1)
a; . ke
Mg = _a(]]z*l) (za predpokladu a,(ck 2 #0).
kk

Pak jiz miizeme psat v rozepsané podobé (stali zapisovat pouze piipad
i>k):
0 0 0 0
Vstup : n, A= (agj)), b = ( §721+1,a5731+1, ...,a51731+1)T.
Pro k=1,2,...n—1:
Pro i=k+1,k+2,..,n;

o1
_ ik
O,
Pro j=k+1,k+2,...n,n+1:
o8 = a0 g i

Vystup: U= (al, "), y= (a1 abn,paln )l

K vypoc¢tu n — k multiplikdtoru k-té faze eliminace potfebujeme n — k
déleni; celkem pro n — 1 fazi

n—1

n(n —1)
S n—ky =2V

k=1

déleni. Kazdym multiplikdtorem vynasobime n — k + 1 koeficientii rozsitené
matice, tj. (n —k)(n —k+ 1) néasobeni v k-té fazi, coz dava celkem

n—1 n—1 3 _
(n—k)(n—k+1) = 3 _[(n* +n) = k(20 + 1) + k7] = =
k=1 k=1
(viz str. 72, p. ¢arou'?) ) nasobenf; stejny bude pocet s¢itani.
K realizaci algoritmu (6.2.2) tedy pot¥ebujeme
3— —1 1 2 5
I 3 n + n(n2 ) = §n3 + % — En nasobeni a déleni,
n’—n Citani
sCitant;
3
pro algoritmus Gaussovy eliminace |algoritmy (6.2.3) a (6.1.3) potiebujeme:
L, 1 2 TP
3 +n = 3N + O(n?) nasobeni a déleni,
1 2 5 1
gng - % —gn = gng + O(n?) s¢itani.
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6.2.4 Analyza elimina¢ni metody

Z uvah odst. 6.2.2 vyplyva, ze fadkové tupravy provadéné prii Gaussové
eliminaci Ize interpretovat jako postupné nasobeni matice A transformacnim:
maticems Tq, Ty, T3, ..., T,_1, kde

1 0 0 0
0 1 :
0
0 1 0 0 0
Tk - 3
0 mpype 1
Mit2r 0
: 0
0 0 My ke 0 0 1

Oznacujeme
0 1
A=A0 _— (al(i))7 T,A0 = AD = (al(j))7 -
T, AKD — A — (&Z(;f))7 o, Thd A2 = A1 = U
b=0b" bM =T,p® .. b® =T, bV V=1, b2,
Po realitaci k-tého kroku eliminace dostaneme

) (0) ) (0) .. .. (0)

W %
0 a22 ... a2k o« .. o .. a2n
k) _ k—1) _ (k) (k) (k)
AP =T AR = 0 @i Gfipge 7 Gpgin
(k) (k) (k)
0 Griopi1 Ugorre 0 Upio,
0 0 a7(17}l)€+1 a/T(lk,])C+2 o aﬁ%
_ 0 1 2 k k
b*) = T b*1) = (@g,i+1>ag,7)z+1’@:(3,i+1> ---,@iﬁl,nw "'>a7(w)1+1)T‘

Po ukonceni vSech n — 1 fazi eliminace tedy dostavame redukovanou matici
soustavy a sloupec pravych stran:

U=AM1D TA(O), y = b1 — Tb(o),
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kde
T - TnflTn,Q...Tng.

Matice T je regularni, a proto existuje inverzni matice T™!, kterou oznac¢ime
L. Ctenaf se muze presvédcit, ze

1 0 e e 0
—May 1 :
L=T"= —mgz1  —Ms32
0
—Mp1 —Mpg 0 —Mp1, 1

Zjistili jsme, ze matici A lze rozlozit na soucin dolni trojihelnikové matice
L a horni trojihelnikové matice U, tj. ze plati

(6.2.3) A=LU.

Stanoveni matic L a U nazyvame trojiuhelnikovim rozkladem (L U-rozklddem)
matice A. K dané matici A lze urcit vice trojuhelnikovych rozkladi podle
toho, jak volime diagonalni prvky matice L. Je to patrné z nasledujiciho

prikladu:
10 2 10
(2 10)_ <g1)(o 9)’
7 44 2 0 15
(75)(05)

Plati veta o jednoznacnosti rozkladu: Trojihelnikovy rozklad requldrni mat-
ice A je urcen jednoznacné diagondlnimsi proky matice L a miZe bijt stanoven
Gaussovou eliminaci. Dikaz najde ¢tenaf napf. v [4].

Otézka zda pro kazdou regularni matici A je realizovatelna Gaussova
eliminace (popsana v odst. 6.2.2), je ekvivalentni otézce, zda existuje tro-
juhelnikovy rozklad ¢tvercové regularni matice A .

Pro nékteré matice vSak neni realizovatelnd Gaussova eliminace, a proto

neexistuje ani jejich trojihelnikovy rozklad. Naptiklad u matice (1) 1 neni

realizovatelny uz prvni krok Gaussovy eliminace, a tedy ji nelze rozlozit na
soucin dvou trojuhelnikovych matic.

To je také jeden z diivodi, pro¢ si v dalSich odtsavcich uvedeme nékteré
modifikace Gaussovy elimina¢ni metody (tzv. metody s vybérem hlavniho
prvku).

Existuji dvé t¥idy matic, pro které je algoritmus Gaussovy eliminace vzdy
proveditelny, a to matice symetrické pozitivné definitni nebo regularni di-
agonalné dominantni (viz odst. 6.6.1).
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Uved’me si jesté obecnou vetu o existenci a jednoznacnosti rozkladu: Necht’
A je ¢tvercovd matice Fddu n a necht’ Ay je matice typu (k, k) sestavend ze
spolecéngjch prvki prunich k rddki a sloupci matice A a necht’ det A, # 0,
k=1,2,...n — 1. Potom existuje jedind dolni trojihelnikovd matice L s
jednotkami na diagondle a jedind horni trojihelnikovd matice U takové, Ze

LU=A.

6.2.5 Numerické aspekty GEM.

Protoze vzdy poc¢itame v néjaké mnoziné M (q,t), nebudou jak multip-
likdtory, tak prvky redukované soustavy vypocitany presné. Proto misto L,
U vlastné vypocteme L, U, pficemz LU # A. Oznacime-li

A=10,
bude nas zajimat rozdil A — A . Jist& existuji matice chyb E, F takové, Ze
L=L~+E, U=U+F.
Potom
A-A=LU-LU=LU - (L+E)(U+F)=EU+LF +EF.

Odtud plyne dulezity zavér: Pokud pfi realizaci Gaussovy eliminace vy-
chazeji pro multiplikdtory nebo prvky matice redukované soustavy velka
¢isla, jsou téZ prvky matice L velkd ¢&sla, a tedy rozdil A — A (zv1aste
pro velkd n ) bude fadové mnohonéasobné vétsi nez E | resp. F. V dusledku
této skutecnosti miize byt rozdil presného a vypocteného feseni nepiijatelné
velky.

Rikime v takovém pripadé, ze algoritmus Gaussovy eliminace je numer-
icky nestabilni.

6.2.6 GEM pomoci kalkulatoru.

Casto potfebujeme fesit linearni soustavy s pomérné malym n (< 10).
Nebyva vzdy optimélni pouzit pocitace. Vyjdeme z postupu evedeného v
prikl. 6.2.1 a provedeme pouze jistou organizaci vypoctu. Ponékud jiny postup
je popsan v odst. 6.5.4. Abychom vyloudili chyby lidského ¢initele, budeme v
kézdé fazi vypoctu provadét kontrolu pomoci tzv. sloupce kontrolnich soucti

>
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Danou soustavu a vSechny potiebné mezivysledky budeme zapisovat do
tabulky (v tab. 2 je n=4):
Postup zapliiovani tab. 2 (algoritmus):

1. Zapiseme prvky matice A a slozky vektoru b (prvni ¢tyfi ¥idky tab-
ulky).

2. Secteme vSechna ¢isla v jednotlivych Fadcich a vysledky zapiSeme do

sloupce .
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J=4
3. Vypocteme multiplikdtory m;; = —al(-?)/ag(i) , 1 =2,3,4, a zapiSeme je

do sloupce m.

4. i-tym multiplikdtorem (¢ = 2,3,4) vynasobime kazdé ¢islo 1. radku,
mezivysledek pfi¢teme k ¢islu i-tého fadku, véetné ¢isel sloupce >, a jed-
notlivé vysledky napiseme postupné do prislusnych 5., 6., 7. fadku. Tedy

mﬂag) + ag-)) — ag)

5 5 5 L
mi 3 ag(;) 3 az(?) —~ az(;)7 1=2,3,4.

j=1 j=1 j=1

5. Provedeme kontrolu: Soucet ¢isel v 5., 6., 7. fadku musi byt roven
odpovidajicim ¢islaim sloupce » . Pokud odchylky nelze vysvétlit zaokrouhlo-
vacimi chybami dopustili jsme se ve vypoctu chyby.

6. Vypocteme multiplikatory m;y = —ag)/a;; , 1=23,4.

7. Pii zapliiovani 8., 9. fadku postupujeme analogicky jako v bodu 4.

8. Provedeme opét kontrolu ve smyslu bodu 5.
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9. Stanovime my3 = —afé) / a:%) , vynasobime jim ¢isla 8. fadku a vysledky
napiseme do 10. radku.
10. Provedeme kontrolu.

Redukovana matice je "ulozena" v 1., 5., 8. a 10. fadku. Vypocteme x4 z
10. fadku (nebot’ aﬁ)m = afl?g.))) a dosadime do 8. fadku, odkud vypocteme
x3 , nebot’ a%)xg + a:(.i)m = ag? . Z 5. tadku vypocteme analogicky z, a z
1. fddku nakonec z; .

Poznamenejme, ze uzitecnou informaci o pfesnosti ziskaného feseni nam
muze (ale nemusi!) poskytnout reziduum r = b— Ax,, nebot’ teoreticky ma
byt b — Ax; = 0. To znamend, 7e kdyZ se r dosti lis{ od "pocitac¢ové nuly"
lisi jen malo, neni tim jesté zarucena presnost vysledku, jak uvidime pozdéji.

6.2.7 Priklad.

Na kalkulatoru, ktery pracuje s ¢isly z M (10,5) (fezani), feSme Gaussovou
elimina¢ni metodou soustavu Ax = b . Roz§ifend matice soustavy je "ulozena"
v silné oramované c¢asti tab. 3.

Tah. 3
m A b >
1 24759 16325 46231 0,064 700 87872
2 05M73 | 1,4725 0,959 80 - 1,3253 1,047 5 2,154 5
3 -1,088 5 2,695 1 28965 - 14704 0,678 00 34333
4 -0,005 744 1 - 40747 1,0090 - 30715
5 | 196,60 1,1293 - 65116 0,749 32 - 6,1315
6 -307 59 197 62 - (09,98

Zpétnou substituci (z 6., 4., 1. fadku) dostavame

197,62
— 2002 o 0,244
3= ~go7 50 024470,
2y~ —2,0753,
o~ 1,8177.

Zde se projevil rust multiplikdtori a prvki matice redukované soustavy
(posledni fadek), coz signalizuje numerickou nestabilitu algoritmu. Nesouhlas
je v sloupci > oznalen zatrzenim.

Odchylky od vysledki téze soustavy feSené tymz algoritmem k knize
[12], kde je x. = (1,828 6;—2,0532; —0,244 3)T | jsou zpiisobeny tim, Ze zde
pracujeme stéle s ¢isly z M (10,5) a nikoliv na pevny pocet desetinnych mist.
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Ve [12] jsou uvedeny vysledky lepsi, ziskané algoritmem s vybérem hlavniho
prvku (viz ¢l. 6.4) x. = (1,8405;—2,0716;—0,24470)”. Doporucujeme
¢tenari, aby si na tomto piikladé vyzkousSel vSechny modifikace eliminacni
metody uvedené v dalsich odstavcich veetné volby M(10,t). Vypocty v
M (10,5) muze do jisté miry modelovat na kapesnim kalkulatoru tim, ze
vSechny mezivysledky bude zapisovat tak, aby odpovidaly pétimistné man-
tise.

6.3 ReSeni maticové rovnice.

Budeme se ponékud podrobnéji zabyvat tlohou, kterd byla formulovana
v odst. 5.3.2, kde jsme si uvedli, 7Ze maticova tovnice AX = B [A je typu
(m,n), B typu (m,r), X typu (n,r)]| je ekvivalentni r soustavam tvaru
Ax =Db, kde x je typu (n,1) a b je typu (m,1).

V dalgim budeme piedpokladat, ze m =n aze A je regularni (¢tvercova)
matice.

Kazdé metody feSeni tlohy z odst. 5.3.1 lze tedy uzit k feSeni maticové
rovnice. Pouze algoritmus musime upravit tak, aby umoznoval pracovat s vice
pravymi stranami.

Na ptikladu maticové rovnice si vSak vylozime jednoduchou modifikaci
elimina¢ni metody, které se iika Gaussova-Jordanova metoda (GJEM) a které
lze uzit vSude tam, kde lze uzit i GEM.

Zékladni myslenkou GJEM jsou takové rfadkové tipravy matice soustavy,
pii nichZz redukovana matice po vSech n — 1 fazich eliminace je diagonalni
nebo dokonce jednotkova.

Postup je patrny z nasledujiciho piikladu.

6.3.1 Priklad.

ReSme maticovou rovnici AX = B:

210 11 X112 T13 1 2 3
1 1 2 To1 X292 X923 = 4 2 -1
1 11 T3] T32 T33 11 2

Radkové tpravy provadime s dvojici matic (A,B) tak, abychom anulovali
vSechny prvky kazdého sloupce matice A kromé diagonalniho prvku. Jed-
notlivé faze vypoctu zapisujeme analogicky jako v ptikl. 6.2.1:
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N[00 [ —=

10 ] 1 2 2 10| 1 3 )
1 92 ’ 4 2 _1 1. faze % 9 ‘ % 1 _% 2.gze
1 1 1
1 1] 11 2 1 5> 1 | 3 3
2. fs 4 20 4] -6 0 8 -
. faze — 1 7 5 . faze
00 —-1] -3 -1 3
) 2 0 0 | 6 4 — o ,
3. faze 0 % 0 | _g 1 zpétna s_u)bstltuce
00 -1 | =3 -1
— 100 3 2 =2
zpétna g stituce O 1 0 ’ _5 _9 7
001 3 1 -3

Piechody AX =B, AOX =BW  A®X =B®  AGX =B® lze zapsat

rovnostmi:

ri(A®) =
I‘Z-(B(2))
ry(A®) =
miz = —4;
ri(A®) =
r;(B®)) =

ri(A); ri(BW) =r(B);)
1= 2,3;
ri(A) + myri(A);
ri(B) + myri(B); J
ry(AM); ry(BP) = ry(BY); )
mge = —1;
ri(AM) + mory(AY), i =1,3;
r;(BY) + mypry(AWY), i =1,3; )
rg(A(2)); r3(B(3)) - 1«3(]3(2))7 )
Moz = 2;
ri(A(Q)) + migrg(A(Z)), 1=1,2;
r;,(B®) + misrs(B®), i=1,2; )

1. faze (opisuje se 1. fadek
a k druhym dvéma radkum
se pri¢ita prislusny m;;-na-
sobek 1. radku).

2. faze [opisuje se 2. Fadek
a ke zbyvajicim (dvéma)
radkiim se pricita prislusny
mio-nasobek 2. fadkul.

2. faze |opisuje se 3. fadek
a ke zbyvajicim (dvéma)
radkim se pric¢ita prislusny

m;z-nasobek 3. fadkul.

Protoze v rovnici A®X = B® je matice A®) diagonalni, dostaneme X
délenim tadkd matice B®) piislunymi diagonalnimi prvky matice A®)
(tato operace je vlastné zpétnou substituci). Takze

X

1 00 3
=IX=1010 |X=]| =5
0 01 3
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6.3.2 Priklad.

Stanovme inverzni matici k matici

1 2 6
X=12 515
6 15 45

V odstavei 5.3.2 jsme si fekli, Zze inverzni matice ke ¢tvercové regularni
matici A je feSenim maticové rovnice AX = I. Vyuzijeme toho v této tloze.
Zaznamenavame pouze sled jednotlivich fazi eliminace:

1 =2 6| 100 6 1 00
-2 2 515010 3—21o_>
6 \6 15 46 | 0 0 1 -3 310 -6 0 1
0O /1 00] 5 -20 100 5 -2 0
31013 ] -2 10— 010\—2 10 -3 | =(@,A™.
001 0-31 001 0 -3 1

6.3.3 Priklad.

Chceme fesit "nedourcenou" soustavu (odst. 5.3.4)

— 41[‘2 + 7![’3 = 10,
Lo — 2[[’3 =—4 s
maticoveé
1 4 7 T 10
01 -2 e | = | —4
00 0 T3 0

Abychom mohli stanovit v8echna feSeni dané soustavy, sestavime si mati-
covou rovnici

1 —4 7 u;y v 10 0
0 1 -2 Ug Vo = —4 0
0 0 1 Us Vs 0 1

Nulu na diagonéle matice soustavy odpovidajici neznamé x3 nahradime jed-
nickou a k ptivodni pravé strané pripojime vektor (0,0,1)7 . ReSenim ziskané
maticové rovnice je matice



jejiz sloupce urcuji vSechna teSeni puvodni nedourcené soustavy, tj.
x = (—6,-4,0)" + (1,2, )" =u +av.

Ctenaf se muze dosazenim piesvédcit, ze u je feSenim (puvodni) neho-
mogenni soustavy a v je feSenim prislusné homogenni soustavy. Vektor
X =u-+ av je tzv. obecné reseni dané soustavy.

6.3.4 Algoritmus GJEM.

Méjme ¢tvercovou matici A Fadu n a matici B typu (n,r), r =2 1. Pro
reguldrni matici A bude matice X = A7!'B [typu (n,r)] feSenim rovnice
AX = B. Algoritmus popsany v piikl. 6.3.1 (pro n =3, r = 3) lze zapsat
schematicky nasim obvyklym zptisobem:

. _ (00 _ (p0)
Vstup : n, 7, A=(a; ), B=(by)

Pro k=1,2,...n—1:
Pro +=1,2,k—1,k+1,...n:

Pro s=1,2,...,r:

B = D b,

(6.3.3) ‘
Pro j=k+1,k+2,...,n:
o = i mals™
Pro s=1,2,...,r
Pro i1=1,2,...n:
pli=1)
Vystup : X = (x;5) = A~'B.
Tento algoritmus vyzaduje
- n? 9 1
Y tn—1)(n—k+r)= -+t =1) = n(r—3)
k=1

nasobeni, stejny pocet s¢itani, n(n—1) a nr déleni zpétné substituce. Tedy
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celkem

3 3

% +nPr — g = % + O(n?) néasobeni a déleni,
3 3
% +n2(r—1) —nr+ g = % + O(n?) s¢itani.

Ve srovani s GEM vychazi tedy GJEM z hlediska poc¢tu operaci ponékud
hure.

Pripomenme jeszé, ze stejné jako GEM nebude pro nékteré matice A ani
GJEM realizovatelna (viz odst. 6.2.4).

6.4 Eliminace s vybérem hlavniho prvku

6.4.1

V odst. 6.2.4 jsme si ukazali, ze kdyz v k-té fazi GEM (k=1,2,...,n—1)
je prvek a,gz_l) nulovy, pak algoritmus GEM (6.2.5) nebude realizovatelny.
V piikladu 6.2.7 jsme vidéli, ze rostl vliv zaokrouhlovacich chyb diky tomu,
7e %y byl velmi maly a doslo k ristu éisel aly , af)

99 byl velmi maly a doSlo k ristu ¢isel asy , asy .
Provedené (zna¢né hluboké a pracné) analyzy realizace algoritmu GEM

(resp. GJEM) na pocitaci pracujicim s ¢isly z M (q, t) ukazuji, ze vliv zaokro-
uhlovacich chyb na cely proces muze byt katastrofalni, pokud c¢isla ag?),
1,7 > k, béhem vypoctu prudce porostou.

Prvek, jehoz prostfednictvim urcujeme multiplikatory k-té faze, budeme

nazyvat hlavni proek (pivot) k-té faze eliminace. V algoritmu z odst. 6.2.3

to byl prvek a,gl?g_l) .

Rovnici, z niz vybirame hlavni prvek k-té faze (tj. jejiz nasobky pficitame
k ostatnim rovnicim), nazyvame hlavni rovnici k-té faze.

Abychom tedy minimilizovali vliv zaokrouhlovacich chyb, je vhodné vy-
birat za hlavni prvky takové prvky matice A, které maji co nejvétsi absolutni
hodnotu. Potom hlavni rovnici ndsobime ¢isly nejvyse rovnymi jedné (v abso-
lutni hodnoté) a kazda diléi zaokrouhlovaci chyba se také nasobi timto ¢islem
(a tedy se nezvétsuje).

Vybirdme-li hlavni prvek ze vSech prvku, které v dané fazi ptichézeji
v uvahu, hovofime o algoritmu GEM s diplngm wvijbérem - ozn. GEMPU.
Vybirame-li hlavni prvek pouze z nékterych prvkii, které v dané fazi prichazeji
v tvahu (napf. z jednoho Fadku, resp. u jednoho sloupce), hovoiime a algo-
ritmu GEM s castecnym vgberem - ozn. GEMPR, resp. GEMPS.
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6.4.2 Priklad.

Resme soustavu [v M (10,3)]

0,000100 z; + 1,00z = 1,00,
1,00 1 + 1,00z = 2,00.

Poznamenejme, ze dand soustava je urcitym zptisobem patologicka, umozni
nam vsak ukézat citlivost uzitych algoritmu na zaokrouhlovaci chyby.

Aplikujeme-li algoritmus GEM z odst. 6.2.3 [tento algoritmus nazyvame
algoritmem GEM bez vybéru hlavntho prvku - hlavni prvek "vybirame" v
piirozeném poiadi, tj. vzdy v pozici (k, k)], bude my; = 10 a tento nasobek
prvni (hlavni) rovnice pfi¢teme k druhé rovnici. Redukované soustava bude
mit tvar

0,000 100x; + 1,00z9 = 1,00
—10000x5 = —10000.

Odtud
x. = (0,000; 1,00)".

Jestlize v8ak hlavni prvek zvolime ¢islo v pozici (2,1) (hlavni rovnici 1.
faze bude tedy 2. rovnice) a k prvni rovnici pfi¢teme msg; -nasobek druhé
rovnice, kde mg; = —0,000100/1,00 = —0, 000 100, dostaneme redukovanou

soustavu ve tvaru
1,00z, =1, 00,

1,00z, + 1,00z, = 2,00.

Jejim FeSenim je vektor
x. = (1,00;1,00)".

Porovnani s presnéj$im fesenim [v M (10,6) | puvodni soustavy
x; = (1,00010; 0,999 90)”

nés presvédcuje o tom, ktery z pouzitych algoritmu (tj. GEM bez vybéru a
GEMPS) se ukéazal jako lepsi (z hlediska pfesnosti).

6.4.3 Sloupcovy vybér hlavniho prvku - GEMPS.

V k-té fazi eliminace (k = 1,2,...,m — 1) vybirdme za hlavni prvek
takovy, ktery ma nejvétsi absolutni hodnotu z téch prvka k-tého sloupce
patficich zbyvajicim n — k + 1 fadkam, které do k-té faze nebyly hlavnimi
radky.
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Necht’ je to prvek v pozici (p, k), tj.

k—1 k—1
jag | = max ;).

kde ¢ probiha fadkové indexy téch fadki, které do k-té faze nebyly hlavnimi
rfadky. Pokud v k-tém sloupci je vice prvku s nejvétsi absolutni hodnotou,
vezme se (napf.) ten, ktery ma nejmensi fadkovy index, a tim rozhodneme o
volbé hlavni rovnice. Vysledna matice redukované soustavy po vSech n — 1
krocich nebude mit trojuhenikovy tvar upravit vhodnym pierovnanim radki
(v potitadi precislovani fadkovych indexil).

6.4.4 Radkovy vybé&r hlavniho prvku - GEMPR.

V k-té fazi eliminace vybereme ¢ jako nejmensi (sloupcovy) index, pro
ktery ) )
k—1 k—1
|akq | = mlax‘akj .
pricemz j probiha sloupcové indexy téch zbyvajicich n — k + 1 sloupci,
které do k-té faze neobsahovaly hlavni prvky predchazejicich fazi. Vysledna
matice redukované soustavy po vSech n — 1 krocich opét nebude horni tro-
juihelnikova, ale vhodnym pierovnanim sloupct ji 1ze na trojihelnikovy tvar

upravit (provede se piislusné piec¢islovani neznamych).

6.4.5 Uplny vybér hlavniho prvku - GEMPU.

V' k-té fazi eliminace vybereme p a ¢ jako nejmensi indexy, pro které

jafe ™| = max|a ",
pricemz ¢, j probiha ty indexy, které nejsou rovny indexum p, ¢ z pred-
chazejicich fazi eliminace.

Poznamenejme, 7ze pro vétsi n je vyhledavani hlavniho prvku s nejvétsi
absolutni hodnotou naro¢né na ¢as (a tedy drahé), a proto neni vzdy vyhodné
uzivat algoritmu GEMPU. Navic u celé fady soustav, které se v praxi ¢asto
vyskytuji (viz odst. 6.6.1), dava algoritmus GEM zcela srovnatelné vysledky
a lacinéji.

6.4.6 Priklad.
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Uvazujme tlohu stanovit feSeni soustavy

0,980z; + 0,990z, =1,97,
0,990x; + 1,00z, =1,99.

Tato tloha byla vySetfovana v odst. 4.2.3 (zménéno pouze ¢islovani neznamych
a poradi rovnic) a bylo ukidzéano, ze je Spatné podminéné. Pfesnym fesenim
je x;, = (1,1)T. Resime-li tuto soustavu algoritmem GEM bez vybéru [v
M(10,3) s fezanim|, bude hlavnim prvkem ¢islo 0,980 [v pozici (1,1)].
Potom ms; = —1,010 a redukovana soustava bude mit tvar

0,980z; + 0,990z, =1,97,
—0,000 100z =0, 000 300.

Vypoctené feseni x. = (5,04;—3,00)7 se dost podstatné lisi od piesného
feSeni, i kdyZz vektor rezidua r = b— Ax, = (0,000 800;0,000400)” takovou
odchylku na prvni pohled nesignalizuje.

Pocitame-li algoritmem GEMPU, pak za hlavni prvek volime IIZR;X la;;| =

= a9 = 1,00. Potom msy = —0,990 a redukované soustava bude mit tvar
—0,000 100z, = —0,000 100,
0,990z + 1, 00x4 =1,99.

Odtud vypoéteme x. = (1,00;1,00)T. Dokonce jsme dostali piesné Feseni
X; .

Dané soustava méa ovSem podobny charakter jako soustava z piikl. 6.4.2,
nicméné je zde patrné, jak uzity algoritmus podstatnou mérou ovliviiuje pres-
nost, vysledku.

6.4.7 Priklad.

Algoritmem GEMPU feSme soustavu rovnic

0,197z, + 0,30522 — 0,206x3 — 0,084z, = 0,136,
0,468x1 + 0, 71329 — 0,47425 40,0522, = 0,117,
0,886x; + 0, 76429 — 0,108z3 4 0,802z, = 0,251,
0,145z, + 0,590x4 + 0,613z3 + 0, 36524 = 0, 66.

Pocitame v M (10,4) a vysledky zapisujeme do tabulky (viz tab. 4). Kone¢na
redukovand soustava je "ulozena" ve 3., 7., 9., 10. fadku. (Hlavni prvky jsou
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vytistény tucéné.)

Tah. 4
m A b X,
1]-02223 0,197 0 03050 | -0,2060 ([ -0,08400| 0,1360 0,348
2 |-0,528 2 D4680 07130 | -0,4740 005200 01170 0,876
3 083860 07640 | -0,1080 0,8020 0,2510 2,595
4 |-0,1637 0,1450 0,590 0 06130 0,365 0 06600 2,373
51 D,2886 0,1352 | -0,1820 | -0,2623 0,080 2 -0,228 9
f 0,661 2 03095 | -04170 | -0,3716 | -0,0156 | -04%47
7 0,464 9 0630 7 0,2337 06189 1,48 2
8| -04367 0,269 4 -0,1%4 9 0,258 8 0,333 3
9 0.616 9 -0,217 1 0,393 6 0,793 4
10 -0,100 1 0,086 9 -0,013 2
Odtud
ry =—0,8681, x3=1,058, x9=0,3325, x,=0,9113.
6.5 Metoda LU-rozkladu
6.5.1 Priklad
Chceme vypocitat prvky matic
0 O U Uiz U3
L= 1 0 s U= 0 U9 U2s
l32 1 0 0 Us3
tak aby platila rovnost
1 0 Ul Uz U3 2 5
121 1 0 U29 U923 = 4 13 19
l31 l32 0 0 Uuss 6 27 50
Podle definice sou¢inu matic musi byt
2=r1(L)s;(U) =1-upn = u; =2, 1
4 = I'Q(L)Sl(U) = l21u11 = l21 = 2, Sl(L) =12 , Sl(U) =
6= I’3(L)S1 (U) = l31U11 = 131 = 3, 3
5=r1(L)sy(U) =1-uip = u1p =5, 0
13 = 13(L)so(U) = lyruia + ugg = ugg = 3, so(L) = (1] ,s2(U) =
27 = r3(L)s2(U) = ls1u12 + l3ougn = l3o = 4,
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0
19 = ry(L)s3(U) = lyyugg + ugz = ugz =7, ss(L)=101],
0 =r3( ( 1

50 = r3(L)s3(U) = l31u13 + lsouas + uzs = uss = 4,
6
Sg(U): 7
4
TakZze mame
1 00 2 5 6 2 5 6
2 1 0 0 3 7 = 4 13 19
3 4 1 0 0 4 6 27 50

Pocitali jsme matice L a U postupné po sloupcich. Tento postup ma tu
vyhodu, ze umoznuje takovou upravu algoritmu, ktera je ekvivalentni GEMPS.

6.5.2 Vyklad metody.

V odstavci 6.2.4 jsme si uvedli, za jakych podminek lze danou regularni
matici A rozlozit na soucin trojihelnikovych matic L = (I;;) a U = (u;;),
tj. kdy plati

(6.5.1) A=LU.

Metoda feSeni soustavy linearnich rovnic LU-rozkladem spociva v tom,
ze nejdrive stanovime matice L a U a potom fesime dvé soustavy Ly = b,
Ux=y.

V dolni trojihelnikové matici L volime na diagondle jednicky, tj. l; = 1,
1=1,2,...,n,a U je horni trojihelnikova matice.

Ze vztahu (6.5.1) plyne

a;; = ri(L)s;(U)
Odtud pro ¢ £ j méame
(6.5.2) a;j = lLipwy+loug;+.. .+l 1wy j+1u,
a pro ¢ > .J mame
(6.5.3) a;; = lpuyj+liougi+... Al j_1uj_1 j+liu;.

V téchto vzorcich je [, =0, pokud i <k, a uy; =0, kdyz k> j.
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Postupem uvedenym v piikl. 6.5.1 vypoc¢teme u;; (pro i =1,2,...,7) ze
vztahu (6.5.2) a l;; (pro i =7+ 1,5+ 2,...,n) ze vztahu (6.5.3).

Pokud v rozkladu (6.5.1) volime jedni¢ky na diagonédle matice U (pak
obecné matice L jedni¢ky na diagonéle mit nebude), hovoiime o Croutové
metodé.

V souvislosti s metodou LU-rozkladu ndmi popsaného typu se nékdy hov-
off o Doolittleoveé metodé (viz [12]).

6.5.3 Algoritmus LU-rozkladu.

S
Vypocét provadime a do paméti ukladame po sloupcich. (Klademe ) a;

i=k
=0, kdyz k> s.)
Vstup : n, A = (a;).
Pro j=1,2,...n:
Pro +1=1,2,...,75:
i—1
Uij = Qg5 — Lirtrj.
(6.5.4) ;
Pro i=75+1,74+2,...,n:
1 I
lij = — | %5 — Zlisusj .
Ui s=1
Tab. 5
R|B|B & [B|D0]D]D0[D] 3
1 =
%G |z |3 | G |G = 2. A,
%
3 A3 | @32 | @y | %34 | @z | T3 = 2 sy
3
4 By | Pz | ags | Qs | @y | G4 = Za%
%
5 -1 JE21 — I g41 Uy | B | Bz | Uyg | Hys <':r1 Py vum
é 5 | b L Uop | U | Hog | Uys | Ty E“zk
%
7 -1 £43 77 Ug | Uggy | Uzs | O3 w8 E%k
B
3 1 gy | Has | Tym D Ugy
%




Realizace tohoto algoritmu vyZzaduje n3/3 + O(n?) nasobeni a stejny
pocet séitani a n(n —1)/2 déleni.

Vyhody metody LU-rozkladu vyniknou tehdy, feSime-li vice soustav se
stejnou matici soustavy. Provedeme rozklad matice A a pak jiz opakované
feSime pouze soustavy s trojihelnikovymi maticemi (~ n? operaci).

V knize [12] je podrobné popsana (str. 447) modifikace uvedeného algo-
ritmu s uzitim ¢astecného vybéru hlavniho prvku.

V knize [7a] je pfimo uveden program (ve Fortranu) jak LU-rozkladu
(subroutine DECOMP), tak feSeni rovnic Ly = b, Ux = y (subroutine
SOLVE).

6.5.4 LU-rozklad pomoci kalkulatoru.

Stejné duvody jako v odst. 6.2.6 nas vedou k tomu, abychom su ukézali,
jak upravit algoritmus LU-rozkladu pro ru¢ni vypocet. Vyhodou bude (proti
Gaussové eliminaci), ze vapo¢itavame a zapisujeme pouze ta ¢isla, kterd jsou
uz v kazdé fazi soucasné koneénymi vysledky. V tabulce 5 vidime zptsob
ulozeni vysledki: V sloupci D5 (volime n = 4) je ulozen vektor b a vektor
L™'b = (U141, U241, s Unnt1)’ , abychom mohli soustavu Ax = b Fesit
pfimo jako Ux = L~ 'b.

Zapliovani tabulky (algoritmus): Symbolem P; - D; oznacujeme soucin
sloupci jako vektortu ulozenych v 2. ¢asti tabulky - jednicky do nich nezahrnu-
jeme! Pfitom uzijeme k vypoctu téch ¢isel téchto sloupci, kterd jsou v dané
fazi vypocitana.
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Ul): uy —ayy, j=12,...,n,n+1; (opiseme 1. radek
do 5. fadku);
ak1

L(1): g — —, k=2,3,...n; (délime "D;" Cislem uqq

a vysledek piSeme
s opa¢nym znaménkem);
U(2) : ugj «— Py-Dj+as, j=2,3,...n,n+1; (v P, D; jsou zatim
po jednom ¢isle);
Py - Dy + aga

L(2): g — ———————= k=3,4,...,m; (v Py ke také zatim
U22

po jednom ¢isle);
U(3) Usj <—P3-Dj—|—a3j, j:3,4,,n,n—|—1,
Pk 'D3+&k3‘

U3s

k=4,..n;

L(3) : lg3 —
Un—1): up_1,;— Poo1-Dj+an1j, j=n—1,nn+1;
Pn ' Dk—l + Qpn—1

unfl,nfl

Lin—1): lyn_1 <

Sloupec 3 slouZi ke kontrole presnosti vypoctii (jako v odst. 6.2.6). Cisla
o = Y. g, Y. uy urtime seCtenim ¢isel v i-tém a v (n + i)-tém Fadku

k k
tab. 5. Cisla &; vypoé¢teme podle instrukei U;, tj. 6; « P> +o0; (napf.
6’2 = —l215'1 + 6’2, 6’3 = —l315'1 — l325’2 + 0'3). Nelze-li rozdil 5’Z — Zulk

k

vysvétlit zaorouhlovacimi chybami, mame ve vypo¢tu chybu (omyl).

6.5.5 Priklad.

Na nésledujicich dvou soustavach si ¢tenaf muze utvrdit mechanismus
vypoctu z predchoziho odstavce.
a) Matice soustavy typu (4,4) je ulozena ve sloupcich D; az D4 prvni
¢asti tab. 6. Sloupec kontrolnich souc¢ti nepiSeme.
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b) Matice soustavy je ulozena ve sloupcich Dy, Dy, D3 1. asti tab. 7.

Tah. 6
R|B |B |B |D|D| Dy| Dy| Ds
2 -1 3 1 7
1 -1 4 2 5
3 2 1 4 31 1
5
4 3 3 3 5| ¥y
1 3 5
1173 |73 ) 2 -1 3 =) 7
N R B
1 7 -2 2 | 2 2 2
4
2 7 14 -5 31
f[.m
-1 7 7
R u
Tah. 7
R E B Dy D, Dy D, >
36 -8.7 15,3 0,6 10,8
0,9 2,5 6.4 11,0 20,8
3.7 48 -2.5 7.8 13,8
-1 -0,2500 -1,028 3,600 -8,700 15,30 0,6000 10,80
-1 -2,940 4675 2,575 10,85 18,10
-1 -25,80 -24,72 -50,52

x = (0,4278;1,793;0,958 1),

6.6 Soustavy se specialni matici

6.6.1 Specialni matice.

Specialni matici budeme rozumét takovou c¢tvercovou matici, ktera mé
aspon jednu z nasledujicich vlastnosti:

(1) symetri¢nost a pozitivni definitnost,

(2) diagonalni dominantnost,

(3) pasovost.

Pristupme k definicim:
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Matice A = (a;;) s redlnymi prvky je symetrickd, plati-li
T .

Matice A = (a;;) s komlexnimi prvky je hermitovskd (hermitovsky sy-
metrickd), plati-li

(661/) AH = A, tJ Q5 = C_Lji.

Symetrickd matice A = (a;;) je pozitivné definitni, plati-li

(6.6.2) xT Ax = i i a;jxiz; >0

i=1 j=1

pro vSechny nenulové vektory x = (z1, 2o, ..., z,)7 .
Matice A = (a;;) je diagondlné dominantni (méa diagondini prevachu),
plati-li
n
(6.6.3) lail 2> lagl, i=1,2,..,n.
j=1
J#i
Matice A = (a;;) je pasovd daji-li se najit piirozend ¢isla p, g takova,
ze
a;; =0, kdyz j>t+p nebo i>j+q.

Cislo w = p+q+ 1 se nazyva $iTka pdsu.

Na obr. 3 vidime vyznam cisel p, ¢. Je-li p = ¢ =1, pak w = 3 a
hovotime o tridiagondlni matici, je-li p = q = 2, o pétidiagondlni matici
(w == 5), atd. Pocet nenulovych prvkia v kazdém tadku nebo sloupci
nepievysi w a celkem je pocet nenulovych prvki mensi nez wn.

i

Obr. 3

Poznamenejme, zZe se specialnimi maticemi u soustav linearnich rovnic se
miuzeme napf. setkat pii aplikaci metody siti nebo metody konec¢nych prvki
k okrajovym ulohdm pro obycejné nebo parcialni diferencialni rovnice (viz
[10], [10a]). OvSem nejen zde: v [8] nebo v [11] se ¢tendf muze seznamit
s metodou interpolace pomoci tzv. splinovych funkci, kterd vede na feSeni
soustavy s tiidiagonalni diagonalné dominantni matici.
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6.6.2 Soustavy se symetrickou a pozitivné definitni matici.

Bez dikazu si uved’me tvrzeni (dikazy napt. v [18], [6], [9], [12]):

(1) Symetrickda matice A je pozitivné definitni, prive kdyz det Ay > 0,
k=1,2,...n, kde Ay je matice vznikld z A vynechdnim poslednich n — k
Fadki a n — k sloupci (Sylvestrovo kritérium).

(2) Nejuétsi prvek symetrické pozitivné definitni matice lezi na hlavni di-
agondle.

(3) Redlnd symetrickd matice A md redlnd vlastni ¢isla. Je-li A navic
pozitivné definitni, jsou jeji vlastni ¢isla dokonce kladnd.

(4) Je-li A symetrickd matice a A® redukovand matice ziskand Gausso-
vou eliminaci bez viybéru hlavniho prvku (odst. 6.2.4), potom ta cdst matice
AW etz proky patii zbjvajicim n — k Fddkim a slopcim, je symetrickd
matice (dokonce je pozitivné definitni, pokud A je pozitivné definitni).

Tvrzeni (2), (4) se daji dokdzat pomoci tvrzeni (1). Na zdkladé tvrzeni
(4) muzeme upravit algoritmus GEM (6.2.5) tak, abychom poéitali pouze
prvky na halvni diagonéle a na ni. TakZe ve vnitinim cyklu (6.2.5) staci brat
j=11+1,...,nn+1.

Tato tzv. symetrickd Gaussova eliminace (SGEM) vyZzaduje zhruba polov-
inu aritmetickych operaci proti GEM a pocet nutnych pamét’ovych mist se
téz snizi priblizné na polovinu.

Stejné jako v odst. 6.2.4 lze ukazat, ze algoritmus SGEM neni realizo-
vatelny pro kazdou symetrickou matici, pripadné miize byt numericky nesta-
bilni (citilivy na zaokrouhlovaci chyby), nebot’ neprovadime vybér hlavniho
prvku.

Z tvrzeni (2) v8ak vyplyva, ze pro symetrické pozitivné definitni matice
je algoritmus SGEM vzdy realizovatelny a je numericky stabilni.

V8imneme si nyni, jak se bude modifikovat metoda LU-rozkladu pied-
pokladem, Ze matice A je symetrickd. Plati-li nasledujici varianta véty o
rozkladu ([4]):

Je-li A symetrickd pozitivné definitni matice, potom existuje jedind horni
trojuhelnikova matice U s kladnymi diagondlnimi proky takovd, Ze

A =U"U.
Analogicky jako v odst. 6.5.2 fesime misto soustavy Ax = b dvé soustavy

Uly=b, Ux=y.
V tomto piipadé muzeme algoritmus LU-rozkladu z odst. 6.5.3 upravit
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na tzv. Choleského algoritmus (po sloupcich):

Vstup : n, A = (a;).

Pro i1=1,2,...n:

7j—1
77 23 gr |
r=1

Pro 1=7+1,7+2,...,n:

1 —
U5 = Y QAij — E UisUsj | -
7 s=1

Vystup : U = (uy;) [UT = (uj), uj; = Uij] .

(6.6.4)

Pokud odmocnéni poc¢itame jako tii nasobeni (|12]), pak uvedeny algoritmus
vyzaduje n?/3 +n? 4+ 11n/6 nasobeni a déleni.

Nemame-li zaruc¢enou pozitivni definitnost matice A , mohou ¢isla u; v
Choleského algoritmu vyjit komplexni, avSak nediagonélni prvky jsou reélné
nebo ryze imaginarni (viz [12]).

Pocet operaci Choleského algoritmu je zhruba polovi¢ni ve srovnéni s
algoritmem (6.5.4). Totéz plati o po¢tu nutnych pamet’ovych mist.

6.6.3 Poznamka.

Algoritmus (6.6.4) je vhodny v téch piipadech, kdy matice A je v paméti
poditace ulozena po sloupcich (mame na mysli predevsim velké matice). Po-
tom se bude matice U7 téz ukladat po sloupcich.

Pokud je naopak matice A ulozena po fadcich, pak je vhodnéjsi algorit-

mus.
Pro 1=1,2,...n:

i—1
Jp— L 2
Uy = Qi E ug, |-
k=1

Pro j=:1+1,14+2,...,n:

1 i—1
Ui = — | G5 — E UkiUkj | -
Wi 1

V tomto piipadé je UT uloZena také po fadcich. Obé situace jsou schemat-
icky znazornény na obr. 4 (obr. 4a - uloZeni po sloupcich, obr. 4b - ulozeni
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po Fadcich).

¥YY Obr. 4
a) b)

6.6.4 Soustavy s pasovou matici.

Uvazujme matici A = (a;;), pro niz a;; = 0, kdyz |i — j| > p; zde
w = 2p+ 1 je sitka pasu (¢ = p, viz obr. 3). Lze-li provést LU-rozklad
takové matice, zjistime, ze

=0, kdyz j>i akdyz j<i—p,

u;; =0, kdyz 7>j akdyz i<j—p.

To znamené, 7ze matice L a U budou pasové. Aplikujeme-li metodu LU-
rozkladu k soustavé Ax = b s regularni matici A, mizeme analogicky jako
v odst. 6.5.3 odvodit algoritmus (po sloupcich) feSeni této soustavy (tj. véetné
zpétného chodu). U tohoto algoritmu je pocet nasobeni a déleni roven &islu
np(p+ 1) a pro zpétnou substituci n(2p + 1). V ptipadé, Ze p je mnohem
mensi nez n, jde o podstatnou tsporu poc¢tu operaci. Pii vhodné organizaci
paméti uspofime i pamét’ova mista. Pro srovnani pfipomeinme, Ze pro plné
matice jsou pocty téchto operaci (fadové) déany ¢isly n®/3 pro LU-rozklad
a n? pro zpétnou substituci. Tato tispora po¢tu operaci a pamet’ovych mist
(nuly mimo péas se do paméti neukladaji) umoziiuje pfi dané kapacité fesit
mnohem rozsdhlejsi soustavy rovnic.

Poznamenejme, 7e algoritmus (6.6.3) se jesté zjednodusi, pokud matice
A je tiidiagonalni (p = 1). Doporucuji ¢tenaii, aby si zjednodusenou verzi
algoritmu (6.6.3) sim odvodil.
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Po sloupcich:

Vstup : n, p, A, b.
Pro 7=1,2,...,n:
o = max(1,j — p);
v =min(1,j + p);
Pro i1=a,a+1,....75:

i—1
Uij = Qg5 — Z Lirtir;.

Pro i=75+1,7+4+2,...,7:
ﬂ = maX(laj _p)7

1 —
lij = — (aij - Z lis“sj) .
s=p

(6.6.3) jj

Pro j=1,2,..,n: (feSeni rovnice Ly = b)

o = max(L,j — p);

7j—1
y; =b; — lekyk-
k=a

Pro j=n,n—1,..,2,1: (feSeni rovnice Ux =y)

v = min(n, j + p);

1 2
Tj=—1|Y; — E UipTE | -
Ujj

k=j+1

6.6.5 Symetrické pozitivné definitni pasové matice.

Soustavy s maticemi tohoto typu se nejcastéji vyskytuji pii feSeni okra-
jovych tloh pro parcialni diferencialni rovnice eliptického typu (viz napf.
[10a]) napt. metodou kone¢nych prvki.

Pro takové soustavy je nejvyhodnéjsi pouzit nékteré varianty LU-rozkladu.
Obecné lze Tici, ze ddvame prednost elimina¢nim metodam tehdy, jestlize ndm
to kapacita paméti pocitace dovoli.

Choleského algoritmus pro pasové matice lze ziskat tpravou algoritmu
(6.6.3).
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Obecné vSak nelze ¢ekat, ze matice U, resp. L bude mit nulovy prvek v
téze pozici jako matice A (uvniti pasu), tj. fidkost matice se obecné neza-
chovava.

Existuje fada publikaci, kde ¢tenar nalezne vhodné algoritmy eliminac¢ni
metody a jejich modifikaci. Kromé [7], [7a], [14] jmenujme jesté: Agejev,M.1I.
a kol.: Biblioteka algoritmov, Moskva 1975, 1976, 1978.

Velké soustavy s maticemi vySe uvedeného typu se v praxi Casto fesi
itera¢nimi metodami, nichz bude te¢ v ¢l. 7. Pfi jejich pouziti vSak obvykle
narazime na problém pomalé konvergence metody.

6.7 Cviceni

Ve cvicenich 6.7.1 az 6.7.3 feSte soustavy linearnich rovnic s nasledujicimi
pozsifenymi maticemi soustavy.

6.7.1
2 -1 7| 11 ;j;_f}g
a) 8 =2 5 | 25 ]; b 112 -4 10
4 32116 1 24 1| 5

Uzijte metod LU-rozkladu, GEM, GJEM, GEMPS, GEMPR, GEMPU. Po¢ite-
jte v R.
[a) Xt = (37 2, ]-)Ta b) Xt = (]-7 -1,2 _2)T ]

6.7.2
0,2641 0,1735 0,8642 | —0,7521
0,9411 -0,0175 0,1463 | 0,6310
—0,8641 —0,4243 0,0711 | 0,2501

UZijte opét metod podle pokynu ze cvi¢. 6.7.1. Urcete r = b — Ax..
[xc = (0,7315;—2,189; —0,6544)T v M(10,4);
x. = (0,73151921; —2,1888596; —0,65439375)" v M(10,8) - s drobnymi

odchylkami na poslednim desetinném misté v zavislosti na uzitém algoritmu.|
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6.7.3

0,7634  0,9265 —1,7532 | 4,1287
2,1524  6,3754 1,8174 | 10,2853
0,7232 —5,9176  2,3146 | —5,61287

Uzijte a) GEMPU; b) LU-rozkladu. Vypocitejte r = b — Ax, .

[a) xc = (2,667 546;0,9150416;—0,7098503)7, r = (2-1077;0;10~")T
v M(10,7); b) xe = (2,6676;0,91503; —0,070980)", r = (4 -107% —1 -
1074 -2,3- 10797 v M(10,5) ]

6.7.4

Dokazte, Ze pro libovolnou (realnou) matici A a jsou matice AA” | ATA
symetrické a pro regularni matici A dokonce pozitivné definitni.
[Navod. Uzijte vztahu (AB)T = BTAT 7 ¢l. 5.1 a odst. 6.6.1.]

6.7.5

Je-li A symetrickd matice a Q ortogonalni matice, tj. takové, ze QT Q =
=1, pak Q 'AQ je symetrickd matice. DokaZte.

6.7.6

Proved’te LU-rozklad matice

— N
— W O
— = =

Lze LU-rozklad provést?

6.7.7

Vypoctéte determinant matice soustavy ze cvi¢. 6.7.1 az 6.7.3. Jak se
vypocte determinant, uzijeme-li metody s vybérem hlavniho prvku?
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6.7.8

Reste soustavu
T+ 2[[‘2 + 21‘3 = 3,

2[[‘1 — 71’2 + 10[[’3 = 2,
9[[‘1 — 26[[’2 + 421‘3 = t,

t je parametr.

[Pro ¢ # 11 neméd soustava feenf; pro ¢ = 11: x = 1-(25,4,0)"+a(-34,6,11)" .

Uzijte GJEM.|

7 Iterac¢ni metody reSeni soustav linearnich rovnic

V ¢lanku 6.6 jsme se seznamili s nékterymi pfimymi metodami feSeni
velkych soustav. Zde si uvedeme metody, které davaji navod, jak resit takové
soustavy postupnym priblizovanim se k presnému teSeni. Existuje fada vice
¢i méné rafinovanych zpusobu konstrukce takové posloupnosti aproximaci,
jejiz limitou je pfesné feSeni x; dané soustavy rovnic.

Specidlnich iterac¢nich metod se také uziva ke zptesnéni feSeni ziskaného

elimina¢ni metodou.

[lustrujme si princip itera¢ni metody nejdiive na jednoduchém piikladé.

7.1 Priklad.

Chceme itera¢ni metodou najit feSeni soustavy rovnic.

11$1+21‘2+[E3:15, 11 2
(7.1.1)  xy + 1029 + 223 = 16, resp. 1 10
221 + 31y — 83 = 1 2 3

T 15
i) = 16
xT3 1

Soustavu (7.1.1) musime nejprve upravit na tvar vhodny pro provadéni iteraci
|x = F(x), viz odst. 1.4.6]. Provadi se to tak, ze z kazdé rovnice vy¢lenime
jednu nezndmou a ostatni ¢leny prevedeme na druhou stranu. Napf.

1
I = ﬁ(15 — 21’2 — .Tg),
(712) To = 1—0(16 — T — 2[[‘3),

1
T3 = g(—l + 271 + 322),
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tj.

2 1 15
1 10 11 11 1 1l
) = —@ (3) -3 i) + %
~ WV
H;

Jind moznost:

Ty = 15 — 10[[‘1 - 21‘2 — T3,
(7.1.3) Lo =16 — ;1 — 99 — 213,
I3 = -1+ 2.T1 + 31’3 — 71’3,

tj.
T -10 -2 -1 T 15
| = -1 -9 —2 z |+ | 16
T3 2 3 -7 T3 —1
Hp

Takovych moznosti je nekone¢né mnoho, ale jenom nékteré vedou ke konver-
gentnim posloupnostem aproximaci.

Z rovnic (7.1.2) a (7.1.3) dostaneme rekurentni vztahy tak, ze k neznamym
na levé strané pripiSeme index k4 1 a k nezndmym na pravé strané index
k. Takze mame

1
xgkﬂ) =1 (15 — 2x§k) — :U:(,)k)),
1 .
(7.1.4) 2D = 516 - 2P oy g x*HD) = Hyx®4g;,

1
xgkﬂ) = g(—l + 2x§k) + 3x§k)),

a nebo
2 =15 — 1028 — 228 — 2V,

(7.1.5) 2 =16 — 2P — 020 — 2, ) x*T) = Hpx® 4 ggp.
o = 14 200 + 328 — 72,

Zvolime nyni x© = (:cg‘”, :Ugo), xgo))T ,napt. (0,0,0)T. Dosadime tyto pocatec-

ni hodnoty do pravé strany rekurentnich vztahu (7.1.4) a vypocteme

15 16 1

x(1) — (=, —,—=
11°10° 8

)
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Pokracujeme-li, pak

x® = (1,0840;1,4886;0,81590)7,
x® = (1,0188;1,3284;0,70422)"

Provedeme-li nékolik iteraci, zjistime, ze u dalSich iteraci se ¢islice na prvnich
m mistech neméni; zda se tedy opravnéna domnénka, ze vektor

x = (1,056; 1, 364;0,651)"

bude aproximovat presné reseni.
Pocitame-li analogicky podle rekurentnich vztahu (7.1.5), dostavame:

xV = (15,16, -1)T,
x®@ = (—166, —145,84)7
x® = (1881,1655, —1190)7 atd.

Zde zadnou tendenci ke konvergenci nevidime a je pravdépodobné, Ze posloup-
nost iteraci diverguje.

Vzhledem k dalsimu vykladu je uzitec¢né si vSimnout, Ze soustavu rovnic
(7.1.2) jsme maticové zapsali jako

(716) X = HJX+gJ
a prislusna iteracni formule pak méla tvar
x*+D = Hyx® 4 g;

Totéz muzeme udélat u soustavy (7.1.3).

7.2 Obecné o itera¢nich metodach.

Uvazujme soustavu linearnich rovnic s readlnou matici soustavy
(7.2.1) Ax=Db

a predpokladejme, Ze existuje jediné (pfesné) feseni x; = A~'b. Rovnici
(7.2.1) ptepiseme na tvar vhodny k iteraci

(7.2.2) x = Hx+g
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tak, aby jejim fesenim byl také vektor x; = A~'b. ') Matici H nazyvame
iteracni matict.
Sestrojime posloupnost iteraci x*) = (xgk), xgk), ey xgk)) podle formule

(7.2.3) xt) = Hx®1g, k=0,1,2, ...

Jestlize existuje lim x*) = x*, potom ptechodem k limité ve vztahu

k—o0

(7.2.3) dostaneme x* = Hx" + g, a tedy x* je feSenim rovnice (7.2.2). Z
naseho predpokladu pak vyplyva, ze x* = x,; a iterace x*) je aproximaci
Xy .

Predepsat itera¢ni formuli nestaci. Musime jesté piipojit instrukci, jak
vypocet zahajit - tj. volbu x(© - a jak ho ukon¢it. Ukoneni vypo¢tu mizeme
provést dvéma, zptisoby:

(i) stanovit kolik iteraci mame pocitat;

(ii) zastavovaci podminkou: zvolime ¢islo § > 0 (dostatené malé) a
vypocet ukonc¢ime, bude-li (v néjaké vektorové norme)

(7.2.4) [x*) — x*D]| < 6.

Z metodickych diavoda udélame nasledujici dohodu: Je-li x*) aproximace
feseni urend tak, ze vyhovuje podmince (7.2.4), fekneme, Ze feSeni x; je
touto aproximaci uréeno s presnosti ¢. Je-li aproximace x*) urcena tak, ze

e —x®] <=

fekneme, Ze x; je touto aproximaci urc¢eno s chybou (s odhadem chyby) e.
V odstavci 7.5.3 si ukdzeme, ze € lze uréit pomoci ¢ .

7.2.1 Poznamka.

vz

Aproximace x*) feSeni x, lze také vypocitavat podle obecn&jsi iteracni
formule

(7.2.5) xt ) = Hx®4g,, k=012, ...

ve které se jak matice Hy , tak vektor g, mohou pfi kazdém kroku ménit. V
takovych pripadech hovotime o nestaciondrnim iteracnim procesu na rozdil
od procesu s matici H nezavislou na k, ktery nazyvame staciondrnim iter-
acénim procesem. Podrobnéji viz (6], [12].

1) Musi tedy FeSeni byt splnéna podminka A~'b = HA 'b+g,tj. I-H) A 'b=g
(tzv. podminka konzistence.)

91



7.3 Jacobiova metoda

7.3.1 Odvozeni itera¢ni formule.

Zobecnime postup z piikl. 7.1. NapiSeme si i-tou rovnici soustavy Ax =
=b

(731) ;1 T1+a0To+ ...+ Qi Ty = bi, 1= 1, 2, o, n.

Kdyz a; # 0, pak dostavame

(732) T, = — bz - Zaijxj s 1= 1, 2, ey T
. =
J7i

tedy z i-té rovnice jsme vypocitali i-tou nezndmou. Jacobiova iteracni for-
mule ma tvar (k=0,1,2,...):

1 n
(7.3.3) e —— (bz- - Zaijxgk)) , i=1,2,...,n.
Q4 -
7j=1

Maticové
(7.3.4) x* ) — Hyx®4gy k=0,1,2,....
kde
0 —w2 _a _@n b
ail a;n 7 a1l ail
S R - . B
H; = a1l a1l a | gy= | m
_Gnl _Gn2 _ On3 0 b
a1l ail ain 7 ail
Tab. 8
x(,OJ x':l, x(zl xizl x“'] x(53 x(G) x‘.oo, — xt
0 0,25 0,375 0,437 5 046875 | 0484 38 | 049219 05
0 0,5 0,625 06875 | D,71875 | 073438 | 074219 0,75
0 1] 0,125 01875 | 0,21875 | 0,234 38 | 0,24219 0,25
0 0,25 0,375 04375 | 046875 | 048438 | 049219 05

92




7.3.2 Priklad

Resime soustavu Ax = b Jacobiovu metodou, kde

4 -1 -1 0 1

-1 4 0 -1 2

A= -1 0 4 -1 |’ b= 0
0o -1 -1 4 1

Vysledky zapiSseme do tabulky (viz tab. 8). Iterace konverguji, ale ponékud
pomalu.

7.4 Gaussova-Seidelova metoda

7.4.1 Odvozeni itera¢ni formule.

Pouzijme opét i-té rovnice (7.3.1) a formule (7.3.2), kterou si vSak nyni
zapiSeme v rozepsané podobé

(7.4.1) T, = ; (bi — Qj1T1 — Q%2 — .o = Q51051 — Qi1 Ti41 — -0 ClmﬂUm) )
43
resp.
1 i—1 n
v j=1 j=i+1

Pripojime-li itera¢ni indexy (7 = 0,1, 2, ...) nasledujicim zptsobem

1—1 n
1
(7.4.3) g = (bz- — Zaijxg’““) — Z aijxﬁ-“) , 1=1,2,..n,
A5

j=1 j=i+1

dostavame Gaussovu-Seidelovu iteracni formuli. Rozdil od Jacobiovy formule
spociva v tom, ze iteraci slozek je k dalsSimu vypoc¢tu uzito ihned, jakmile jsou
vypocitany. Maticové budeme tuto formuli zapisovat ve tvaru

(7.4.4) x) = HgxW4gg, £=0,1,2,....

Konkrétni podoba matice Hg a vektoru gg se da také stanovit pomoci
prvki a;; matice A (viz odst. 7.5.5).
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7.4.2 Priklad.

Resme nyni soustavu z prikl. 7.3.2 Gaussovou-Seidelovou metodou. Pocita-

me tedy iterac¢nich formuli

x§k+1)

xgk-l—l)

xg+n

xikﬂ)

= i@ + a4 afl),
= S+ ol
= L ),

Vysledky zapiSeme opét do tabulky (tab. 9). Iterace opét konverguji, ale
ve srovnani s Jacobiovou metodou rychleji, tzn. zde x® je lepsi aproximaci
feSeni nez tataz iterace u Jacobiovy metody. Pozdéji posoudime, zda tento jev
mé obecny charakter, nebo se to tyka nékterych piipadi. Navic je Gaussova-
Seidelova metoda z hlediska ulozeni neznamych v paméti jednodussi a ts-
pornéjsi nez Jacobiova metoda.

Tab. 9
x(o) x':lj x(gl x[zl x“'] x(‘53 x'oo) =Xy
0 0,25 040625 | 047656 | 0494 14 | 0498 54 0,5
0 0,562 5 070312 | 0,738 28 | 0,747 07 | 0,749 27 0,75
0 0,062 5 0,20312 | 0,238 28 | 0,247 07 | 0,249 27 0,25
0 040625 | 047656 | 04% 14| 0498354 | 049963 05

7.4.3 Algoritmus.

Vypocet podle iteraéni formule (7.4.3) zapiSeme schematicky:

Vstup : n, A,

20,20, .

b, x(0 — ( LTy

Pro k=1,2,3,...,(m).

Pro
(7.4.5)

1=1,2,...,n:

1 1—1
k) _ = [p — ol

(0)

)", 6, (m).

n
D3 gl

j=it1

) |




Vypocet ukon¢ujeme zastavovaci podminkou (7.2.4). V kazdém kroku vnéjsiho
cyklu kontrolujeme, zda je splnéna. PocCatecni aproximace volime nejcastéji
x(® = b. Ukonéeni vypo¢tu parametrem m piichézi v avahu pii velmi po-
malé konvergenci.

7.5 Konvergence itera¢niho procesu.

7.5.1 Nutna a postacujici podminka konvergence.

Vratime se k odst. 7.2 a vektor chyby k-té iterace oznacime
(7.5.1) e = x® _x,.

Protoze
Xt = HXt + g,

x® = Hx* Y 1 g,
pak odec¢tenim téchto vztahi dostaneme

(7.5.2) e® = He" P = H%2 = | = He®,

Protoze klim x¥) = x, , pravé kdyz klim e®) = 0 (=nulovy vektor), musime
—00 —00

vySettit konvergenci mocnin H*®) matice H.
Konvergencni véta: Iterace x® = Hx* Y + g konverguji pro libovolné
x0  tj. lim H®eO =0, prdve kdyz

k—o00

(7.5.3) p(H) = miax\)\i(H)\ <1,

kde ¢islo p(H) se nazjvd spektrdlni polomeér matice H a \;(H) jsou vlastni
c¢isla matice H

Uvedeme si hlavni myslenku dikazu konvergenéni véty. Jsou-li Ay, Ao, ..., Ay
vlastni ¢isla matice H (v€etné nasobnych vlastnich ¢isel), existuje regularni
matice T takova, ze matici H lze vyjadrit ve tvaru

H=TJT!

kde J je tzv. Jordanova matice (viz [6], |9]), coz je blokové diagonalni matice
s bloky

Ao 10 0
A1

0 1

Ai
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Réad matic J; je urfen tzv. elementérnimi déliteli matice A .'?) Potom

H* = TJ*T !,
Plati-li (7.5.3), potom J* konverguje k nulové matici (kdyz k — 00), a tedy
H*e® — 0 pro libovolny vektor e® . Naopak, je-li klirrolo H* — 0, potom
musi byt ]}1_{20 J*¥ =0, a odtud plyne |)\;| <1 pro vechna 7.
(k—1)

Protoze podle vztahu (7.5.2) je e®) linearni funkci e , fikdme Casto,

ze konvergence uvazovaného procesu je linedrni.

7.5.2 Postacujici podminka konvergence.

Je-l1 splnéna podminka

(7.5.4) JH) <q <1,

Potom posloupnost {x("‘)};io , uréend formuli x% = Hx*Y4g  konverguje
p7i libovolné volbé vektoru x© a je

lim x® = (I-H) g = x,.

k—o0

Z itera¢ni formule postupnym dosazovianim dostaneme
x® =HO + T+H+H>+H? + ... + H Y)g = H**© 4 S,
kde jsme oznacili
Sy =I+H+H*+..+H"L
Protoze
HS,=H+H?>+H?+ ... + H",
potom
(I-H)S,=1-H"
Piedpoklad (7.5.4) zarucuje, Ze matice H* konverguji k nulové matici (nebot’
[H¥|| < |H|" a Jim IH||* = 0). Pak oviem
—00

lim (I — H)S;, = lim (I — HF) =1,

k—oo k—o0
a tedy
S = klim S, =1—-H)"
Proto
lim x* = lim [H"x® + S;g] = (1-H) 'g.

k—o0 k—o00

Existuje tedy vektor, ktery je limitou posloupnosti {x(k)}:io.

12y Pro nékteré matice (napt. symetricke) je J = diag(A1, A2, .oy Ap) -
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7.5.3 Odhad chyby.

Piedpokladame, Ze plati (7.5.4); pro odhad chyby k-té iterace x*) uzi-
jeme rovnosti

x® —x, = Hx*®Y — x,) = H(x® — x,) — H(x® — x*-1),
Odtud dostavame
=] € g =]+ ) = x5

tj.
(1= ) [} ] < g e~

a tedy pro 1 — ¢ > 0 bude

Y

q -
(75 I =l = 2 e =00

Jestlize ||x®) —x*=D| < §, potom

q

7.5.4 Kritérium konvergence.

Podminky (7.5.3), (7.5.4) se v praxi tézko ovéiuji. Proto je uzite¢né for-
mulovat postacujici podminky konvergence pfimo vzhledem k matici A .
Uvazujme tiidy realnych matic A = (a;;) s vlastnostmi:

(P1): Ostra diagonalni dominantnost (pfevaha), tj. plati

k=1
ki
(P2): Symetri¢nost a pozitivni definitnost (odst. 6.6.1).
(P3): a) Neostra diagonalni dominantnost [vztah (6.6.3)] a ostra alespoi

pro jedno 7.
b) Nerozpadlost (irreducibilita)'?®).

13) Matice A soustavy Ax = b je rozpadld (reducibilni), jestlize ny (n; < n) slozek
vektoru x je jednozna¢né urceno stejnym poctem slozek vektoru b, tj. téchto n; tovnic
soustavy lze fesit nezavislé na ostatnich rovnicich.
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Soustavy, jejichz matice soustavy maji vlastnosti (P2) nebo (P3), se ne-
jCastéji vyskytuji pfi numerickém Feseni okrajovych tloh pro parcidlni difer-
encialni rovnice (viz [10al).

Daji se dokazat (viz napf. [5], [6]) nasledujici kritéria konvergence:

(1) Md-li matice A vlastnost (P1), pak Jacobiova i Gaussova-Seidelova
metoda konverguji pro libovolny pocdtecni vektor x©) .

(2) Md-li matice A vlastnost (P2), pak Gaussova-Seidelova metoda kon-
verguje pro libovolny pocdtecni vektor x(© .

(3) Md-li matice A vlastnost (P3) a matice Hy (viz odst. 7.3.1) md
nezdaporné prvky, potom plati prave jedna z nasledujicich podminek:

(a) p(Hy) = p(Hs) — 0,
(0) 0 < p(Hs) < p(Hy) <1,
(c) p(Hj) = p(Hs) = 1,
(d) 1 < p(Hj) < p(Hs).

Napriklad pro soustavu s matici

2 -1 0 0
-1 -2 -1 0
A= 0 -1 2 -1
0 0 —1 2

jsou splnény vlastnosti (P2) a (P3). Podle kritéria (2) Gaussova-Seidelova
metoda bude konvergovat, a protoze matice

03 00
3 030
H;=[01101
003 0

mé nezaporné prvky, pak podle kritéria (3b) bude konvergovat i Jacobiova
metoda, ovsem pomaleji.

V piikladu 7.1 spliiuje matice soustavy kritérium (1), v ptikl. 7.3.2, 7.4.2
jsou splnéna vSechna t¥i kritéria, a tedy podle (3b) bude opét Jacobiova
metoda konvergovat pomaleji.

Poznamenejme na zavér odstavce, ze pro nékteré obecné matice A muze
Jacobiova metoda konvergovat, avSak Gaussova-Seidelova metoda konvergo-
vat nemusi.
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7.5.5 Konkrétni tvary itera¢nich matic.

Stanovime tvar itera¢ni matice Hy (Jacobiovy) a Hg (Gaussovy-Seidelovy).
Regularni matici A napiSeme ve tvaru

A=M+D+N,

kde

o o ... ... O
921 0 :

M = as; as9 0 )
pi oo ... App—1 0
0 19 a13 ... A1p
0 0 923

N=|: :
. Ap—1.n
0 ... ... ... 0

Nyni soustavu (M + D + N)x = b napiSeme bud’ ve tvaru

(7.5.7) Dx = —(M+N)x+b,

nebo ve tvaru

(7.5.8) (M+D)x = —Nx+b.

Z rovnice (7.5.7) dostaneme Jacobiovu itera¢ni formuli
Dx* = —(M + N)x® 4 b

a z rovnice (7.5.8) Gaussovu-Seidelovu formuli
(M + D)x**Y = _Nx®) 4 b,

Proto

HJ = —D_l(M + N), g1 — D_lb,
Hs=M+D)'N, gs=(M+D)'b.
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7.6 Zrychleni itera¢niho procesu

7.6.1 Rychlost konvergence.

Podminka (7.5.3), resp. (7.5.4) zaru¢uje konvergenci itera¢ntho procesu,
avSak neziskame z ni zadnou informaci o tom, kolik iteraci musime udélat,
abychom dosahli zadané piesnosti. Lehce vypocteme, ze k realizaci jedné
iterace potiebujeme n? nasobeni a n déleni (u fidkych matic je toto ¢islo
mensi).

Protoze ze vztahu (7.5.2) vyplyva

™ = e[V < ] e

je vidét, ze pro ||H|| blizké jedni¢ce budeme potiebovat hodné iteraci (velké
k), aby ¢islo He(k)H bylo malé.

Je-li napt. |le® V|| = 1072 a [[e®| = 107, tj. jednou iteraci jsme
ziskali dvé platna desetinnd mista, pak se jevi ucelnym posuzovat rychlost
konvergence (pro vétsi k) ¢islem

(7.6.1) R = —log(|[e®]| /{|e"~V]]),

které urcuje pocet platnych desetinnych mist ziskanych v kazdém itera¢nim
kroku (¢islo 1/R urfuje pak pocet iteraci potiebnych k zisku jednoho de-
setinného mista).

U celé fady praktickych taloh, pfedevsim u zminénych okrajovych tloh pro
parcidlni diferencialni rovnice, je ¢islo R velmi malé. Proto vznika nutnost
zrychleni itera¢niho procesu.

7.6.2 Aitkenova extrapola¢ni formule.

Jestlize posloupnost iteraci {x(k)} urfena formuli x*+t1) = Hx® + g
konverguje k vektoru x, potom posloupnost chyb e®) = x®*) — x m4a vzh-
ledem k (7.5.2) charakter geometrické posloupnosti (pii vétsich k), tj. pro
slozky platé

(k+1) (k)
x; — x, — @

L L Loi=1,2,...,n.

xgk) —T; xgkfl) —T;
Jednoduchou tpravou odtud dostaneme

k+1 k
N G it 0
i NS 2%@) . xl('kfl)
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Da se ukazat, ze vektor z*+Y | jehoz slozky jsou urceny pravou stranou
piedchoziho vztahu, bude lepsi aproximaci vektoru x nez vektor x®*+1)

V piipadé, ze posloupnost iteraci x*) konverguje k x pomalu, vyuzi-
jeme tohoto faktu k urychlovani itera¢niho procesu nésledujicim zptsobem:
Stanovime

k+1 k
(7.6.2) 7B — (D) () — 2 (V)2
i i xgkﬂ) _ 9 (k) + x(k 1)

i=1,2,..,n.

a podle zékladni formule vypocteme z*+2 = Hz* V) g z(:+3) = Hz(+2) 4
+g a opét zlepsime aproximaci z**+3 pomoci vzorce (7.6.2). V tomto pro-
cesu pokracujeme az do splnéni zastovovaci podminky.

7.6.3 Relaxac¢ni metoda.

[tera¢ni formuli (7.4.3) Gaussovy-Seidelovy metody lze také psat ve tvaru

(7.6.3) g =B, W19 o,

)

kde

i—1
K 1 k1)
n— (bi_z ay Za” )
aZZ ] 1
je tzv. i-té reziduum.

Budeme nyni uvazovat itera¢ni formuli [pro w = 1 totoznou s formuli

(7.6.3)]:

(7.6.4) a:l(-kﬂ) = a:(k)—l—wr(k),

resp.

(7.6.4’) karl (b _Z&” (k+1) Z aing-k)) +(1—w)x! (k)
j=i+1

kde w je tzv. relaxacni parametr. Tento relaxa¢ni parametr se snazime vybrat
tak, aby konvergence iteracniho procesu byla co nejrychlejsi.
Itera¢ni formulf (7.6.4) lze zapsat maticové

(7.6.5) x* ) — H x® 4g,
kde (uzivame oznaceni z odst. 7.5.5)

H, = (D +wM) '[(1 —w)D — wNJ,
g, = (D +wM) 'wb.
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Protoze D(I+wD™ M) = D4+wM, [(1-w)I-wND'|D = (1-w)D-wN,
potom
H,=D 'I+wD M) '[(1 —w)I - wND'|D,

a tedy (det D'BD = det B - viz odst. 5.1.1).
det H, = textdet (I+wD M) det [(1 — w)I —wND '] = (1 —w)",

nebot” (I + wD™'M)™! je dolni trojihelnikovd matice s jednickami na di-
agondle a (1 —w)I —wND™' je horni trojihelnikova matice s diagonalnimi
prvky 1 —w.

Zjistime, pro jaké w je splnéna podminka konvergence procesu (7.6.5).
NapiSeme matici H,, ve tvaru (viz odst. 7.5.1)

H,=TJT,

kde J je Jordanova matice. Protoze detH, = detJ = A Xy... A, (A\; jsou
vlastni ¢isla matice H,, ; kazdé ¢islo pocitame tolikrat, kolik je jeho nasob-
nost), plyne odtud

miax])\i\ 2|1 —wl.

Ma-li itera¢ni proces (7.6.5) konvergovat, nemize byt |1 —w| > 1. Proto
podminka

(7.6.6) 0<w<?2

je nutnou podminkou konvergence |[vyplyva ze (7.5.3)]. Da se dokazat (viz
[16]), Ze pro symetrické pozitivné definitni matice s kladnymi diagonalnimi
prvky je (7.6.6) i podminkou postacujici [dokaze se splnéni podminky (7.5.3)].

Metodu, kterou jsme pravé popsali, nazyvame casto superrelazacni meto-
dou. Je to ovSem pouze jedna z veliké tfidy metod, jejichz cilem je urychlit
konvergenci.

Podrobnéjsi informace o relaxa¢nich metodach najde ¢tenaf napt. v [6],
[12], [5], [16]. Pro né&které tiidy pasovych matic se da stanovit optimélni
hodnota parametru w (ktery se nazyva superrelazacéni faktor), p¥i niz proces
(7.6.5) konverguje nejrychleji (viz napi. [4]).

7.6.4 Poznamka k zaokrouholvacim chybam.

Protoze vzdy poc¢itdme v néjakém systému M (q,t), mohou nam zaokro-
uhlovaci chyby narusit konvergenci tehdy, jestlize p(H) je velmi blizké jed-
ni¢ce. Potom totiz teoretické zlepseni iterace v k-tém kroku miize byt tak
malé, ze jej celkovy vliv zaokrouhlovacich chyb miize zcela kompenzovat a
proces fakticky konvergovat nebude. Viz také odst. 9.2.
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7.7 Cvifeni

7.7.1

Reste soustavu

521 1,52 —2,37 7 1,68
1,72 —2,97 0,21 zs | = 6,21
2,01 0,92 3,89 5 7,78

a) Jacobiovou metodou; b) Gaussovou-Seidelovou metodou. Pocitejte v sys-
tému M (10,5) a vypodet ukonfete podminkou |x*) —x*=D|| < 1074,
Volte x = (1,—1,1)". Uzijte také Aitkenovy formule k zrychleni iter-
ac¢niho procesu.

a) x9 = (1,3796; —1,1811;1,5664)"; b) k dosazeni stejného vysledku
staci 16 iteraci. Aitkenovy formule uzijte po splnéni podminky
[ — x|, < 102,

7.7.2

Reste soustavu

41 1 7 ~1
1 6 2 zo | = 0
12 4 T3 1

a) Gaussovou-Seidelovou metodou; b) relaxaéni metodou pro w =1,5.

7.7.3

Vypoctem ukazte, Ze pro soustavu

12 -2 T 1
11 1 2z | = 3
2 2 1 o 5

Jacobiova metoda konverguje, kdezto Gaussova-Seidellova diverguje.
[Xt = (L 17 1)T]
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7.7.4

Vypoctem ukazte, Ze pro soustavu

4 4 5 T3 13

Jacobiova metoda diverguje, kdezto Gaussova-Seidellova konverguje.
[Xt = (L 17 1)T]

7.7.5

Reste soustavu

4 -1 0 0 T 2
1 4 -1 0 x| |5
0 -1 4 —1 z | 7| 5
0 0 -1 4 T4 2

Jacobiovou a Gaussovou-Seidelovou metodou. Posud’te rychlost konvergence
obou metod.
[x; = (1,2,2,1)T]

8 Inverze matic

Jiz d¥ive jsme se zminili (odst. 6.3.2) o metoré vypoctu inverzni matice
(GJEM). K urceni matice A~' lze oviem uZit také algoritmu GEM: Résime
soustavy As; =e;, j=1,2,...,n, kde e; je j-ty sloupec jednotkové matice
I. Potom s; jsou sloupce matice A~!.

8.1 Inverze LU-rozkladem.

Predpokladédme, ze mame proveden LU-rozklad reguldrni matice A, tj.
A = LU. Vzhledem k tomu, 7e A~! = U~!L~! sta¢i stanovit U™t a L7!.

104



Budeme proto hledat takové matice Y a Z,ze LY =1 a UZ=1. D4
se ukizat, ze matice Y, Z budou mit tvar (provéite!)

Y11
Yo1 Y22 0
Y = Y31 Y32 Y33 )
Ynl Yn2 - Ynn
211 <12 <13 " ZlIn
222 k23 "t Zon
Z = 233 't Z3n
0

ZTLTZ

7 definice souc¢inu matic vyplyvéa, ze
1=r(L)s(Y)=1"y,

0=r;(L)s;(Y) = liayj + lijr1yjrrg + o+ liia¥iry + iy, J <1
Tedy

1—1
(8.1.1) Yig = 05— s, =G j+1,.m;
k=j
_f1, =y
% _{o, i

Algoritmus pro vypocet Y = L~! m4 tvar:

Vstup : n,L = ().
Pro 7=1,2,...n:
Pro 1=73,+1,...,n:

i—1
Yij = 5z'j - Z likykj-
k=j

Vystup: Y = (y;;) = L.

(8.1.2)

105



Analogicky sestavime algoritmus pro vypocet matice Z = U~!:

Vstup @ n, U = (u;).
Pro 7=1,2,...n:
Pro 1=73,7—1,...,1:

(8.1.3) 1 ;

k=i+1
Vystup: Z = (z;) =U"".

K inverzi matic L, U tedy potiebujeme 2n3/3 operaci. Poznamenejme, ze
k inverzi pomoci GEM potiebujeme rfadové také tolik operaci.

8.2 Cviceni

8.2.1

Invertujte matici

2,4759 1,6235 4,6231
A= 1,4725 0,9589 —1,3253
2,6951 2,8965 —1,4794

Pocitejte v M(10,t), t = 5,6. Proved’te kontrolu AA™' = I. [Radky mat-
ice A~' (v M(10,10)): (0,208 769 7584; 1,376 034419; —0, 572 558 917 6),
(—0,118599 141 4; —1,406 206 69; 0, 877 250 923 8); (0, 146 147100 7;

0,243 115454 7; —0, 001 431 523 7).]

8.2.2

Je-li X,, dobra aproximace matice A~!, tj. AX,, =1+ E,, kde ||E]||
< 1 je malé ¢islo, potom ukazte, Ze matice X, .1 = X,,(2I — AX,,) je lepsi
aproximaci matice A™1, tj. Ze ||En1] < ||En| -

Navod. E,,; = AX,,; — I = —E?; dokonce plati |E, | < HEnH2

8.2.3
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Stanovte A~!, kdyZ

)

Uzijte GJEM nebo LU-rozkladu. Poécitejte v M(10,3). [Navod. Invertujte
matici
- (0,500 0,333 L 18 =24
A‘(0,333 0,250)’ A= ( —24 36)’
A —

A1:< 17,7 —23,6)_ A:( ,000 3,33-104)

Il
N\
Q[ =D —=
Ll L%

236 35,6 g,33-104 0,000 ’
Al -amn a A ()
sz1 ~A7 =95 107 AAT - ( _05”%9110_3 ?éi’ 10 ) :
HAA*1 — ALY =3,05-107
8.2.4

Proveite na piikladech, Ze inverzni matice k pasové matici (napi. k t¥idi-
agonalni matici) je obecné plna matice. Zdivodnéte tento poznatek!

9 Chyby reSeni soustav linearnich rovnic

V ¢lanku 4 jsme hovofili o podminénosti tloh a o stabilité algoritmu.
Zde nas bude z tohoto hlediska zajimat tiloha stanovit feSeni soustavy rovnic
Ax = Db jednak algoritmem Gaussovy eliminace, jednak itera¢nimi algoritmy.

Pti feSeni uvazované tlohy na konkrétnim pocitaci vznikaji nepiesnosti
(chyby) ze dvou pficin:

a) nepiesnosti vstupnich dat [napf. zobrazenim vstupnich dat do mnoziny
M(q,t)],

b) zaokrouhlovanim béhem vypoctu [tj. realizaci aritmetickych operaci v
mnoziné M(q,t)].

Nejdiive vySetifime podminénost dané dlohy. O stabilité algoritmii jsme
se zminili v odst. 6.2.5, 6.4.1, 6.4.2, 6.6.2.
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9.1 Podminénost.

Necht’” vstupni chyby prvki regularni matice A tvoii matici, kterou oz-
nac¢ime AA a vstupni chyby slozek vektoru b tvori vektor, ktery oznac¢ime
Ab. Je-li x; presné feSeni soustavy Ax = b, potom piesné feSeni soustavy
(A — AA)x = b + Ab oznaéime x; + Ax, tj. plati

(9.1.1) (A+AA)(x;+Ax) = b+Ab,

9.1.1

Uvazujme nejdiivé situaci, kdy matice A je dana presné, tj. AA=0.Z
rovnosti (9.1.1) pak plyne
AAx = Ab,

tj.
Ax = A"'Ab

a odtud dostaneme odhad chyby FeSeni [zde i nize uzivame (5.2.8)]
9.1.2) Jax] < [[A]1ab] .

Protoze b = Ax,, potom ||b|| < ||A] x|, tj.

1ol
]| =
T Al

Pro relativni chyby proto dostavame

|Ax|| ] [[Ab||
(9.1.3) o < [[A7Y Al *=r Mol
Cislo
(9.1.4) G =AM 1Al

je mirou citlivosti relativni chyby feSeni na relativni chybé vstupnich dat
a nazyva se (v souladu s odst. 4.2) ¢islem podminénosti matice A, resp.
uvazované tulohy.
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9.1.2

Mame-li nyni naopak Ab =0, AA # 0 tj. prava strana je dana presné,
potom (9.1.1) ma tvar

(9.1.5) (A—AA)(x,—Ax) = b,

a tedy
Ax = —ATTAA(x; — Ax).
Odtud dostavame odhad pro relativni chyby

AA|
1Al

]

[AA]|
T+ Ax] = < ||AY Al S

(9.1.6)
Opét byl vztah mezi vstupni chybou vyjadien pomoci éisla C, = [|A7Y| ||A].
9.1.3

Pro obecny piipad (AA # 0, Ab # 0) se da odvodit odhad (viz [3],[12]):

|AA] | [|Ab||
(9.1.7) Iax|| o ¢ TAT T B
[ - 1—Op”lm”

9.1.4 Priklad.

Chceme urcit ¢islo podminénosti C), matice

4,1 2,8
A= < 9,7 6,6 )
aniz bychom podcitali A=t.

Zvolime-li b = (4,1;9,7)T, potom pfesnym feSenim soustavy Ax = b
je vektor x; = (1,0)”. Zménime-li pravou stranu soustavy na b + Ab =
= (4,11;9,70)7, bude presnym fefenim vektor x; + Ax = (0,34;0,97)"
(presvédéte se o tom!).

Jiz odtud je patrné, Ze tloha feSit soustavu s uvedenou matici soustavy
bude $patné podminéna (mald zména vstupnich dat vyvolala velkou zménu
fedeni).

K vypoctu ¢isla podminénosti uzijeme nerovnosti (9.1.3). Ve sloupcové
normé dostaneme ||Ax| = 1,63, [[Ab|| = 0,01, |x¢| =1, |[b]] = 13,8,
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|Ax|| / ||Ix¢]] = 1,63, [[Ab||/|/b|| = 0,0007246. Z nerovnosti 1,63 < C,-
-0,0007246 dostavame ze
C, > 2249, 5.

V ostatnich norméch bychom dostali podobny vysledek.

9.2 Vliv zaokrouhlovacich chyb.

Zékladni vysledky o vlivu zaokrouhlovacich chyb pfi Gaussové eliminaci
jsou uvedeny v publikaci Wilkinson, J. H.: Rounding Eroors in Algebraic
Processes, N. p. L. Notes on Applied Science, No 32, H. M. S. O., London
1963. Cten4f je najde také napf. v [7].

Uved’me si stru¢né tyto vysledky (viz [4]).

Oznacime

a®

max |a,;

_ 7;7j7k
n =

max \az‘j’ ’

,

kde &Ef) jsou vypoctené prvky redukované matice ziskané béhem eliminace.
Je-li LU = A + E wypocteny LU-rozklad matice A (s castecénym nebo
uplnygm vygbérem), potom plati odhad

(9.2.1) IEllg < n’gn l|Allg g™

_Je-li x. vypoctené reseni soustavy Ax = b ziskané reSenim soustav
Ly = b, Ux =y, potom ezistuje matice AA (zdvisejici jak na A, tak na
b) pro niz plati odhad

(9.2.2) IAA]g £ (n*+3n)g | Allg g

a takovd, Ze x. (vypoctené reSeni soustavy Ax = b) je pFesnym Tesenim
soustavy

(9.2.3) (A—AA)x, = b.

Matice AA tedy reprezentuje zaokrouhlovaci chyby akumulované béhem

realizace Gaussovy eliminace. UZijeme-li postupu z odst. 9.1.2, dostaneme
(Xt = Ailb)

[ = x|

(9.2.4) < Cpo(n)q ',

|

kde jsme oznacili o(n) = (n®+ 3n)g, .
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Ze vztahu (9.2.4) je patrné, ze k posouzeni vlivu zaokrouhlovacich chyb
pri realizaci elimina¢ni metody potfebujeme urcit nebo alesponn odhadnout
¢islo C), . Obvykle je piiblizny vypocet ¢isla podminénosti soucasti programu
elimina¢ni metody (viz [7a]).

Zde uvadena hodnota o(n) je pesimistickd. Velmi vzacné byva o(n) veétsi
nez q. OvSem Wilkinson sestrojil matici A (viz napi. [16]), u které se pfi
sloupcovém vybéru dostane

0<g,<2m 1
9.3 Poznamka.

Ukazali jsme si, ze zaokrouhlovaci chyby vznikajici v prubéhu vypoctu
1ze prevést na jisté (umélé) chyby ve vstupnich datech, a pokud vime néco o
podminénosti tlohy, miizeme podle vztahu (9.2.4) posoudit vliv zaokrouhlo-
vacich chyb na feSeni tlohy.

Pro $patné podminénou tlohu (velké C),) mald zména ve vstupnich dat-
ech vyvola velkou zménu feSeni, pricemz tato zména TeSeni je jeSté zesiluje
vlivem zaokrouhlovacich chyb.

Jsou-li vstupni data Spatné podminéné soustavy rovnic ziskdna napft.
méfenim, musime FeSeni této soustavy ziskané jakoukoliv numerickou meto-
dou interpretovat velmi opatrné. Rozumnéjsi je vzdy se snazit danou tlohu
preformulovat tak, abychom $patné podminéné soustavy nemuseli FeSit.

Vznik4 ovSem prirozenéd otazka, zda lze ziskat i pro Spatné podminéné
soustavy FeSeni s vyhovujici pfesnosti. Odpoved’ je kladna, pokud investu-
jeme do TeSeni soustavy urcitou préaci navic. Vypocet ve dvojnasobné arit-
metice je ovsem netnosti. Urcité informace o této problematice najde ¢tenar
napi. v [4], [8], [12]| a pfedevsim v [7].

K Ziskani urcité informace o vlivu zaokrouhlovacich chyb na feSeni sous-
tavy se v praxi uziva jednoduchého obratu. Spolu se soustavou Ax = b se
fesi soustava Ax =d, kde

jejimz piesnym Fefenim je vektor (1,1,1,...,1)T.
Metoda experimentéalnich perturbaci nam také muze poskytnout pied-
stavu o presnosti vypocteného feSeni.
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9.4 Zaokrouhlovaci chyby u itera¢ni metody.

Uvazujeme utera¢ni proces urceny formuli
(9.4.1) xt) — Hx® 1 g
a predpokladejme, ze tento proces konverguje k presnému feseni x;, tj.
Predpokladejme, Ze pocateéni aproximace x(© je dana presend. V diisled-
ku nepiesné realizace aritmetickych operaci v po¢itadi se pii vypocétu x(V
podle formule (9.4.1) nevypocte pfesna iterace Hx® + g = x| ale iterace
%) | ktera neni pfesné rovna iteraci x| tj.

5‘((1) — HX(O) + g + 77(1)7

kde 7 = (11, M21, ., Mn1)T (Ma1 je chyba, s jakou vypoéteme i-tou slozku
vektoru xM). V dalsim kroku vypocteme iteraci X , ktera se opét lisi od
piesné hodnoty HX®" + g - nyni o vektor 7 | tj.

% =\ xY + g4 r@.
V k-tém kroku mame tedy
(9.4.3) D = Hx®) 4 g4nE+D),

kde n**+1 reprezentuje zaokrouhlovaci chybu pii vypoétu (k-+1)-ni iterace.
Odecteme-li rovnosti (9.4.3) a (9.4.2), pak mame

%) _ e — H(Z® — x,) 4+ n*HD.

Oznacime-li
f(k) — x _ X,

potom dostavame
g+ — gD e© 4 g® M 4 gE-D@) 44 Jg® 4o,

Protoze ¢€© = x© —x, = e® (viz odst. 7.5.2), dostaneme z ptedchozi
rovnosti odhad celkové chyby

e 5 e R ) )
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Po upravé

k+1
L=

O44) eV = [l Ty

€ = max ()]

Konstanta C' je horni hranice zaokrouhlovacich chyb a zavisi jak na typu
potitace [na M(q,t)]|, tak na matici H a vektoru g. Pro k& — oo je
[e® || — 0 a ||¢*TV|| se bude od nuly lisit ¥adové o C', pokud nebude
H~1.

Druhy ¢len v nerovnosti (9.4.4) bude ¢init potize pouze pii pomalé kon-
vergenci procesu (9.4.1) (to ovSem miuize byt dost ¢asto!). Pro velka k se totiz
miize skutecna chyba ¢®) ligit od teoretické chyby metody e®) (viz odst.
7.5.3) dokonce o nékolik Fadu.

9.5 Cviceni.

9.5.1

Urcete ¢islo podminénosti soustavy Ax = b, kde

A 1,2969 0,8648 b — 0,864 2
- \0,2161 0,1441)" - \0,1440

Vypoctete r = b — Az, kdyz z = (0,991 1, —0,4870)7 . Porovnejte feseni
vypottené elimina¢ni metodou s presnym feSenim x; = (2, —2)7.

9.5.2

Reste ekvivalentni soustavy

a)x; + 10000 xo = 10000; b) 0,000 lzq + 2 =1,
r1+ 0,000 1xy = 1. x1 4+ 0,000 1y = 1.
Uzijte algoritmu fadkového vybéru. Vypoctete ¢islo podminénosti obou tloh.

Posud’te podminénost obou uloh a uzitého algoritmu. Pocitejte v M (10,4).
x; = (0,9999;0,9999)", a) x. = (1,000;0,0000)”; b) x. = (1,00; 1,000)".
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10 Vlastni cisla a vlastni vektory

S pojmem vlastniho ¢isla matice jsme se jiz setkali v odst. 7.5.1, kdy jsme
podle velikosti vlastnich ¢isel itera¢ni matice H posuzovali konvergenci iter-
acéni metody. S tlohou na vlastni ¢isla kterou jsme formulovali v odst. 5.3.3,
se vSak muzeme setkat i v aplikacich pii feSeni celé fady technickych nebo
fyzikalnich problému. Jmenujme napi. problém vzpérné pruznosti problém
chvéni fyzikalnich soustav nékteré tlohy z kvantové fyziky atd. (viz napf.
[10], [10a]).

Ptripomenme si tlohu na vlastni ¢isla na jednoduchém piikladu.

10.1 Priklad.

Stanovme takova ¢isla A, pro kterd mé& homogenni soustavy Av = A\v
nenulové feSeni, a urceme toto feSeni. Volme

200
A=1[2 21
11 2
Resime tedy soustavu
2—X 0 0 U1 0
(A=XN)v=| 2 2—-X 1 ve |l =10
1 1 2—A U3 0

Aby homogenni soustava méla nenulové feSeni, musi byt determinant sous-
tavy nulovy. Najdeme proto takova A, aby

det(A — AXI) = =)* + 60 — 11\ +6 = 0.
Dostali jsme tak algebraickou rovnici 3. stupné a pouze pro jeji kofeny
(10.1.1) M=3 =2 A3=1,
nazyvame vlastni ¢isla matice A, bude mit uvazovani soustava nenulové
feSeni.
Stanovime nyni tedy nenulové feSeni t¥i homogennich soustav

(A-XD)v=0, i=123.
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odpovidajicich ¢islam (10.1.1). Resime tedy tii soustavy

-1 0 0 v 0 00 0 o 0
2 -1 1 v | =10 |; 2 0 1 v | =10 ];
1 1 -1 vy 0 110 vs 0

100 0 0
2 11 v | =] 0
111 s 0

Rédkovymi tipravami (viz téZ odst. 6.3.8) zjistime, Ze pro libovolna nenulové
¢isla r,s,t jsou hledanym feSenim tyto vektory (v uvedeném potadi) - tzv.
vlastni vektory:

0,7,7)",  (s,—s,—25)T, (0,t,—t)T;
napr.
vl =(0,1,1)7, v®=(1,-1,-2)7, v® =(0,1,-1)7.

Stoji za povSimnuti, ze vlastni ¢isla dané matice jsou navzajem rizna a
odpovidajici vlastni vektory jsou linedrné nezavislé.

10.2 Zakladni poznatky.
10.2.1 Definice.

Méjme ¢tvercovou matici A tadu n. Cislo A (obecné komplexni), pro
které m& homogenni soustava

(10.2.1) Av=)v, resp. (A-AI)v=0

nenulové feSeni, se nazyva vlastni ¢islo matice A [znac¢ime A = A(A)]| a
jemu odpovidajici nenulové fefeni v = (vy, v, ...,v,)T wvlastni vektor matice
A.

Vlastnim ¢islem matice A je pravé to ¢islo A, které je kofenem charak-
teristického polynomu

(10.2.2) pa(A) = det (A=AI) = (=1)" A"+ A" . 4-by 1 A+by,.
Odtud vyplyva, ze kazda Ctvercova matice fadu n ma pravé n vlastnich

Cisel Ay, Ao, ..., \,, pricemz kazdé vlastni ¢islo pocitame tolikrat, jaka je
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jeho néasobnost. Jednoduché, resp. k-ndasobné cislo je jednoduchym, resp. k-
nasobnym kofenem polynomu pa (A).

Vlastni ¢isla matice mizeme tedy vypocitat jako kotfeny charakteristick-
ého polynomu metodami z kap. III. Tento postup vSak narazi na ynacné
potize pii vétsich n (velky objem vypocti), pokud koeficienty polynomu
chceme pocitat primo z definice determinantu.

Matici A = diag (A1, Az, ..., \,) nazyvame spektralni matici matice A .

Je-li v vlastni vektor matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu )\, , potom
rovnosti Av®Y = \;v® | i =1,2 ... n, vyplyvajici z (10.2.1), miZeme zapsat
ve tvaru maticové rovnosti
(10.2.3) AX = XA,

kde sloupce matice X jsou vlastni vektory matice A, tj. s;(X) = v® .
Pro matici A z ptikl. 10.1 je

0 1 0 300
X=|1-1 1], A=[020
1 -2 —1 001

Uloze najit viechna vlastni ¢isla dané matice se ¥ika dplng problém vlast-
nich ¢isel. Uloze najit pouze néktera vlastni ¢isla dané matice (obvykle s
nejvétsi nebo s nejmensi absolutni hodnotou) se ¥ika céastecny problém vlast-
nich cisel.

Vlastni ¢isla diagonélni a trojihelnikové matice jsou rovna diagonalnim
prvkium této matice, nebot’ charakteristicky polynom ma v tomto ptipadé

tvar pa(A) = (a11 — A)(ag2 — A).(@pn — A) .

10.2.2 Priklad.

Uvazujme matice

210 0 2 110
A=10][2]0 B=|0 20 ],
0 0]2 0 0]2
210 0 210
c=|[0]2 1 D=|0 21
0[0 2 00 2

Pro tyto matice je

pA(/\) = pB(/\) = pc(/\) = pD(/\) = (2 - /\)37
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tzn. ze ¢islo A = 2 je vlastnim ¢islem (trojnédsobnym) vsech ¢tyf matic.
Postupem z ptikl. 10.1 zjistime, ze vektory

v =(1,0,0)", v®=(0,1,00", v®¥ =(0,0,1)"

jsou vlastnimi vektory matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu 2. Kazda
nenulova linearni kombinace vektori v(, v(® v® je také vlastnim vektorem
odpovidajicim témuz vlastnimu ¢islu.

U matice B jsou vlastnimi vektory pouze vektory v v(® (a jejich
libovolna linearni kombinace). U matice C pak pouze vektory v( v(®) au
matice D pouze vektor v . Vidime, Ze pocet linearné nezavislych vlastnich
vektori neni u nékterych matic roven fadu matice, ale je mensi!

10.2.3 Podobné matice.

Rikadme, ze matice A a B jsou podobné, existuje-li regularni matice P
takova, ze

(10.2.4) P 'AP =B, resp. A=PBP '

Protoze det (B — AI) = det P7}(A — AI)P = det (A — A\I) (viz odst. 5.1.1),
plyne odtud, zZe podobné matice maji tataz vlastni ¢isla.

Z rovnosti vlastnich ¢isel matic vSak nevyplyva jejich podobnost. Napft.
matice z piikl. 10.2.2 nejsou navzajem podobné!

Je-li v vlastni vektor matice A , potom P~1v je vlastni vektor matice B
odpovidagici témuz vlastnimu ¢éislu. (Provéite!)

Pokud vlastni vektory v, v® . v matice A jsou linedrné nezdvislé,
bude matice X v rovnosti (10.2.3) requldrni a plyne odtud

(10.2.5) X TAX = A,

tzv. matice A je v tomto pripadé podobnd diagondlni matici.

Tato situace nastava napf., kdyz matice A mé vSechna vlastni ¢isla rizné
nebo kdyz je symetricka.

Ovsem ne kazda matice je podobna diagonalni matici. D4 se v8ak dokézat
(viz napt. [9]), ze libovolnd matice A fadu n je podobna tzv. Jordanové
matici

J:diag(Jl,Jg,...,JT), Tén,

kde Ji., k=1,2,...,r, je matices vlastnim ¢islem )\, matice A na diagondle
a s jednickami nad hlavni diagonalou a s ostatnimi prvky rovnymi nule.
Maticim Jj tikame Jordanovy bloky.
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Je-1i fad vS8ech Jordanovych blokii roven jedné, potom
J =diag (A1, Ao, ..., Ap) = AL

U matic z prikl. 10.2.2 jsou Jordanova bloky ¢arkované ohraniceny; matice
D je ptimo Jordanovym blokem.

Rada numerickych metod feSeni iiplného problému vlastnich ¢isel matice
A vyuziva vztahu podobnosti (10.2.4).

10.2.4

Uved’'me si jesté nékteré dalsi uzitecné poznatky z linedrni algebry, vy-
plyvajici [az na (6)] pfimo z (10.2.1):

(1) AMA™H) = (MA)~.

(2)  MAF) = (AA)*, Kk celé cislo.

(3) MAT) =XA), \je c¢islo komplezné sdrufené k .

(4)  Vlastni ¢isla symetrické matice (A = A) jsou redind.

(5) Vlastni vektory symetrické matice odpovidajici riznym vlastnim cislim

jsou ortogondlny.

(6) k-ndsobnému vlastnimu ¢islu symetrické matice odpovidd prdvé k linedrné

nezduvislych vlastnich vektori, tj. symetrickd matice Fadu n md praveé n linedrneé

nezdvislych vlastnich vektori a lze je vybrat ortogondlni. Potom také plati

(10.2.5), kde v tomto pripadé je X ortogondlni matice (pro komplexni matice

se uZivd terminu unitdrnd. Shrnuto: Symetrickd matice je podobnd diagondlni

matici.

(7) Symetrickd pozitivné definitni matice md viechna vlastni ¢isla kladnd.
Pokud vektor x neni vlastnim vektorem redlné symetrické matice A,

potom c¢islo

xT Ax
T

(10.2.6) AR =

X X

se nazyva Rayleightiv podil a hraje vyznamnou roli v aplikacich.
Pokud v je vlastnim vektorem odpovidajicim vlastnimu ¢islu A realné
symetrické matice A, potom

TA
(10.2.7) A=Y

viv

118



10.2.5 Odhad polohy vlastnich ¢isel.

Ve [12] je dokézano nasledujici tvrzeni: Vsechna vlastni ¢isla matice A =
(a;j) lezi ve sjednocent kruhi (v komplexni roviné)

(10.2.7) lz—ai] £ Jag].
7j=1
JFi
Kromé toho plati pro nejmensi (v absolutni hodnoté) vlastni ¢islo odhad
(viz [3])
. 1/2
(10.2.8) (Amin| S /rirars. i, 1= <Z |%‘\2> :
=1
10.2.6 Priklad.

Odhadnéme polohu vlastnich ¢isel matic

A= —

O = Ot
U= =

1 2 0
0], B=|[2 2
0 11

N = O

0,

U matice A méame podle (10.2.7) (nakreslete si obrazek!) |z—5| < [1|+]1] =
=2, |Z_1‘ é‘_1‘+‘0|:|1‘7 ‘2_0‘ < |0‘+|_075‘:075'

U matice B mame: |z —2[ <0, |z —2| <3, |z —2| < 2.

Nékterou z nize uvedenych metod muzeme zjistit [v M (10,4)], 7e M\ (A) =
—0,1085, \(A) = 1,148, \3(A) = 4, 786.

Z prikladu 10.1 vime, 7ze A (B) =3, A2(B) =2, \3(B) =1

10.2.7 Podminénost tlohy na vlastni ¢isla.

Omezime se na piipad, kdy matice m& = linedrné nezavislych vlastnich
vektori vy, v, ..., v, odpovidajicich vlastnim ¢islim Ai, Ao, ..., A\, .

Ozna¢ime Aaqy; malé zmény v prvcich matice A = (a;;), (|Aag; < ¢l).
Necht’ déale X;(e) = A\; + A); jsou vlastni ¢isla porusené matice A(e) =
= A+ AA . Zauvedenych piedpokladi se da odvodit (viz napt. [3]) pfiblizny
odhad

(10.2.9) [Ai(e)=Ail S i,
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kde x; = 1/|cosa;| a «; je tihel vektoru v; a vlastniho vektoru matice
A odpovidajictho viastnimu &slu ); . Pro symetrickou matici (hermitovsky
symetrickou) je «; =0 a tedy plati odhad

[Xi(e) = Al Se,
z jehoz usoudime, 7ze tloha na vlastni ¢isla je v tomto pripadé dobte pod-
minén4.
Jestlize y; bude velké ¢islo, mize byt uvazovana tloha Spatné podminéna.
Zajimavy je nasledujici piiklad. Charakteristicky polynom matice

20 20 0 ... ... ... O
0 19 20
0 0 18 20
A=
0
0 2 20
e 0 ... ... ... 0 1

je pa(A) =det (A—=AI) = (20—X)(19—N)...(2—=N)(1—X)—20Y% . Kdyz ¢ = 0
bude My = 1 nejmensi vlastni éislo. Zvolime-li ¢ = 20!-207* ~ 5-1077,
bude Myg = 0.

Z tohoto piikladu Ize usoudit, ze vlastni ¢isla nesymetrickych matic budou
citlivh na zmény prvkia matice. Podrobnéjsim rozborem lze ukazat, Zze tato
citlivost se zvétSuje se "vzdalenosti" od hlavni diagonéle vlastni ¢isla prilis
citliva nejsou.

10.3 Casteény problém vlastnich ¢isel

10.3.1 Mocninna metoda.

Zabyvejme se ulohou urc¢it vlastni ¢islo matice A s nejvétsi absolutni
hodnotou (tzv. dominantni vlastni ¢islo).

Predpokladédme, ze matice A ma n linearné nezavislych vlastnich vek-
tori, jediné dominantni vlastni ¢islo a ostatni vlastni ¢isla jsou serazena
nasledujicim zptsobem:

Al > ol 2 Al 2 o 2 Al

Zvolime vektor y(© a vyjadiime jej ve tvaru linearni kombinace vlastnich
vektoru
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Sestrojime nyni posloupnost vektroiu {y(k)} pomoci rekurentniho vztahu
(10.3.1) y® = Ay*EY =123, ...
Protoze je y*) = A¥y© a Av; = \;v;, pak odtud plyne

y(k) = AV + s AFvy + .+ a, Afv, = alA’fvl + 042)\]2“v2 + ...+ an)\flvn

neboli
(10.3.2) y*) = M(agviter), er= Zz:;ai <)\—i> Vi,
a také
1
(10.3.3) y* T = AyW = X avitern), e = - Aek
1
Pro j-tou slozku vektoru y®) z (10.3.2) plyne:
y = N(arvy; + eny),
kde vy;, e; jsou —=-té slozky vektorti —==. ProtoZe podle predpokladu je

IAi/A1] <1, @22 potom lim e = lim g4 =0,
k—oo k—oo

a bude
(k+1) k41
(10.3.4) A = lim Yi — = lim kl (avy +5k])'
k—o0 y]( ) k—oo yj (O{ﬂ)lj —+ 6k+1,j)

Pro dostatecné velkda k& budou podily )\gk) = y§k+1)/y§k), J =12 ..n
aproximovat vlastnf ¢islo Ay (ex; — 0 pro k — oo.
Podle (10.3.2) se klim y®) 1isf od vlastniho vektoru v; pouze multiplika-

tivni konstantou.

Protoze v praktickych tlohéch obvykle nemame informace, zda jsou splné-
ny piedpoklady metody, mize nam konvergence procesu (10.3.1) ¢init potize.
Napi. nevhodna volba vektoru y® muZe znemoznit vypocet. T¥eba volime-
li y© tak, 7e bude a; = 0 nebo bude blizké nule. K zastaveni procesu
iteraci obvykle slouzi podminka Mﬁ’“’ — )\gkﬂ)\ < ¢§. Je velmi obtizné urcit
odhad chyby metody. Abychom se vyvarovali preplnéni pocitace, doporucuje
se v kazdé iteraci normalizovat vektory y® (napt. aby mély nejvétsi slozku
rovnou jedné).
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Mocninnou metodu lze modifikovat tak, abychom mohli pocitat i vicené-
sobn& dominantni vlastni ¢isla se stejnou absolutni hodnotou, pifipadné dalsi
vlastni ¢isla Aq, Ao, ..., pokud mame predchézejici ¢isla vypoctena. Ve vSech
téchto pripadech nelze obecné zarucit konvergenci metody a je tieba provést
podrobnéjsi analyzu metody. V praktickych tlohach vétsinou iterace kon-
verguji pomalu a je tfeba pouzit néjakého urychlovaciho procesu (viz [12]).
Také skutecnost, 7e na jednu iteraci potfebujeme fadové n? operaci, mize
pro vétsi n podstatné omezit efektivnost metody. Pro pasové matice je v
tomto pripadé situace lepsi.

10.3.2 Metoda Rayleighova podilu.

Predpokladame navic (ve srovnani s odst. 10.3.1), 7Ze matice A je sy-
metrickd (realnd): Potom vlastni vektory jsou ortonormélni, tj. v{ v} =0,
i # j. Potom ze vztahu (10.3.2), (10.3.3) dostaneme

T
y P y® = X (o vT 1 D) (ayvy 4 epp1) = M2 + eley),
T
y(k) Ay(k) = )\]f(OqV{ + 6%))\§k+1) (ozlvl + €k) = )\%k(@% + €£5k+1),
Protoze opét klg{)l@ elep = klggo etersr =0, kdyz |N/M\| <1, 422, pak

7 A y(®)

)T (k41)

' oyl
(10.3.5) M= lim S = i Sy

Protoze eley, resp. i ey konverguji k nule (pro k — oo) zhruba dvakrét
rychleji nez ¢y, bude metoda Razleighova podilu davat zpravidla lepsi aprox-
imace vlastniho ¢isla. Vlastni vektor vy se urci stejné jako v odst. 10.3.1.

10.3.3 Priklad.
Stanovme dominantni vlastni ¢islo matice

A_:

o = o
—_ DN
_—= O

Volme y© = (1,1,1)”. Sestrojime posloupnost vektori y* podle vztahu
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(10.3.1):
yV = Ay = (5,4,2)7,

v® = Ay = (24,15,6)7,
y® = Ay® = (111,60,21)",

Protoze matice A je symetrickd, miizeme uzit vztahu (10.3.5) (Rayleighuv
podil):

T
B y(7) y(7)

AL~ y Ty (@)

=4,459656 908... .

Vlastni vektor v; uréime z piiblizného vztahu
y®

IR

[y ™

Pro srovnéani proved’'me vypocet ¢isla A; také ze vztaha (10.3.4):

v — (0,90075;0,41702;0,12142)7;  |[v|g = 1.

(8) (8)
Y 202833 65495004 Y2 — 4441890 166:
g 45423 7

A

= 4,409 288 824.

Ys
Aritmetickd pramér téchto ¢isel 4,438 867996 muzeme vzit za aproximaci
¢isla \; . D4 se ukazat, ze tato aproximace je horsi nez aproximace ziskana po-
moci Razleighova podilu. ZkuSenosti vSak ukazuji, Ze pomérnejvétsich slozek
vektorit y**1 obvykle d4va nejlepsi aproximaci ;. [Pfesna hodnota \; =
=4,460504864 - v M(10,10).]

10.4 Uplny problém vlastnich &isel.

Metody feSeni tiplného problému vlastnich ¢isel muzeme zhruba rozdélit
do dvou kategorii:

a) metody zalozené na vypoctu vlastnich ¢isel pomoci charakteristického
polynomu,

123



b) metody vyuzivajici vztahu podobnosti matic.
V prvém piipadé ovSem nelze (pro vétsi n) pocitat pa(A) = det (A — AI)
pfimo z definice determinantu. Existuji vSak metody (napf. Krylovova, Le
Verrierova), které urcuji itera¢nim zpisobem koeficienty charakteristického
polynomu. Efektivnost téchto metod vSak neni velké, nebot’ napt. Krylovova
metody vyzaduje fadoveé 3n operaci. Vyhodnéjsi je situace u tridiagonalnich
matic, kde lze odvodit jednoduchou rekurenci pro vypocet charakteristického

polynomu:

f-1(A) foA) =1;
(A) = (ar = M) fs-1(A) = bpegrkr—2(N), k=1,2,...,n;
(A) = pa(d).

Zde ay,as,...,a, jsou prvky hlavni diagonaly, ¢y, co, ..., c,_1 jsou prvky nad
hlavni diagonélou a b, b3, ..., b, prvky pod hlavni diagonalou. Pro symetrické
tifidiagonalni matice je tato metoda podrobné popsana ve [12] v souvislosti
s tzv. Givensovou metodou. Protoze pravé Givensova metoda a déle jesté
efektivnéjsi householderova metoda pirevadéji libovolnou symetrickou matici
na tridiagonalni tvar, 1ze naznacenou metodou urcit vlastni ¢isla dosti Siroké
tridy matic. Pro nesymetrickou matici lze pfevod na tiridiagonalni tvar real-
izovat napt. tzv. Lanczosovou metodou. Podrobny vyklad vSech zminénych
postupt véetné numerickych aspektt najde ¢tenai ve [12|. Druhé kategorie
metod vyuziva kaftu, ze podrobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Vylozime
zde dvé metody této kategorie. V obou se konstruuje posloupnost navzajem
podobnych matic, ktera konverguje k takové matici, jejiz vlastni ¢isla se daji
jednoduchym zpusobem urcit.

=5
I
=

10.4.1 Metoda LU-rozkladu.

Tato metoda je v literatute obvykle nazyvana LR-transformaci nebo LR-
algoritmem.

Je-li LU = A trojuhelnikovy rozklad matice A ve smyslu odst. 6.2.4,
tj. s jednotkami na diagonale matcie L, potom matice B = UL je podobné
matici A (ma tataZ vlastni ¢isla). Skutecns, U =L7'A  aproto B = UL =
L'AL.

Sestrojime posloupnost matic Aj nasledujicim zptusobem: Necht’” A =
Ay =L)Up je Lu-rozklad matice A . Stanovime matici

Al - UOL07
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kterd vznikne vynasobenim matic Ly, Uy v opa¢ném potadi a opét ji ro-
zlozime na soucin trojihelnikovych matic, tj.

A1 - LlUl'

Pokrac¢ujeme v tomto procesu a dostavame posloupnost navzajem podobnych
matic

(10.4.1) A,=U, L, =LU, k=12 ..

Déa se dokazat ([12]), ze kdyz matice By = L;Ls...Lj, konverguji k regulérni
matici, potom matice Ay také konverguji, a to k horni trojihelnikové matici
s vlastnimi ¢isly matice A na diagonéle.

Je-li matice A symetrickéd a pozitivné definitni a provadime-li LU-rozklad
ve smyslu Choleského algoritmu, t;j.

(10.4.2) AL=L] Ly =LL, k=12 ..

potom matice Ay konverguji k diagonalni matici.

Nevyhody metody Lu-rozkladu jsou patrné trojiho typu: (i) obecné pomala
konvergence posoupnosti {Ay}, (ii) velky pocet operaci potiebnych k real-
izaci algoritmu pro matice vys8ich fadu, (iii) moZnost nestability procesu pro
obecnou matici A.

Pocet operaci bude v tinosnych mezich, pokud tuto metodu aplikujjeme
na pasovou matici. Potom matice A; budou téz pésové, napf. t¥idiagonalni.

Zvlasté jednoducha je situace v piipadé tiidiagonélni symetrické pozi-
tivné definitni matice A . Potom matice Ay v (10.4.2) je opét tiidiagonalni
a muzeme odvodit jednoduchy (stabilni) algoritmus vypoc¢tu prvkia matice
A1 pomoci prvki matice Ay : Predpokladame, ze je dan rozklad

A, =L,L{.

Nenulové prvky matice Lj oznac¢ime a;,a;41,, ¢ = 1,2,...,n. Nenulové
prvky matice L, q, které urcuje vztah

A1 = Lk+1L£+1a
oznacime by, b1, 1 =1,2,...,n, a vypocteme je algoritmem:

Vstup @ n,a;, a1, (0=1,2,....n).
Apy1, = bo; = 0.
Pro i1=1,2,...,n

2 2 2 2
(10.4.3) by = @y + Qi1 — b1
2 2
2 = ditti%ii
i T T 2
i

Vystup : bii7 bi—i—l,i (Z = ]_, 2, ey n)
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Tento algoritmus jej jistou modifikaci tzv. QD-algoritmu uvedeného ve [12].

10.4.2 Priklad.

[lustrujme si algoritmus (10.4.3) na tloze stanovot vSechna vlastni ¢isla
symetrické pozitivné definitni matice

2 -1 0
A= -1 2 -1
0 —1 1

Prvky matice A = A, ozna¢ime c¢;;, prvky matice Ly v rozkladu Ay =
LoLY ozna¢ime a;; a vypoc¢teme je Choleského algoritmem, tj. ay; = Ve,
Qo1 = 021/a11, Q22 = 4/ C22 — a%l, a3 = 032/0622, a33 = 4/ C33 — a?g- Mame
tedy
a1 0 0
Lo = as; agg 0
0 g2 Aas3

Prvky matice

by 0 0
Li=1 b b O
0 D32 bss

vypoc¢teme algoritmem (10.4.3) p¥imo pomoci prvkia matice Ly, tj. pomoci
vztahi b11 = 4/ a%l + a%l s b21 = a21a22/b11 s bgg = \/CL%2 + Cl?g - bgl s b32 =
= a32a33/622 s b33 = 4/ CL?B — b?g . Dale Vypoéteme ]:41]:4,%1 = A1 . Preznac¢ime-
i b;; na a;;, stanovime prvky b;; matice Ly opét algoritmem (10.4.3).
V kazdé fazi vypocétu pocitime L,LI = A, . Proces zastavime naptiklad
pozadavkem, aby nejvétsi (v absolutni hodnoté) nediagonélni prvek matice
A byl mensi nez néjaké predem zvolené ¢islo § (lze ovSem volit i jina
zastavovaci kretéria).

Nize jsme zazanamenali pouze sled vypoc¢tu. Pro srovnani uved’me, ze
kofeny polynomu det (A — AI) = =A% + 5% — 6\ + 1 jsou (s chybou mensi
nez 107) A\ =3,2470; Xy = 1,5500, A3 =0,1981.

AR 3,2177; A ~1,5959; A3~0,1997.

Jestlize dostatecné velké k je Ay =~ A (diagonalni matice), potom vlastni
vektory jsou (opét piiblizné) sloupce matice LoLjLs...Ly .
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10.5 Metody ortogonalnich transformaci.

Budeme sestrojovat posloupnost AgA;A,, ... navzajem podobnych matic,
tak ze
Ak+1 = QgAkaa k= Oa 17 2a ceey

ktera konverguje k matici, jejiz vlastni ¢isla se daji lehce urcit. Ortogonalni
matice Q. specidlnim zpiisobem vybirame. Prednosti metod ortogonélnich
transformaci je numericka stabilita ptislusnych algoritmi. Pro symetrickou
matici A = Ay vede tento postup k tzv. Jacobiové metodé, kterou si v
dalsim vykladu vylozime podrobnéji. Pro obecnou matici pouzivime metody
QU-rozkladu*). == V této metodé v kazdém kroku rozkladédme matici Ay
na sou¢in A, = Q.U ortogonalni matice Q a horni trojihelnikové matice
Uy (urceni matic Qy, Uy se nazyva QU-rozklad) a uréime Ay = UpQy .
Za dosti obecnych predpokladi konverguji matice Ay k horni trojihelnikové
matici s vlastnimi ¢isly matice A na diagondle (viz [12]).

10.5.1 Priklad.

Prikladem ortogonalni matice je matice rovinné rotace o thel «:

S c S§ = sin «.

Qiz(a) = <

c _S) ¢ = cosaq,
)

Stanovte matici B = QL (a)AQ5(), podobnou dané symetrické matici

2 1
A= (1 3) |
Jednoduchym vypoctem zjistime, ze

biy = 26> —2¢s + 352, by =% — s>+ cs =byy, by = 25>+ 3¢* — 2cs.

Vybereme o tak, aby bylo by = cos? a = sin® a + sin 2a = 0. Z pozadavku
20 = —2 uréime ¢ = cos’a = (5 —+/5)/10, s* = sin?a = (5 ++/5)/10,
cs = cosasina = v/5/5, a tedy

_( 5+5)/2 0
B‘(o <5—¢5>/2)‘

Diagonélni prvky matice B jsou vlastni ¢isla matice A .

14Uziva se ¢asto terminu QR-transformace. Podrobny vyklad najde ¢tenaf v [12].
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10.5.2 Jacobiova diagonalizace.

Budeme se opirat o nasledujici tvrzeni (viz [12]): Je-li A redlnd symet-
rickd matice, potom existuje ortogondlni matice Q (tj. QT = Q~1), Ze matice
QTAQ = A je diagondlni s vlastnimi c¢isly matice A na diagondle.

Matici Q budeme sestrojovat postupné pomoci posloupnosti ortogonél-
nich matic Qp, (), kde

1
1
1 :
S —S
p .
1
qu(a) ;
1
q S c
1
p q 1
C = COs
s = sina,

pa (@) = Qpg(—0);
matice Q,q(a) se lisi od jednotkové matice pouze v pozicich (p,p), (q,q),
(p,q), (¢,p)- Vybereme thel a tak, abychom nulovali prvek b,, = b, matice

B =Q,,(¢)AQ,,(a)

Protoze byy = (agq—app)cs—+ap (¢ —s?), vede pozadavek b,, = 0 k podmince



Odtud pak dostaneme

1 a,—a 1 a,—a
2= cosa = — 4 wp qq’ 2 —gin?q— - _ e qq’
(10'5'1) a 2 27“ 2 27’
sc = %, r? = (app — aqq)2 + 4a§q.

Pti konkrétnim vypoc¢tu neni tfeba pocitat thel «, ale pomoci vzorci (10.5.1)
odvodit formule pro pfimy vypocet prvka matice B (volime |a| < 7/4):

bpp = (app + agq +71)/2,

byq = (Appagq — a}%q)/ bpp,
(10.5.2) bip = QipC + ajgs = by,

big = —Qips + a;qC = bg;,

bij = a;; v pstatnich pozicich.

Preznacenim prvki 0;; na a;; miZeme v popsdnem procesu polracovat,
nyni ovSem s jinymi indexy p, ¢. Nulové prvky z pfedchazejicich fazi vSak
obecné nulové nezustanou, ale da se ukazat, ze u takto sestrojené posloup-
nosti matic A = Ay, Ay, Ag, ... se mimodiagonélni prvky zmensuji. Presnéji
- soucet kvadrati mimodiagonélnich prvki konverguje k nule (viz [12]), ¢ehoz
vyuzivame k zastaveni uvedeného itera¢niho procesu.

Volbu znaménka u sin «, cos a pocitanych z (10.5.1)provadime tak, aby
SIgN COS (v = SIgN Uy -

Zbyva zodpovédét otazku jak volit strategii pii vybéru indexu p, g (viz
[12]). Bud’ provadime vybér tak, abychom nulovali vzdy nejvétsi (v abso-
lutni hodnoté) nediagonalni prvek, nebo nulujeme postupné. Druhy zpisob
se snaze algoritmuje, ale dava obvykle pomalejsi konvergenci matic A, k di-
agonalni matici (rychlost konvergence zavisi - stejné jako u mocninné metody
-na A;/Ai_1).

Vlastni vektory matice A jsou sloupce matice Q, kterou stanovime jako
soucin matic Q,, v tom pofadi, jaké bylo zvolenou strategii urceno.

10.5.3 Priklad.

Uzitim vztahu (10.5.1), (10.5.2) realizujeme Jacobiovu diagonalizaci k
dané symetrické matici A = Ay . Indexy p, ¢ volime strategii podle prvku
s nejvetsi absolutni hodnotou. Zaznamename sled vysledki:

3,5 —6 5 3,9 —7,7782 —0,7071

Ag=| -6 85 —9| ®2E=>Y 77789 17,5 0
5 -9 85 ~0,7071 0 0,5

(1,2)
H
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1.2 20,964 3 0 0,2877 @3)
— 0 0,0358 —0,6459 | —
0,2877 —0,6459  —0,5
23) 20,9643 —0,1598 0,2392 a

— | —0,1598 0,4672 0
0,2392 0 —0,9314

L 20,9681 0,0000 0 .
9 0.0000 04659 0,0017 | &P
00,0017 —0,9340

(20,9681 0 0,000
(12) 0 0,4659 0,0017 | 2
0,0000 0,0017 —0,9340

20,9681 0,0000 0,0000

lg

90,0000 0,4659 0 :
0,0000 0  —0,9340
Ay & 20,9681,
g A 0, 4650,
\s ~ —0,9340.

10.5.4 Poznambka.

Podotknéme, ze podobnostni metody se vétSinou pouzivaji k maticim
v tridiagonélnim nebo v tzv. Hessenbergové tvaru. Aby se zmensil celkovy
pocet operaci, obvykle se nejdiive obecnd matice pievede (metodami uve-
denymi napt. v [12]) na néktery ze zminénych typu a pak se aplikuje nék-
tera metoda podrobnostnich transformaci (Jacobiova diagonalizace nebo QR-
rozklad, resp. LU-rozklad). Davame piednost metodé ortogonalnich transfor-
maci, nebot’ je numericky stabilni.

Poznamenejme na zavér, ze velmi efektivni algoritmy téchto metod najde
Ctenaf v knize [14].

10.6 Cviceni.
10.6.1
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Stanovte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

2 11
A=|1 21
1 1 2

[Navod. Uzijte postupu z piikl. 10.1. A} = Xy = 1, vV = (1,0, —-1)T,
v =(0,1,-1)7"; A =4, v® = (1,1,1)" ]

10.6.2

Stanovte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

2
11—

1+
9 .

(A =2+v2, vi=(V2, )T +i(0, —=1)T; Xy =2—v2, vi = (—v2,1)T+

+i(0,—1)T |

10.6.3

Stanovte vlastni ¢isla matic

[a) )\1:15, )\2:5,

6 4 4

— o
A~ o o~ =

6 1
16
4 6

5 4 11
4 511
’b)1142
112 4

)\3:57 )\4:_17 V1:(171a171)T7

vo =(0,1,-1,0)7, v5 = (1,0,0,— 1), v, = (1,-1,—1,1)7;
1

b) /\1:10,)\2:5,)\3:2,)\4:1;V1:(1,

7%7 %)Ta Vo = (_%7 _%7 17 1)T7

vy =(0,0,1,-1)T, vy, = (1,-1,0,0)T ]

11 Zobecnén

rd 4 Y e

a reseni

soustav linearnich rovnic

V soucasné numerické analyze hraje dulezitou roli pojem singuldrniho
rozkladu matice. Pokusime se dat ¢tendii nékolik zdkladnich informaci o

tomto pojmu.
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11.1 Singularni rozklad matice.

K redlné matici A typu (m,n) existuji takové ortogondlni matice U a
V U jetypu (m,m), V je typu (n,n)|, Ze proky o;; matice”

(11.1.1) ¥ =UTAV

[typu (m,n)| maji tuto vlastnost:
a) 01y = 0, kdyZ i # .

b) o =0; 2 0.

Plati tedy

(11.1.2) A =UxV'D)

Cislim o, ifkame singuldrni ¢isla matice A a sloupcum matic U, V
levé a pravé siguldarni vektory. Singuldrnim rozkladem matice A rozumime
stanoveni matic U, ¥, V. Da se ukizat, Ze matice AA” [typu (m,m)]
a matice ATA [typu (n,n)| maji n stejnych vlastnich &isel (predpokla-
dali jsme, ze n < m) a nenulova singularni ¢isla matice A jsou odmocniny
z téchto vlastnich ¢isel. K odvozeni efektivnych a stabilnich algoritmu sin-
gularniho rozkladu vsak tohoto faktu nelze uzit. Jejich odvozeni presahuje
ramec této publikace; jsou popsany v [7al(ve Fortranu) a v [14](v Algolu).
Singularni ¢isla matice A jsou mimoiadné malo citliva na poruchy v prvcich
matice, coz se nedé fici o vlastnich ¢islech nesymetrické matice (viz odst.
10.2.7).

11.1.1 Priklad.

Méjme danu matici A . Jeji singularni rozklad je dan maticemi U, 32|
VT

1 6 11

2 7 12
A=1]13 8 13 |,

4 9 14

5 10 15

15) Omezujeme se na realné matice, oviem cely véklad lze provést i pro komplexni
matice. Vztah (11.1.2) pak ma tvar A = UXVH  kde U, V jsou unitarni matice, tj.

takové, ze U2 = U1 VH =V~ (viz odst. 5.1.2).
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0,3555 —0,689 0,541 0,193 0,265
0,399 —0,376 —0,802 —0,113 0,210

U= | 0443 —0,062 0,160 —0,587 —0,656 |,
0,487 0,251 —0,079 0,742 —0,378
0,531 0,564 0,180 —0,235 0,559

35,127 0 0

0 2,465 0 0,202 0,890 0,408
X=10 0 01, U=/{ 0,517 0,257 —0,816

0 0 0 0,832 —0,376 0,408

0 0 0

Singularni ¢isla matice A jsou: o7 = 35,127, 0 = 2,465, o3 = 0. Prvky
matice A — UXVT jsou zde 1072.

11.2 Hodnost matice a ¢islo podminénosti.

Nemoznost numericky urcit hodnost atice vedla k pouziti singularniho
rozkladu. Vime z linearni algebry, Ze matici A typu (n,n) o hodnosti
h(A) = r lze elimina¢ni metodou s Uplnym vybérem upravit na takovy
trojuhelnikovy tvar U, Ze v poslednich n — r Fadcich budou nuly. Numer-
icky bychom mohli uvazovat podobné: Bude-li A blizka matici o hodnosti r,
méla by mit poslednich n—r fadka malych (v normé). To v§ak neni pravda,
jak ihned uvidime.

Matice
1 —1 «vv eee e —1
0 1 —1 --v oo -1
0 0 1 -1 .-+ -1
A = . )
: - =1
[ 1

mé hodnost h(A,) = n. Pridame-li do pozice (n,1) (levy dolni roh) prvek
—227" dostaneme matici A, +Z, ||Z]|z = 2% |Z se lisi od nulové matice
pouze prvkem —227" v pozici (n,1)], pro niz h(A, +Z) =n — 1, pfitemz
nelze ani jeden fadek matice A, + Z povazovat za maly.

Proto k urceni hodnosti obecné matice A uzijeme singularniho rozkladu,
kdy h(A) = h(X); hodnost je rovna po¢tu nenulovych singularnich ¢isel
matice A. Tento postup je zalozen na faktu, ze ortogonalni transformace
(tj. nasobeni ortogonalni matici) neméni linearni nezavislost vektor. Vyhody
singularniho rozkladu spoc¢ivaji v tom, Ze rozhodujeme o jednotlivych ¢islech,

133



nikoliv o vektorech ¢i souborech vektori. V numerické praxi uzivime terminu
efektivni hodnost; je to pocet singularnich ¢isel vétsich nez néjaké predem
zadané (malé) ¢islo ¢.

Pomoci singulérnich ¢isel 1ze dat jinou definici ¢isla podminénosti matice:

Omaz
Ca = )
Omin

Je-li 0., = 0, fekneme, Ze ¢islo podminénosti matice A je nekonec¢né velké.
Matice A v tomto p¥ipadé nem4 plnou hodnost, tj. h(A) < n.

Bude-li C's ~ 1, budeme sloupce matice A povazovat za velmi nezdvislé.
Pro C'p velké budou sloupce A skoro zdvislé. Prikladem velmi nezavislych
vektoru jsou vektory ortogonalni. Pro ortogonélni matici A je Cp = 1.
Proto se ortogonalnich matic uziva pii konstrukei stabilnich algoritmii.

11.3 ResSeni obecnych soustav linedrnich rovnic.

Ukazeme si postup, jak pomoci singularniho rozkladu fesit soustavu rovnic
s obecné obdélnikovou matici, pricemz pripoustime i singularni ¢tvercové
matice.

Necht’ matice A je typu (m,n). Chceme najit vSechny n-rozmérné vek-
tory x, pro které

(11.3.1) Ax = b,

kde b je m-rozmérny vektor [matice typu (m,1)].
Stanovime singularni rozklad matice A a v soustavé

(11.3.1) UXVix=b

Ozna¢ime VIx = z, d = U”b. Potom misto soustavy (11.3.1) Fe$ime
soustavu

(11.3.2) Yz=d
V rozepsané podobé

ojzj =dj, j=mn,

11.3.3
( ) 0= dj ] > n.

Tato soustava m4 jediné feseni z = (21, 2o, ..., 2,)" , pokud h(A) =r =n
atedy o #0, j = 1,2,...,n, a kdyz dyy1 = dpyo = ... = d,, = 0.
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Soustava ma n—r parametricky systém feSeni, kdyz r <n a d,;1 = dyyo =
= ...=d, = 0.V tomto pfipadé totiz mame r rovnic 0,z; = d; kde o; #0
a n—r rovoic typu 0-2;, =d;, r<j=n.

KdyZ nebude splnéné nulovost pravych stran d; v uvaZovanych situacich,
nebude mit soustava fesSeni.

Regen{ puvodni soustavy je dano vztahem

x = Vz.

11.3.1 Priklad.

Uvazujme soustavu Ax =b, kde b= (5,5,5,5,5)7 a matice A je déna
v piikl. 11.1.1 spolu s jejim singularnim rozkladem UX V7T .

Uréime d = UTb. Protoze singularni ¢isla matice A jsou o; = 35,127,
o9 = 2,465, o3 = 0 ma soustava (11.3.2) tvar

35,127 -z = 11,075,
2,465 - 2 = —1, 560
0- zZ3 = 0.
Tato soustava je fefitelna pro libovolné 23, tj. z = (0,315; —0,633; 23)T .
Pro z3 = 0 vypocteme xy = Vzo = (—0,500;0;0,500)". Dosazovanim se
mizeme presvédéit, Ze vektory x = (—1,001;1,002;—0,001)" (pro 23 =
=—1,226), x =(—1,1,0) jsou také feSenim.
Abychom postihli vSechna feSeni, napiSeme z ve tvaru

z = (0,315; —0,633; z3)7 = (0,315; —0,633;0)7 + 25(0,0, )" = 7y + 252.
Odtud
1 1
x=Vz=Vzy+2;Vz = (—5, 0, 5)T + 23(0,408; —0, 816; 0, 408)" =

1
— 5(_1, 0,1)" +a(1,-2,1)"

(polozili jsme 0,408z3 = o) Volime-li b = (4,5,5,5,5)7, bude
d = U”b = (10, 720; -0, 871; —0, 541; —0, 193; —0, 265)”.

Protoze posledni tii slozky vektoru d nejsou nulové, soustava s touto pravou
stranou neni Fesitelnal®).

16) Vektor b nepat#i do prostoru vektori y = Ax.
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11.4 Neresitelné soustavy.

Necht’ matice A je typu (m,n), m > n, a b je m-rozmérny vektor.
Chceme najit n-rozmérny vektor x takovy, aby vektor Ax byl co "nejblize"
k vektoru b.

Soustava Ax = b obecné nemusi byt splnéna "piesné". Regenim uvedené
tlohy budeme rozumét takovy vektor x,, pro ktery je reziduovy vektor r =
= b — Ax minimalni v euklidovské normé, tj. pro libovolny n-rozmérny
vektor z plati

(11.4.1) b — Ax, g < [|b — Azl

Takto definovanému feSeni se Fikd zobecnéené reseni nebo reseni ve smyslu
metody nejmensich ctvercii.

11.4.1 Priklad.

Stanovme zobecnéné feSeni soustavy Ax = b, kde

(1) -0) <=0
Stanovime minimum funkce
flar,22) = |lrllg = b — Ax||g = (1 — 21 — 22)* + (2 — 21 — )",
Z podminek 0f/0x1 =0, 0f/0xy = 0 dostaneme
—2(1 —xy —29) —2(2 — 21 — x9) = 0,
.
3

XT1+ 29 = 5

DIV . . , T .
Zobecnénim feSenim dané soustavy je takovy vektor x, = (z1,z2)" , jehoz
slozky jsou vazany podminkou z; + x5 = % . Proto

3\" 3\" 3 3\"
xp:(xl,—x1+§) 2(0,5) + oz (1, -1)7; AXP:(Q’Q) :

Soustava ma nekonecné mnoho zobecnénych feSeni x,, ale vektor Ax, je
jediny. Tento vektor je ortogonélnim primétem vektoru b do prostoru vek-
tori Ax a je tedy nejblize k vektoru b ve smyslu euklidovské normy.
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11.4.2 Normalni rovnice.

Zobecnéné feseni x,, definované vztahem (11.4.1) je FeSenim tzv. normdini
soustavy (viz[4])

(11.4.2) (ATA)x = A'b.

Matice ATA je symetricka typu (n,n). Je-li matice ATA regularni, potom

soustavu (11.4.2) Ize Fesit Choleského algoritmem. D4 se dokazat (viz opét

[4]), Ze regularita matice AT A zarucuje jednozna¢nost zobecnéného feseni.
Normalni rovnice pro soustavu z piikl. 11.4.1 je

2 2\ (z1) (3 C oA (22 (3
()0 wmw wa-(2) w2 ()

coz vede k podmince x4+ x5 = % , kterou jsme v uvedeném prikladu dostali
minimalizovanim kvadrsticke formy f(z1,22) = ||r||3-

Jinou metodou urceni zobecnéného feSeni ndm dé singularni rozklad mat-
ice A. Protoze U a V jsou ortogonalni matice, lze psat (ortogonalni trans-
formace neméni euklidovskou normu vektoru)

vl = [Ib — Ax|| = |[U" (b -~ AVV'x)| = [U"b - UTAVV'x|| = [|d — Zz]|,
d=UT z=vVTx

Odtud je patrné, ze [|r|| bude minimélni, kdyz

d.

(11.4.3) zj =L pro o; # 0,
gj

zj libovolné pro o; = 0.

Takze r = h(A) rovnic v diagonalnim tvaru lze Fesit presné. Ze zbyvajicich
rovnic dostavame, ze ||r|| = > d5, kde s¢itame pres vichna j, pro ktera

0j = 0 nebo pronez j > n. Z]pétnou substituci x = Vz dostaneme reseni
puvodni ulohy.

Takto ur¢ené zobecnéné feseni neni ovem jediné, pokud h(A) < n. Z
téchto vSech teseni vybirame nejcastéji to, kterd ma

zj=0 pro o; =0.

Divodem, pro¢ k urceni zobecnéného tfeSeni uzivime pracného singularniho
rozkladu, je skutec¢nost, Ze jde o numericky stabilni algoritmus pro vétsi n iv
téch pripadech, kdy matice A nemé plnou hodnost, coz pravé v jednodussich
(a rychlejsich) algoritmech vede ke znaénym potizim.
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11.4.3 Priklad.

V prikladu 11.3.1 jsme konstatovali, ze soustava Ax = b, kde b =
= (4,5,5,5)T a A je dana v pifkl. 11.1.1 neni Fesitelna. UkaZeme si nynf,
existuje zobecnéné feSeni této soustavy.

N«
@D

Protoze
35,127 0 0 10,720
0 2,465 0 —0,871
=10 0 0|, d=U"b=| —0,541 |,
0 0 0 —0,193
0 0 0 —0, 265

muzeme prvni dvé rovnice soustavy Xz =d, tj.
35,1272, = 10,720
2,465z = —0, 871,

vyiesit presné

z1 = 0,305

29 = —0,353.
Neznamou zz muzeme podle (11.4.3) zvolit libovolné; proto polozime z3 =0,
abychom dostali feSeni z s nejmensi normou.

"Nepouzité" pravé strany urci HrH2 =0,5412+0, 1932 +0, 2652 = 0, 400.
Zpétnou substituci dostavame zobecnéné feseni x = Vz = (—0,253;0, 067 ;
0, 386)T. Pto tento vektor je Ax = (4,395;4,126;4,795;4,995; 5, 195)T ne-
jblize vektoru b ve smyslu euklidovské normy.

11.4.4 Priklad.

Chceme pomoci normélni soustavy fesit pceurc¢enou soustavu

1 00 1

0 1 0 2

o o1 | (") |3

1 10 | {"] 7|1

0 -1 1 |\ p

—1 01 1

Normalni soustava ma tvar

3 —1 -1 T —1
—1 3 —1 To | = 1

-1 -1 3 T3
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e e e T .

Gaussovou eliminaci dostaneme jediné feSeni x, = (g, g, 3) , které je zobec-
nénym feSenim dané pieurCené soustavy. Snadno provéiime, 7ze rezidouvy
T . 1 . . X

vektor r = i(—l, 1,0,2,3,—-3)" je ortogonalni ke sloupcim matice A, tj.

plati AT(b — Ax,) =0, a tedy plati (11.4.2).
11.5 Pseudoinverzni matice.

Matici X typu (n,m) nazyvame Penrosovou-Moorevou pseudoinverzni
matici k matici A typu (m,n), plati-li nasledujici ¢tyii podminky:

1
2

AXA =A,

XAX =X,

3 AX je symetrickd matice,

4 XA je symetrickd matice.

Lze dokazat, ze takovd matice X vzdy existuje a je jedini. Le-li matice
A &tvrcova a regularni, potom X = A~!. Je-li matice A obdélnikova a
h(A) = n, potom X = (ATA)'AT. Jestlize h(A) < n nemame k dis-
pozici zadnou jednoduchou reprezentaci pseudoiverzni matice. V tomto pfi-
padé uréujeme pseudoinverzni matici - kterou v daliim zna¢ime A’ - pomoci
singularnfho rozkladu.

Definujeme nejdiive pseudoinverzni c¢islo:

P { 1/o, kdyz o #0,

N SN S
~— —— —

0, kdyz o=0

Je-li nyni
o 0 -+ 0
0 oy :
0
= On | >
0
)
potom definujeme matici X typu (n,m) pomoci pseudoinverznich ¢isel of :
Uf O -+ oo cee e 0
2P _ 0 o5 '
0 0 of 0 0
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Poznamenejme, 7e XY = I, kde I, ma r jednicek na diagonéle a os-
tatni prvky mé nulové. Je-li tedy dan singulédrni rozklad matice A, tj.
A =UXVT  potom definujeme pseudoinverzni matici vztahem

AP =vxPuT.

Lehce se piesvédéime, Ze matice AT splituje podminky z tvodu tohoto
odstavce.

Vektor x = AFb je fefenim soustavy Ax = b za predpokladu, Ze vek-
tory Ax a b patii do téhoz podprostoru. Pokud tato podminka splnéna
neni, potom x = A”b ma nejmensi normu ve viech vektorii x minimalizu-
jicich ||b — Ax||g . Z numerického hlediska je uzitetné zavést pojem efektivni
pseudoinverzni matice AL

Definuje se efektivni pseudoinverzni ¢islo (€ je zadana piesnost):

v ostatnich pripadech

P 1/o, kdyz o > ¢,
0, v ostatnich pripadech,

a odtud
AP =vzruT,

Matice X = AL splituje podminky:

(1) [AXA-A] <=,

(2) XAX =X,

(3) AX je symetrickd matice,

(4) XA je symetrickd matice.

Takova matice X ovSem nemusi byt jedina.

11.6 Poznamka.

Singularni rozklad matice nachazi uplatnénia i pii feSeni klasickych tuloh
linearni algebry. K podrobnéjsim pouceni odkazujeme Ctenafe na [7al, kde
kromé odvozeni algoritmu je téz uveden program ve Fortranu.
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[I. Reseni nelinearnich rovnic

12 Formulace problému

12.1

V této kapitole popiseme nékteré numerické metody nasledujicich tloh:
a) Je dana funkce f: R — R, definovana na intervalu (a,b). Chceme
stanovit realné ¢islo « € (a,b) (pokud existuje), pro které plati

fla)=0

Takovému ¢islu « fikdme koren rovnice f(x) =0.

b) Je dano zobrazeni F : R® — R™, definované v oblasti 2 C R".
Chceme stanovit n-tici « = (g, o, ..., ap,) €  redlnych Cisel a; takovou,
ze plati

F(a) = 0.

Protoze zobrazeni F byvéa obvykle reprezentovano n funkcemi o n promeén-
nych Fy(xy, za, ..., xpn), Fo(xy, o, ooy )y ooy Fp(x, 29, ..., x,) Fikdme, Ze n-tici
a = (aq,...,ap) je FeSenim soustavy (obecné nelinedrnich rovnic)

Fl(xlam% 7‘7;71) = 07
F2(x17$27 7‘7;71) = 07

¢) Chceme stanovit v§echny kofeny rovnice
P,(x) =0,

kde P, je polynom stupné n.

Koreny polynomu P, stupné n [tj. kofeny algebraické rovnice P,(x) = 0]
rozumime nejen realnd, ale i imaginarni ¢isla « takova, ze P,(a) =0.

Je znamo, Ze polynom stupné n ma pravé n komplexnich kotent, pocita-
me-li kazdy koten tolikrat, kolik je jeho nasobnost. M4 tedy tloha o hledani
(v8ech) kofenu polynomu P, oproti tloze a) svou specifiku (vime piedem,
kolik je kofent, pracujeme s komplexnimi ¢isly) a budeme se ji zabyvat odd-
élné.
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12.2

Numerické metody, kterymi se budeme nyni zabyvat, jsou zaloZeny na
itera¢nich principech (viz odst. 1.4). Budeme hledat odpovédi na dvé zakladni
otazky:

(i) Konverguji dané iterace k hledanému kofenu?

(ii) Jestlize ano, jak rychle?

Jestlize nemame predbézné informace o poloze kofenii, vime pouze, ze v
urcitém intervalu a,b koren lezi, uzijeme k vypoctu takové itera¢ni metody,
jejiz konvergence nezavisi na volbé pocatecni aproximace. Tyto tzv. vZdy
konvergentni metody maji vétSinou tu nevyhodu, ze konverguji pomalu, a
hodi se tedy ptredevsim k urceni takové aproximace kotene, kterd mize byt
pouzita jako pocéate¢ni aproximace pro néjakou rychleji konvergujici metodu.
Konvergence takové "lepsi" metody uz ,uze dost silné zavisetnatom, jak dobra
je tato pocate¢ni aproximace, a na vlastnostech funkce f v okoli kofene. Je
tedy rozumné rozdélit metody feSeni neline4drnich rovnic na dva typy:

a) startovaci metody (vzdy konverdentni metody);

b) zpFesiiujici metody. Timto rozdélenim ovSem nechceme zduraznit, Ze
startovaci metoda konverguje pomalu vzdy a naopak, ze zpresiiujici metoda
vzdy rychle konverguje.

Poznamenejme, ze v celé této kapitole predpokladame (i kdyz to ¢asto
nebudeme zdiraznovat), ze funkce f: R — R je v uvazovaném intervalu
(a,b) spojita.

12.3 Pojem rychlosti konvergence.

Budeme ftikat, ze posloupnost x; konverguje k ¢islu alpha s rychlosti
radu 1, jestlize pro k — oo

(12.3.1) |21 —al = Clag—al +o(lzs—al"), C#0

Takto definované rychlosti konvergence se nékdy tikd asymptotickd, nebot’
platnost vztahu (12.3.1) se uvazuje pro velkd k. Symbol o(g) byl zaveden v
odst. 3.2.1.

V odstavei 7.5 vylo ukdzéno, ze ||xp41 — x| < [|H| ||x - x|, a
tedy iteracni metody pro feSeni soustav linedrnich rovnic uvedené v c¢lanku
7 konverguji z hlediska definice (12.3.1) s rychlosti fadu r = 1.

Definice rychlosti konvergence, uvedena v odst. 7.6.1, se tedy lisi od
definice uvedené zde.

(k—=1)
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13 Startovni metody

13.1 Grafickd metoda.

Z peclivého nakresleni grafu funkce y = f(x) mizeme provést lokalizaci
realnych kofent rovnice f(z) = 0, tj. urceni intervali, ve kterych kofeny
rovnice urcité lezi. Protoze kofeny rovnice f(x) =0 jsou z-ové soufadnice
prusec¢iku grafu funkce y = f(x) s osou x (obr. 5), mizeme si odtud udélat
dosti konkretni predstavu o jejich poloze.

Neékdy je vyhodngjsi rovnice f(x) = 0 psat ve tvaru fi(z) = fo(z);
kofeny pak ur¢ime jako z-ové soufadnice pruseciku grafu funkei y = fi(x)
a y = fa(x) (obr. 6).

Grafickd metoda nam téz miize poskytnout informaci, zda realny koien
dané rovnice v uvazovaném intervalu viibec neexistuje.

vvvvvv

lovanim funkce y = f(z).

13.2 Metoda bisekce.
13.2.1

Predpokladame, ze

(i) realna funkce f je spojita pro = € Iy = (ag, bo),

(ii) f(ao)f(by) < O [funkéni hodnoty v koncovych bodech intervalu I
maji opa¢nd znaménka, tj. sgn f(ag) = sgn (bo) |-

Tyto predpolady nam zarucuji, ze existuje alespon jedno ¢islo a € I
takove, ze f(a) = 0.

Sestrojime posloupnost intervali

IyohDLD..DIk 1 DIgD .., Ip= {agby),

takto (obr. 7): Je-li f(ak—1)f(bg—1) < O, potom I, = (ay,by) bude ten
z intervalu (ag_1,Sk), (Sk,bk_1), v jehoZ koncovych bodech ma funkce f
opa¢na znaménka; s je stfed intervalu Iy_; = (ag_1,bk—1), tj.

1
Sk = i(ak—l + bp—1).

Budou-li naSe vypocty presné, bude kotfen o lezet v kdzdém z intervalu
I = {(ax,by) a posloupnosti {ax}, {bx} koncovych bodu téchto intervali
vzdy konverguji ke kofenu «. Po n krocich bude interval I, mit délku
1 1

1
(1321) bn—an = i(bn_l—an_l) = ?(b]v_g—an_g) = ... = 2—n(b0—a0).
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Pro odhad chyby proto plati (nebot’ « € I,,)

by — ao by — ag
(13.2.2) la,—al| < o Tesp. |b,—a] < T
Metoda bisekce konverguje pomalu. V kazdém kroku se pfesnost zlepsuje
pouze o jednu dvojkovou ¢islici. Protoze 107! ~ 2733 zlep$i se piesnost o
jednu decimélni ¢islici po 3,3 krocich. Je ovSem ziejme, zZe rychlost konver-
gence metody je zcela nezavisla na funkei f.

13.2.2 Algoritmus metody bisekce.

1. Volime ¢islo € a interval I — 0 = (ag, by) -
2. Stanovime stfed intervalu I : s; = %(ao + by) .
3. Kdyz f(s1) =0, pak a = s; a algoritmus kon¢i.
4. Pokud f(s1) # 0, pak

b oty | (oS kv s () = sen f(bo).
1= \d1,01) = <S1,bo>> kdyz sgnf(sl)zsgnf(&o),

5. Pokud |b; —ay| 2 €, pfeznaéime a; — ag, by — by a pokrac¢ujeme od
bodu 2; v opaéném piipadé vypocet ukonéime a a; (resp. by ) je aproximace
kotfene s chybou mensi nez .

Tab. 10

13.2.3 Priklad.

Stanovme aproximaci kofene rovnice

T

f(z) = <§)2 —sinz = 0.

Volme ¢ =0,005.

Z grafu funkei y = f(x/2)?, y = sinz odhadneme I, = (1,5;2).
Skutecné f(1,5) <0, f(2) >0 av Iy je kofen rovnice f(z) = 0. Vysledky
vypoc¢ti [v M (10,6)] podle predchoziho algoritmu zapisujeme do tabulky
(viz tab. 10).

Podle (13.2.2) je

1 .
lag — o] < 51 0,5 < 0,05 (stejné pro |by — «f).

Pozdé&ji (odst. 13.3.1) si ukazeme, ze by je lepsi aproximaci kofene « .
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13.2.4

Vyhodou metody bisekce je kromé jeji jednoduchosti i ten fakt, ze se
da predem uréit [podle vztahu (13.2.2)] pocet kroki, potiebnych k dosazeni
pozadované presnosti. Nevyhodou je pomala konvergence - proto je vhodné
kombinovat ji s nékterou rychleji konvergujici metodou. Kromé toho metodu
bisekce nemizeme uzit k urceni komplexniho kotfene - napt. u polynomii.

13.3 Metoda prosté iterace.

Rovnici f(xz) =0 pfepiSeme na tvar (byva vétsinou nékolik moznosti)
(13.3.1) r = p(x)

a predpokladame, ze existuje interval Iy = (ag, by) patiici defini¢nimu oboru
a oboru spojitosti jak funkce f,tak funkce ¢ takovy, ktery obsahuje spole¢ny
kofen a obou uvedenych rovnic (omezujeme se na realné funkce ¢ a realné
kofeny) a pro ktery je splnéna podminka ¢(ly) C I .

Pomoci (13.3.1) sestrojime posloupnost postupnych aproximaci x1, zs, x3, ...
kofene o podle nasledujiciho algoritmu:

1. Zvolime ¢islo 6 > 0 a pocatecni aproximaci xg € I .
2. Dalsi aproximaci ur¢ime z iteracni formule

(13.3.2) xp =o(rp-1), k=1,2,3, ...

3. Bude-li |z — xx_1| 2 0, pokrac¢ujeme podle bodu 2; v opa¢ném pii-
padé vypocet zastavime a x; povazujeme za aproximaci kofene « . Tento
algoritmus lze psat (vyjma bodu 3) nasim obvyklym zptsobem

Vstup: J, o, p, (n).
Pro i=1,2,..,(n):
[z = @(h-1).
Vystup: Tn-
Parametr n obvykle na vstupu nezadavame, ale proces vypoctu zastavujeme
zastavovaci podminkou |z, — z,_1| < 0.

K realizaci uvedeného algoritmu musime mit zaruceno, zZe posloupnost

{z1} urcena rekurentnim vztahem (13.2.2) konverguje ke kofenu « € I;. K

této otazce se jesté vratime v odst. 13.3.5 a ukazeme si, jak sranovit odhad
chyby, tj. ¢islo € = €(d) pro které

(13.3.3) |z—al < e.
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13.3.1 Priklad.

Hledejme koten rovnice f,) = (z/2)*> —sinx = 0 v intervalu Iy = (1,5;2)
)z prikl. 13.2.2 uz vime, Zze v tomto intervalu lezi alespoii jeden kofen dané
rovnice). Za poc¢ate¢ni aproximaci xy muzeme volit libovolny bod intervalu
Iy (v tab. 11 jsou voleny koncové body).

Tab. 11
Uvedenou rovnici lze piepsat na tvar

x
r=2Vsinz nebo x= arcsin(§)2;

budeme pocitat [v M(10,6)| podle itera¢ni formule

: . Lk—1
xp = 24/sinxg_1; nebo x= arcsm(T)2

a vypocet zastavime, bude-li |z, —z;_1| < 1072 = §. Lehce se presvédéime,
ze interval Iy = (1,5;2) patii do defini¢niho oboru funkce ¢(x) = sv/sinzx i
funkce (x) = arcsin(z/2)?. Z poctu iteraci usuzujeme na rychlost konver-
gence. Je patrna zavislost na volbé x,. Druhé itera¢ni formule konverguje
nejrychleji (posledni sloupec tabulky), ovSem ke kofenu « = 0, ktery nelezi
v intervalu Ij.

13.3.2 Poznambka.

Z predchoziho vykladu by c¢tenaf mohl ziskat dojem, ze metoda prosté
iterace je lepsi nez metoda bisekce. To mize byt pravda pouze pro nékteré
(jednoduché) typy rovnic.

Potizr mohou nastat pii vybéru funkce ¢ a urceni intervalu I - existence
kofene v [ totiz jeSté nezarucuje konvergenci itera¢niho procesu (13.3.2).

13.3.3 Postacujici podminky konvergence.

Predpoklddame, Ze funkce ¢ je na néjakém intervalu I € {a,b) spojitd a
md tyto vlastnosti:
(13.3.3) (a) Veel: ¢(x)el (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),
(b) Fae(0,1): |p(@)—ey)|=qlz—y|l Va,yel.
Potom
1. v intervalu I existuje prdavé jeden (redlny) kofen o rovnice x = ¢(x),
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2. it posloupnost {xy},o, wréend formuli x = @(xx_1) konverguje pro
kazdé xo € I a je ]}Lrgoxk:@.

Dikaz. Z predpokladu (a) plynou nerovnosti ¢(a) = a, ¢(b) < b
[pfipady ¢(a) = b, ¢(b) = a nastat nemohou|, které zarucuji existenci
kofene «. Jednoznac¢nost je disledkem (b). Ze zfejmého vztahu z, — a =
= @(xk_1) — p(a) az (b) dostaneme |z = a| £ ¢lrg_1 — | a tedy méame

2, = al £ "o —al, x0€ L
Protoze lim ¢* =0, musi byt lim |2F —a|=0.
k—o0 k—o0

Podminky (13.3.3) (a), (b) jsou tedy postacujicimi podminkami konver-
gence metody prosté iterace. Pro deferencovatelnou funkci ¢ lze podminku
(b) nahradit podminku [ze které plyne (b)]:

(b)) Fq: |¢(x)|Sqg<1 Vxel

13.3.4 Priklad.

Vysetfime moznost pouziti metody prosté iterace k rovnici f(x) = z+
+sinz —1=0. Protoze f(0)=—-1<0, f(57/2)=57/2—1>0 a funkce
f je spojita pro viechna x € R, existuje v intervalu (0, 57/2) alespoi jeden
realny kotfen uvedené rovnice.

Ptevedeme rovnici napi. na tvar

r=—sinx +1

a vySetfime funkci () —sinz + 1. Podminka (13.3.3) (b") |¢'(z)| = |-
—cosz| <1 je splnéna pro vSechna x # km, k =0,1,2,.... AvSak funkce ¢
zobrazuje pouze interval (0,7/2) do sebe - konkrétné ¢((0,7/2)) = (0,1).
Zvolime-li Iy = (0,1;7/2), budou na tomto intervalu splnény obé podminky
(13.3.3) a itera¢ni proces xp = —sinzi_1+ 1 bude konvergovat pro libovolné
zo € Iy k jedinému kofenu o € Iy (a~0,51097).

13.3.5 Priklad.

[lustrujme si graficky konstrukei posloupnosti z; = ¢(xk_1) .

Kofen « je prusecik grafi funkei y = z, y = (). Zvolime zy a
ur¢ime bod Fy = [9,0]. Potom bod P, bude mit soufadnice [zg, ¢(zo)] =
= [zg,71]. Bodem P, vedeme rovnobézku s osou x a uré¢ime jeji prusecik
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P, s piimkou y = x . Rovnobézka s osou y vedend bodem P, protne kiivku
y = ¢(x) v bodé Ps. Opakovanim tohoto procesu sestrojujeme postupné
body Py, Ps, Ps,... atd. x-ové soutadnice bodu Py, Ps, Ps, ... atd. urcuji
posloupnost {x}. Na obrazku 8 je znazornén konvergentni iteracni proces
a na obrazku 9 divergentni proces.

13.3.6 Odhad chyby metody prosté iterace a rychlost konvergence.

Mame-li konvergentni itera¢ni proces x = p(zx_1), pak a = p(«a), kde
a = lim z;. Odetenim téchto dvou rovnosti dostavame

k—o00
(13.3.4) rp—a = p(rp1)—p(a).
Protoze
|Tp1 — o = |Tp1 — 2 + 25 — | S 2Ry — x| + |28 —

dostavame z podminky (13.3.3) (b) odhad
[zk-1 — af = qlog—1 — o] = glrg-1 — x| + qlzy — al,

a odtud (protoze i —¢q > 0)

(13.3.5) |zp—a| = . |z —xK_1].
—4q
Jestlize jsme vypocet zastavili podminkou ==, potom pro odhad chyby mame
q
13.3.6 —al £ ——9.
( ) o —af = = .

Pro funkci ¢ z piikl. 13.3.1 je

COs ™

v/ sin x

1
Y'(x) = <g5=4q pro r e (1,5;2);

potom

1
lz7 — o] 1 271070 =107
2
Je-li funkce ¢ dostateéné hladka, mizeme napsat jeji Tayloriv rozvoj v

bodé «, a pak pro x = x,_1, mame

Wéa) (5ot — ) + w”/6(£)

p(zr-1) = pla) + ¢'(e)(ze-1 — @) + (@r-1 — @)”,



tj.

(@) " (§)

(13.3.7) zp—a = ¢ (a)(zp_1—a)+ (Tp_1—a)®+ (-1 —a)?,
Je-li ¢'(a) # 0, potom odtud plyne
(13.3.8) zp—a = @' (a)(xp_1—a)+o((zp_1—))

a porovnanim s definici (12.3.1) vidime, Ze rychlost konvergence je fadu 1
(hovofime také o linedrnim itera¢nim procesu).
Je-li ¢'(a) =0 a ¢"(a) #0, pak

i

¢" ()
2

(13.3.9) Tp—o = (zp_1—a)*+o((z_1—a)?)
a rychlost konvergence je v tomto piipadé fadu 2 (kvadraticky itera¢ni pro-
ces).

O tom, kolik iteraci potifebujeme k dosazeni zadané presnosti, také rozho-
duje hodnota ¢'(a), resp. ¢"(a) |[kdyz ¢'(a) = 0], jak je patrné ze vztahu
(13.3.6), nebot’ ¢ =~ |¢'(«)].

13.4 Metoda regula falsi.

UvaZzujeme opét rovnici f(z) = 0 a predpokladame, ze funkce f je spo-
jita v intervalu I = (a,b) a ze f(a)f(b) < 0 (tj. Ze v intervalu I existuje
realny kofen uvedené rovnice).

Vypoéteme z-ovou souiadnici pruseciku secny kiivky y = f(x) sestro-
jené v bodech A = [a, f(a)], B =1[b, f(b)] podle vzorce

(13.4.1) s1=a— La)(b —a).

f(0) = f(a)
Bude-li sgn f(s;) = sgn f(a), potom pieznafime s; na a a pocitame s,
podle stejného vzorce. Bude-li sgn f(s1) = sgn f(a), pfeznac¢ime s; na b
a dale poc¢itame s, opét podle (13.4.1). Situace je zfejmé z obr. 10. Pro-
ces vypoctu zastavime napi. podminkou f(sx) < 0. Metoda regula falsi je
vzdy konvergentni metodou, tj. sestrojena posloupnost s, vzdy konverguje
ke kofenu «, pokud je jeho existence zarucena. Da se ukazat, ze jeji rychlost
je 7= 1. Nedoporucuje se uzivat této metody "piilis" blizko kofene.
Protoze podle véty o stfedni hodnoté

fsk) = fla) = f1(&)(sk — ).
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dostavame pro odhad chyby

(13.4.2) |sp—al < @, m = min | f'(x)].

zel

Poznamenejme, Ze tento odhad neni zavisly na konkrétni metodé.

13.4.1 Priklad.

Metodou regula falsi fesme rovnici f(z) = (z/2)? — sinz = 0. Volme
Iy = (1,5;2) . Viz tab. 12. Vypocet jsme zastavili podminkou |f(s;)| < 107°.

Tab. 12

13.5 Cvideni.
13.5.1

Grafickou metodou urcete intervaly, v nichz existuje jediny realny koien
néasledujicich rovnic:
a) 2> —3r+1=0;b) e*=2+2;¢) e*=1+1/x;d) sinz =3z — 2.

[a) (=2,-1); (0,1); (1,2);b) (=2,5;—1,5); (0,5;1,5); ¢) (—=1,5;-1);
(0,6;1); d) (0,8;1,2) ]

13.5.2

Metodou bisekce nebo metodou regula falsi urcete aproximace kofeni
rovnic ze cvi¢. 13.5.1 s chybou ¢ = 1072. U metody bisekce urcéte pocet
krokt pottebnych k dosazeni pozadované aproximace.

13.5.3

Metodou prosté iterace feste rovnice ze cvic¢. 13.5.1. Proveite postacujici
podminky konvergence. Iteracni proces zastavte podminkou |z — x| <
1073 . Urcete odhad chyby vypo¢tené aproximace kofene. [a) 0,347; 1,532;
~1,879; b) 1,146; —1,841;¢) 0,806; d) 0,934 .]
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13.5.4

Iustrujte graficky itera¢ni proces xp = ¢(xg_1), kdyz:
a) —1 < ¢'(z) <0;b) ¢(x)>1;¢) ¢(z) <—1.

13.5.5

Metodou prosté iterace feste rovnici x + Inxz = 0. Posud’te itera¢ni for-

mule
Tp_1 +e k1

2

rp=—Inzpg; wp=e Y oy =

z hlediska a) konvergence; b) rychlosti konvergence.

13.5.6

Metodou prosté iterace stanovte kladné kofeny rovnice xcosx = sinz—
—m /2. Vyjasnéte otazku konvergence metody pro rizné volené funkce .
Pocitejte napt.v M (10,6). [ = 1,90569.]

13.5.7

Lze Fesit kvadratickou rovnici 22 — 2z + 2 = 0 itera¢ni formuli z, =
= (z3_,)/27 Jsou splnény postacujici podminky konvergence?

13.5.8

Ukazte pomoci Taylorovy tady, ze pro chybu ¢, = x; — a metody prosté
iterace plati ey = ¢'(@)ey + 39" (e} + 39" (a)e} + ... Urcete pomoci
tohoto vztahu rychlost konvergence metody, je-li a vicendsobnym kofenem
rovnice z = (). [Navod. Stanovte Tayloruv rozvoj v bodé « a urcete z
ného ¢(xy) .|

14 Zprenujici metody

Efektivni algoritmy FeSeni nelinearni rovnice maji obvykle dvé casti. V
prvé casti se vyuziva nékteré startovaci metody a v druhé casti se prejde k
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néjaké rychleji konvergujici metodé, kterd slouzi ke zpfesnéni pocitané aprox-
imace kotene.

14.1 Newtonova metoda.

Necht’ jednoduchy realny kofen « rovnice f(z) = 0 lezi v intervalu I.
Zvolime xy € I a vyjadiime funkci f ve tvaru (Tayloruv rozvoj v bodé xg)

(411) (@) = Fa)+f @) a—ro)t 5/ (E) (r—m0)’

pricemz predpokladéame, Ze v intervalu I existuji derivace f', f”.
Rovnici f(z) = 0 nahradime (aproximujeme) linearni rovnici [prvni dva
¢leny rozvoje (14.1.1)]

(14.1.2) f(xo)+f (xo)(x—20) =0
a stanovime jeji kofen

_ f (o)
(1413) T = [L’O—f/(xo).

Nyni nahradime rovnici f(x) =0 linearni rovnici

f(z1) + f(@1)(x — 21) =0,

kterd opét vyplyva z Taylorova rozvoje typu (14.1.1), ovSem v bodé z.
Kofenem této linearni rovnice je ¢islo

_ f(=)
b f(a)

Opakovanéa néhrada rovnice f(z) =0 linearnimi rovnicemi typu

fog) + f'(zr) (2 —25) = 0

To =T

je zakladni myslenkou Newtonovy metody. Proto se také Newtonové metodé
casto 1ikd metody linearizace. Koteny téchto linearnich rovnic tvoii posloup-
nost, ktera ke urcena rekurentni formuli

f(zr)
fr(r)

(1414) T+l = Tk + hk, hk = —
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je to itera¢ni formule (Newtonova iteracni formule), nebot’ pozadujeme, aby
klim f(zx) = f(a) = 0. pro spojitou funkci f to znamena, ze kofen o musi
—00

byt limitou posloupnosti {xy} .

[tera¢ni proces (14.1.4) zastavujeme podminkou |hg| < d,kde 6 (pozado-
vané presnost) zadavame na vstupu. K zastaveni procesu miZeme ovSem
pouzit i podminku |f(xy)] < 9.

V geometrické interpretaci formule (14.1.4) je bod [zg11,0] prusecikem
teény sestrojené v bodé [z, f(xy)] ke kiivee y = f(x) s osou x. Proto takeé
hovotime o metodeé tecen.

Algoritmus Newtonovy metody odpovida algoritmu metody prosté iterace
pro funkci

f(@)
o(r) =2 — .
D=0 Fw)
14.1.1 Priklad.
Stanovme aproximaci kofene a € (1,5;2) rovnice f(z) = (z/2)* —
sinz = 0 Newtonovou metodou. Vypocet v M(10,6) zastavme, bude-li

|hi| = |Tpr1—21] < 1075 . Volime zo—1,5 (Viz tab. 13.) Protoze |hy| < 1077,
potom a =~ 1,93375. Na pocitacis M(10,6) lepsi vysledek nedostaneme. V
M(10,10) lze stanovit o ~ 1,933 753764 .

Tab. 13

14.1.2 Konvergence Newtonovy metody.

Vyset¥ime nani podminky konvergence poslounosti {z;} urcené formuli
(14.1.4). Konverguje-li tato posloupnost, pak limk — ocohy = 0, a tedy
limk — ocof(zx) = 0. Prospojitou funkci f to znamend, ze limita poslounosti
{zx} je kofenem rovnice f(x)=0.

Z Taylorova rozvoje (14.1.1) pro & = « vyplyva [vyuzivime skute¢nost,
ze f(x) =0]
0= f(zo) _ lf”(fo)

f'(xo) 2 f'(wo)

Dosazenim do vzorce (14.1.3) dostaneme

_ 1/"(%)
2 f'(wo)

a—x (v — mp)?.

(14.1.5) a—1

(—m)?.
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Oznac¢ime-li o« — x, = ¢, k= 0,1,... (chyba k-té aproximace kofene «),
muzeme vztah (14.1.5) psat ve tvaru

1f"(&) »
14.1.6 = - .
( ) ! 2 f'(xo)go
Opakovanim uvedeného postupu odvodime vztah
1 14

Eptl = = £%.
Predpokladejme nyni, Ze v intervalu I (obsahujicim kofen « ) plati

1 ‘ f”(f)
21 f(n)

kde C je néjaké cislo. Potom ze vztahu (14.1.7) vyplyva, Ze

(14.1.8)

‘ga §nel,

lena] S Clewl?, ti. [Ceppa| S |Cerl.
Indukci 1ze dokazat, ze plati odhad chyby
1 2%
(1419) ’5k+1’ § —‘050‘ .
C
Vybereme-li poc¢atecni aproximaci z, tak, aby platilo
(14.1.10) |C(a—x0)| < 1,

bude posloupnost ¢ konvergovat k nule a bude z, € I pro vSechny k.
Postacujici podminka konvergence Newtonovy metody je tedy vyjadiena vz-
tahem (14.1.10). Protoze obvykle nemame zadné informace o ¢isle C', musime
volit xy dostatecné blizko kofene «, aby tato podminka byla splnéna.
Casto se uziva nasledujici snadno ovétitelné kritérium konvergence: Je-li
f'(x) #0, f" neméni znaménko vintervalu I = (a,b), plati f(a)f(b) <0 a

soucasne
f(a) /()

f'(a) f'(b)
potom Newtonova metoda konverguje prto libovolné xo € I. Zfejmost uve-
deného kritéria je patrna z obr. 11.

Porovname-li vztah (14.1.7) se vztahem (12.3.1), vidime, ze Newtonova
metoda ma rychlost konverguje fadu r = 2.

Protoze konstanta C' ve tvaru (14.1.10) se obvykle t&zko urcuje, uziva se
praktického pravidla pro odhad ptesnosti, které vyplyva ze vztahu (14.1.7):

<b-—a,

‘<b—a,

154



Je-li
o — 21| < 1079,

potom zhruba plati
| — ] < 1077,

tj. pro vétsi k se kazdou iteraci zdvojnasobuje pocet platnych desetinnych
mist aproximace kofene.

14.2 Interpola¢ni metody.
14.2.1 Metoda secen.

Predpokladame, ze xp # x5_1 jsou dobré aproximace jednoduchého kotene
a rovnice f(x) =0 (obr. 12). Funkci f nahradime linearni funkei g:

gla) = LD IO (4 )
T — Tk

(g jelinearnim interpola¢nim polynomem ur¢eym hodnotami [x_1, f(xr_1)],
[k, f(zx)] a misto rovnice f(z) = 0 FeSime rovnici g(z) = 0. Kofen wj44
této rovnice je tedy urcen formuli

T — Tg—1
f(xk) - f(xk—l)

a povazujeme jej za aproximaci kofene « rovnice f(z)=0.

Dostali jsme tak dvoukrokovou iterac¢ni formuli, tzn. k zahdjeni vypoctu
potfebujeme dvé pocatecni aproximace xg,x;, ale na rozdil od Newtonovy
metody pocitime na kazdém kroku pouze jednu novou funkéni hodnotu
funkce f (aspora Casu!). Dalsi jeji vyhodou je, ze ji lze uzit i k funkcim
f, které nejsou diferencovatelné staci, aby byly spojité).

V geometrické interpretaci je graf linearni funkce g se¢nou grafu funkce
f - odtud nazev metody.

Formuli (14.2.1) lze také ziskat piimo z Newtonovy formule (14.1.4),
nahradime-li derivaci f’(xy) diferen¢nim podilem

f(xk) - f(xk—l)

(14.2.1) Tp1 = Tp+T7, T = —f(xK)

T — Tk—1

Jestlize predpokladame platnost vztahu (14.1.8) i zde, dostaneme tva-
hami analogickymi jako u Newtonovy metody, ze plati

(1422) ‘6k+1‘ =~ C‘gk‘lgk—l"
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Odtud se da dokazat (viz [4], [12]), Ze rychlost konvergence metody secen
je fadu r = %(1 ++/5) ~ 1,618 (pro k < 1), tedy ponékud mensi nez u
Newtonovy metody.

Pokud z(, 1 nebudou dobré aproximace kofene «, nemusi metoda secen
viubec konvergovat. Proto je nutné kombinovat ji s néktorou startovaci meto-
dou - napt. s metodou regula falsi, ktera je konstruovana na stejném principu.

14.2.2 Mullerova metoda.

Predpokladame, Ze mame tii (dobré) aproximace xg,z1,rs kofene «
rovnice f(z) = 0. Dalsi (lepsi) aproximaci kofene « stanovime jako ten
kofen interpola¢niho polynomu 2. stupné (parabola) sestrojeného z tabulky
[0, f(x0)], [z1, f(x1)], |22, f(22)], ktery je blize k x5 . Resime tedy kvadrat-
ickou rovnici

(¢ =)z — 2) (v — 7o)z — 72)
f(@o) (zo — 1) (20 — 72) @) (1 — o) (21 — x2)+
(x — x0) (2 — 1)
+ f(x2) (x2 _ ‘TO)(*’EQ — :L‘l) =0

Po ne zcela triviadlnich upravach dostaneme tiibodovou iteracni formuli

2/ (x2)
wty/w? —4f(x9)B

(1423) T3 = To—

kde
w=A+ (2 —11)B;
f@2)=f(z1) _ f(z1)—f(=0)
A — f(xQ) - f(xl) . B — $£§2—$1$1 - $$11—:170$0
To — X1 ’ To — X

Znaménko u odmocniny vybirame tak, aby jmenovatel v absolutni hodnoté
byl co nejvétsi.
Vztah mezi chybami uvazovanych aproximaci mé tvar

(14.2.4) 23] & |e2llei]|eol-

V kombinaci napi. s metodou bisekce poskytuje Mullerova metoda velmi
efektivni algoritmus feSeni nelineérni rovnice.
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14.3 Nasobné koteny.

Kofen « rovnice f(z)= 0 ma nasobnost s, jestlize

f(@)
0 o) < oo, kde r)=-—"—.
#gfe) <oo, kil glr)= 0
Tvrzeni o rychlosti konvergence Newtonovy metody a metody secen pro né-
sobné koteny neplati. Napt. fad rychlosti konvergence Newtonovy metody v
blizkosti dvojnasobného kotene je stejny jako u metody bisekce.
Modifikovana itera¢ni formule

 flzx)
f'(y)

dava opét kvadraticky iteracni proces, avSak predpokladé apriorni znalost
nasobnosti s kofene «.

Jinou moznost poskytuje nasledujici avaha. Je-li o s-nasobny koien
rovnice f(x) = 0, potom tento kofen je s — 1-nasobnym kofenem ronvice
f'(x) = 0, a tedy jednoduchym kofenem rovnice wu(z) = 0, kde u(z) =
= f(z)/f'(z) (zdavodnéte!).

Jsetlize u Newtonovy metody se pfi vyskytu nasobného kotene iteracni
procs zpomaluje, je tomu u metody prosté iterace pravé naopak.

(14.3.1) Tpp1 = Tptshy, by =

14.4 Cviceni.
14.4.1

Stanovte aproximace prvnich dvou prvnich dvou kladnych kofenu rovnice
tanz = z metodou a) Newtonovou; b) secen. Vypocet zastavte, bude-li
|zx — 2p_1| < 1070, Redte tuto rovnici soucasné metodou prosté iterace.
Posud’te problematiku konvergence metody. Pocatecni aproximaci urcete
grafickou metodou.

14.4.2

Stanovte mensi kladny kofen rovnic (s piesnosti 107°). Uzijte metodu
prosté iterace a stanovte odhad chyby. a) e” —2(zx —1)>=0;b) e * — (z—
—1)2=0;¢) 2> —cosmzr =0. [a) 0,21331; b) 1,47768; ¢) 0,43833 ]
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14.4.3

Necht’ X je interval se stiedem zj . UZzijte intervalové iteracni formule
(intervalové Newtonovy formule) Xy =z — f(X%)/f (Xk) k urceni inter-
valu délky 1075, v nem? lez koien rovnice e® — 3z = 0, vite-li, Ze interval
Xo = (0,1) kofen obsahuje.

14.4.4

Steffensenovou metodou: xp1 = z, — f(xr)/g(xr), g(zr) = [f(ze+
+f(zx)) — f(xr)]/f(zr) stanovte realny kofen rovnice a® + 4z — 6 = 0.
[1,134729 ]

14.4.5

Je ddn kruh K o poloméru 1. Stanovte polomér p kruhu Ky se stfedem
A na obvodu kruhu K, tak aby spole¢na ¢ast kruhu K; a K, méla obsah
rovny poloviné obsahu kruhu K. [Navod. Uhel {PAQ, kde P, Q jsou
pruseciky kruznic K; a K5, oznacte = a obsah spolecné ¢asti kruhi K; a
K, vyjadiete pomoci = a o. Dostanete rovnici 7/2 = (1 + cosx) + (71—
—x) —sinz . Po tpravé xcosx = sinx — w/2 (viz cvi¢. 13.5.6). Tuto rovnici
feste Newtonovou metodou s piesnosti 1077 (po¢ate¢ni aproximaci urcete
odhadem ze smyslu tlohy).]

|2~ 1,905696; 0= /2(1 +cosx) ~ 1,158 728 .]

14.4.6

Jsou-li x,_o, xk — 1, ) tfi po sobé jdouci aproximace jednoduchého kotrene
rovnice © = ¢(x) ziskané konvergentni metodou prosté iterace, ukazte na
prikladé, ze posloupnost {y} uréena formuli (Aitkenova extrapolacni for-
mule)

(7 — $k71)2
Tp — 2T 1 + T2

Y = Tp —

konverguje rychleji.
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15 Reseni algebraickych rovnic

Uloha stanovit kofeny algebraické rovnice
P(z) = apz" + a2 '+ .. +a,1z+a,=0

se v numerické praxi vyskytuje natolik casto, ze to ospravedlnuje samostatny
odstavec vénovany této problematice. K tfeSeni této tlohy lze ovSem pouzit
metod, o lterych jsme hovorili v predchazejicich odstavcich. Nicméné existuje
jesté cela rada specialnich metod, z nichz se o nékterych stru¢né zminime.
Podrobnéjsi informace najde ¢tenaf napt. v [5], [12], [13]. Podle zékladni véty
algebry ma uvedena algebraicka rovnice pravé n kofeni aq, ag, ..., o, (kazdy
kofen pocitame tolikrat, kolik je jeho nésobnost) a polynom P lze psat ve
tvaru
P(z) =ap(z — a1)(z — a)...(z — ap).

Jestlize koeficienty aq,aq,...,a, jsou realné, potom eventudlni komplexni
koteny se vyskytuji v komplexné sdruzenych dvojicich. VSechny koteny alge-
braické rovnice lezi v mezikruzi

r<|z| <R,

kde

1
R=14— max |al;
lag| k=1.2,...n

-=14 * max |ag|.
|a,| k=0,1,...;n—1
Diikaz tohoto tvrzeni najde ¢tenai napi. v [5], kde jsou uvedeny i piesnéjsi
odhady polohy kofena (ov8em uz pouze pro realné koteny).

Pti feSeni algebraickych rovnic se ¢asto ukazuje ucelnym vyuzit znalost
jednoho nebo vice kofent (resp. jejich aproximaci) ke snizeni stupné uvazo-
vaného polynomu. V dalsi fazi pak hledame kotfen (kofeny) rovnice nizsiho
stupné. Této problematice jsou vénovany nasledujici dva odstavce.

15.1 Snizeni stupné polynomu.

15.1.1 Déleni linedArnim ¢&initelem.
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Je-li a;y kofen rovnice P(z) = 0, kde P je polynom stupné n, potom
dalsi kotfeny rovnice P(z) = 0, kde @ je polynom stupné n — 1 vznikly
délenim polynomu P linearnim ¢initelem z— oy , a tedy plati [viz téz (1.4.2)]

P(z) = (z — a1)Q(2)

Ur¢ime-li kofen ay feSenim rovnice @Q(z) = 0, mizeme opét délit ¢initelem
z—ag , nyni ovsem polynom () ; dostaneme polynom R stupné n—2 takovy,
ze

Q(z) = (z — ag)R(2).
V tomto procesu déleni muzeme pokracovat, az stanovime vSechny kofeny
i, 1=1,2,...n.

K urceni koeficienti polynomui (), R atd. pouzivame opakovaného Horne-
rova algoritmu (viz odst. 1.4.4).

Diky zaokrouhlovacim chybam a také diky tomu, Ze misto a; budeme
mit k dispozici pouze néjakou aproximaci z; kofene «;, budou pfi vypoctu
koeficienty redukovanych polynomi, poc¢inaje polynomem (@), zatizeny chy-
bami a dobra aproximace kofene redukovaného polynomu nemusi byt stejné
dobrou aproximaci kofene pitvodniho polynomu. V uéebnici [2] se uvadi, ze
déleni linearnimi ¢initeli z — z; je numericky bezpec¢ny proces, pokud délime
postupné ¢initeli z — 27, z — 29 atd., kde

|21] = |22] £ ... £ |20

V praxi toto poradi podle rostouci absolutni hodnoty kofeni casto nedo-
drzime, proto se doporucCuje aproximace 29,23 atd. zlepsit iterovanim pies
pavodni polynom P. Pokud totiz délime v opa¢ném potadi (tj. za¢neme
od kofene s nejvétsi absolutni hodnotou), mizeme dostat zcela pochybené
vysledky.

15.1.2 Déleni kvadratickym cinitelem.

Z algebry také vime (viz téZ odst. 1.4.3), ze délenim polynomu
(15.1.1) P(2) = apz"+a12" .. 4an_12+ay
kvadratickym polynomem
(15.1.2) d(z) = 2* —pz—q,
dostaneme podil (polynom stupné n — 2)

Q(Z) = b()Zn_2 —f- blz"_?’ + + bn_g
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a zbytek (linearni polynom)
P(2) = bp_12 + by
a plati
(15.1.3) P(z) = d(2)Q(2)+¢(z),

K danym polynomim P,d jsou @, ¢ uurceny jednoznacné a lze je urcit
ze vztahu (15.1.3) porovnanim koeficienti u stejnych mocnin z. Lehce se
proto odvodi algoritmus vypoctu koeficienti polynomi @ a ¢ (analogie
Hornerova algoritmu):

Vstup : n,p,q,ap,ay, ..., ay,.

bo = agp.
b_1=0.
(15.1.4) Pro k=1,2,..,n—1:
b, = ag + pbr—1 + qbi—s.
bn = an + qbyp 2.

Vystup : by, bo,...,0,_1,by.

Vezmeme-li za polynom d soucin kofenovych c¢initeli 2z — a, z — &, kde
a=x—1iy, @ = x —iy jsou komplexné sdruzené koieny polynomu P s
readlnymi koeficienty, tj.

(15.1.5) d(z) = (z2—a)(z—a) = 2*—2zz+1>+17,

potom polynom ¢ ve vztahu (15.1.3) bude nulovy.

K ur€eni dalsich kofent polynomu P stac¢i fesit rovnici Q(z) =0.

Zname-li pouze aproximace kofenu «,a, potom délenim polynomu P
troj¢lenem, prislusnym k témto aproximacim, nedostaneme polynom ¢ nulo-
vy. Mame zde tedy obdobnou situaci jako v odst. 15.1.1.

V odstavci 15.5 bude popsidna metoda postupného zpresnovani koefi-
cientu kvadratického troj¢lenu odpovidajiciho aproximacim kofent, tak aby-
chom dostali kvadraticky troj¢len urcujici souc¢in kofenovych ciniteli pres-
nych kofenii.

15.1.3 Priklad.
Cislo a = 0,33073 — 0,825 12i je aproximaci kofene rovnice
22— 922 4+52-6=0
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s odhadem chyby 3-1072. Délenim kvadratickym ¢initelem
(2 —a)(z — @) = 2, — 0,661 462 + 0,79020 (p = 0,66146, ¢ = —0,79020)
podle (15.1.3) dostavame ve vztahu (15.1.2)

P 022 4 52— 6= (2 — 0,661462 + 0,790 20)(boz + b1) + baz + by,

kde

60:&0:1, 671:07

b1 = ay + pby + gb_1 = —8, 338 54,

bg = Gy +pb1 + qbo = —1, 305 81,

bg = a3+ (]bl = 0, 589 114,
Aproximaci zbyvajiciho (realného) kotene urc¢ime z rovnice B(z) = byz+b; =
= 0. Bude to ¢islo —b; /by = 8,33854. Da se ukazat, ze odhad chyby této
aproximace je 1,6 - 107! (tedy horsf nez u kotrene «). Zna¢né odchylka od
nuly u koeficienti by, b3 svédéi o tom, Ze aproximace kofene « (a tedy i &)
je dosti Spatné.

15.2 Graeffova metoda.
15.2.1 Specialni ptipad.

Pro koteny «q,as kvadratické rovnice
o’ + iz +as =0

plati vztahy
(15.2.1) oatag = —ﬂ, oy = @, ag # o.
Qo Qo

Jestlize absolutni hodnoty kofenii se od sobe dosti lisi - nap¥. |ay/ay < 1],
potom v prvnim ze vztahu (15.2.1), upraveném na tvar

miuzeme druhy sc¢itanec v zavorce zanedbat a dostaneme aproximaci kotfene

a1
O{l ~ ——.
Qg
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Po dosazeni této aproximace do druhé rovnosti v (15.2.1) mame
a2

Qo = ——.

ai

Umocnime-li vztahy (15.2.1), dostaneme

a% — 2a00a2 as

2 )

ozf + ozg =
agp Qg

Mizeme tedy sestavit kvadratickou rovnici

b0y2 + bly + b2 = 0,

v niz
bo = &g,

(15.2.2) by = —(af — 2a0a2),
bg = CL%,

a pro jejiz korfeny [, B, plati
ﬁl - O‘%? 62 - 05%

Analogicky muzeme ur¢it aproximaci téchto kotfenu z piibliznych vztahu

by ba
b famp
a takeé
by b
15.2. ~ — ~ —11.
(1523) anl |2 Jeal | 2]

Pfti urcovani téchto aproximaci zanedbavame ve vztahu

2
2 Qg by
1+ =<2 =—-——=
al( Oé%) bo

¢len a3/a? | ktery je mensi neZ |as/a;| (pokud |as/ay] < 1), proto aprox-
imace kofenti aq,ay urcené ve vztahu (15.2.3) budou lepsi nez aproximace
ur¢ené pomoci koeficienti puvodni kvadratické rovnice.

O znaménku rozhodneme dosazenim do puvodni kvadratické rovnice.

V uvedeném umochovani koeficienti rovnice mizeme ovsem pokracovat
a dostavat tak stale lepsi aproximace kofenu aq, as .

Zobecnéni piedchoziho postupu na polynom n-tého stupné je obsahem
nasledujiciho odstavce.
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15.2.2 Prtipad realnych koteni.

Chceme najit aproximace kofeni «q, as, ..., a,, polynomu n-tého stupné
-1
P(z) =apz" +a12" + ...+ an_12 + ay,

pricemz predpokladame, ze kofeny jsou readlné a mame je ocislovany podle
klesajici absolutni hodnoty, tj.
lag| > |ag| > ... > |ap_1| > |an].
Definujeme posloupnost polynomu
PO(2) = P(z), PY(2), P (2),.., P V(2), PW(2), ...
P®(z) = a((]k)z" + agk)zn_l +...+ agkzlz +al®

postiednictvim vztahu pro koeficienty (a(o) =a;,1=0,1,2,...,n):

k k—1
ag” = (ay "),

ol = (D 20l
agk) (agk—l))Q Qagk—naék—n n 2@(()1@_1)@9_1)7
(15.2.4) a:())k‘) ( :())k—l))2 2a§k_1)a§k_1) n 2agk_1)ag€_1) B 2@(()k—1)a(()k—1)7

(15.2.5)

Vztahy (15.2.4) jsou odvozeny z pozadavku, aby kofeny polynomu P®*)
byly druhymi mocninami kofenit polynomu P*-1)

Pomoci vztahu (15.2.5) vyptio¢teme absolutni hodnoty kofenti a; . Pokud
ani jedno ze dvou ¢isel |a;|, —|a;| nedava uspokojivé malou hodnotu poly-
nomu P, signalizuje to nesplnéni predpokladu metody, tj. v rovnici P(z) =0
se vyskytuji kofeny se stejnou hodnotou, véetné korenu komplexnich.

Pfi ru¢nim vypoctu si do fadek pod sebe zapisujeme koeficienty polynomu
Py, P1, P, atd. podle vztahu (15.2.4).

Protoze pro rostouci k£ koeficienty ag-k) obvykle rychle rostou, doporucuje
se provést obcasnou normalizaci koeficientii, abychom se vyvarovali problému
s preplnénim pocitace.
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15.2.3 Priklad

Uzijme Graeffovy metody k urceni kofenti rovnice
2> — 02" +52—6=0.

Pocitejme v M(10,5) (viz tab. 14). Podle (15.2.5) mame

[2,7109 - 107
ERESEN f ~ 8,494 5;

dosazenim do rovnice zjistime, ze a; ~ §8,4945 a ze ostatni podily nam
neposkytnou dobré vysledky. Skutecnost, ze se ve sloupci agk) stiidaji znamén-
ka (nemusi se stridat pravidelné) signalizuje vyskyt komplexnich kofeni.
Hornerovym algoritmem zjistime (viz téZ odst. 15.1.1), ze

23— 922+ 52 — 6~ (2 — 8,4945)(2* — 0,505 50z + 0, 706 03),

a tedy kofeny aps ~ 0,25275 £ 0,801 34i jsme vypocitali feSenim kvadrat-
ické rovnice.

Tab. 14

15.2.4 Pripad komplexnich kofenit.

Maji-li nékteré koteny algebraické rovnice stejnou absolutni hodnotu, nas-
tanou pii uziti Graeffovy metody jisté komplikace, které vSak nejsou nezvlad-
nutelné.

Omezime se na piipad, kdy dva kofeny «;, ;11 maji stejnou absolutni
hodnotu . Pfedpoklddame tedy, ze plati

‘Oél| > ‘062| > > ‘Oéi_l‘ > |OZZ| = ‘Oéi+1‘ > |Oéi+2| > > |Oén|
a ze kofeny se stejnou absolutni hodnotou jsou komplexni, tj.

a; =r(cosa+1sina),

a1 =r(cosa—isina), || =g =r.

Obecnéjsi piipad je popsan v [12] nebo v [5]. Vyskyt téchto komplexnich

EO), az(l), az(g), e agk) ziskanych pomoci
(k)

vztahi (15.2.4) signalizovan nepravidelnostmi ve znaménku (viz sloupce as
v piikl. 15.2.3).

kofenu je v posloupnosti koeficienti «a
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Absolutni hodnotu r komplexnich kofenu «;, ;1 uréime ze vztahu

(15.2.6) r? a2

Protoze
o; + Qi1 = 2r cos a,

Potom 7 vlastnosti kofent rovnice P(z) =0

a
aq +a2+...+ai_1+ai+ai+1 ++6Ln = —%
Qo
mame
a(O)
(15.2.7) 2r cosa = —%—al—ozg—...—042-_1—042-+2—...—04n.
a

0

Aproximace kofenu o, a1 uréime feSenim kvadratické rovnice
(15.2.8) £2—2r(cos a)é+r? = 0.

Jestlize znaménkové nepravidelnosti se projevi ve vice sloupcich sestavenych z
. o k s X - :

koeficientt ag ) k= 1,2, ...,n na misté ivaha o vhodnosti Graeffovy metody

k dané rovnici.

15.2.5 Priklad.

Chceme stanovit aproximace vSech kofent rovnice
=42+ 322 +2:-6=0.

Pocitame v M(10,10) a vysledky zapiSeme do tabulky (tab. 15). Anomalii

vykazuje sloupec agk) . Ocekavame proto, ze kofeny as, a3 budou komplexni

Tab. 15

17) Také pro kofeny s riiznymi absolutnimi hodnotami podle (15.2.5) plati

(k) (k) (k)
o] o 2| | L] 2] Lo | | | S
JHNTIH o o BON)

J-1 J J—1
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Podle (15.2.5) nejdiive vypocteme

6 594
=\ — 3,001 882 007.

Protoze P (3,001882007) ~ 0,0377, P©®(-3,001882007) ~ 204,44,
usoudime, ze

o

o

L

o1 ~ 3,001 882007.

Analogicky
(3)
N ag | 8/1679616N
Protoze

P©(0,9853682858) ~ —4,0006, P (—0,9853682858) ~ —0, 288,

usoudime, zZe
ay ~ —0,985 368 285 8.

Zbyvajici podily typu (15.2.5) nam nedaji dobré vysledky, proto uzijeme

(15.2.6):
1880824
[ 1E982 198425 455 — anas].
6594

Dale podle (15.2.7) dostaneme

e

2rcosa =4 —a; —ay = 1,983 486 278.

Koteny
ay =r(cosa+1isina),

az =r(cosa — i sina)

ur¢ime FeSenim kvadratické rovnice (15.2.8)
€2 1,983 486 278 + 2,028 425 455 = 0,

tj.
(a3 ~ 0,9917431390 4 1,022 189 317i.

Poznamenejme, ze piresné hodnoty kotent jsou: 3, 1+1i, 1 —1i, 1.
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15.3 Laguerrova metoda.

Tato metody je zvlast’ ucinna pro FeSeni algebraickych rovnic, jejichz
vSechny kofeny jsou realné a jednoduché. Pro takové rovnice metoda rychle
konverguje a to nezavisle na (redlné) poc¢ate¢ni aproximaci z, . Proto lze tuto
metodu zafadit mezi startovaci i zptesiiujici metody. Pro vicenasobné koteny
se konvergence zpomali v okoli nasobného koifene. pro stanoveni komplexnich
kofenu se této metody da teké uzit, i kdyz se vtomto piipadé o konvergenci
mnoho nevi ([12]). ZkuSenosti ukazuji, Ze pradvépodobnost vyskytu diver-
gentniho proces je velive mala.

Laguerrova metoda je urcena itera¢ni formuli

nP(xy)
P(xy) + /H(xp)

(15.3.1) Tpy1 = Tp—

kde n je stupen polynomu a
H(zy) = (n = 1)[(n — 1)(P'(zx))* — nP(zx) P (wy))-

Jsou-li vSechny koteny realné, da se ukazat, ze H je stale nezdporné funkce;
znaménko u odmocniny vybereme rovné sgn P(xy). U komplexnich kofenti
vybereme znyménko tak, aby jmenovatel mél co nejvétsi absolutni hodnotu.
Jsou-li realné koteny sefyzeny tak, ze
ap SaySaz S LS ap,
pak kdyz bude zy € (aj_1,¢;), j = 1,2,...,n konverguje proces (15.3.1) k
jednomu z kofeni «a;_1,;; kdyz bude z, < a;, potom (15.3.1) konverguje
k ay;je-li zg > o, , potom konverguje k «, .

15.4 Newtonova metody a metoda secen pro polynomy.

Uved’'me si zde pouze algoritmy, nebot’ vyklad téchto metod byl proveden
v odstavcich 14.1, 14.2.1.

Uvedeme algoritmus Newtonovy metody, jehoz zdkladem je opakovany
Horneruv algoritmus (viz odst. 1.4.4) pro realné z:
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Vstup : n,d, 29, ag, a1, ..., ayp.
by = ao.
Co = ag.
Pro k=0,1,2,...,(m):
Pro 7=1,2,...n:
bj = zkbj—1 + aj.
Pro s=1,2,..,n—1:

Cs = ZCs—1 + byg.

(15.4.1)

b
hy = ———.
Cn—1
2h1 = 2k + hg.
Vystup :  z,.

Cislo m neurcujeme piedem, ale vypocet ukonc¢ime, bude-li splnéna pod-
minka |hy| = |2k — 2] < 6.

Je-li aproximace zy = xo + iyy kofene rovnice P(z) = 0 s realnymi
koeficienty komplexni (ziskand napf. Graeffovou metodou), lze algoritmus
(15.4.1) upravit tak, abychom pocitali pouze s realnymi ¢isly.

Oznacime proto

zk—xk+1yk, k:O,l,Q,..,
bj —63'—}-153', ] = 1,2,...,n,
CS_’YS—i_ilr]Sa 821727'7n_]—

Rozepiseme-li viechny operace v algoritmu (15.4.1) v komplexni aritmet-
ice na zakladé predchoziho oznaceni, dostaneme:
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Vstup : n,d,xg, Yo, Ao, A1, ..., Q.
Bo=ap, 7Y =ap, 0 <0, mn=0.
Pro k=0,1,2,...,(m):
Pro j=1,2,...,n:
Bj = aj + xkfj-1 — Yrdj-1,
0j = YpBj—1 + 10, _1.
Pro s=1,2,..,n—1:
Vs = Bs + ThVs—1 — YrNs—1,
Ns = 0 + YrYj—1 + TrNj-1,
BrnYn—1 + 6n77n—1
Va1 +
57177171 + ﬂnnnfl

2 2
Yn—1 — Nh—1

(15.4.2)

Tgy1 = Tk — )

Yk+1 = Yk — )

Vystup : T, Y.

Proces zas"tavime, bude-li

|2kt1 — 2k] = \/($k+1 — x)% + (Y1 — i) < 0.

7 uvedeného algoritmu je patrné, ze k urceni komplexniho kofene musime
volit komplexni pocatecni aproximaci.

Algoritmus metody se¢en se od (15.4.1) bude lisit tim, Ze v tomto pFipadé
je

(15.4.3) hy = — ol — )

by — bn
kde b, = P(z,_1) (vypocitava se v predchazejicim kroku algoritmu) a ve
vstupnich datech musi byt jesté z;.

15.5 Bairstowova metoda.

Predpokladéame, ze
dz) =2 —pz—q=(z—2)(z — 2)
je aproximace kvadratického trojclenu

d*(z) =2 —p'z—q¢" = (z — a)(z — @),
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kde «,a jsou komplexné sdruzené kofeny rovnice s redlnymi koeficienty
P(z)=apz" +a12" '+ .. +a,_1z+a, =0, n=4

Cisla 21, 29 proto aproximuji kofeny o, &
Délenim polynomu P trojélenem d [algoritmus (15.1.4)] dostaneme poly-
nom stupné n — 2 (viz odst. 15.1.2)

Q(Z) = b()Zn_2 —f- blz"_?’ + + bn_g

a zbytek
d)(z) = bn—lz + bm

pricemz plati
(15.5.1) P(z) = d(2)Q(2)+¢(2).

Koeficienty b,_1,b, linearniho polynomu d* zaviseji na parametrech p,q
coZ zapiSeme ve tvaru

bn—l - f(p7 q)7

(15.5.2) b = o(p.0)

Protoze polynom P je délitelny polynomem d*, budou koeficienty b, _1,0b,
pro p =p*, ¢ = ¢ nulové, tj.

Tedy ¢isla p*, ¢* muzeme povazovat za feSeni soustavy (nelinearnich) rovnic

f(p,q) =0,

(15.5.3) a(p.q) = 0.

Tuto soustavu pievedeme Newtonovu metodu (viz odst. 16.3) na posloupnost
linedrnich rovnic typu

8f(gp7q) 8f(gp,q) Ap —f(,q)
(1554) F) (p7 ) F) (q’ ) ( ) - ( ’ ) 5

2 20p0) ) \Ag) =\ ~g(p,g)
kde Ap, /Aq jsou opravy parametri p,q.

Abychom mohli stanovit derivace funkei f, g v soustavé (15.5.4), budeme
polynom @ urceny vztahem (15.5.1) délit tak, aby

(15.5.5) Q(z) = d(2)R(2)+£(2),
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kde
R(2) = coz" * +c12" P 4 ... + Cpsz + Cos,

Y(2) = 32 + Cna.
Dosazenim do vztahu (15.5.1) dostavame

P(z) = d(2)[d(2) R(2) + 0 ()] +6(2) = d*(2) R(2) +d(2)(cn-32+Cn2) +2f +g

Derivujeme tuto rovnost [ P(z) na p,q nezavisi| podle p a ¢

0 0 0
0= —2d(2)zR(2) — 2(cn-3z + Ca2) + d(Z)a—q(Cnfgz + Cp2) + Za—]j; + a—]g),
_ 0 af  0Jg
0= —2d(2)R(2) — (cn-32 + cu2) +d(2) 30 (Cosz + Cpg) + 50 T 90

Protoze d(z;) =0, i = 1,2, mame odtud (po dosazeni z? = pz; + q)

0 0
2 (0_;; — Cp—2 — an3) + (8—Z - C]Cn3) =0,

of dg B
Zi <a_p - Cn_3> + (a—q - Cn_2> = 0.

Pro z; # z lte tuto vztahy soucasné splnit pouze, kdyz vyrazy v zavorkach
jsou nulové. Soustavu (15.5.4) proto mizeme psat ve tvaru

(15.5.6) PCp—3 + Cn—2 Cn—3 Ap I b1
o qCn—3 Cn—2 Aq - bn ‘

Tedy

- Cn73bn - Canbnfl

Ap =
p N Y N Y

kde jsme oznacili

W = qbn—l - pbm M = PCn—2 — 4Cp—_3, N = Cn—?)M - 072172'
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15.5.1 Algoritmus Bairstowovy metody.

Vstup : n(24),p,q,a0,a1, ..., Gy, 9.

Pro k=1,2,...n—1:
by = ay, + pbr_1 + qbp_s.
b, = an + qb,_s.
Pro 7=1,2,...n—3:
c; = bj +pcj_1 + qci_sa.
Cng = bp_o+qcy_y4.
M = pc,_9 — qc,_3.
W = qb,_1 — pb,.
N = 0721—2 + Mc,—_3.
A p=(ch_3b, — cpob,_1)/N.
A q = (ch—sW — c,_2b,)/N.
Vystup : p+ Ap, g+ Agq.
Ve vypoctu podle uvedeného algoritmu mizeme pokracovat preznacenim

p+ Ap —p, g+ Aq — q. Vypocet zastavime nap¥. podminkou: max(| A
plI &gl) <0

15.5.2 Priklad.

V piikladu 15.2.5 jsme zjistili, Ze kvadraticky trojélen z2—1,983 486 2782+
+2,028 425455 je aproximaci trojélenu odpovidajictho komplexnim kofentim
(141i,1—1) rovnice

22— 422 +322+2: - 6=0.
Uzijeme algoritmu z odst. 15.5.1 k opravé parametru p, q. Vstupni parame-

try:
n=4; p=1983486278; q = —2,028425455;

ap=1, ar=-4, ay=3, az3=2, ay4= —6.
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Dale
bOZC(]:l, 671207120,

b1 = ay + pby + gb_1 = —2,016 513 722,

by = as + pby + qbg = —3,028 152751,

bs = az + pby + qby = 0,084 048 335 00,

by = as + qb, = 0,142 3821210,

c1 = by + pco + qc_1 = —0,033 027 444 00,

o = by + qcog = —5, 056 578 206,

M = pcoy — qcp = —10,096 647 18,

W = gbs — pby = —0, 452898 765 3,

N = c5+ Mc, = 25,902 449 59,

Ap = (c1by — czb3)/N = 1,658914516 - 102,
N q= (W — epby) /N = 2,83727767- 1072

Opraveny kvadraticky trojélen méa tvar

z* — 2,000 075423z + 2,000 052 679.

15.6 Podminénost

V souvislosti s feSenim ulohy najit kofen rovnice f(x) = 0 na intervalu
(a,b) nas zajima citlivost vypocteného kofene na zméné funkce f (vstupni
tdaj). Jde nam tedy o posouzeni podminénosti dané tlohy.

Zménime-li funkci f o Af, bude ¢islo a + Aa kofenem této zménéné
rovnice [« je kofen rovnice f(x) = 0], tj.

(15.6.1) fla+La)+Af(a+Aa) = 0.

Z Taylorova rozvoje mame f(a + Aa) = f(a) + f'(a) A a+ O((Aa)?),
Af(a+ Aa) = Af(a)+ O((Aa)?) arovnici (15.6.1) nahradime rovnici

(15.6.2) fla)+f(a)Aa+Afla) = O((Aa)?)
Odtud Af()
PO T

Z velikosti |f'(«)| usuzujeme napodminénost. P¥i malém |f’(a)| muze mala
zména ve vstupnich datec funkce f zpusobit velkou zménu ve vypocteném
kofenu. ==== Na obr. 13 a 14 vidime pribéhy funkce f = f(x), resp.
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f+ Af, pro néz je uvazovana ulphy Spatné, resp. extrémné Spatné pod-
minénd. Je-li f polynom, pak v této souvislosti hovotime o dobfe ¢i Spatné
podminengch polynomech. Ve [12] je uvadén nésledujici pitklad: Resime-li
misto rovnice

(z—=1)(z—2)...(2—19)(z —20) =0

rovnici
(z—1)(z—2)...(z = 19)(z — 20) — 27219 = 0

(zménili jsme pouze koeficient u 2'9 o 272 ~ 1077), dostaneme (nap-
sané ¢islice jsou platné): 1,0;2,0;...,8,0;8,9;10,1+0, 6i; 14,0+ 2, 5i; 16, 7+
+2,8i;19,5 £ 1, 9i; 20, 8.
Uziti dvojnasobné nebo vicenasobné aritmetiky pfi feSeni algebraickych
rovnic vysSich stupni je vétsSinou nezbytné k dosazeni presnéjsich vysledkii.
Pti feSeni takovych rovnic mizeme narazit na dalsi tézkosti. Napf. muze
dojit pii vypoctu funkénich hodnot k preplnéni pocitace.

15.7 Cvideni.
15.7.1

Graeffovou metodou feste rovnici z* + 23 — 1022 — 342 — 26 = 0.
[ & 4, 014709 485; cips ~ 1,936 384 7142, 772 454 98 cvg &~ —1, 141 940 065 .

15.7.2

Stanovte kofeny rovnice x4—6, 792342, 995220, 043 6924-0, 000 089 25 =
0. Pocitejte v. M (10,4) . [Navod. Urcete nejvétsi kofen, snizte stupei rovnice
a zjistéte, jak se kofeny redukovaného polynomu lisi od korenu puvodniho
polynomu. |

16,3260, 457 3; 0,012 58; 0,002 453 ; redukovany polynom z°—0, 472 022+
+0,009 128z + 0,014 05 méa kofeny —0,1437;0,3079 + 0,503 30i.]

15.7.3

Vypoctéte dvé iterace Laguerrovy metody k urceni aproximace komplexni-
ho koiene rovnice 23 —9z2+52—6 = 0. Volte 2 = 0 a pocitejte v M (10,5) .
[20 =10,33073 — 0,82512i ]
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15.7.4

Vypoététe viechny koieny rovnice 2% — 922 +52 —6 =0.
[8,4945;0,25273 + 0,801 531 .]

16 Soustavy nelinearnich rovnic

16.1 Uvodni poznamky.

Soustavu n nelinearnich rovnic pro n nezndmgych

Fl(‘rl?x% 7xn) = 07
0

F ) =
(16.1.1) 21,2, s )

(16.1.2) F(x) =0,

kde je oznateno F = (Fy, Iy, ..., F,)T; x = (21,29, ...,7,)T . Chceme najit
Fesent této soustavy, tj. m-tici realnych ¢isel (vektor) (z7,x3,...,2%) = x*
takovou, ze F(x*) =0.

Dtive, nez uvedeme nékteré metody feSeni rovnice F(x) = 0, je t¥eba si
uvédomit, ze tato nemusi byt vidy v oboru realnych ¢isel resitelna. Napiiklad
soustava

2
r—y+a=0,
(16.1.3) Y
—r+y +a=0
pro a = 1 nem4 feSeni, pro a = i m4, jediné feseni (0,5;0,5)7, pro a =1
mé4 dvé feseni (0,0)7, (1,1)7 a pto a = —1 ma &tyii feseni (—1,0)T,

0,1)7, ((14+v5)/2)", ((1—+/5)/2)" . Doporucujeme Gtenafi, aby si nakreslil
grafy kiivek reprezentovanych rovnicemi (16.1.3).

Na rozdil od soustav linearnich rovnic se pfimé metody u nelineédrnich
soustav daji uzit pouze pro nékteré specialni soustavy a jen tehdy, kdyz
pocet neznamych neni prili§ velky. Proto budeme vénovat pozornost iter-
aénim metodam. Podame zde ovSem pouze zdkladni informaci. Podrobnéji
se C¢tenal muze s témito problémy seznamit napi. v [1], [5] a pfedev§im v

knize [7].
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16.2 Metoda prosté iterace.

Rovnici F(x) = 0 pfepiSeme (srov. s ost. 13.3) vhodnym zptusobem na
tvar x = ®(x) tak, aby x* byl spole¢nym FeSenim obou té&chto rovnic.
Predpokladdme samoziejmé, ze F je spojité zobrazeni.

Zvolime x© a potitame aproximace x,x® ... vektoru x* z itera¢ni
formule
(16.2.1) x® = @x*1), k=123, ...

pokud v Qg plati [srov. s podminkami (13.3.3)]

(a) Vx € QO . @(X) € Qo,

U220 ) 3geq,1): |80 -2 <qlx—yll Wxy e,

potom posloupnost {x(o)} ur¢end rekurentnim vztahem (16.2.1) konverguje
k x* € Qy pro libovolnou pocateéni aproximaci x(© € Qg a plati odhad pro
chybu metody prosté iterace

<_4 [x® — x®ED)|.

(k) _ x*
(16.2.3) [x") —x T4

Symbolem ||| zna¢ime vektorovou normu zavedenou v odst. 5.2.
Protoze ®(x) = (¢1(x), ha(X), ..., d,(x))T , lze pro diferencovatelné funkce
¢i(x), 1=1,2,...,n, podminku (16.2.2) (b) nahradit podminkou

) Fq: X)) Sg<1 VxeQ,

kde ®’(x) je matice s prvky 0¢;(x1,xa, ..., z,)/0x; . V podmince (b’) mati-
cova norma musi odpovidat prislusné vektorové normé.

ffffff

najit takovou rovnici x = ®(x), ktera by byla ekvivalentni s vychozi rovnici
F(x) = 0 (alesponn v néjakém €)y) a soucasné takové, aby zajistila konver-
genci procesu (16.2.1).

16.2.1 Priklad.

Regme soustavu F(z,y) =22 —2y—5z+1=0, F(r,y) =x+3Inz—
—y?2 =0.
Danou soustavu piepiSeme na tvar
=[x +y) —1]/2= ¢i(2,y),
y=vVzr+3lnzr=@x,y).

177




Tyto dvé soustavy jsou ekvivalentni v okoli bodu (zg,y0)" = (3,8;2,8)T,
ktery najdeme jako prusecik ki¥ivek danych soustavou. Srovnanim s formuli

(16.2.1) je:
) _ (xk) , <¢1($k1’yk1)) _ B(xt),

Yk Go(Tr—1, Y1)
Vypocteme [v M(10,4)]:

Il 21 =+/0,5[3,805+228)—1]=3,784; y; =+/3,8+31In3,8=2,794;

Ty = 3,774, Yo = 2,789,
T3 = 3, 768, Y3 = 2, 785,
Tg = 3, 757, Yo = 2, 780

Iteracni proces jsme ukoncili podminkou

[x® — x®D| = max(|ar — 2p-a, [y — ye-1]) < 1072
Tento proces skuteéné konverguje, nebot’ v bodé x(© (a tedy i v jeho malém

okoli obsahujicim oviem x*) je

(0) (0) (0)
M ~ 0,52; M ~ 0, 25; M ~ 0,32;
ox oy ox
a¢2(x(0)) ~0
oy T
a tedy

|®'(x©) ||, = max(0,52+0,25;0,32+0) = 0,77 < 1.

Z predchozich vypoc¢ti soudime, Ze i podminka (16.2.2) (a) je splnéna.
Pro odhad chyby podle (16.2.3) plati

I —x"lg = - 0T 1073 <3510

- 0,77
Protoze [v M (10,8)] je x* = (3,756 8335;2,779849 1)T | pak ve skutecnosti

Je
[ — x|, £1,7-107
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16.3 Newtonova metoda.

Necht’ x*®) = (2, y,)" aproximace feSeni x* = (z*,4*)” rovnice
Fi(z,y)
16.3.1 F(x) = ' =0
( ) &) (FQ(OC,?J)

Ptedpokladame, ze funkce Fi, F5 jsou diferencovatelné v okoli x* a miizeme
je tedy vyjadrit ve tvaru Taylorova rozvoje. Zanedbame-li ¢leny vyssich radi,
dostaneme

OF;(x, OF;(xy, .

Fi(z,y) =~ Fi(wg, yr) + M(IB —xp) + M(y —yr), 1=1,2.
ox oy

Aproximujeme tedy funkce F; linearni funkci. Veltorové lze psat

(16.3.2) F(x) ~ F(x®)+F'(x®) (x—x®),

kde jsme oznacili

!/ T
PO = (anfi antin |- x-x¥ = (5700,
I 5y Y— Yk

Matici ¥’ nazyvame Jacobiovu matici funkce F .
Misto rovnice F(x) = 0 budeme [vzhledem k (16.3.2)] feSit linedrni
rovnici (s neznamou x — x(®))

(16.3.3) F(x®)+F (x®)(x—x*) = 0.

Je-li matice F(x®)) regularni, potom rovnice (16.3.3) m4 jediné fedeni,
které oznc¢ime

(16.3.4) x(+D) _x®) = h®) | p®) = _[F'(x®)] 1R (x®),

Vektor x**1) budeme povazovat za novou (lepsi) aproximaci feseni x*
rovnice F(x) = 0. Zdiraznéme, ze h(*) urcujeme fegenim rovnice F/(x*))h =
= —F(h®).

[ kdyZz jsme 7z davodu piehlednosti odvodili iteraéni vztah (16.3.4) pro
soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé, dovoluje nam meticové-vektorova
symbolika prevést vSechny vztahy i na piipad, kdy

F(x) = (Fi(21, 29, ..., 7)), Fo(x1, 29, ooy ), ooy Fo(w1, 29, ..y 1)L

Podminky konvergence procesu (16.3.4) uvadét nebudeme. Jsou dosti
komplikované (viz [1], [5]) a navic, coz je nejvétsi nedostatek, nedaji se vétsi-
nou prakticky provéfit. P¥i vypoc¢tech pomoci formule (16.3.4) musime dbat
toho, aby x(® byla dobra aproximace x* a aby matice F’ byla regularni v
okoli x*. Potom konvergence procesu (16.3.4) bude rachla (fadu 2).
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16.3.1 Priklad.

Newtonovou metodou feSme soustavu
Fi(z.y) =2 +y* —2 =0,
B(z,y)=a? -y’ —y =0.
Kiivky dané rovnicemi (kruznice a hyperbola) maji pravé dva pruseciky.
Jeden z nich je zhruba uréen vektorem x(® = (0,8;0,4)”. Tuto aproximaci
feseni zpfesnime pomoci formule (16.3.4). Protoze

F/(X(k)): 8Fl(g$k7yk) aFl(g;,yk) _ 1197 — 1 %
O (zp,yr)  OF2(zryr) | 0 27 —2y—1)"

ox dy

bude rovnice (16.3.3) mit tvar [oznac¢ime x = x(© = h = (hy, hy)T |:
(220 — 1)hy + 2yohe = —25 — Yo + 2o,
2x0hy — (250 + 1)ha = =25 + y5 + vo.
ReSenim této soustavy (na 3 desetinna mista) bude
KO = —0,027, n =0,020.
Odtud pak
xM = x@ + h@ = (0,8;0,4)" + (—0,027;0,020)" = (0,773;0,420)".
Opakovanim celého postupu dostavame (na 7 desetinnych mist)
x@ = xW 4+ WM = (0,771846 1;0,419644 1T
Pokracujeme-li ve vypoctech, dokud neni splnéna podminka
[0 — x| < 107
dostaneme nakonec

x* ~ (0,7718445;0,4196434)".

16.3.2 Poznambka.

Metodami ¢l. 16 1ze stanovit téZ komplexni kofeny jedné rovnice f(z) =
= 0, feSime-li soustavu dvou rovnic

u(z,y) =0,
v(z,y) =0,

kde u(z,y) =Re f(2), v(z,y) =Im f(2) a z =z +iy.
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16.4 Cviceni.
16.4.1

Reste soustavu rovnic y—2>=0, v —2y+1=0 a) metodou prosté
iterace; b) Newtonovou metodou. V piipadé a) vaSetiete postacujici pod-
minky konvergence metody. Pocate¢ni aproximaci x(©) = (29, 9)” stanovte
graficky.

16.4.2

Reste soustavu rovnic z2 + vy +y*> = 3, sinz —y?> = 0 a) metodou
prosté iterace; b) Newtonovou metodou, vite-li, ze (zg,70)" = (1,1)T je
dobra pocatecni aproximace.

[(1,0637;0,9350) "]

16.4.3

Stanovte vechna (realna) YeSeni soustavy rovnic 22 +y*> =1, zy =0,4.
Pocéatecni aproximace urcite graficky.

[(0,4472;0,8944) T (0,894 4; 0,447 2)T, (-0, 4472; —0,894 4)T,
(—0,8944; —0,4472)T ]

16.4.4

Soustavu Fj(z1,x9,...,x,) = 0, i = 1,2,...,n, lze Fesit pomoci iteracni
formule

gD — k) Fi(@y, 23, ..., )
i T OF(@1,@3,stn)
ox;

Uzijte formule k feSeni soustav z predchézejicich cviceni. Aplikujte ji také
v piipadé, ze Fj(xi,Ta,...,%,) = a1 + @iy + ... + @y, — by, tj. kdyz
F(x) = Ax—b.
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k A =LLI =L L., Ly
2 —1 0 1,414 2
0 —1 2 -1 —0,7071 1,2247
0 —1 1 —0,8135 0,5773
2,4999 —0,8660 1,5811
1 —0,8660 2,1666 —0,4714 —0,5477 11,3662
—0,4714  0,3333 —0,3450 0,4629
2,8000 —0,7483 1,673 3
2 —0,748 3 1,8666 —0,1597 —0,4472 1,3415
—0,159,7 0,2143 —0,1190 0,447 3
2,9999 —-0,5999 1,7320
3 —0,5999 1,8138 —0,0532 —0,346 3 1,3015
—0,0532  0,2000 —0,0183 0,4469
3,1197 —0,4507 1,766 2
4 —0,4507 1,694 2 —0,2552 1,276 4
—0,0082 0,1997 —0,0028 0,4469
3,1846 —0,3257 1,7845
) —0,3257 1,6292 —0,0016 —1,1825 1,2633
—0,0016  0,1997 —0,0004 0,4469
3,2177 —0,2305
6 —0,2305 1,5959 —0,0001 atd.
—0,0001 0,1997
k Qg by Sk+1 f(8k+1) by, — ay,
01| 1,50000 | 2,00000 | 1,7500 <0 0,5
1(1,75000 | 2,00000 | 1,87500 <0 0,25
21 1,87500 | 2,00000 | 1,937 50 >0 0,125
31 1,87500 | 1,93750 | 0,906 25 <0 0,0625
411,90625 | 1,93750 0,03125
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K Ty = 2\/sin Th_1 | Tp = 2\/sin Th_1 7 = arcsin(zy_1/2)?
xo = 1,500 00 o = 2,000 00 zo = 2,000 00
1 1,997 49 1,907 14 1,570 79
2 1,90823 1,94316 1,644 72 ¢ I,
3 1,94279 1,93025 0,11008 ¢ I,
4 1,930 39 1,93503 0,00306 ¢ Iy
5 1,934 98 1,93328 25| < 107°
6 1,933 30 1,93392 Rovnice z = arcsin(x/2)?
7 1,93392 nemé koten v Ij!
k Sk a bepr | f(sk) | frlar) | fu(br)
0 - 1,50000 | 2,0000 | — <0 | >0
11,91373 | 1,91375 | 2,00000 | <0 | <0 | >0
211,93305 | 1,93305 | 2,00000 | <0 | <0 | >0
311,93373|1,93373|2,00000| <0 | <0 | >0
411,93375
ki S () (k) hy = —F2 & =Tp —
0[1,50000| —0,434995 | 0,679263 | 6,403930-10"" | —4,33750- 10"
1|2,14039 0,303 197 1,60948 | —1,88381-107' | 2,06636- 107"
2 11,95201 | 2,43719-107% | 1,34805 | —1,80793-1072 | 1,82563-1072
311,93393 | 2,32991-107* | 1,32217 | —1,76218-10"* | 1,76236-10~*
411,93375 | —4,97570-107% | 1,32191 | 3,76402-107% | —3,764-10°F
k aék) agk) agk) agk) P®)(2)
0] 1 -9 5 —6 PO(2)
1] 1 ~71 —83 —36 PW(2)
2| 1 —5207 1777 —1296 P®@(2)
30 1 | =2,7109-107 | —=1,0339-107 | —=1,6796- 10° | PG)(2)
k aék) agk) a(Qk) a:(gk) aik) P®)(2)
0] 1 —4 3 2 —6 PO(2)
11 —10 13 —40 36 PO(2)
21 1 —~74 | —599 —644 1296 | PA(z)
30 1 | —6,594 (216801 | —1,889824 | 1679616 | PO)(2)
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