Numerické metody KMA/NM
- Josef Danék 13.2.2013

‘Kapitola 1. Uvod do numerické matematiky

Numerickd matematika = véda, ktera se zabyva feSenim matematicky formulovanych Gloh pomoci lo-
gickych operaci a aritmetickych operaci s Cisly o kone¢né délce.

realny problém

- ' chyba matematického modelu

zakony zachovani

matematicky model konstitutivni vztahy

i

matematicka uloha

urceni, které veli¢iny zname
a které pocitame

i‘i - chyba metody (diskretizace)

nezname metodu pro
nalezeni presného reseni,
volime pribliznou metodu

l 4

algoritmus ’ prima numericka

numericka uloha

(numerické metody) simulace
|

v

specialni SW l<
(Matlab, knihovny)

[ ) -"""’"v;:l:l\}ba ve vstupnich datech a
. zaokrouhlovaci chyhy
implementace — T e o

:

» analyza vysledkl

Ptiklad
Realny problém intravendzni davkovani léku

Matematicky model

e nezavisle proménna je pouze Cas t

Vv Ve

e Siteni latky neni zavislé na prostorovych proménnych

' _»_7_4_'_-- T R _7“_'_..‘
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.. e popis pomoci diferencialni rovnice

dCc
dt

kde C je koncentrace latky v krvi a kK > 0 je absorpcni koeficient

—k-C

e pocatecni podminka

C(0) = C,

chyba matematického modelu odpovida zjednodusujicim predpokladim

Matematicka iloha

e chceme vypocitat hodnotu koncentrace latky v ase t €< 0,T >

Numericka uloha

e feseni hleddme pouze v konecné mnoha bodech
(diskretizujeme ¢&as, to =0, t, =n - % tvn=T)
N je pocet déleni intervalu < 0,T >
chyba diskretizace (metody)

Numericka metoda

.. dC . . . ,
e derivaci o aproximujeme pomérnou diferenci

chyba diskretizace (metody)
Vypocet

T
On+1 = (1 — ﬁ . k) . Cn, Co dano

zaokrouhlovaci chyby

Analytické Feseni
C(t)=Cy-e*

napi: C(0)=10, k=1, T=5 N =10
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0 1 2 3 4 4
Reélné hodnoty 777
CHYBY
x ... presna hodnota
Z ... priblizna hodnota
absolutni chyba ... A(z) = |z — Z| < a(z)
——"
odhad
A
relativni chyba ... R(z) = (z) < r(z)
\113] —~—
odhad

Pozn.: P¥i odeéitani ,blizkych* Cisel roste relativni chyba (ztrata platnych Eislic)
a(z +y) = a(z) + a(y)

(z+y) - (E£9)| <|z—Z[+ 7 -yl

a(z) + a(y)
|z + y|

rzty) = |z £y| — 0, M

Pozn.: Nasobeni a déleni nemohou podstatné zvétsit relativni chybu
a(z - y) = |z| - a(y) + ly| - a(z)

oy — &G =lzy - Ty + Ty — 2G| = y(z - E)+ & (v — DI < |y|- [z — Z| + [z]- | y — 7|

~ T

r(z-y) =r(z) + r(y)
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|zla(y) + |yla(z) _ a(y) N a(z)
|zy| Y| 4

] () _ [zl a(v) + v|-a(a)

Y Y2
zr I 1 L. 1 . .
— == LE =8y =|- (@ =3y ey = i) =
y 7 Yy y g
N~
Ry

(lz| - ly = g + |yl - |z — &|)

QL\J"_‘

:\;g(w@—y)w(x—i))\s

r (i) = r(z) + (v)

2la(y)+ yla(a)

y _a) _ a(e)
z vl e
Y

Definice: Méjme dany dvé mnoziny X (vstupni data) a Y (vystupni data). Predpokladejme, ze X, Y jsou
Banachovy prostory. Ulohou rozumime relaci

y=U(z), z€ X, yevY.

Definice: Rekneme, e (iloha je korektni na dvojici prostorii (X,Y), kdyz
eVzeXdyeY: y=U(z) (zobrazeni),

e feseni y spojité zavisi na vstupnich datech

Vz,}: 2z =z, U@n) =Yn: Yo — y=U(z).

Poznamka: Banachiiv prostor = lplny + normovany
Uplny prostor: metricky prostor, kde V Cauchyovska posl. u, C X ma limitu u € X
normovany prostor = mnozina X:
a) X je linearnt;
b) Vu € X — ||ul|:
lull 20, [lul| =0 u=0;
low|l = la] - |lull  Va € R;
lw + ]| < {Jull + [lv]l;
c) d(u,v) = [|u — v

Pozndmka: Protoze X,Y jsou Banachovy prostory, Ize spojitost zarucit podminkou

192 = ylly < Lllzn — zl|x-
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Poznamka: Nekorektni tGlohy jsou ulohy, které nejsou korektni.
Nékdy je nekorektnost zptisobena pouze nevhodnou formulaci.

Definice: Uloha je dobfe podminéna, jestlize mala relativni zména ve vstupnich datech vyvola malou relativni
zménu feseni.

Cislo podminénosti dlohy y = U(z)
|Ay]]

<

T, =

Poznamka: Je-li C), &~ 1 je tloha velmi dobfe podminéna.

V praxi hovofime o $patné podminéné iiloze pro C, Z, 100.

ulohy
korektni nekorektni
dobre Spatné
podminéné podminéné

Priklad 1

Posud'te podminénost Glohy uréit hodnotu funkce y = sin(z)
a) v bodé 3,14;
b) v bodé -0,01.

a) Volime z=3,14, Az =0,01 <« mald zména na vstupu

(y =) sinz =sin 3,14 = 0,0015926
(y + Ay =) sin(z + Az) = sin 3,15 = —0,0084072

Ay =sin(z + Az) —sinz = —0,0099998 <+ 2zména na vystupu

Az
Relativni chyba na vstupu: % = 0,0031847
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A
Relativni chyba na vystupu: M = 6,2789149

Y|

Cp,=1971,6 — Spatné podminénd Uloha

b) Volime z = —0,01, Az = 0,01
sinz = —0, 0099998
sin(z + Az) =sin0 =0

Ay = 0,099998
Az
Relativni chyba na vstupu: ||$|| =1
A
Relativni chyba na vystupu: “y?‘J' =1

Cp=1 — velmi dobfe podminénd dloha

Poznamka: Podivejme se na predchozi p¥iklad obecngji. Uloha ma tvar y = f(z).

Podle véty o stredni hodnoté plati:
|Ay| ~ |f'(z)] - |Az]

odtud:
‘ @) - Az ||z f'(z)|]| |Az
()| f(z) z
Tedy
. !
¢, ~ |2/ @
f(z)
v naSem pripadé: y=sinz = ¢y =cosz
TCOSZT
C, ~ = t
P sin ¢ [z cotg 2l
6f
af
2f
-6 4 PN [ 4 6
2f
11m zcotgr = +o0
z—mt
lim mc?sa: =cosO0- llmi =1-1=1

z—0+ Sing z—0 81N T
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c zf'(z) _ zaz® ! a
"] f=) ze
b) |f(z) =arcsinz, z — 1, z<1
—1
——
o _ |2f(@)] _ T A _ |t ( z ) oo,
P f(z) arcsinz V1 — z2 \arcsinz
——_———
—0+
c) |flz)=z—-1,z—1
z-1 ‘
e — 00
=1

P¥iklad 2
Posud'te podminénost Glohy FeSit soustavu linedrnich algebraickych rovnic (pro oo # +1)

z+ay=1
az+y=0
z(l-a®)=1

Necht vstup je hodnota a a vystup hodnota z.

Pak Ac]
z 2a
= & d _ s
o _ Jol AN||2da|| _ |T0=oP|_ 22
P7 Aol T 2 ||~ L | T 1—0?
Tal s

= pro a? — 1 je tato tloha patné podminéna!

*  viz predchozi pozndmka

v Bk () = (ent)

Pozn.:  Matice vySe uvedené soustavy je pro hodnoty o blizké +1 skoro singularni.

STABILITA (PODMINENOST) ALGORITMU
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muluji tak, ze dojde ke katastrofalni ztraté presnosti numerického reseni dlohy.”

- P¥i vypoltu dochazi k zaokrouhlovacim chybam. Je proto vhodné vybirat algoritmy malo citlivé na
zaokrouhlovaci chyby.

Stabilni algoritmus
e dobre podminény - malo citlivy na poruchy ve vstupnich datech

e numericky stabilni - malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb

Poznamka:
U stabilnich metod roste chyba vysledku s poctem krokd N nejvysSe linearné
(v idedlnim ptipadé, kdy je znaménko chyby nadhodné, zaokrouhlovaci chyba roste ~ +/N).

U nestabilnich metod roste zaokrouhlovaci chyba rychleji, nap¥. geometrickou fadou ~ g%, kde |g| > 1.

Priklad 3

Reste diferenéni rovnici (rekurentni formule, nestabilni rekurze)

13:1: 43: :1:—1:1:—1
3n 371.717 0o — 4 1—3

Tnt1 =

o S um 1 ’
Snadno se ukaze, Ze feSeni je T, = (dosazenim).

BEE

P¥i numerickém vypoctu dojdeme k problémim (viz obr). Hodnoty z,, zatnou velmi rychle klesat.
Pro vysvétleni ukazeme obecné feseni zadané diferencni rovnice.

e charakteristicky polynom

A2 = g)\ — %
3 3
(predpokladame Fedeni A™: A" = 133)\" - i)\”l)
e koreny
Al = 133:'2\/@: 133:'22 131, tj. A = 1,)\2:4

e obecné reseni

1 0
:1;0:1:A-(3> +B-4°=A+B=1
1
3
= A=1 B=0

1 13! 1
173 (3) + 3 4T

Pres pocate¢ni podminku B = 0 vzniknou vlivem zaokrouhlovacich chyb malé druhé komponenty reseni

Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT, pevna carka na 5 Cislic
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format short;
n=30;

x(1)=1;
x(2)=1/3;

for i=2:n
x(i+1)=13/3*x(i)-4/3*x(i-1);

end

plot(l:n+1,x,’b-’,1:n+1,x,’ro0’);

Priklad 4

Vypoctéte priblizné hodnotu

Plati: . . .
n 1 5 n n—

/x”’ldzz: —/ @819 :/ z d:1:+5/ Y e
. T+5 . z+5 . z+5
N———
1 L 1 Jn Jnfl
2.
n 0 n

Dale:

Rekurentni formule:
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Nestabilni algoritmus ! ... vzdy dng: J,, <0 !

Proto je |épe postupovat odzadu:

e dokadzeme, ze| lim J, =0
n—oco

1 1
|Jn| = O/J::I_::Sd:z: SO/ :1::1—::5‘ dz < %/Olmnd:r: ﬁ — oo 0
e napf. zvolime Jigp = 0 a poditdme J,_; = —%(Jn — %)
Jioo =0
b

Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT E

clc;
clear;
format short e;

n=24;

J(1)=1og(6/5);
JJ(n)=0;

for i=1:n-1
J(i+1) = -5xJ(i) + 1/1;
end
for i=n-1:-1:1
JI(E) = (1/i - JI(i+1)) / 5;
end

[J> 33’1
plot(1:n,J,’b-?,1:n,J,’r0’);
hold on
plot(1:n,JJ,’m-’,1:n,JJ,’g*’);
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06

0&-

04-

03+

02+

01
0

Zobrazeni cisel

N PD»P O 0O O, F P EFPFRPFEPEFEPEFEFENDMNDNDWNDOOI OO

|
e

.8232e-001
.8392e-002
.8039e-002
.3139e-002
.4306e-002
.8468e-002
.4325e-002
.1233e-002
.8837e-002
.6926e-002
.5368e-002
.4071e-002
.2977e-002
.2040e-002
.1229e-002
.05622e-002
.8903e-003
.3719e-003
.6960e-003
.1515e-003
.2426e-003
.6406e-002
.6575e-002
.7635e-001

100000
Motivace:
k=1

> — =9998,55664
10

e Lidé pouzivaji desitkovou soustavu.

e Pocitace dvojkovou.

0O N 00 0000 O©W OKF F FRFPFEFEFFEFEPEFEFDNDNNDNDWD OO

JJ

.8232e-001
.8392e-002
.8039e-002
.3139e-002
.4306e-002
.8468e-002
.4325e-002
.1233e-002
.8837e-002
.6926e-002
.5368e-002
.4071e-002
.2977e-002
.2040e-002
.1229e-002
.0521e-002
.8964e-003
.3414e-003
.8485e-003
.3893e-003
.0535e-003
.3518e-003
.6957e-003

0

25
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[ il

o v/, v
omunikace s pocitacem

- Zadani v 10-soustavé.

Soustavy

e desitkova

Pfevod do 2-soustavy (poéitac).

Vypocet (pocitac).

Vysledek v 10-soustavé.

Zpétny prevod do 10-soustavy (pocitac).

1563 = (1-10%) + (5-102) + (6 - 10') + (3 - 10°)

obecné

N = (ay - 10*) + (ag_1 - 10F71) + - -

(NeN), a,€{0,1,2,...,9}

znaceni

N —aiar_ 10, o...a109

e dvojkova

+ (al : 101) + ((10 : 100)

1563 = (1-2'0)+(1-2%)4(0-28)+(0-27)+(0-2%)+(0-25)+(1-2%)+(1-2%)+(0-2%) +(1-21)+(1-2°)

(1563)10

(11000011011),

Binarni zlomky

Ize vyjadrit jako sumu se zapornymi mocninami dvou

ReR

O<R<1

d; € {0,1}

R=(d;-27Y)+(d2-273)4+...+(d,-27") +...

R:(O,dldz

Zapis Cisel

dy ..)s

- V desitkové soustavé (védecka notace)
0,000747 = 7,47 - 10~*
313,815 = 3, 13815 - 10°

- Strojova disla

normalizovand pohybliva fadova ¢arka (REAL)

x=+4q-2"

1 <qg<1... mantisa,

n... exponent

Pozndmka: Mnoho redlnych Cisel, které Ize v desitkové soustavé zapsat pomoci kone¢ného poctu cifer,
pro zapis ve dvojkové soustavé vyzaduje nekone¢né mnoho cifer.
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(0,7)10 = (0,10110), = 1- 271 + > 1.27(F#) 4 577 . o=(444h) -
k=0

=21423. % (2*4)'“ 2t (2%) =+

k=0

Priklad:

(o]

(o]

k=0

k 1

1 15+4+2 21

15

30

k=0

1

11 B
8 1-L 16 15
N——

zT=q-2"

kdeq:O,d1d2d3d4 ]

ne{-3-2-1,0,1,2,3,4}

Sestrojte vSechna strojova Cisla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4, tj.

Abychom si |épe uvédomili jakou mantisou a jakym exponentem je urceno ziskané Cislo, uvedeme si je v

nasledujici tabulce.

q\n -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.1000, || 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8
0.1001, | 0.0703125 0,140625 0,28125 0,5625 1,125 2,25 45 9
0.1010,(0.078125 0,15625 0,3125 0,625 125 25 5 10
0.1011,|/0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1,375 2,75 55 11
0.1100, || 0.09375 0,1875 0,375 0,75 15 3 6 12
0.1101,|/0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3,25 6,5 13
0.1110,(/0.109375 0,21875 0,4375 0875 175 3,5 7 14
0.1111,|/0.1171875 0,234375 0,46875 09375 1875 3,75 75 15

Ziskana Cisla si je také vhodné vykreslit na Ciselnou osu, ziskame tak prehled o jejich rozlozeni. Snadno

zjistime, ze Cisla nejsou rozlozena rovnomérné.

1 T

T T T T
0.5 b
or — EEEERRRCO000050 © © © ©
-0.5+ b

-1 L L L L L L
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

pomocna funkce v MATLABu
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function [A,P]=stroj_cisla(cisel _mantisy,exponent,zobraz) ;
%
% [A,P]=stroj cisla(4,-3:4,1);

for i=1:length(exponent)

for j=0:2"(cisel_mantisy-1)-1
zaklad=dec2bin(j);
zakladstr=num2str (zaklad) ;
for k=1:cisel mantisy-length(zakladstr)-1

zakladstr=strcat(’0’,zakladstr);

end;
zakladstr=strcat(’1’,zakladstr);
zaklad=bin2dec(zakladstr)*2~ (-cisel mantisy);
A(j+1,i)=zaklad*2"exponent (i) ;

end;

end;

[k,1]=size(A);
P=sort(reshape(A,1,k*1));

if zobraz==
figure(1);
plot(P,zeros(size(P)),’ro’);
pr=(P(k*1)-P(1))/20;
hold on;
plot ([P(1)-pr,P(k*1)+pr]l, [0 0],’b-");
end;

format short g;

Priklad 5:

Uvazujme mnozinu strojovych Cisel vygenerovanou v predchozim prikladu

(tj. strojova Cisla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

vvvvvv

zobrazit, v pripadé shody na vétsi.

. T S
Ukazme si, jak se v tomto stroji seCtou Cisla 10 a £

Vysledky ziskané z MATLABu
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Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp min do Exp_max
Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.100000 0.1101 x 2°-3 0.1015625
B = 0.200000 0.1101 x 27-2 0.203125
obrazA+obrazB=
0.3046875 0.1010 x 27-1 0.3125
A+B= 0.300000 0.1010 x 27-1 0.3125
Pozndmka:

V tomto prikladé se shodoval obraz presného vysledku s obrazem souctu obrazi jednotlivych scitanci.

Priklad 6:

Uvazujme mnozinu strojovych Cisel vygenerovanou v predchozim prikladu

(tj. strojova Cisla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

VVVVVV

zobrazit, v pripadé shody na vétsi.

. - oy oy, 31
Ukazme si, jak se v tomto stroji setou Cisla i a i

Vysledky ziskané z MATLABu
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Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max
Cislo A = 0.300000

Cislo B = 0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.300000 0.1010 x 27-1 0.3125
B = 0.166667 0.1011 x 27-2 0.171875
obrazA+obrazB=
0.484375 0.1000 x 270 0.5
A+B= 0.466667 0.1011 x 270 0.46875
Poznamka:

V tomto prikladé se obraz presného vysledku s obrazem souctu

obrazli jednotlivych s¢itancli neshodoval !

Chyba vypoctu:

7 14 — 15 1 _
— —0,1000, - 2° = =——=-0,03
15 30 30
Relativné:
%= 1
M — = =y 4 m
= 147 %

Presnost pocitace
e Vymezime-li pro mantisu 24 bitl, ziskdme 7 desetinnych mist (22* = 16 777216).

o Vymezime-li pro mantisu 32 bitd, ziskdme 9 desetinnych mist (232 = 4294 967 296).

Zakladni forméaty:

’FormétH Bytes‘ Bitd pro mantisu ‘ Bitl pro exponent‘
Single 4 24 8
Double|| 8 53 11

Priklad:

e Uvazujme format SINGLE , tj. 24 biti pro mantisu.

% = 0,00011, ~ 0,110011001100110011001100, - 273,

Chyba zobrazenf je 0,1100, - 2727(= = - 27%*) & 5,96 - 10°.
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100000 1

T dostaneme ve formatu SINGLE 9.998, 55664.

k=1

Chyba musi byt vé&tsi nez 100000 - 5,96 - 107° = 5,96 - 10~4.

Ve skuteénosti je chyba jesté v&tsi, nebot se v priib&hu vypoltu musi ¢aste¢né suma zaokrouhlovat doli

nebo nahoru, jak suma roste, pozdéji pri¢itana Cisla -~ jsou oproti sumé mensi a jsou tedy pocitany s mensi

L
10

presnosti (viz nasledujici priklad).

Priklad:

Ve formatu SINGLE sec¢téte &isla 10000 a 0,1.

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy na O desetinnych mist
Cela cast ........... 10000
Desetinna cast ...... 0.000000

10000 : 2 = 5000 : 2 = 2600 : 2 =1260 : 2 =626 : 2 =312 : 2 =
0 0 0 0 1 0

1l
-J
o
S
1}
w
w
[\
1l
=
w
i
1l

= 166 : 2 : : 9 :2=4:2=2.:2=1
0 0 1 1 1 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do Z-soustavy je 10011100010000.

(10000)y, = (10011100010000), = 0,100111001 - 24
(214 = 16384)

10000 ... 0,1001 1100 10000000 0000 0000 - 2'*
0,1 ... 0,110011001100110011001100 - 273

0,1 po SHIFTu ... 0,000000000000000001100110 - 2%

—(01100110), -2 24. 21 = (64 + 324+ 4 +2) - 2 10 =

__ 102 __
= 102 _ 0,099609375

10000 + 0,1 ... 0,100111001000000001100110 - 2%

Cislo 10000 je zobrazeno presné.
Chyba zobrazeni 0,1 po SHIFTU je i — 1% — 0,1 — 0,099609375 = 3,90625 - 10~*

Shrnuti:

10 1024

10000 + 0,1 — vysledek s chybou 3,90625 - 10~*

(v sumé z motivaéniho prikladu jde o jeden krok)
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VATLABuU

s=0;
h=single(1/10);

for i=1:100000
s=s+h;
end;
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Formulace:

Je déana funkce f : R — R definovana na intervalu (a,b). Hleddme z € (a, b) tak, aby f(z) = 0.
(z ...kofen rovnice)

Poznamka:

Najit presné feseni analyticky je mozné jen ve velmi jednoduchych pfipadech, napf. pti feseni linearni
rovnice 12z — 3 = 0, p¥i redeni kvadratické rovnice 422 — 5z +8 = 0 nebo nap¥. pti fedeni rovnice sin 5z = .
Proto je nutné pro nalezeni kofenli pouzit néjakou numerickou metodu.

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat jsou zalozeny na iteracnich principech. Pro kazdou
iteraCni metodu nas budou zajimat odpovédi na dvé otazky:
e Konverguje posloupnost iteraci ke hledanému korenu?

e Jestlize ano, jak rychle?

Véta:
Predpokladejme, ze
(i) realna funkce f je spojita pro z € (a, b),

(ii) f(a).f(b) <O.

Potom existuje aspori jedno feSeni & rovnice f(z) = 0 na (a,b).

Vétu ilustruje nasledujici obrazek.

y'  f(a)

|
|
|
|
]
a I Ty b x

Startovaci metody

e metoda pdleni intervalu
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metoda prosté iterace

Zpresnujici metody

Newtonova metoda

metoda secen

Mullerova metoda

Metoda prosté iterace

Vsechny (jednobodové) iteraéni metody Ize pokladat za specialni p¥ipad této metody.

Princip:

e pivodni rovnici | f(z) =0| prepiSeme na tvar |z = ¢(z)

e existuje celd fada moznosti, jak to udélat!

e na konkrétni volbé funkce ¢ zavisi
konvergence metody
rychlost konvergence

Algoritnus:

1) Zadame z, € (a,b), € > 0

2) Try1 = o(T4)

3) Je-li |zpy1 — zi| < €, pak £ = 2411, KONEC
jinak jdi na 2)
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o S

Y A

o

) A

—
i
Priklad 1
Metodou prosté iterace najdéte na intervalu (1,4) feSeni rovnice
10
z?+lnz— — =0.
T
Za pocatecni iteraci volte stfed zadaného intervalu, tj. zo = 2,5.
Reseni
UkaZeme si 4 zplisoby prepisu rovnice f(z) = 0 na tvar z = p(z).
1. zpdsob:
0 (10 $2>
10 2 — =
lnm:?—:zzz = |z=el& — %) ti. p(z)=e\T
" - .
- Jiz prvni iterace z; je mimo zadany interval,
- navic druha iterace z5 je velmi velké Cislo
1 0.1054

a proto metoda prosté iterace nekonverguje.

2 | 1.5845 - 104!
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i y=¢(x) Y=z
45 |
!
ar !
!
351 Y |
|
3 - .
!
25+ :
2t |
!
15 |
!
r !
:
0.5 I
L =) \ z
0 ':
I r X
_0.5 | 1 1 1 | 1 1 1 | |
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
2. zplsob:
10 10 10
2 .
z+hz=— = = tj. )= ———
+ z T iz - ¢(@) z2 +lnz
0 2.5 Y . Y R
Podobné jako v predchozim pripadé, zde
1| 1.3954 . . . ,
je 2. iterace o mimo zadany interval a
2| 4.3852 L. Y .
metoda prosté iterace opét nekonverguje.
3| 0.4829
4| —20.2122
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3. zplsob:

tj.

H
=

2.5

1.7560

2.2653

1.8965

2.1524

1.9696

2.0974

2.0067

2.0704

2.0254

2.0571

0
1
2
3
4
5
6
7
3
9
10
11

2.0347

—
N

2.0505

—
w

2.0393

=
S

2.0472

—
o1

2.0416

—
(@]

2.0455

—
~J

2.0428

—
(0.¢]

2.0447

19

2.0434

3.5F

251

1.5F

-0.5
-0.5

0 0.5

V tomto pfipadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z, rychlost “zahustovani” byla oviem

mala.
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2 +zlnz—-10=0 = |z=Y10—zlnz| t. ¢(z)=+v10-zlnz

ol /
Y A =
Y=
3.5 ya
///
/
3r S/
///
251 _ /
0] 25 y = ¢(z) /
7
1]1.9755 2F \fﬁﬁ\
2 | 2.0532 il i
3 | 2.0427 151 // ! |
4 | 2.0441 4 |: |
5 | 2.0439 r S/ i !
: ! |
// I |
0.5 / : .
/ ! |
/ it £
0 + -
)z I X
_0-5 1 1 1 | | 1 1 1 | |
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

V tomto poslednim pripadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z velmi rychle. To dokazuje
ten fakt, ze kdybychom pouzili pro zastaveni podminku, aby absolutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich
iteraci byla mensi nez 1071% potiebovali bychom k tomu pouze 10 iteraci.

Poznamka:
Chovani metody prosté iterace je zavislé na zvoleném predpisu pro funkci ¢ = @(z). Porovnanim grafii z
predchoziho prikladu Ize usoudit, Ze je vhodné, aby se funkce ¢(z) co nejvice blizila konstantni funkci.

Véta (Postalujici podminky konvergence metody prosté iterace.)
Predpokladejme, ze je funkce ¢ na intervalu I = (a,b) spojitd a plati:
(a)Vzel:p(z)el (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),
(b) 3g € (0,1) : |p(z) — )| <qlz—y| Vz,yel (funkce ¢ je kontrakce).
Potom
1) v intervalu I existuje pravé jeden kofen o rovnice z = ¢(z),
2) posloupnost {zx}2, uréenad formuli z, = @(zx—_1) konverguje pro kazdé zo € I a limg_,00 Tr = .

Dukaz

1) je disledkem podminky (a) a spojitosti ¢
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lze, lze

a

= ¢(z)=a, p(z)<b Vze (0

=  musi platit
p(a) >a, p(b) <b

p(a) <b, p(b) > a

jednoznadnost | plyne z vlastnosti (b)

DK sporem: Predpokladejme, ze existuji 2 riizné hodnoty a; # a takové, ze

+spojitost

y=x

ar = p(o), az = p(a)
Potom plati:
ax — ai| = [p(az) — w(al)!éq- oty — 0‘1\\</\O‘2 —a
(b) spor
2) Plati

po odecteni:

Tr = 90(331#1)

a = p(a)

Zr — a = 9(zr-1) — ()

Ty — o = |p(zr_1) — @(a)]

T, —a|<qg |z —a|<¢ |z —a
Iz —a| < ¢* |z —a| Vzo € (a,b)
S

(%)

konst

(xx) g* = 0 pro k — oo (lg| < 1)
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. L - g
-,‘ _.'b._u.

Poznamka:

Podivejte se na souvislost predpokladli predchozi véty a volby funkce ¢ v jednotlivych pripadech prikladu

Poznamka:
Pro diferencovatelnou funkci ¢ Ize podminku (b) nahradit podminkou
(b)3g€(0,1): |¢(a)|<q Vzel

Poznamka:

Rychlost konvergence metody prosté iterace je charakterizovana |¢'(zy)|, jelikoz Ize psat

§) A o(r+1) — p(zk) _ Tr+2 = Tietr

!
¢'(z
Tr+1 — Tk Tp+1 — Tk

Pozndmka:

Souvislost “zahustovani iteraci” a hodnoté ¢

a) é 1 = |£Ek — $k_1| é |$k—1 — :Bk—2|

b) ¢~0 = |zp—Zp 1] < [To1— Tk 2

Poznamka:

Jak bylo feceno hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci neodpovida obecné chybé priblizného feSeni.
Geometricky si to lze predstavit takto:

| |
L

Tplg-1Tg—2 X

8)

Odhad chyby metody prosté iterace
e Mame konvergentni proces zp = p(zx_1), k=1,2,...

e Presné FeSeni a spliiuje vztah o = ¢(a), klim T = o
—00
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Po odetteni dostaneme 7 — a = (zx_1) — (a)
tj. |ze — ol = [p(zr-1) — ()| «
e Predpokladame, Ze ¢ je lipchitzovska s konstantou g € (0, 1), tj. musi platit:
(k1) — p(a)| < g [zk—1 — @ —
e Dale pouzijeme A nerovnost:
[Ze—1 — &f = [Teo1 — T + e — af < [Teo1 — T[ + 2k — —

e /Z poslednich 3 vztah( dostaneme:

|z —a| < g |ze—1 — zk| + ¢ |2 —

1

(1-q) |zx —af <q-|Te—1 — i /'17_q>0
q
\a:k — a] S 17 : |$k71 - mk‘
—4q

e Pouzijeme-li zastavovaci podminku

\a:k — $k71‘ < g,

potom plati odhad chyby
q
Ty —a| < €
o —af < — .
Priklad 2

Pomoci metody prosté iterace Feste na intervalu (0, 4) rovnici

z—+vz+4=0.
presné resent

r=+z+4 /?

P=z+4
g2 —z—4=0
14+ /17
Ti12 = T = I~ 2,5615 x,~ —1,5615 ¢ <0,4>
e Rovnici prepi§eme na tvar: = =+/z+4
——
o(z)
e Ovéfime splnéni predpokladii véty o postacujicich podminkach konvergence metody prosté iterace:
(a) Vz € (0,4) : 0<vVz+4<4
0<z+4<16

—4<z<12
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AN i

Vz € (0,4) : lo'(z)| <1

1
— <1
‘2\/:c+4‘

1
2v/T + 4
1< 2v/x+ 4

1 <4z + 16
—15 < 4z

<1

e Vlastni vypocet:

volime o = 2 a pro zastavovaci podminku hodnotu € = 0.001.

2.5395 = T = z5 = 2.5613.

e Odhadnéme velikost chyby priblizného feseni predchoziho prikladu.

Graf funkce ¢(z):

—4
Plati:
o = L kladna klesajici funkce
C 2y/z+4
(¢ = (GGla+4) 8 = —gla+ 4 F = - <)
2 4 4z +4)y/z + 4

U
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1
/ . ! _ - s 1
0123;{4“0 (z)| = |¢'(0)| = -9 - podminka (b")

Zvolili jsme € = 0,001 a proto plati odhad chyby:

1
5 — a < 5 .0,001 = 0,000333

4

Definice: Rikame, Ze posloupnost z;, konverguje k Cislu o rychlosti 7, jestlize pro k — oo
_ — _ r O _ r+1
|Zr41 — af = ¢z — af + O(|z — o ™).

Mluvime o asymptotické rychlosti konvergence (kK — 00).

Pozndmka:
_ f=@)| . , ,
f(z) =0(g(z)) proz - a < (@) je omezena (a nenulova) pro z — a.
Priklady:
5 gi
a) z°-sinz = O(z°) pro =z — 0| & z 51113: = |sinz| <1 proz — o0
T
z° -sinz sinz

b) 25 -sinz = O(z®) pro z—0 5 = —1 proz—0

Rychlost konvergence metody prosté iterace

Je-li funkce ¢ dostatec¢né hladka, mizeme napsat jeji Tayloriiv rozvoj v bodé o a potom pro z = z;_;

plati:
p(zis) = pl@) + (@) (mers ~ )+ L D(as —af + T (s
Ty —a = ¢'(a)(zr1 — a) + ¢'la) (Tp 1 —a)* + L(éb)(a:k,l —a)?

2 6

o je-li ¢'(a) # 0, potom
zi — o = ¢'(@)(zr-1 — @) + O((Tk—1 — @)°)

= rychlost konvergence je fadu 1

e je-li ¢'(a) =0 a ¢"(a) # 0, potom

I
e — = 2

(ze-1 — @) + O((z4—1 — @)*)

= rychlost konvergence je fadu 2

Newtonova metoda

Predpoklady:

Necht v intervalu I = (a, b) leZi jediny jednoduchy koten Z rovnice f(z) = 0. JelikoZ mluvime o zpFesfiujici
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. e T , . . , . V. vy
metode, predpokladame, Ze mame zadanu nultou iteraci o € I, ktera je relativné blizko hledanému Feseni.

.
' Vyjadfime Tayloriiv rozvoj funkce f v bodé z,. Pfitom predpokladame, ze existuji prislusné derivace funkce f.

£(@) = £(@0) + £'(@0)(& — 7o) + 21" (E)(z — o)’
Rovnici f(z) = 0 nahradime linedrni rovnici
f(@o) + f'(zo)(z — 20) =0

Ta ma koren

Ty = Tg — f($0)
f'(zo)
Cely postup opakujeme a dostavame iteracni formuli
f(zx)

P = B f'(zx)

Geometricky vyznam Newtonovy metody:

Kfivku y = f(z) nahradime tecnou ke grafu v bodé z; a hodnotu zy 1 ziskdme jako priselik te¢ny s osou
z. Proto se také Newtonova metoda nazyvd metoda tecen nebo metoda linearizace.

Pozndmka:

Jako zastavovaci podminku lIze nap¥. volit |zx 1 — zx| < € nebo |f(zi)| < 6.

Poznamka:
Algoritmus Newtonovy metody je specialnim pfipadem metody prosté iterace. Za funkci ¢ jsme volili funkci

I (C)
B =2 ey
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Rychlost konvergence Newtonovy metody

1. zplisob odvozeni (Newtonova metoda jako specialni p¥ipad metody prosté iterace)

Rychlost konvergence zavisi na ¢'(a), resp. ¢"(a) ... (viz dFive).

Plati: f(@)
=2 )

NN S Y S
L ) R )R 02

¢'(a) =0, protoze f(a) =0

Plati:
o = (f 1+ f ) = f 2
(1)
N3 i "
o'(a) = (]E])”)Z = J;c,((z)), protoze f(a) =0

Plati tedy ¢'(a) =0 a obecné ¢"(a) #0 = rychlost konvergence je ¥adu 2.

2. zplsob odvozeni

Pomoci Taylorova rozvoje funkce f v bodé zo (necht existuji f'(z) a f"(z) v I):
1
f(z) = f(zo) + f'(@0) - (z — o) + 5 f"(&) - (z — zo)?
Dosadime za z presné feseni o (tj. f(a) = 0)

£(0) = £(@) + £(20) - (@ = 20) + 5 £(6) - (o= 2o’

=0

Vydélime f'(zo) # O:

fe) 1P,
= ) T T 3 gy ™)

R N E
Proces opakujeme:
"
e T8 e
chyba k + 1 iterace kvadrat chyby
k-té iterace
= rychlost konvergence = 2

Necht plati



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

117"(€)
2| f'(m)

‘SC VEnel

(Urcit C miize byt obecné problém.

Oznaéime-li €, = z — a chybu k-té iterace, potom z (x) plyne

lex+1] < Clexl’, ti [Cerpa| < [Cenl?

|Ce1| < |Ceol?
|052| < |Cf‘31|2 < (|050|2)2
Ces| < [Cea|® < ((ICe0l?)?)?

ICex| < |Ceol**

Dostavame odhad chyby:

1
el < =|Ceol

Postacujici podminka konvergence:

Plati  |e1] < Cleo|? = Cleo| |eo]
N——

#
Pokud bude # < 1, dostaneme kontrakci.

|Ceol =||C(a — zp)| < 1

ICa—z1)| <|C(a—1z)| <1, tj. |Ce| <1
—_—— —_——

€1 =200}

Pro “velkou” hodnotu C' musi byt pocatecni iterace o “velmi presna”.

Véta (Postalujici podminky konvergence Newtonovy metody.)

f(0)
f'(b)

Je-li f'(z) # 0, f” neméni znaménko v I = (a, b), plati-li f(a)-f(b) < 0a ‘]{’((?1))‘ < b—a,

‘< b—a,

potom Newtonova metoda konverguje Vz, € I

Platnost tvrzeni |ze ovéfit pomoci nasledujiciho obrazku.
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=0

. I®-F0 _ _ S
napr. ?—f(b) = b_c_f’(b)

Praktické pravidlo pro odhad presnosti:

Je-li |a — x| < 107¢ potom |a — zp, 1| < 10724,

(pokud jsou splnény predpoklady pro odvozeni metody)

Poznamka:

Dosud jsme FesSili nelinearni rovnici pouze v R. Algoritmus Newtonovy metody mizeme vSak pouzit i pro

feSeni dané rovnice v oboru komplexnich cisel.

Priklad 1
Newtonovou metodou feste v komplexnim oboru rovnici

g =0, z=z+1y, zT,y€R

[tera¢ni formule bude mit tvar .
Zk + Zk

Rk+1 — 2k — —4z2 11

Je zrejmé, ze dana rovnice bude mit 4 resent:

0, -1, -+ =-Y%

V3. 1 /3.
2 2 2

N —
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-

(—2;2), dostaneme jedno ze ¢tyf uvedenych feseni. Obarvime-li bod predstavujici pocateéni aproximaci rtiznou
barvou, podle toho k jakému teseni dospéjeme, ziskame fraktalovou strukturu.

2

0.5

-0.5

15 1 05 0 0.5 1 15 2

Pokud vykreslime pro kazdy pocatecni bod pocet iteraci nutnych k rozhodnuti, ke kterému z moznych
kofenli metoda konverguje, dostaneme nésledujici obrazek (tmavé odstiny znamenaji maly pocet iteraci, svétlé
odstiny velky pocet iteraci).
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Priklad 2

Newtonovou metodou feSte v komplexnim oboru na ¢tverci (—1.2;1.2) x (—1.2;1.2) rovnici

212 4 744/6112% — 86/160572* + 25/357 = 0

Koreny:

—0.75 4+ 0.752
—0.75 — 0.75¢
0.75+ 0.752
0.75 — 0.75¢
—0.65 + 0.257
—0.65 — 0.257
—0.25 + 0.6512
—0.25 — 0.657
0.25 + 0.652
0.25 — 0.657
0.65 + 0.252
0.65 — 0.25¢

0.8

0.6

0.2
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Poznamka:

P¥i odvozovani Newtonovy metody jsme predpokladali, ze f'(a) # 0, tj. a je jednoduchy koten.

Priklad:

Pomoci Newtonovy metody najdéte koren rovnice |z® = 0.

y ! 5
z a=0 ... trojndsobny koren
f(zx)
Thr1 = T —
k+1 k (@)
oo g Tk
‘ k+1 — Tk 322
r 2
Tpi1 = ga:k = rychlost konvergence je 1 !!!
2 2 2
Zesr = ST A a= o = (Thpr — @) = g(mk —a)t
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Definice:  Koten a rovnice f(z) = 0 ma nasobnost s, jestlize |0 # g(a) < 00|, kde [g(z) = (a;f(:IZ)s

Modifikovan3 iterac¢ni formule

T
Tpi1 =Tk — S f,( :) jiz opét kvadraticky iteraCni proces
f'(zx)
.
pro predchozi priklad: Tpi1 = Tp — 3% =z, — T, =0
k

nevyhoda - musime znat nasobnost s

Jiny pristup pro hledani nasobnych koreni

Je-li o s-nésobny kofen rovnice f(z) = 0, potom je a (s — 1)-ndsobnym kofenem rovnice f'(z) =0 a
tedy jednoduchym kofenem rovnice
flz) _

W)= i)

D.cv: ¢'(z) =7

Aitkeniiv proces

Konverguje-li iteraéni metoda lineadrné, Ize pomoci Aitkenova procesu urychlit konvergenci.
Plati:

a—zTi =Crala—zi), |Ckl<1

kde |Cx| — C je asymptoticka konstanta chyby.

Jsme-li blizko limity, jsou Cisla C} priblizné stejna a lze psat
a—z 1~ Cla—1z), IC|=C

Pro dalsi iteraci
o — Tpio ~ Cla— Tiir)

Po vylouceni C:

O —Tpy1 O — Tpy2
o — Tk O — Tp

(o — Tpr2)(a — 1) & (@ — Tpyp)?
o — a(Tx + Tpi2) + TiTri2 X O° — 20Tp 1 + Th g

2
TkThiz — Tiy1 N (T — 2Tpi1 + Thoo)

2
TrTrt2 — Tiya
T — 2Tp41 + Trqo

(0
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Zo,T1,To — O =:23

ZT3,Ts,Ts — O =. Tg

Priklad 3

Pomoci metody prosté iterace reste rovnici 22 — £ = 0. PouZijte prepis |z = /T | pocatelni iteraci
j]

To = 3 a zastavovaci podminku |z — zx_1| < 107°.

vysledky ziskané v MATLABu

| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 3.000000 | | |
| 1| 1.732051 | -1.267949 |

| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
I 3 | 1.147203 | -0.168871 | 0.405963 |
| 4 | 1.071075 | -0.076127 | 0.450800 |
| 5 | 1.034928 | -0.036148 | 0.474833 |
| 6 | 1.017314 | -0.017614 | 0.487272 |
| 7 | 1.008620 | -0.008694 | 0.493600 |
I 8 | 1.004301 | -0.004319 | 0.496791 |
| 9 | 1.002148 | -0.002153 | 0.498393 |
| 10 | 1.001073 | -0.001075 | 0.499196 |
| 11 | 1.000537 | -0.000537 | 0.499598 |
| 12 | 1.000268 | -0.000268 | 0.499799 |
I 13 | 1.000134 | -0.000134 | 0.499899 |
I 14 | 1.000067 | -0.000067 | 0.499950 |
| 15 | 1.000034 | -0.000034 | 0.499975 |
| 16 | 1.000017 | -0.000017 | 0.499987 |
| 17 | 1.000008 | -0.000008 | 0.499994 |

Predchozi vypocet urychlete pouzitim Aitkenova procesu.

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
| 0 | 3.000000 | | |
| 1| 1.732051 | -1.267949 | |
| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 3 | 1.112973 | -0.203101 | 0.488251 |
I 4 | 1.054975 | -0.057997 | 0.285559 |
| 5 | 1.027120 | -0.027855 I 0.480285 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
I 6 | 1.001378 | -0.025742 | 0.924133 |
| 7 | 1.000689 | -0.000689 | 0.026771 |
I 8 | 1.000344 | -0.000344 | 0.499742 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 9 | 1.000000 | -0.000344 I 0.998968 |
| 10 | 1.000000 | -0.000000 | 0.000344 |

Priklad 4

Pomoci Newtonovy metody Yeste rovnici 2 — £ = 0. PouZijte pocatedni iteraci o = 3 a zastavovaci

podminku |z — Tx 1| < 1075.

vysledky ziskané v MATLABu

3.000000
1.800000
1.246154
1.040603
1.001525
1.000002
1.000000

| dx(k)=x(k)-x(k-1)

-1.200000
-0.553846
-0.205551
-0.039078
-0.001522
-0.000002

dx (k) /dx(k-1)

0.461538
0.371134
0.190113
0.038959
0.001522

Rychlost konvergence Newtonovy metody je 2, tj. pro urychleni nelze pouzit Aitkenliv proces. Pokud

bychom jej pouzili, vypocet se naopak zpomali.

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1)

I 0 | 3.000000 | |

| 1| 1.800000 | -1.200000 |

| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 3 | 0.771429 | -0.474725 | 0.857143

| 4 | 1.096241 | 0.324812 | -0.684211

| 5 | 1.007767 | -0.088473 | -0.272383
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 6 | 1.026707 | 0.018940 | -0.214073

| 7 | 1.000677 | -0.026030 | -1.374350

| 8 | 1.000000 | -0.000677 | 0.025995
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 9 | 0.999982 | -0.000018 | 0.026688

| 10 | 1.000000 | 0.000018 | -0.974664

| 11 | 1.000000 | -0.000000 | -0.000018

Nevyhody Newtonovy metody

e zadana funkce f musi byt diferencovatelna
e derivace se primo vyskytuje v itera¢ni formuli
e v kazdé iteraci musime kromé funkéni hodnoty pocitat také hodnotu derivace

Pro odbourani posledni vlastnosti mizeme za predpokladu, Ze se derivace f' na okoli kofene pfiliz neméni,
Newtonovu metodu modifikovat tak, ze hodnotu derivace vypocteme pouze jednou, tj. v bodé zo a polozime

f'(ze) ~ f(2o).

Dostaneme iteracni formuli modifikované Newtonovy metody

f($k)

P = T f'(zo) '

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné, nahradime v iteracni

formuli derivaci f'(zx) diferenénim podilem

(z2) — f(z21)

T — Tk—1

fl(ze) ~ i

Dostaneme iteracni formuli metody secen

T — Tr—1

f(ze) — f(ze-a) |

Trt1 — Tp — f(ka)

Geometricky vyznam modifikované Newtonovy metody

Tecny ke grafu v bodech [z, f(zx)] nahrazujeme pfimkami rovnobéznymi s te¢nou ke grafu funkce y =
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f(zo)].

Y

Pozndmka:

V této modifikaci politdme pouze jednu hodnotu derivace f'(zy), a proto je tento postup vhodny je-li
derivace f'(z) slozita. Neméni-li f'(z) a f"(z) znaménko, je mozné dokazat konvergenci této metody.

Geometricky vyznam metody secen
Méjme dvé dobré aproximace zj 1 a zj kofene & rovnice f(z) = 0. K¥ivku y = f(z) nahradime pfimkou

(se¢nou), kterd prochazi body [zi_1, f(zr_1)] a [zk, f(zk)]-
Dalsi iteraci z.1 ziskdme jako prisecik se¢ny s osou .
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Poznamka:

Pro zahajeni vypoCtu potrebujeme znat 2 pocatecni aproximace, ale na rozdil od Newtonovy metody
pocitame v kazdém kroku pouze jednu novou funkéni hodnotu, coz je Gspora Casu.

Poznamka:

Metoda seCen méa obdobny algoritmus jako metoda regula falsi, nepozadujeme vSak splnéni podminky

f(zr1) - f(zx) <O.

Rychlost konvergence metody secen

Odvozuje se podobné jako u Newtonovy metody. Necht plati

1‘f”(§)
2| f'(m)

‘SC’ VE,nel|

Potom
lext1] < C - ler] - |ep—1].

Naznak odvozeni:
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ot “ = Oznatme dy = Clex| , potom

dpt1 < dp di_1.

Necht &isla dy a d; jsou rovna &islu d < 1 nebo mensi, potom dosa-
zovanim dostavame

dzgdldogdd:dz

d3 Sdgdl Sdzd:d3
d4§d3d2§d3d2:d5
d5 §d4d3 §d5d3:d8

dk+1 S dnk'H, kde Ng1 = N + Ng—1, N1 = 1, Ng = 1.

Rekurentné dana posloupnost n; definuje tzv. Fibonacciova cisla.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

o =p+1

Pro jeji kofeny plati:

01,2

B 11\/§;{ 1,618

2 —-0,618 °
Snadno se ovéfi, Ze explicitni vyjadreni pro n; je nasledujici

) (5]

1
N = —F—

V5

Hledany rad metody r potom ziskdme ze vztahu

2 2

dk-l-l ~ dz’
tj. po zlogaritmovani

_logdii1r  logd™+ mpqg
~ logd,  logdre

, prok — oo.

1 <1+\/§)k+2 _ (1_\/g>k+2
. Mgy . B 2

lim —* — lim

k— oo Ny keooi

V5

_1+vE
RN

2

Pro rychlost konvergence tedy dostavame
1 .
r=_(1+ VvB) = 1,618  (pro k — 00).

Poznamka:

Metoda seCen je tzv. dvoukrokova interpola¢ni metoda, analogicky Ize odvodit tfikrokovou interpolaéni
metodu, kterou nazyvdme Mullerova metoda.
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.eometricky vyznam Mullerovy metody
Méjme tfi dobré aproximace Zy_», Tx_1 a T korene x rovnice
f(z)=o0.
Kfivku y = f(z) nahradime parabolou (kvadratickou funkci), kterd prochézi body

[Tk—2, f(Tr—2)] [Tr—1, f(Tr-1)] @ [Tk, f(zk)]-

Dalsi iteraci 1 ziskdme jako prisecik paraboly s osou z. (Ten, ktery je blize k zy.)

Y y = f()

Prostredky MATLABuU pro feseni nelinearnich rovnic

fzero pro obecnou nelinearni rovnici
roots pro kofeny polynomu

Priklad:

Reste soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé (a € R ... parametr)

z2—y+a=0
—z+y*+a=0
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1
1 2) a=-
4
5r A ST A
Y , Y
{ f
ar }.'lll 4 ."l‘(
/ /
x"'j ,
2 ,«"i 2 /
\\ // !f
1 g . \\ //f
x N LA x

y! )
a ."“‘ 4r /
I'f
. / s /
A‘Jll ‘IJI
f}’l 2 ’.-"J
4 1 "“\‘. Q } l,."{
1 \
\ / \, / T
\ / / €T o N ¢
0 Réi// - \ /
v‘.._. _//
-1 =~
R 1 0 1 2 3 4 5 = -1 o 1 2 3 4 5
Formulace:

Jsou dany funkce F;: R* - R, 2=1,...,n definované na (a;,b;).
Oznaéme I = (a;,by) x (@z,b3) X -+ X (Qn, by).
Hleddme x = (z1,%o,...,2,)T € I tak, aby

F]_(iL']_,ZEg, . .,:z:n)
FQ(ZEl,QEQ, - .,ZEn)

0
0

Fn(xl,mz, 000 ,:En) =0

Vektorové:
F(x)=0, kde F=(F,F,...,F,)".
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i/éta (Postacujici podminky konvergence metody prosté iterace.)
Predpokladejme, zZe je funkce ® na I spojita a plati:

(a) VxeI: ®(x) eI (funkce @ zobrazuje I do sebe),

(b) Jg€(0,1): [[®(x) - (¥l <gllx -yl Vx,y €I (funkce ® je kontrakce).
Potom

1. v mnoziné I existuje pravé jedno FeSeni x soustavy rovnic x = ®(x),
2. posloupnost {x*}2 | uréen4 formuli x* = ®(x*~1) konverguje pro kazdé x° € I a limy ;0 X* = x.

Metoda prosté iterace

Soustavu rovnic [ F(x) = 0| nahradime soustavou rovnic |x = ®(x) | (vice moznosti).

Algoritmus:

1) Zadédme x° € I, € > 0

2) Xk = &(x*)

3) Je-li ||x*1 — x*|| < g, pak x = x**!, KONEC
jinak jdi na 2)

Priklad 5

Reste metodou prosté iterace soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

724+ 4y -8y =0
2 —y+1=0

1. rovnice je rovnici eplipsy 2 +4(y—1)y2 =4

Tt

2. rovnici upravime na tvar y=z+1
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_ 1. rovnice ’y
— 2. rovnice

reseni

05—

xT
0
05+
oy -é -1 {5 ‘; —; -ofs 0 0{5 1I 1 {5 é 2?5
Z 2.rovnice vyjadfime z: Z 1.rovnice vyjadfime y:
i=y—1 4y? = 8y — z?
z=y-1 y=3V8y—2’
Rekurentni formule:

Trt1 = VY — 1 Yki1 = 31/8Y — T

vysledky ziskané v MATLABu
| krok | x_1(k) | x_2(k) | xR -xk-1)1] |
I 0 | 1.000000 | 1.000000 | I
| 1 | 0.000000 | 1.322876 | 1.050832 |
| 2 | 0.686033 | 1.626577 | 0.750250 |
| 3 | 0.855706 | 1.770732 | 0.222643 |
| 4 | 0.916856 | 1.832595 | 0.086985 |
I 5 | 0.940758 | 1.858772 | 0.035448 I
| 6 | 0.950516 | 1.869836 | 0.014752 |
| 7 | 0.954580 | 1.874514 | 0.006197 |
| 8 | 0.956288 | 1.876492 | 0.002613 |
| 9 | 0.957009 | 1.877328 | 0.001104 |
| 10 | 0.957313 | 1.877682 | 0.000467 |

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x_1(k) I x_2(k) | xR =x&-D 1] |
I 0 | -1.000000 I 0.000000 I I
| 1 | 0.500000 I 0.000000 I 1.802776 I
| 2 | 0.651123 | 0.677644 | 2.108913 |
I 3| 0.670383 | 1.241743 | 1.749676 I
I 4 | 0.716783 | 1.573937 | 1.015477 I
I 5 | 0.838816 | 1.743370 | 0.454007 I
| 6 | 0.906819 | 1.820267 | 0.181812 I
| 7 | 0.936234 | 1.853465 | 0.074113 |
I 8 | 0.948577 | 1.867581 | 0.030794 I
I 9 | 0.953759 | 1.873559 | 0.012921
| 10 | 0.955941 | 1.876088 | 0.005446 I
| 11 | 0.956862 I 1.877158 | 0.002300 I
| 12 | 0.957251 | 1.877610 | 0.000972 |
Poznamka:

Pozor na defini¢ni obory funkci.
Pozor na zapis funkci v MATLABuU.

ans =

>> (-8)7(1/3)

1.0000 + 1.73211

vysledky ziskané v MATLABu

Poznadmka: Pokud chceme v predchozim prikladé najit druhé feseni, je tfeba zvolit jiny predpis pro funkci

P.
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Metoda proste iterace pro reseni soustavy nelinearnich rovnic
F(x)=0 S vyuzitim prepisu na tvar x=Phi (x)

pro pocatecni aproximaci x0=[1,1] a

zastavovaci podminku ||x(k)-x(k-1)]|[<0.001
Funkce Phi(x) je zadana takto:

function out=Phi(in);
x=1in(1);
y=in(2);

if (y-1)>=0

out (1)=(y-1)"(1/3);

else

out (1)=-(1-y) " (1/3);

end;

out (2)=(x"2+4xy~2)/8;

out=out’;

| krok | x_1(k) I x_2(k) | xR -x(&k=-D ] |
I 0 | 1.000000 | 1.000000 | I
| 1| 0.000000 | 0.625000 | 1.068000 |
| 2 | -0.721125 | 0.195312 | 0.839436 |
| 3 | -0.930127 | 0.084076 | 0.236761 |
| 4 | -0.971150 | 0.111677 | 0.049444 |
I 5 | -0.961296 | 0.124127 | 0.015879 I
| 6 | -0.956783 | 0.123215 | 0.004604 |
| 7 | -0.957116 | 0.122020 | 0.001240 |
| 8 | -0.957550 | 0.121953 | 0.000440 |

Newtonova metoda

Odvozeni je opét analogické pripadu funkce jedné realné proménné.
Vyjad¥ime si Taylorliv rozvoj funkce F v bod& x*.
(Predpokladame, ze existuji derivace !)
Soustavu rovnic F(x) = 0 nahradime soustavou linedrnich rovnic
F(x*) + F(x*)(x—x*) =0
Jeji Yedeni oznadime x**1, tj.
F(Xk) + F/(Xk) (Xk+1 o Xk) -0

N————
hk

Dostavame soustavu

F'(x")h* = —F(x"),

kterd ma reseni

h* = —[F'(x*)] 'F(x")
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o
Novou iteraci x**1 ziskame ze vztahu
xEF — x4k

Poznamka:

F’(x*) je Jacobiho matice funkce F(x) v bod& x*.
Je zfejmé, Ze musi byt regularni (musi existovat matice k ni inverzni).

Priklad 6
Reste Newtonovou metodou soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

724+ 4y -8y =0

2 —y+1=0
z2 4 492 — 8y
Faa)=| T
oz oy
oz oy
2z 8y —8
1. iterace

=L+ Lk

h* = —[F'(2°,°)] 'F(",y?)

Plati

Abychom nemuseli poéitat inverzni matici, vypo¢teme h® jako fedeni soustavy

F/(2%,3")h0 = ~F(a",3)

| IS

wen-[3] rean-[4

Dostaneme

—0.6 5" 77"
h' = = —
-0.2 y! °

—0.6
—-0.2

Rl ]
h3

|

1,4

1,8

2. iterace
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=15 A

h' = _[F/("El) yl)]_lF("El: yl)

Plati

Abychom nemuseli po&itat inverzni matici, vypoé¢teme h! jako Feeni soustavy

F/(xl’ yl)hl = _F(ml) yl)

rew=[ L] rew=[0n 0]
Dostaneme
ht_ [ —0, 3206 |
| 0,059 |
[ [ ], [ ue] [ 8208 _[Lomee]
L] Lol [m] Llusl | oose0 | [1,8500 |

Dalsi iterace bychom pocitali podobné. V nasleduji tabulce jsou shrnuty 4. iterace Newtonovy metody.

|

‘ Tk ‘ Yk ‘||Xk—Xk—1H‘
2.0000|2.0000
1.4000|1.8000 0.6325
1.0794 1.8590 0.3260
0.9703|1.8763 0.1105
0.9577|1.8779 0.0127

ArlWINIRIO| &

Normy vektorii a matic
Ptripomenuti:

Norma je zobrazeni n linedrniho vektorového prostoru £ do Ry :
1. n(z)=0 & =0 (definitnost)

2. n(Az) = |A|n(z) (homogenita)

3. n(z+y) <n(z)+n(y) (A nerovnost)




B
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VEKTORY:
x|l = (X |z4[P)?

... p-ta vektorova norma

Ix[ls = 2 | =
... prvni vektorova norma

x|l = /2 3 o

. euklidovska vektorova norma

1%/l = max; |z;] . YN
= lim, o0 (i [2:[P)?
. maximova norma

Poznamky:

AH

Cislu a

. hermitovsky transponovana matice;

AH = [oH

MATICE:

|Alls = maxp{3; |a:x|}

. sloupcova maticova norma

[Allsp = max,{A; (A7 A)}
. spektralni norma

[Aflr = max; {3y @[}

... radkova maticova norma

H o = ... P— v v s V7
5] = [@;]; @ je komplexné sdruzené Cislo k

Symbol <+ znaci vazbu mezi vektorovou a maticovou normou.
Pfislusnd maticovd norma je generovana prislusnou vektorovou normou.

Priklad

Pro zadanou matici A a vektor x urcete vysSe uvedené normy.

A-[21]
0o 3
[Alls = max{[2[ + |Of; | — 1] + [3[} = max{2;4} = 4

|Allr = max{|2[ + [ — 1[; 0] + |3|} = max{3;3} = 3

|Al|sp:
AEA = 20| [2 -1]_ 4 —2
| -1 3 0 3| | -2 10
4— )\ -2
det( Al ‘ - 10_)\‘

=(4-2)(10—2)—4=X>—-141+ 36

144+/142 —4-36
. -

=7+V7?—-36=7++13

)\172 (AHA) -

max\)\l,g\ =7+ +v13

|A|lsp = /74 /13 = 3,2566

=[]

Ix[la=16]+]-1/=7

[X[loo = max{|6],| — 1} = 6

Ix]|2 = /6% + (—1)% = /37 = 6,0827
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' eoméricky vyznam vektorovych norem
jednotkové koule v R? ...  mnoZina (bodl) prvki s normou < 1:
-1 <1 [~z <1 [ lloo <1
1 1 1
0

—1 1 -1 0 1 -1 0 1

-1 -1 —1

L lxll = il = || + ly| < 1

2. lxlla =y/Xizi=va?+ 17 <1

3. |Ixlleo = max; |z;| = max{|z], [y} <1
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Formulace:
Je déna &tvercova matice A = [ay;]7;_; a vektor pravé strany b = [by, by, ..., bn]".
Hleddme vektor x = [z1, Zs,...,T,|T tak, aby platilo

Ax = b,

rozepsano po slozkach
1171 + Q12T2 + -+ + Q1 Ty = by

A21T1 + A2oTo + -+ + Ao T, = by

An1T1 + AnaTo + -+ - + AupnTn = bn

Predpokladame, Ze je matice A regularni  (tj. soustava ma pravé jedno reseni).

Mame dva zakladni typy soustav:

e soustavy s obecnou matici

e soustavy se specialni matici (symetricka, pozitivné definitni, ¥idka, pasova apod.)

Pro prvni skupinu se vétsSinou pouzivaji pfimé metody, pro druhou skupinu metody iteracni nebo specialni
modifikace pfimych metod.

Cramerovo pravidlo

. det A.L'
~ detA

neznama slozka reseni T;

pocet operaci:

Je nutné vypoditat (n + 1) determinanti.
Pro vypolet determinantu je tfeba n! s¢itani a v kazdém séitanci je (n — 1) nasobeni.

Dostavame:
(n+1)[(n—1)n!+n!l=n(n+ 1)

napf: pro n = 30, 10° operaci za sekundu — vypocet trva 7,82 - 102! let

Idea dalSich primych metod vychazeji z faktu, ze soustavy
[Ax=b| a [TAx =Tb]|
kde T je regularni matice, maji totéz reseni, tj. jsou ekvivalentni.

Touto transformaci Ize ziskat trojihelnikovou soustavu

Ux=y: U=TA, y =Tb
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U1 U2 Ui3| |21 Y1
Ugz U3| (T2 = |Y2
0 0  usz3] LT3 Ys

Trojuhelnikovou soustavu lze velmi snadno fesit zpétnou substituci. Realizovany proces se nazyva
zpétny chod.

Gaussova eliminacéni metoda

a11 Q12 Qi3 | by
Ax =Db rozepsano po slozkach Qo1 Aoz Aoz | by
az; Az asz | b3

.. s a a
Definujeme multiplikatory |mo = ——= |, |mg = ——=
a11 aii
H =t Bt = by
(1 g v 1
rg ) = Iy + Ma1l bg ) = bg -+ m21b1
(1 . v 1
rZ(S ) = 3 + Mayry b;(3 ) = b3 = m31b1
Ziskame novou soustavu ... 1. faze eliminace

a1 Q2 Q13 | by
Ay — p®) 0 ag? a.g? bgl)

0 o) o |8

(1)
Definujeme multiplikator |mss = —%
as2
ng) _ F31) bgz) _ bg1)
ng) _ Fg) bgz) _ bg1)
B ) 6D = B 4 gt
Ziskdme novou soustavu ... 2. faze eliminace

a1 Q2 Q13 | by
ABCx — b2 0 aglz) a%) bgl)
0 0 o |

Cely tento postup nazyvame primy chod. Trojihelnikovou soustavu feSime zpétnym chodem.
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g Efektlvnost algoritmu GEM

Bereme v (ivahu pouze operace nasobeni a déleni (pocet operaci s¢itani je priblizné stejny).
(N ... je Fad matice A)
e Celkem je N — 1 fazi eliminace. V K-té fazi pocitame N — K multiplikatord (tj. N — K délen)

N-1
1 1
Z(N K) ON—-S K=(N—-1)N- (N-1)N=_(N-1)N
K=1 2 2
o Kazdym multiplikdtorem vynasobime (N — K + 1) prvki rozsitené matice (jeden rozsiteny fadek),
tj. (N — K)(N — K + 1) v K-té fazi

-1 1

NZN K)(N — K+1:N [(N?+ N)— K(2N +1) + K?| =

_ (N = 1)(N? + N) — ;N(N _1)EeN 1)+ é(N _1)N@N —1) =

1 1 1 1 1
:N3—N2+N2—N—N3+§N2+§N+§N3—§N2+7N:

6
1 1
=_N*--N
3 3
e Zpétny chod
N
1+( L+ 1 )+0+2)+-+(1+N-1)= ) K=_N(N+1)
déleni nasobeni K=1 :
Celkem
1 1 1 1 1 1
—N(N -1 N)*—-N4+ZN(N+1)=|=N*4+N?_Z°N
2 ( ) +3 3 +2 ( +) 3 + 3
vypocet multiplikator primy chod zpétny chod
Priklad 1
Redte soustavu rovnic
T + 2y + 3z = 14 1 2 3 T 14
2r + 4y + 5z = 25, tj. 2 4 5 y | =] 25
7T + 8y + 9z = b0 7 8 9 z 50

Reseni

Pro zapis budeme pouZivat tvar matice rozsirené:
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/-(=3)
1 2 3|14 1 <_)+
2 4 5|25 +
7 8 9|50
2 3| 14

0 -1 -3 /-(—8(:)4r !!!déh’meO

e Algoritmus Gaussovy eliminac¢ni metody pro tento pfiklad neni realizovatelny.

e Snadno se presvédCime, ze ma dana soustava reseni
z=1, y=2 a z=3.

Gaussova eliminaéni metoda ale selhala.
Otazka 1: Pro jaké matice A ma soustava Ax = b pravé jedno feseni?

— matice A musi byt regularni, tj.
vSechna vlastni Cisla musi byt rizn4 od nuly
jinak fec¢eno radky matice A musi byt linedrné nezavislé
jinak feceno sloupce matice A musi byt linedrné nezavislé

jinak feceno det A # 0

Pozndmka: Vlastni Cislo matice A je Cislo A splnujici rovnici Av = Av, kde v je vlastni vektor
odpovidajici vlastnimu islu A. Cislo A tedy urcitym zpiisobem charakterizuje matici A.

Otazka 2: Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy eliminaéni metody realizovatelny?

— Véta: Je-li matice A ostie diagonalné dominantni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.

Poznamka: Matice A = [a;;]; j—1,.. . je ostfe diagondlné dominantni, plati-li

n
las] > > lail,

=1,

tj. absolutni hodnota diagonalniho prvku je vétsi nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvki v radku.

Napt.:

Il
N =~
[ NG S
O = N
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— Véta: Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.

Pozndmka: Matice A je symetricka, plati-li pro jeji prvky

a;; = Qy; Vi,j:1,2,...,n.

Pozndmka: Matice A je pozitivné definitni,

ma-li vdechna vlastni &isla kladna

nebo jinak fe€eno Vx # o : xFAx > 0.

Poznamka: Pro soustavu s matici, ktera splnuje predpoklady nékteré z uvedenych vét, je mozné dopredu
fici, Ze pljde fesSit pomoci Gaussovy eliminaéni metody. Obracené to ovSsem neplati, tj. neni-li napr.
matice soustavy ostre diagonalné dominantni, jesté to obecné neznamena, ze nepiijde pomoci Gaussovy
eliminacni metody fesit.

Pozndmka: Abychom zarudili, Ze soustava pljde vyresit pro libovolnou regularni matici, musime algo-
ritmus Gaussovy eliminaéni metody upravit. Zavedeme tzv. vybér hlavniho prvku (pivotaci).

Pozndmka: Pivot (hlavni prvek) ... prvni nenulovy prvek v daném fadku matice.

Priklad 2

Pomoci GEM se sloupcovou pivotaci vyreste soustavu rovnic z Pfikladu 1, kde selhala klasickd GEM,
tj. reSime soustavu Ax = b, kde

1 2 3 14
A=|2 4 5 a b= 25
7 8 9 50
Reseni
1. sloupec
i
2 1y _
2 3|14 7 8 9|50 /(—7)—)Jr /(=7
&h = +
vymén 25 ~ 2 4 5|25
9 |50 1 2 3|14
2. sloupec
d
neni 7 8 9|50 9
7 _ 1
tteba — | g 12 17|75 /'(‘@)——5—
2 7 7|7 g
menit J+

o
~| o
—
(V]
S
[0}
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7 8 9 |50 1
o2 m(n | x|,
o o 1 3 =
2 | 2

Poznamky:

e P¥i sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp. jeho &asti pod diagonalou véetné) vybirali
Cislo, které bylo maximalni v absolutni hodnoté a v pripadé, Ze toto Cislo nelezelo na diagonale, vyménili
jsme prislusné 2 rovnice. Déle jsme pokracovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty
pod diagonalou.

e Sloupcova pivotace neni jedind moznost. Podobné miizeme vybirat i maximalni prvek v absolutni hodnoté
z prislusného fadku (resp. jeho &asti) a poté vyménit pFislusné sloupce. Pozor! Je oviem tfeba zaménit
i prislusné slozky reseni x. V tomto pripadé hovofime o radkové pivotaci.

e Dalsi moznosti je vybirat maximalni prvek v absolutni hodnoté z celé matice A (resp. pfislusné podma-
tice). V tomto pfipadé hovofime o tplné pivotaci. Opét je treba mit na paméti, Ze je tfeba zaménit
slozky ve vektoru feSeni. Nevyhodou (ipIné pivotace je pomalejsi vypocet nebot hlavni prvek vyhledavame
z celé dosud neupravené Casti.

e Libovolnou pivotaci dosdhneme realizovatelnosti GEM pro libovolnou regularni matici A.

Metoda LU-rozkladu

Opét uvazujeme reguldrni matici A ¥adu N. Matici A Ize rozloit na soutin [A = LU |,
kde L je dolni trojuhelnikovad matice fadu N a U je horni trojlihelnikovd matice radu N.

Napr:
Q11 Q12 Q13 liy O 0 U1 U2 U3
Qo1 Q22 Qo3| = |lag loa O | O uxp ugs
a31 Q32 Q33 l31 I3 I3 0 0 ‘uss

v

Tento rozklad neni dan jednozna¢né (12 neznamych a 9 podminek), jednoznaénosti dosdhneme nap¥. tim,

ze polozime |l;; =1, 1 =1,2,...,N|

Algoritmus: (viz skripta)

je odvozen z postupného nasobeni radki matice L a sloupcli matice U

(1, 1) U1 = 011 (2, 1) a1 = lnun (37 1) az; = layun
(1, 2) U2 = Q12 (2, 2) Qoo = lo1U1n + U (3, 2) a3z = l31U12 + l30Uoo
(1,3) w1z = a13 (2,3) azs = lo1U1s + Uss (3,3) asz = lz1u13 + l32Uaz + Usz

Regenf soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1. Realizace LU-rozkladu: A =LU

2. Regenf trojuhelnikové soustavy: Ly =b L =b

Ux
~~
y

3. Regent trojihelnikové soustavy: Ux =y
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; S
i e, i) RN S
Souvislost GEM a metody LU-rozkladu
Gaussovu eliminaci lze popsat pomoci nasobeni regularnimi maticemi.
F }
moq 1
;ofr_- v (1) M3y 1
Prvni fazi popiseme takto AV =M;A| kde M; =
My 1
_mnl 1_
[ a1 a2 Q13 Qin |
M21G11 + Q21 M21Q12 + Q22 Ma21Q13 + Qo3 M21Q1, + Qon
M31Q11 + Q31 M31Q12 + Q32 M31Q13 + A33 M31Q1n + A3p
[Mp1811 + An1 Mp1Q12 + A2 Mp1Q13 + Gn3 Mp1Q1n + Qnp
) T ]
Q11 G2 G13 ... Qin
moq 1
Qo1 Q22 Q23 ... GQ2p
ma1 1
= - [@31 Q32 A33 ... Q3p
mMay 1
_mnl 1_ |Gn1 Qn2 QAp3 ... Qpp|
g -
1
/- v (2) (1) M3 1
Druhou fazi popiseme takto AY = M,AY | kde Mj = m 1
42
L mn2 1—
Nakonec (n —1) fazi popiéeme A=Y =M, A2 | kde M, =
g -
1
1
1
L mn,n—l ]-_

Dostali jsme horni trojihelnikovou matici, oznacime ji napt. V

V=ArY=-M, M, M, 5.. M,M;A| = [A=M1V

ozn.M
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=1

M '=M;'M,'... M1,

) ) 1
1
1
mao 1 1 1
Mg = — M2_ =
Myo 1 1
L Mn2 1 i
L 1_
protoze po vynasobeni:
o -ty fadek x 7-ty sloupec (7 # 2)
— bUd, Myo 1+1- (—m42) =0
—nebo My -04+0-1+1-0=0
e 1-ty radek X 1-ty sloupec
— Mep-0+1-1=1
tj. My -M;' =1
Jak vypadd M~ ?
- }
— Moy 1
M= |-ms —msa 1
L—Mn1 Mpo —Mp3 1_
Pr.:
1 0 0] [1 0 0 1 0 0
—MmMoy 1 0 0 1 0] = —MmMo1 1 0
—MmM31 01 0 —T1M32 1 —MmM3; —MM32 1
Plati
A=M1'V




: Numerické metody KMA/NM
: i Josef Dangk 13.2.2013

S
(?) dolni trojuhelnikova s 1 na diagonale

(**) horni trojihelnikova

= jedna se o LU-rozklad (rozklad je jednoznacny) |L =M1!1aU=V

Vypocet determinanti
1. Uziti GEM

U = MN,]_MN,Q ... MngA

detU =det My_;det Mpy_»...det M, det M; det A
1 1
=1 =il = =

N
det A =detU = [ uy

=1

2. Uziti LU-rozkladu

N
det A =detL detU = [] us

i=1
Vypocet inverzni matice
1. Uziti GEM
AX =1 (maticova soustava)
X=A"
2. Uziti LU-rozkladu
A=LU
A—l — U—l L—l

Numerické aspekty GEM a metody LU-rozkladu

P¥i numerické realizaci nevypotteme presné matice L a U, ale pfiblizné matice L a U.
Teoreticky plati A = LU.

Oznatime A =LU ... dopotteno pro ziskané matice L a U.

Budeme zkoumat rozdil A — A.

Oznacme E a F matice chyb takové, Ze plati:

L=L+E, U=U+F

Potom:

A-A=LU-LU=(L+E)(U+F)-LU=EU+LF +EF
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ot
pTyne zavér: Pokud jsou multiplikatory v absolutni hodnoté velké, pak prvky L jsou v absolutni
hodnoté velké = chyba miZze byt velkd. Toto je jeden z divodi realizace pivotace.

Pfimé metody pro soustavy se specialni matici

Uvazujeme matice:
e symetricka

e symetricka a pozitivné definitni
e diagonalné dominantni
e pasova

Plati: Je-li matice A symetrickad a A*) jsou matice ziskané GEM v zakladni verzi, pak podmatice A(*)
jsou také symetrické.

pi:

a b c /(_2 ;>+ /(:))+

b d e

c e f
a b c
0 d— 2 e— %
0 e-% -2

Lze pak pouzit symetrickou verzi GEM a LU-rozkladu.
Je-li matice A navic pozitivné definitni, pak Ize realizovat Choleského metodu rozkladu
A =UTU

Poznamka: V algoritmu je potfeba realizovat vypocet odmocnin a to lze pouze pro pozitivné definitni
matice.

¥

Q11 Q12 Q13 u;; O 0 Upr U2 U3

@21 Q22 Q23| = |U21 U2z O |- | O Uz Uzs

G31 Q32 (33 U3l Uszz Uss 0 0 a3
(1, ].) A= u%l (2, 1) . Qo1 = Uyo * Ut (3, l) . Q31 = U3 * U11
(1,2) 1 az = U1 - Up2 (2,2) 1 ax =ui, +ud, (3,2) 1 asy = U1z - Uy + Uz - U
(1, 3) . Q13 = U1 * Uz3 (2, 3) I Qo3 = Uin * Uiz + Uas * Uog (3, 3) . Q33 = ufs = ugs T u§3

Metoda LU-rozkladu pro pasové matice

UvaZujeme matici A takovou, Ze |a;; = 0| kdyz | |i — j| > p| (3itka pasu je 2p+ 1).
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pt+1

p+1

Pokud Ize realizovat LU-rozklad, pak

li;; =0, kdyz 7>1 a 3<t1—p,
u; =0, kdyz <1 a j7>1+0p.

Pozndmka: V pripadé obecné matice vsak nelze Cekat, ze matice L a U bude mit nulovy prvek v téze
pozici jako jej méla matice A.

Pro pasové, symetrické, pozitivné definitni matice pouzivame specialni verzi Choleského rozkladu.

Metoda faktorizace pro tfidiagonalni matici

Uvazujeme soustavu n + 1 linearnich algebraickych rovnic ve tvaru:

co —bo fo
—a7 Cy —b]_ fl
—Q9 Co —b2 f2

—as Ci3 —bs f3

—Qp_1 Cnit1 _bnfl fnfl

_a'n Cn fn
Oznadime
bo fo
o = — | /51 —
Co Co

Prvni dvé rovnice (prvni rovnice je vydélend cp) lze psat ve tvaru:

— o = /-a1 =
Yo 1Y1 B1 J"'

—a1% + ayi — by, = fi

(c1 —a1a1)yr — biys = f1 + a1 Bu
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Y1 — OaYs = B

kde
_ b, it aB
="\ |fo=T""T—
C1— 0100 C1 — 010
Po zobecnéni:
e PRIMY CHOD
b
ay = = P = &
Co Co
b; . it a;- Py
a2 =—1=12,...,n—-1 ,Biﬂzu 1=1,2,...,n
C;,—Q; 04 C; —Q; O
e ZPETNY CHOD
Pro posledni dvé rovnice ziskame:
n— — OrlYn — n / "Qn —
Yn—1 (] B (_) .
—A0npYn—1 + CnlYn * — f’n
(Cn - anan)yn — fn + anﬂn
& ve druhé rovnici jiz neni clen —b, Y, 1
Vyjadrime posledni slozku feseni:
fn + GnBn
Cn — GOy
Zpétné dosazujeme:
yi—lzﬂi+ai'yi i:n,n—l,...,l (*)
Efektivnost algoritmu
déleni 2n +1 (1+n—-14+1+mn)
nasobeni : 3n (n+n+mn)
s¢itani a od¢itani + 3n (n+n+n)
celkem (8n + 1) operaci

Pozndmka: Pokud budeme feSit tuto soustavu pro riizné pravé strany F, nemusime jiz znovu vyjadrovat
koeficienty o, protoze nezavisi na F. Stadi tedy prepocitat B;.
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Zatim jsme neuvedli predpoklady pro metodu faktorizace
e je tfeba zajistit, aby jmenovatel c¢; — a;o; byl nenulovy pro 1 =1,2,...,n

e y; se urCuje z rekurentni formule (x), pfitom mize dojit k akumulaci zaokrouhlovacich chyb.

Necht o, B; jsou dokonce presné vypoditané a necht mame ¥, = y, + €, (s chybou €,,).

Potom postupné vypocitame podle (x)

ﬂi,lzﬂﬁ—aiﬂi, i:n,n—l,...,l

Oznacime-li |e; = §; — y; | chybu, bude jisté spliovat homogenni rovnici

EEI REL R

(protoze presné hodnoty y; splnuji y;_1 = B; + a;¥y;)

= Pokud by byly koeficienty |o;| > 1, dojde k velkému nérdstu chyby o !!!

Pro||oy| <1,2=1,2,...,n|je algoritmus stabilni.

(*)

Postacujici podminky pro zajisténi (e):  Matice soustavy je ostfe diagonalné dominantni.

Dikaz viz literatura.

Ptiklady aplikaci, které vedou na soustavu s tridiagonalni matici

1. Redeni okrajové ulohy

= —f(iE) S (07l)

)
u(0) = 0
u(l) = 0
k(z) > 0
g(z) = 0O
P A—

z na (0, 1) diskretizujeme ... sitz;

plvodni dlohu nahradime tGlohou s diferencni rovnici a pouzijeme vzorec pro pomérnou diferenci

2. Diferencni schémata pro rovnici vedeni tepla




Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

du o*u
w(0,8) = pu(t)

u(z,0) = wuo(z)

3. Soustava pro vypocet koeficienti kubického spline

(aproximace funkce) ... budeme probirat

Podminénost ulohy fesit SLAR

Uvazujeme opét soustavu Ax =Db, A ... n X n regularni, b € R".

Oznaceni:
AA ... mald zména matice A

Ab ... malad zména vektoru b
Ax ... odpovidajici zména vektoru neznamych

X* ... presné feSeni soustavy Ax = b

Plati:

(A+ AA)(x*+ Ax) =b+ Ab

1. Uvazujme situaci AA =0, tj. A je zadana presné
Otazka: Jakou zménu FeSeni vyvola zména pravé strany?

Ax* + AAx=b+ Ab
AAx = Ab
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Ax = A'Ab

Z vlastnosti maticové normy plyne:

1 _ Al

Ax*=b = [[b]| < [[A[l- x| = =]

Ax=A"Ab = [|Ax] <[[A Y- Ab]

[Ax]| _ [IA]|- [|Ab]l - [lA]]

B =Bl
[Ax]
x" -
C = qlxplr < A1 -IAl
[l

2. Pripad, kdy Ab =0, tj. b je zadana presné

(A + AA)(x* + Ax) =

Ax* + AAX* + AAx+ AAAx=Db

AAx = —AA(x" + Ax)

Ax = —A TAA(x* + Ax)

i g A
8] < A~ [AAY - o + ] - iy
x| 1 pag JAAL
L <A JAl
e+ o = 222 AT
||Axﬂ
X + AX _
G, = Xl <A )
TAT

3. Rozmyslete obecny pfipad Ab # 0, AA # 0 viz skripta (D.cv.)

Poznamka: Pro symetrické matice je Cislo podminénosti podil nejvétsi a nejmensi absolutni hodnoty
vlastniho ¢Eisla.

| Ama:c |
‘ )\min |

Cp=||A- Al =
—_——

1
min

Amaz

A

7~ a8 7 . " s v as s 7 1 I ] \
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Geometricka interpretace - dobfe podminéna dloha (2D)

=
z—y=1 ==

:\/
) \

A=l A o=l

Dobre podminéna Gloha - mald relativni zména vstupnich dat vyvold malou relativni zménu vystupnich
dat.

z+y=3 yzB—x} =2

Cp = [IA7H] - l|All

0,5 0,5
A= " | =0,5A
lo,5 —0,5] ’

Cp, = 1-2 =2 (fadkova, sloupcova norma); C, = %\/5 = 1 (spektralni norma)

2 0
(ATA:[ ] IAllsr = 3, ||A1||sp:¢%)

1. zména pravé strany  (zména matice AA = 0)

Ab = lo’ll, b+ Ab = l‘?”l]
0,2 1,2

’
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zménéna soustava y=3,1 —z;y —z — 1,2

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

aa—[0 01 aiaa_[1 U1
0,2 0 1,2 -1

zmé&néna soustava y=:;5(83—z);y = 1,2z 1
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i ] L]
Geometricka interpretace - Spatné podminéna uloha (2D)

. reseni
z+1,1y=2,1 y=1::(2,1-2)

2.5r

0.5r

N
oL
-
)
w

S R
1 1,1 2,1

Spatné podminéna lloha - mala relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich
dat.

Cp=[lAM - l|All

Al 11 —10
- |—=10 10

Cp, =2,1-21 = 44,1 (fadkova, sloupcova norma); C, = 2,0512 - 20,5125 = 42,07 (spektralni norma)

1. zména pravé strany (zména matice AA = 0)

Ab = [0’1], b+ Ab = [2’1]
0,2 2,3

?



Numerické metody KMA/NM
- Josef Danék 13.2.2013

zménéna soustava Yy =2,1 —z;y = (2,3 — 2)

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

AA:[O 0 ] A+AA:[1 1]

0 —0,05 1 1,05

2.5r

1.5

zménénd soustava Yy =2 —z;y — (2,1 — )
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= e
, 8

"

X%
. .© Poznamka: Jiny vypocet Cisla podminénosti (prakticky)

Ax=Db
zména na vstupu ... AA
vyvold zménu na vystupu ... Ax
(A+AA)(x+Ax)=Db
HﬁxﬁH
X
C, =
P AA]
[A]]
Priklad
A:50 _100,b O’ x:2
50 —101 -1 1
zména matice soustavy
0 0,1 —~ 50 —99,9
AA = ! A=A+ AA= ’
l0,2 0 ] = + [50,2 —101]
$— A 1p— 2,8527
1,4278

oot

1|~ |1,4278] ~ |—0,4278
1]l 1.vektorova / sloupcova| maximova / fadkova |euklidovska / spektralni
—0, 8527
Ax = ’ 1,2 2
X l—0’4278] ,2805 0,8527 0,9539
2
X = [1] 3 2 2,23601
0 01
AA = ! 2 2 2
[0,2 0 ] & & g
50 -100
A= 201 151 158,747
|ﬁO —101] 0 > >8 )
Cp 428,97 321,89 338,6
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el =3 lzl s [lxlloo = max fz], [|x]l2 =, /> 22
1 1

1
|Alls = max Y lawl, [[Alls=maxYlawl, [Allsr = maxAi(4”4)
7 k

(P¥i pouziti rliznych norem dostavame obecné riizna ¢&isla podminénosti.)

Cp = [|ATH] - lA]l

Al 2,02 —2
1 -1

C, =151 - 4,02 = 607,02 (adkova ||.||);
C, =201 - 3,02 = 607,02 (sloupcova |[|.||);

C, = 158, 7479 - 3,1750 = 504,03 (spektrélni ||.|))

Poznamky k podminénosti

e Stale predpokladame, ze A je regularni matice.

Soustava ma potom pravé jedno reseni.
Predpokladejme, ze je matice A normalizovana tak, ze jeji max. prvek v absolutni hodnoté je roven 1.

Je-li soustava $patné podminéna, potom matice A~! musi obsahovat velké prvky.

napr:
1 1 1 —99999 100000
1 0,99999 100000 —100000
To odpovida faktu, Ze &islo podminénosti je velké |C, = ||A]| - [JA Y| (norma [[A ]| je velkd).

e Rozbor chyb

Ax =Db| x* ... presné, X, ... vypoctené
=  chybu mizeme méfit pomoci rezidua |r=Ax.—Db (pro presné feseni je r = Ax* —b =
0)
Plati: Je-li x. blizko x* = reziduum je malé. Bohuzel to neplati obracené !!!
r=A(x, — x*)

X.—x*=A"r
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e
Pro $patné podminénou tlohu obsahuje A ! velké prvky, které i pro malé hodnoty r mohou znamenat
velkou chybu.
pi:
A= 1 1 b= 2
1 0,99999 1,99999

presné Yedeni: x* = [1,1]"
vypoctené miize byt:  x. = [—98,100]"
r=Ax.—b= 2 | 2 = 0
1,999  |1,99999 —0, 00099

= je lepsi pokouset se odhadovat ||x. — x*||.

BohuZel se v odhadech vzdy vyskytuje norma ||[A || !l Podrobnéji viz literatura.
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Metody na feseni SLAR

e piimé (GEM, metoda LU-rozkladu)
e iteracni

e gradientni

Iteracni metody najdou presné feseni teoreticky az po nekone¢né mnoha krocich.

Pamatujme si, Ze v numerické praxi pouzivdme pro resSeni soustav s plnou matici pfimé metody, zatimco
pro specidlni (¥idké) matice pouzivame iteracni metody.

Toto rozdéleni je dano vypocetni slozitosti téchto metod, tj. poCtem matematickych operaci scitani,
odcitani, nasobeni a déleni nutnych k ziskani vysledku.

Pozndmka: V pfipadé plné matice je vypoletni cena v kazdé iteraci fadu m?, srovname-li toto s celkovou
vypocetni cenou pfimych metod, tj. Fadové 2/3 n3, vidime, Ze mé-li byt vypoletni sloZitost iteralni metody
stejna jako u pfimé metody, musela by iteraéni metoda najit feseni (s pfedem zadanou presnosti) Fadové po
n iteracich. Na druhou stranu v ptipadé specialni (fidké) matice je vyhodné pouzit iteraéni metodu.

Priklad
UvaZujme rovnici
9z =9
Presné Feseni je
zr=1
Rovnici lze prepsat napf. na tvar
10z —z=9
9+«
Tr =
10

e viz metoda prosté iterace pro nelinearni rovnice
e nyni uvazujeme linedrni rovnice, proto predpis funkce @(z) mize byt linedrni

e feseni hleddme pomoci rekurentni formule (volime napt. z(® =0 )

z( =
10

Dostavame
M =0.9
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z® =0.99
2 = 0.999
z*) = 0.9999

Zastavime nap¥. pomoci podminky na rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci |z(*) — 23| < ¢ = 0.001

Uvedeny postup realizujeme pro soustavy.
Podobné jako v metodé prosté iterace pro nelinearni soustavy prepiseme soustavu

Ax—b=o0 — F(x)=o

na tvar
x=Hx+g et x = P(x)

Uvazujeme-li soustavu linearnich algebraickych rovnic, tj. funkce F je linedrni, mizeme potom najit lineadrni
predpis pro funkci ®.

Vsechny iteracni metody pro feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic budou pouzivat iteracni formuli

samozrejmé s rlznou iteracni matici H a vektorem g a je zfejmé, Ze o kvalité metody rozhoduji pravé
vlastnosti matice H.
Pocate¢ni aproximaci x(® zvolime a vypolet ukon&ime pomoci zastavovaci podminky

) - x ) < &

Jacobiova metoda
Princip:
Z 1-té rovnice vyjadfime 2-tou slozku vektoru x
1-ta rovnice: Q;1T1 + QppTo + - -+ + QinTy, = b;
1 n
pro a;; ;é 0: I, — % bi — Z A;;T;
=1, 3#4

[terac¢ni formule:
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Gaussova Seidelova metoda
Princip:

Stejny jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem, ze jestlize pFi vypoctu (k + 1)-iterace jiz
zname (k + 1)-iteraci nékterych slozek, tak ji pouzijeme.

Z 1-té rovnice vyjadfime i-tou slozku vektoru x
1-ta rovnice: ai1T1 + AnTo + -+ - + AinT, = b;
1 n
pro a;; # 0: T; — a; bi — ‘ Z 4(11‘]':[3]'
J=1, j#1

Iteraéni formule:

:ng-l-l) (b _Za” k+1 Z aijxg'k)>

j=it+1

Relaxaéni metoda SOR
Princip:

Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jejiz iteracni formule je

:I:Ek+1) a <b _§ B k+1 z a%] >’

g=i 7=1+1

déle vyjad¥ime (k + 1)-ni iteraci pomoci k-té iterace a pFislusné zmény  (tj. pfi¢teme a odeCteme

z;")

(k-+1) % . 1 = k+1

g, =+ |- ) a Za” :
Qi =1
= ’f‘Ek)
k urychleni vypoCtu pouzijeme ideu, Ze nepri¢teme k predchozi iteraci zménu rEk), ale jeji nasobek
(k)
wr;

m§k+1) (k:)+w = ( Zan (k+1) . Zaijxg-k) )
1 7=t

—04T Z a”L]

7=1+1

Iteraéni formule:
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2 7=1 7j=1+1

i—1

zF 2G-S

7

Poznédmka: (k + 1)-iterace metody SOR je linedrni kombinaci (k + 1)-iterace ziskané Gauss-Seidlovou
metodou a predchozi k-té iterace metody SOR

2 = wais) + (1 -w) el

Maticovy zapis iteracnich metod

Nejprve rozlozime matici A:

A=L+D+U |
kde L je dolni trojuhelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale, D je diagonalni matice a U je horni
trojuhelnikova cast matice A s nulami na diagonale.

Jacobiova metoda

Ax = b
(L+D+U)x = b
Dx+(L+U)x = b

Dx = b—(L+U)x

x = -DYL+U)x+D'b
Hj gJ
Gauss-Seidlova metoda
Ax = b

(L+D+U)x = b
(L+D)x+Ux = b
(L+D)x = b—Ux
x = —(L+D)'Ux+(L+D) '

Hgs gGs

Relaxaéni metoda SOR




Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Ax = b
wb / + Dx
(wA+D)x = wb+Dx

wAx

wL+D+U)+D)]x = wb+Dx
(wL+D)x = wb+ Dx— wDx —wUx
(wL+D)x = [(1-w)D—-wU]x+wb
x = (wL+D)'[(1—w)D—wU]x+ (wL+ D) 'wb

Hsor 8SOR

Iterani metoda je dana formuli

Pro presné reseni x* musi platit

e x*=Hx*+g

= A'b=HA b+g (%)

e x*=A"1
Definice: Itera¢ni metodu x*+1) = Hx(*) 4 g nazveme konzistentni, pokud plati (x).

Pozndmka: Uvedené metody jsou konzistentni.
e napr. pro Jacobiovu metodu musi platit:

-1y, _ -1 -1 -1
Ab=-DYL+U)A 'b+D b
Hjy gJ

A7b=D"'|(L+U)+A|A
D

I

e D.cv: Ukazte, Ze Gauss-Seidelova metoda a metoda SOR jsou konzistentni.

(k+1)

Definice: Iteracni metoda x = Hx(*) + g se nazyvad konvergentni, jestlize pro kazdou pocate¢ni

aproximaci x(® € R plati:

lim x* =x* (= A 'b)|

k— oo

Chyba k-té iterace:

elt) = x(k) _ x*|

Nutna a postacujici podminka konvergence metody

iteracni predpis x(*) = Hx(*1) 4 g

konzistentni metoda x*=Hx"+g
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X(k',) —x* = H(X(kfl) . X*)

Plati:

e®) — Hel*—D) = H?e(*2) = | | = HFe®

lim x* =x* < lime® =0
k—oo k—oo

Véta: Dané konzistentni iteraéni metoda x**1 = Hx(*) 4 g konverguje pro libovolné x(®) € R™ pravé tehdy,
kdyz je stabilni, tj.

o(H) = max; |N;(H)| < 1 |,
kde &islo p(H) nazyvame spektralni polomér matice H a A;(H) jsou vlastni Cisla matice H.

Pozndmka: Pripomenme souvislost s metodou prosté iterace pro feSeni soustav nelinearnich rovnic. Funkce
®(x) z prepisu x = ®(x) musela spliiovat podminku (b') ... (pokud byla diferencovatelna)

Jg€(0,1): |[®(2)|<q Vz

V nasem pripadé je d(x)=Hx+g = &'(x)=H.

Tj.

||H|| <1}

Spektralni polomér po(H) je také normou matice H, tj. |o(H) < 1|.

Ptedchozi véta je silngjsi (kritérium) &
Véta pro prostou iteraci uvadéla postacujici podminky =

Poznadmka: Urcovat g(H) je celkem drahé, proto za chvili uvedeme vétu (postalujici podminky) jejiz
predpoklady se ovéri snadnéji.

Definice:
Maticovou normu || .|| nazveme multiplikativni, spliiuje-li pro vSechny Ctvercové matice A, B fadu n
vztah
|A-Bl < |lA[l- B
Ptiklad 2
Re$me soustavu Ax = b Jacobiovou metodou.

1 0,9 0,9 2,8 1
A=10,9 1 0,9/, b=2,8|, presnéreSenix* = |1
0,9 0,9 1 2,8 1



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

0 -0,9 —0,9
H=|-09 0 -0,9
0,9 —-0,9 0

vlastni Cisla jsou  —1,8;0,9;0,9 = p(H)=1,8>1 = metoda diverguje !!!

Uvazujme normu ||H||ys = max; ; |hj|

D.cv. Ukazte, Ze ||.||ar splfiuje vlastnosti normy.
|IH||sx =0,9<1 M

. ||ar neni multiplikativni:

napr:
Azll,B:22,A~B:44
11 2 2 4 4
[Alle =1, [Bllw =2 [A By =4
ALl IBllar =2 < A Bl =4
if
Véta: Pro kazdou multiplikativni maticovou normu || .|| a étvercovou matici A plati:

o(A) < ||A]l}

Dikaz:

o(A) = max{|[Ai[} = [ Ay
e necht &islu A, odpovida normovany vlastni vektor v,  (v(v,) = 1)

e potom
o(A) = [Ap| - v(vp) = v(Apvp) = V(Avy)

vlastnost kompatibilni maticové a vektorové normy:

V(Avp) S [[A[l-v(vp)| = l|All- 1 = [[A]]

Pomocna véta: Ke kazdé multiplikativni maticové normé u existuje kompatibilni vektorova norma v.

Diikaz: Je ddna maticova norma p.

Definujeme v(x) = u([x,0,0,...,0]) ... spliiuje vlastnosti normy

? kompatibilita:
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v(Ax) = u([Ax,0,0,...,0]) = 4(A [x,0,0,...,0) < u(A)u(x,0,0,...,0]) = u(A) - v(x)

(x) p je multiplikativni

Véta (Postadujici podminka konvergence)

Je-li pro multiplikativni normu splnéna podminka |||H|| < g < 1|, potom posloupnost {X(k)} uréena

konzistentni formuli
konverguje pri libovolné volbé vektoru x(© € R™ a plati
lim x*) = (I - H) !g = x*

k— o0

Dikaz: Duasledek kritéria a predchozi véty (jiny dikaz viz skripta).

Odhad chyby
Predpokladame, Ze je splnéna postacujici podminka konvergence

[H|l < ¢ <1

x®) — x* = H(x*Y —x*) =

Odtud dostavame

0] < =g -
tj.
| @0 [ -] < o<+

>0
a po vydéleni

] < T =)
Jestlize HX(’“) — X(k_l)H < €, potom

HX(k) —x* < 7 .

1—gq
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't Ptiklad 3

Jacobiovou metodou reste soustavu Ax = b.

8 4 2 14 0
A=11 10 1|, b=|12|, x9=]o0
0 0 2] 2 0
0 0 0] 8 0 0 0 4
A=|(1 0 0|+ |0 10 0|+ |0 O 1
0 0 0 0 0 2 0 0
L D U
0 -0,5 —0,25 1,75
H;=-D'(L+U)=|-0,1 0 -0,1], g;=D"'b=]1,2
0 0 0 1
Provedeme 5 iteraci:
0||0 0 0
1]/1,75 1,2 1
21109 0,925 1
31,0375 1,01 1
410,995 0,99625 |1
51{/1,001875 |1,0005 1
0, 006875
x(® — x(*) = |0, 004250
————
— ® 0, 000000
Odhadnéme chybu x(®), tj.
|| H| 5) (4
I — x| < X — x|
1—|[H]|

maticova norma

vektorova norma

odhad chyby

|H||s = maxy(> hs) = 0,5
IH||r = max@ hi) =0,75

1
HH”SP = ImMaXy )\i (HHH) = 0, 56

[£®||; = 3 |r;] = 0,011125
|£®)||oo = max; |r;| = 0, 006875

[t®)]|, = 72 = 0, 0081

1

0,5
1-0,5
0,75
0, 25

0, 56
0, 44

. 0,011125 = 0,01112

- 0,006875 = 0,0206

- 0,0081 = 0,0103
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|Ix® — x*||, < 0,0103

[x(5) — x*[|oo < 0,0206

||x®) — x*||; <0,011125

vzdalenost x(®) a x* je mensi nez vypoctena hodnota
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Rychlost konvergence
e Linearni rychlost konvergence

Jg € (0,1) Fko > 0 VE > ko: |[|xEHD — x*|| < q||x®) — x*||

e Superlinearni rychlost konvergence

Ix*HD) — x*|| < gi||x®) — x*||, kde gx — 0 (k — 00)

e Konvergence fadu r

[+ — x| < gf]x®) — x*||"

Pozndmka:

e Jacobiova, Gauss-Seidelova i SOR metoda maji linearni rychlost konvergence

X(k+1) —x* = H(X(k) . X*)
béhem vypoctu se neméni itera¢ni matice H, jedna se o stacionarni metody
|IH|| <gq, [|H|| ... pevné &islo

e Metody se superlinearni rychlosti konvergence patfi mezi nestacionarni procesy

X(k‘H-) = Hkx(k) _|_ gk

V kazdém kroku se mohou ménit Hy, g.

Potom ||Hg|| < g, plati-li g — 0 pak jde o superlinedrni metodu.

Definujeme asymptotickou rychlost konvergence
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le®]
et

ta uréuje pocet platnych desetinnych mist ziskanych v jednom iteracnim kroku.

R = —log > —log||H]

Prakticky:

Je®) _ [x® ) g | - xt)
et = [0 ] T [ — 2]

Pozndmka: Pro metody s linedrni rychlosti konvergence (Jacobiova, Gauss-Seidelova, SOR metoda) Ize pro
urychleni pouzit Aitkenovu extrapolacni formuli (viz dfive).

Posloupnost chyb je geometricka

egk+1) egk)
mEkH) —z; :Z:Sk) —
R >
egk) ) egk—n
po Upraveé:
ot gFTY (z" ™ — 2y
i i $Ek+1) — 2$Ek) n mgk—n

P¥i odvozeni metody SOR jsme se pokusili urychlit vypocet zménou iteraéni matice H tak, aby méla mensi
spektralni polomér p(H). Cim mensi je o(H), tim je vétsi asymptoticka rychlost konvergence.

- log x
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g 4

® Véta: Spektralni polomér o(Hgogr) splfiuje podminku

Q(HSOR) Z |w — ].| Yw ER

Dikaz:

Hsor = (WL + D) ' [(1 — w)D — wU]

Je zndmo, Ze soucin vlastnich Cisel je roven determinantu

H )\i = det(HSOR)

=1

det(Hsor) = det [(wL + D)™ [(1 — w)D — wU]| = det [(D(wD‘lL +1) D[l -w)l- wD_lUH -

_ 1 ~1 . . _1 _ ~1 = . . 1 (1 _
— det {(wD L+I) (1 - w)I - wD UH det (wD (I;+I) det [(1 —w)I —wD'U| = (1 - w)
. )

(x) dolni trojihelnikova matice s 1 na diagonale
(%) horni trojihelnikova matice a prvky (1 — w) na diagonéle

Z1;[1)\1-:(1—(41) = mzax|)\i]2 11 — w|
() N——
o(Hsor)

(x*x) Dulkaz sporem: VA;: |A] < |1 — w] /ﬁ
=1

[Nl < —wl”
=1

Disledek: Aby SOR konvergovala, musi platit:
jw—1] <|e(Hsor) <1

w—1<1 = |we (0,2)

Poznamky:
Parametr w v relaxaéni metodé SOR volime z intervalu (0, 2).
Pro w = 1 prejde relaxani metoda na Gauss-Seidlovu metodu.

Volba parametru w samozrejmé ovlivni rychlost konvergence iteraéniho procesu metody SOR.
Lze ukazat, ze existuje optimalni hodnota parametru omega

2

Wopt = )
11— (|
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Pro spektralni polomér itera¢ni matice Hgsor relaxacni metody Ize odvodit nasledujici zavislosti:
e zavislost spektralniho poloméru iteraéni matice metody SOR na relaxanim parametru w

o(Hsor)

0 1 Wopt 2

e zavislost spektralniho poloméru iteracni matice metody SOR na spektralnim poloméru iteracni matice
Jacobiovy metody

o(Hsor)

0 o(Hy) 1

Konvergencni véty

Dosud jsme udavali podminky pro iteracni matici H. To je ovSem nepraktické. Uvedeme nékolik snadnéji

ovéritelnych podminek.
Veéta 1 Je-li matice A ostfe diagonalné-dominantni, potom konverguje Jacobiova i Gauss-Seidelova metoda

pro libovolnou volbu x(9).

Veéta 2 Je-li matice A symetrickd a pozitivné-definitni, potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pro
libovolnou volbu x(©).

Véta 3 Nutnou podminkou konvergence metody SOR je 0 < w < 2. Pridame-li symetrii a pozitivni
definitnost matice A, dostaneme postacujici podminky konvergence.

Diikaz Véty 1 pro Jacobiovu metodu:
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Ax =D, rozklad matice A=L+D+ U
oznac¢ime-li C =L+ U, potom A=C+D

e Jacobiova metoda

XD = H,x® 4 g,
H;=-DY(L+U)=-D"'C a g;=D7"

e Matice A je ostre diagonalné-dominantni, tj. plati

n
lai| > Y |ay] 1=1,2,...,n
J=13#1

e Pro nds rozklad A = C + D tedy plati:
’dii’>Z’C¢j‘ 1=1,2,...,n /‘dm‘7£0
j=1

( kdyby |d;;| = 0, potom by byl cely fadek nulovy ... A je ale regularni

)

o Plati:
= e :
Z]d'»]<1 proi=1,2,...,n (%)
j=1 1%
e Pro iteraéni matici plati:
1
di1
o Cis
HJ = —DflC = — o . . C,;j = = ﬁ
1
dnn,
e Radkova norma matice H:
IH,|| = IIl?.XZ d—” <1 plyne z (%)
j=1"'%n

Geometricky vyznam Jacobiovy metody

4.1097|5.8683
4.0293]5.9268

k[z®  [y® ]
0([9.0000[0
9z + 2y = 48 ) = 1(48 — 2y(k)) 1(/5.3333(2.6667
2(14.7407]5.1111
2z + 3y = 26 y(*1) = (26 — 2z(*)) 3([4.1975/5.5062
4
5




Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Jacobiova metoda

12} EE— 1. rovnice
2. rovnice
0] iterace

10

Ox+2y=48
-2 2x+3y=26

Geometricky vyznam Gauss-Seidelovy metody

4.0043|5.9971
4.0006|5.9996

A ESFCE
0//9.0000/0
9z + 2y = 48 g 1) = 1(48 — 2y(®)) 1(/5.3333]5.1111
214.1975/5.8683
2z + 3y = 26 yE1) = (26 — 2z(-+D) 3([4.0293[5.9805
4
5
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Gauss—Seidelova metoda

12

1. rovnice
2. rovnice
0] iterace

10

Ox+2y=48
-2 2x+3y=26

Geometricky vyznam metody SOR (w < 1)

9z + 2y = 48 zha) = 1(48 — 2y¥)

2z + 3y = 26 yg;”:%(%_gg;(kﬂ))
HECFCE
0[[9.0000[0

2D = 1 (48 — 2y®) + (1 — w)e® 6.0667|3.6978
4.8226/5.1008
4.3244/5.6472
4.1276/5.8614

4.0502|5.9455

y* ) = wl(26 — 22FD) 4 (1 — w)y®

Gl P WIN| =
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Metoda SOR

12 1. rovnice
2. rovnice

0] iterace

10

Ox+2y=48
-2 2x+3y=26

omega=0.8

0 2 4 6 8 10

Geometricky vyznam metody SOR (w > 1)
k+1
9z + 2y = 48 zha) = 1(48 — 2y¥)

2z + 3y = 26 yg;”:%(%_gg;(kﬂ))

HEREVEE
0][9.00000

4.6000]6.7200
3.6880/6.1056
4.0342|5.9515
4.0061[6.0048
3.9975/6.0010

g* ) = w148 — 2y)) 4 (1 — w)z®)

y* ) = wl(26 — 22FD) 4 (1 — w)y®

Gl WIN=




12

10
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Ox+2y=48
2x+3y=26

omega=1.2

Metoda SOR

1. rovnice
2. rovnice
iterace

10
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Metody na feseni SLAR
e piimé (GEM, metoda LU-rozkladu)

e iteraéni (Jacobiova m., Gauss-Seidelova m., metoda SOR)

e gradientni

Motivace

Uvazujme kvadratickou funkci redlné proménné z:
L o
f(z) = 502 —bz+c¢ a>0.

Nutna a postalujici podminka minima funkce (f’(:z:) = O) ma tvar
az = b.

To znamena, ze misto feSeni linedrni rovnice mizZeme fesit Glohu najit minimum konvexni kvadratické
funkce f(z) (obé Glohy maji stejna Yeseni).

Uvédomme si, ze v pripadé funkce vice proménnych je treba splnit dalsi podminky kladené na matici
soustavy A, abychom zarudili konvexnost prislusné kvadratické funkce.

Uvazujeme soustavu (kde matice A je symetricka, pozitivné definitni)
Ax=b

Dale uvaZujeme kvadratickou formu, tzv. energeticky funkcional
1 7 a7
F(x) = 5 X Ax — b x.

Plati
grad F'(x) = A x — b.

Funkce F'(x) je konvexni a kvadratickd = F'(x) ma globalni minimum a pro bod minima X plati
grad F(X) = AX—b =0.

Bod minima X je tedy feSenim soustavy Ax = b.

Poznamka: Ulohy najit bod minima funkce F' a fesit soustavu Ax = b jsou ekvivalentni.

Pozndmka: V pFipadé soustavy 2 rovnic si Ize udélat geometrickou predstavu, nebot pro x € R? je grafem
funkce F'(x) elipticky paraboloid, jehoz vrstevnice jsou elipsy. Minima F(x) se nabyva ve vrcholu paraboloidu.
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Priklad 1

Uvazujme velmi jednoduchou soustavu Ax = b, kde

SRR -

Y

0,5 x”

Odpovidajici kvadraticka funkce je

1 1 25 0] |z | 1
Fx) = x"Ax - b™x= [z 4 [0 16] ly] —[25 8] LJ] = (252 + 16y%) — 25z — 8y.

Vrstevnice (hladiny):

F(x)=c

1
5(25:02 +16y*) — 25z — 8y = ¢

2522 + 16y% — 50z — 16y = 2¢
2 1 2
25(z — 1) —25+16(y—§) —4=2c

1
25(z — 1)* + 16(y — 5)2 =2c+29

v _ 371,
napf. pro ¢ = %=
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(m—1)2+(y—%)2_2c+29_1
42 52 400

Fv{ezy svislou rovinou Yy =Dpz +gq

1 1
F(z) = 5(25:c2 + 16y°%) — 25z — 8y = 5(25:c2 + 16(pz + q)?) — 25z — 8(pz + q) =

1
= 5(25:1:2 + 16(p*z? + 2pgz + ¢°)) — 25z — 8(pz + q) =
16

25
— (7 1 7192) z? + (16pg — 25 — 8p)z + 8¢° — 8¢
—_——

>0
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Princip

Stejné jako u kazdé iteraéni metody nejprve zvolime potateéni aproximaci Yedeni x(©).

Princip gradientnich metod spociva v tom, Ze zvolime smér a v tomto sméru se budeme chtit co nejvice
priblizit k presnému feseni. Gradientni metoda je tedy urcena volbou sméri, ve kterych minimalizujeme funkci
F.

Béhem jedné iterace se pohybujeme po povrchu grafu funkce F(x) tak, abychom se dostali na nizsi
vrstevnici.
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1)

V pfipadé soustavy dvou rovnic ziskdme promitnutim grafu funkce F(x) do roviny proménnych z,, z,
systém soustfednych elips - hladin (vrstevnic).

)

Metoda nejvétsiho spadu

Metodu nejvétsiho spadu ziskdme, pokud budeme za smérové vektory volit sméry nejvétsiho spadu, tj.
vektory
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d® = —grad F(x®) = b — Ax® |

Iteraéni formuli volime ve tvaru

B+ — (k) | 4(0)  q®)

v kazdém kroku metody uréime smér nejvétsiho spadu d*) a provedeme jednorozmérnou minimalizaci v
tomto sméru, tj.

min F(x® + ¢ d®).
£50

F(l.l) x?)

Minimalizovanou funkci proménné ¢t oznacime ¥ (%).

Potom plati:

1
F(X(k) + td(’“)) == (X(k) + td(k))TA(X(k) + td(’“)) _ bT(X(k) + 7501(’0) —
v(t)

_ %X(MTAx(k) 4 %tx(’“)TAd(’“) 4 %td(’“)TAx(’“) + %t2 d®T AQ®) — pTx®) _ ¢ pTq®)

%ﬁ’f) — % <®T AP + % d®T Ax®) 4 £ q®T AQHR) — pTq®)

Poznamka: Prvni 2 &leny, tj. x*)TAd® a d®TAx®) jsou skalary a jsou si pro symetrickou matici A
rovny.

()T A (k) _ (q)T A (bNT _ (T (k) _ (k)T AT 3(k)
d"" Ax (d*" Ax'™) (Ax'")"d x7ATd
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d\ffhgt) — 1 d®T Ag® 4 «®TAQ®) — pTa®)
x®TA — bT) d®
N———
_d®T
d‘zgt) = td®TAd® 4 x®T AR — pTd®)
(x®TA — bT) d®
N———
_dwT
dL(t) —+d®TAG® — g®T g® — o
dt
) _ d®T gk
d®TA g®

Poznamka:

Pokud by matice A nespliovala podminku symetrie, jaky vysledek by ndam dala metoda nejvétsiho spadu?

grad F(x) =0
1 . - 1, oo 1 1 . 1
grad F(x) = grad (§x Ax—b x)zi(x Af+ JAx—b=_ATx+ Ax-b=0

1
= i(AT—l—A)X:b

Algoritmus metody nejvétsiho spadu

1. wvolba x© ¢

2. vypocet sméru spadu  d®) = b — Ax(*)

d®T g®

P - (k) — d™ d
3. vypoclet koeficientu %) = 1T A g

4. vypolet nové iterace  x(*+1) = x(¥) 4 ¢(k)q(k)

5. k=k+1azpétna2) pokud ||x*E) —x*)|| > ¢

Poznamka: Abychom usetfili operace nasobeni matice a vektoru, uréime d*+1) takto:

d*t) — p — Ax(EH) —p — A(X(k) + t(k)d(k)) — d®) _ (&) A q*)
—
(%)
(x) toto se pocitalo v kroku 3 v predchozi
iteraci



Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

Véta: Metoda nejvétsiho spadu konverguje (pro symetrickou, pozitivné definitni matici A) pro libovolnou
volbu pocatetni aproximace x(®) k presnému Fedeni soustavy Ax = b.

Diikaz:
Konvergenci dokazeme v normé ||.||a = vVxTAx (tzv. energetickd norma).
||I|la je s euklidovskou normou ||.||2 ekvivalentni, tj. z toho jiz plyne i konvergence v ||.||» = vxTx
(Definice: X ... linedrni prostor, ||.||y a ||.|][z ... normy na X;
|| ]l1 a [|-]|2 jsou ekvivalentni, existuji-li ¢islac,C >0: Vxe X c|x][i <|x|]2 <C|x]|1)
tj. ma platit
AxTx < xTAx < C%Tx
xT(x < xTAx < x7(CI)x
plati pro ¢ = [Apin|, C = [Amaz|
x* presné feseni Ax = b
et = x(k) _x* . chyba k-té iterace

Odvod me nejprve vztah pro energetickou normu chyby k-té iterace.
F(x®) - F(x*) = F(x*+e®) - F(x*) = ... (%)

Obecné pro 2 body x, x + td plati:
1 1
F(x+td) — F(x) = E(X +td)TA(x +td) — bT(x + td) — EXTAX + b x =
1
=tx"Ad + 5t%lTAol —tb"d =

1
= tdT(Ax — b) + 5t%lTAol

Pro nas pripad x=x*t=1,d = e(®)

1
= P o) P = e Ad® = o) (%)
() + () = F(x®) - F(x') = fe" Ac® (45%)
(x%x) = F(x®) — F(x*) = %e(k+1)TAe(k+1) (k4k)

Odectenim (*x%x) a (**x) dostaneme
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F(X(k+1)) _ F(X(k)) _ ;e(k+1)TAe(k+1) _ ;e(k)TAe(k) , (&)

kde iterace x(**1) je vypoltena metodou nejvétsiho spadu, tj.

< B+D) — (B | 4(0) ().

Pro vyraz na levé strané opét pouZijeme zvyraznény vztah pro hodnoty x = x®) ¢t =t d = r(*)

F(x® 4 ¢0p®)) _ p(xk)) = t(k)r(k)T( Ax(® _ b) 4 L2 0T o (6) —
S—————— 2

D)

BT (%)

( t*) jsme potitali podle vztahu |t*) =

r(T Ap(k) )

®Tr®)2 1

1 (r0 T p(k))2

k)T (k))2
_ 1 (I‘( ) I'( )) r(k)T (k) _ - (‘)
r®TAr®) 2 (r®)T Ar(®)2 2 r(®T
Porovnanim (#) a (&) dostaneme
k)T (k)y2
C1EBTY 1 T ey LT A | (©)
2 r(TAp(E) 2 2
Nyni posledni rovnici
a) vynasobime 2
b) posledni ¢len prevedeme na druhou stranu
c) a vydélime jim rovnici
Dostaneme
e(k+1)T A o(k+1) (T ()2
*)T =T T Aot ()
e®)” Ael®) r()” Ar(®) e(k)” Ae )
N — r
Plati |Ae® =r®)| protoze Ax*—b=0 a 1 =p— Ax*)
r® =b —Ax® + Ax* —b
A(x* — x®)
———
k)
Dile z [Ae®) = r(*)| plyne e*) = A~1r(*) 3 tedy odhad
le®] < [[A7H] - [l
Pro () dostavame odhad:
ekt 1)T A lk+1) <1 (ROl . 1 1
~ — = —__— = q
e®T Ael) [A[] - [le®[2 - [JA=H] - [ IA]] - [JA=]
Tj.
ek DT A glitl) < g e Aelt) |, (M)

DT A e(k+1) < ¢ BT Ae®) v
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Jde o to odhadnout g v (H).

[e® VA < glle®h = e < ¢l
1 1 A)-1 A)-1
et SRR S IOV ES W PO
Al - [[A7] #(A) #(A) #(A)+1
S~—~— ——
:)\maa: . 1
B Armﬁn

Diikaz posledni nerovnosti:

(%(A)_l)z < J'f("A)_]' / (%(A)—l)

»(A)  — x(A)+1
e s/ oo
i(A)-1<i*A) ... OK

Geometricky vyznam metody nejvétsiho spadu
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Metoda nejvetsiho spadu
\ —— 1. rovnice
"I. —— 2. rovnice |k||$(k) |y(k) |
o iterace 0//9.0000(0
hladina 1(4.7425/1.0321
10 2(/5.5081|4.1902
31/ 4.2240|4.5015
414.4549|5.4541
514.0676|5.5480
8
6

Ox+2y=48

2x+3y=26

10
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Vlastnost rezidui

VEimnéme si faktu, Ze vzdy po sobé jdouci iterace sméru spadu, tj. d*) a d**1) jsou na sebe kolmé.

Cviteni: Ukaste, e plati [d®7T d+D = o],

d®T g+ — d(k)T (b — Ax(+1) =

= 97 (b — A +tMdW)) =
= (k)T (b— Ax® — M)A d®)) =
= d®T (d®) — WA d®) =
— d®Tq*) _ g g®T A k) —

T
_ geT gt _ (m AT A k) —

— d@Tak) _ g=Tak) = g

Pozndmka:

V pfipadé, ze budou hladiny (elipsy) ,velmi protahlé”, bude obecné metoda nejvétsiho spadu konvergovat
velmi pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt.

Na druhou stranu, pokud budou hladiny (elipsy) ,skoro kruznice”, bude metoda nejvétsiho spadu konver-
govat velmi rychle.

Nevyhodu cik-cak efektu odstrani nova metoda, tzv. metoda sdruzenych gradientt, kterd vyuziva
ddimyslnéjsi volby smérd minimalizace, a sice tak, aby se neopakovali, jak k tomu dochazelo u metody nejvétsiho
spadu.

Priklad 1 - pokracovani

Uvazovali jsme jednoduchou soustavu Ax = b, kde
A= 25 0 b= 25 Xt = 1 .
0 16 8 0,5

Jedna z vrstevnic méla tvar

pomér poloos:

\/)72:\/%%4:5%\/%:\/):

Poznamka:
e Pro pripad Ay > Ay ziskdme protahlé elipsy

e Pro pripad Ay & Ay  ziskame skoro kruznice
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Pomoci metody nejvétsiho spadu reste soustavu Ax = b, kde
A = o L . b= =< , pocateéni iterace x(0) = e .
0 200 2 0,6
Metoda nejvetsiho spadu
10~
— 1. rovnice
8 2. rovnice
O iterace
hladina
6_
4._
2_
o o
2+
-4 - 3x+0y=-8
0x+200y=2
6
_8
| | | | | | | | | |
50 —40 _30 —20 ~10 0 10 20 30 40 50
‘ k H (k) y*)

0 |[27.000000/0.600000

1 {/26.307758(-0.317804 vlastni ¢isla matice A:

2 |[25.139940/0.563008 AL=3 a A= 200

3 (124.491101|-0.297251

4 |23.396504(0.528335 _8

5 1122.788346/-0 277987 presné feseni soustavy je x* = [ q

100
250/-2.657606 | 0.010180
Priklad 3

40

A:[
0,1

0,1], .
41

Pomoci metody nejvétsiho spadu reste soustavu Ax = b, kde

—8 vii v o 0 _ |27
9 |’ pocatecni Iiterace x\"/ = .

0,6
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Metoda nejvetsiho spadu

40
——— 1. rovnice
—— 2. rovnice
30 O iterace
—— hladina
20
10
of -
-10+
=20
30k 40x+0.1y=-8
0.1x+41y=2
_40 1 1 1 1 1 1 1 |
-40 =30 -20 -10 0 10 20 30 40
k| z® y(¥) vlastni &isla matice A:
0/27.000000| 0.600000 A1 =39,99 a A, =41,01
1{/-0.197972|-0.032418
21/-0.199872|0.049274 presné Yedeni soustavy x* se s x(%)
3/-0.200123|0.049268 shoduje na 6 desetinych mist

Poznamky k rychlosti konvergence:

x(A) —1
) — x5 = (”) I — ||

o Je-li 3(A)>1,t]. Apaz > Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje pomalu

w(A)—1 x(A)—1+1-1 2 <
#(A)+1~  x(A)+1 T x(A)+1 R

—00 pro x(A)—o0

o Jeli #(A) 21, tj. Amaz & Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje rychle



Numerické metody KMA/NM

]~ Josef Danék 13.2.2013
x(A)—-1 1 2 -
w(A)+1 w(A)+1
—_——

2
e Pokud jsou vrstevnice sféry (v R? kruZnice), potom metoda nejvétsiho spadu nalezne FeSeni (pfesné)
v jednom kroku.

Poznamka:

Smér, ve kterém provadime minimalizaci v rdmci jednoho kroku metody, mizeme volit i jinak nez smér
nejvétsiho spadu.

Obecné oznaéme pouzivané sméry s

Novou iteraci hledame ve tvaru

(k1) — (k) o ¢g(k)
Koeficient ¢ ziskdme z jednorozmérné minimalizace
min F(x® + ts*)
>0

®(t)

1
() = 5(X(k) +tsNTA(x® + sy — bT (x4 ¢sF)

d‘zz(ft) _ T A®) | x®T Ak _ pTs®  —

(x®TA —bT) s®

~——————

(Ax®) — b)T

= —r® (reziduum)

r(0)Tgk)

tk) — = =2
s8)T A g(k)

Volime-li za vektory s(*) postupné jednotkové vektory soutadnych os, ziskime Gauss-Seidelovu metodu !!!

Pokud na vektor x aplikujeme 1 iteraci gradientni metody se smérovym vektorem e; = [0, ...,0,1,0,...0]T
(na ¢-té pozici 1, jinak 0), dostaneme:

T

X=X + TAc, e;. (o)
Plati: el A ... i-ty Fadek matice A
el Ae; ... diagonalni prvek a;; matice A
r = b— Ax ... reziduum
r’e;, =r; ... 1-ta slozka vektoru r

n
Ti = bi — 3511 0455

Vztah (e) zvétsi i-tou slozku vektoru x o hodnotu 7;, tj.
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17

1 n
Tii=Ti + — bi— > ayz; |,
i=1

1 1—1 n
D= | b= ) auT; = ) 4T
j=1

@i j=itl

Script v MATLABu

function [vysledky_gs,vysledky gm]=gs gm(A,b,x0,iteraci);

%************************************************************

yA Porovnani Gauss-Seidelovy metody a
% gradientni metody, kde za smery volime
) jednotkove vektory souradnych os

O stk ok s sk o o sk sk ok o sk sk ok o sk sk o ok sk sk ok o sk sk ok ok ok sk ok o ok sk ok ok ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok ok
n=size(A,1);

%************************************************************

% Gauss—-Seidelova metoda
9k sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok ok sk o ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

x=x0;

vysledky_gs=x’;

D=diag(diag(A)); L=tril(A)-D; U=triu(A)-D;
H=-(L+D)\U;

g=(L+D)\b;

for i=1:iteraci

x=Hxx+g;

vysledky gs=[vysledky gs;x’];
end

%************************************************************

% Gradientni metoda
O sk stk ok o sk sk o o sk ok ok o sk sk ok o sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok o

x=x0;
vysledky_gm=x’;

for i=l:iteraci
for j=1:n
s=zeros(n,1);
s(j)=1;
r=—-A*x+b;
t=(r’*s)/ (s’ *A*xs) ;
X=xX+t*s;
end;
vysledky gm=[vysledky gm;x’];
end
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P¥i vhodné volbé smérovych vektorii s*) je mozné dojit do presného Fedeni za koneény polet kroki < n.
Musi existovat n vektorti s(*¥) tak, e

X — x© = 37 kg (%)
k=1

Jak volit sméry s(¥)?

e Zkusime takto: necht s(*) tvofi bazi (ortogonalni) m-rozmérného euklidovského prostoru, potom
vynasobenim (x) skalarné s s(*) a Gpravou ziskame

s (x* — x(0) = ¢BgE®T (k)

() _ s (x* — x(0)
 gmTgk)

. nesikovné !, obsahuje presné reseni

e je tfeba zvolit lepsi strategii volby vektori s(*)

Definice x(*) je optimalni vzhledem ke sméru s # 0, jestlize
F(x®)) < FP(x(F) +ts) VteR (%)

b —

x (k)

Pozndmka: Je-li x(*¥) optimélni vzhledem k libovolnému sméru z vektorového prostoru V', ¥ikame, Ze je
x(*) optimalni vzhledem k V.

Podle (x) se minima nabyva pro £ = 0, tzn. Ze derivace F' podle ¢ je v minimu (¢ = 0) rovna 0:

oF

L (X(k) + ts) =tsTAs +sT (Ax(k) — b)
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oF
— (X(k)) =sT (Ax(k) — b) =0
ot . ,
— (k)
s L r®

Pozndmka: Iterace x(**1) metody nejvétsiho spadu je optimalni vzhledem k reziduu r*) = b — Ax(¥)
. sméry, ve kterych minimalizujeme.

Nasim cilem je, aby se i v dalSich iteracich zachovavala optimalita k jiz pouzitym smérim.
To pro metodu nejvétsiho spadu bohuzel neplati.

NapF. pro soustavu ve 2D jsme ukazovali, Ze sméry nejvétsiho spadu (rezidui) jsou na sebe kolmé,

tj.  rl) Lplet) g pletl) | p(B42) o fp(R) || p(R42) | 11

= x(**2) je optimalni vzhledem k r**1) ale ji7 neni optimélni vzhledem k r(*)

Existuji sméry, které udrzuji optimalitu k predchozim?

Necht

x(kH1) = x(*) 4 g

Predpokladejme, 7e x(¥) ke optimalni vzhledem k v (tj. r(®) L v).
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Chceme-li, aby bylo i x(*+1) optimalni vzhledem k v, (tj. r*+) 1 v), musi platit:

0 = vTrlFt) = yT(b— AxF+)) = yT (b — A(x® 4 s)) =vT|b—Ax®) —As| =vT (r(k) — As) = —vTAs

()

Zavér

Chceme-li zachovat optimalitu vzhledem ke vSem pouzitym smériim, musi tyto sméry spliovat podminky
tzv. A-ortogonality, tj. pro 2 riizné sméry s a v musi platit:

vIiAs = 0|

Poznadmka: Vektoriim které jsou A-ortogonalni se také rikd A-sdruzené.

Metoda sdruzenych gradientii

Za sméry, ve kterych minimalizujeme, budeme brat A-ortogonalni vektory s(*),

Plati tedy:

sWTAs®) =0, k£1|

Chceme, aby platilo:

s®TA . / x* —x© = 3 ¢kIgH) (+)
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sOT A(x* — x@) = ) g0 A 5*)

—— ——
Ax* — AxO = Ax* —b-Ax® + b
T
k) — sl
s®)T A g(k)

Strategie volby sméri

e Mame-li ortogondlni bazi R", Ize z ni procesem A-ortogonalizace ziskat A-ortogonalni bazi.

e Za ortogonalni bazi budeme volit reziduové vektory.

Aby proces ortogonalizace ved| k cili, musime zarucit, zZe reziduové vektory tvofi bazi.
Ortogonalitu ukazeme vzapéti; mize se stat, ze se nékteré reziduum anuluje.

Potom ovsSem iteraéni proces konci - dosahli jsme presného feseni.
e Provadime tedy soucasné 2 procesy!

— iteracni proces

— proces A-ortogonalizace
e Vektory rezidui budeme znatit r(®), ziskané sdruzené sméry oznadime s(*)

— pro zadané x(® uréime r(® = b — Ax(®

— s(® polozime rovno r(®

— uréime x4 optimalni vzhledem k s(©

— urdime r)

— s uréujeme z (M tak, aby sWTAs©® = o

— atd.

Proces A-ortogonalizace

k—1
=1

(P¥i uréeni s*) vyjdeme z r(*). P¥i¢itame nasobky predchozich s(*) tak, abychom zaru&ili A-ortogonalitu.)

Koeficienty B; volime tak, aby

s®As®) =0, (1<k)

(ee) vynasobime sOTA /

s As®) = sOT Ar(®) 1 g, T A5

s®T Ap(k)

= ey
B sOT As()
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s -
Z vIastnostl A-ortogonality vyplyva rada skutecnosti.

i \ "
Véta 1 Plati

F0T  g6) —

BT g6 —

b/ A/ X = x4 g0

- CplErD) (k) (B A g(R)
= r(®) = (0 Zt JA sU)
vynésobime skalarné s s()
BTG — p@T6) _ 4G) 6T A )
—~
(%)
(%) pocitame (viz dfive) takto
0 T
t(]) _ r() S(J)
T Asld)
m
Diikaz: .
vztah (ee) vynasobime skalarné s As(?)
k-1
k) 4 Z Bhri s® (ee)
DT A s®) = gOT A p®) (3)
sV As =sY" Ar'"™ + ;ﬂk As
=0 (k< 7) —O(kSJ)
#0 (k=7)
m
Diikaz:
Uplnou matematickou indukci ukazeme, Ze rDTe® =0 pro 5> k|
Plati
P — b — Ax®HD) — b = A(x®) 4 tFpR)) = ) _ 48 A p(¥)
l.9=1= k=0
T T I (0T g(0) T
2RO = (1O 1 10 A 50)7 10 = (O 10) 44 TAL® = p @70 T 0T A 0 — g
A s(0)
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LT L) — g

pGHDT LR — (r(j) 4 ) As(j))Tr(k) — Ok 4 ) DT A p®)
=0 (ptedpoklad) =0 (Véta 2)

b) | +DTr® = g

0T
LOHDTL6) — (r(j) FRFE) AS(j))Tr(j) — t DT 1 DgDT A ) = OTR0) — P‘(T) S(J)‘ T A )
s A s)
sOTAs0) = sOWTATL)  (Véta 2
rOTp0) — pOTg0) (Véta 1
O
Dikaz: Plati:
o sOT Ap(®)
BT 0T A 0
Pro Citatel plati:
SOT A 1) — 10T A o) — pmT L <r<i+1> _ r<i)),
t(®
kde se pouzil vztah ‘ ‘ ' ‘ A ‘
Plati
: . _®T (6 _ 0 L (
e prot < k—1: Citatel By =r (r —r ) roke 0 (Tvrzeni)
. T _ ®)T [ (k k—1 I wTou 1 k
e pro1 =k — 1: Citatel Brp1 = (%) (r( ) — xf )) D) = r(F)" )t(kil) #0 (pro r*) £ 0) .

Algoritmus (Metoda sdruzenych gradienti)

1. x ¢
2. 10 =p — AxO g0 = (0

3 g _ _SW®
' BT A gk)

5_ r(k+1) = I‘(k) + t(k)A S(k)

s(0)T A plk+1)

T T A 5K
7_ S(k+1) — r(k+1) + ﬂks(k)

8. If [[x( 1) —x(*)|| < ¢ then konec, else — add 3
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: 1’ Ge\QmetriCk)’(__vS(znam metody sdruzenych gradienti
o e
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Metoda sdruzenych gradientu

—— 1.rovnice |7€||-’11(k) |y(’“) |
———  2.rovnice o0 19.0000l0
O iterace
——  hladina 1(/4.7425]1.0321
2(/4.0000{6.0000

10

Ox+2y=48

2

2x+3y=26

—50 —

-100 —



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Poznamka: Gradientni metody patfi mezi nestacionarni metody.

napf. pro metodu nejvétsiho spadu plati

(k+1) — (k) o 4k q(k) — (k) o 4(k) (k) _ (k) (k) | 4(k)
x*) 4 ¢F)q +t(be)(1tA)x+tb
e (k)
H®) g
V kazdém kroku se méni matice H*).

Plati-li [[H®)|| — 0 (pro & — 00), dostaneme metody se superlinearni rychlosti konvergence.

Véta Necht A je symetricka pozitivné definitni. Potom metoda sdruZenych gradientii konverguje nejvyse po
n krocich. Navic chyba k-té iterace (k < n) je ortogonalni na sméry sU), 5 =0,1,...,k — 1 a plati:

[ = x*[|a <

— 14+ C%*
\Jx(A)—1
kde C:L (A)_ )\mam
w(A) + 1 min

1% — x*|a

Pozndmka: V metodé nejvétsiho spadu vystupuje ve vztahu pro chybu k-té iterace koeficient

x(A)—1 ¢

x(A)+1
Je zfejmé, Ze na rychlost konvergence ma vliv &islo 3(A), tj. Amaz @ Amin. Cim blize j& Amaz @ Amin, tim
rychleji metody konverguji.

Priklad 4
Reste soustavu , kde
1 1 v vy s w 1
A= , presné feseni x* = ;
lO 10000] llOOOO] ll]

= I

e pomér poloos elips je /10000 : /1 = 100 : 1 !l

o x(A)=10%=10000 = pomald konvergence!

1 0

0 1

Vezméme si matici P~! = l
10000

] (det(P~') # 0) a FeSme soustavu

|P-1Ax = P 1p|
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b JEI=1

e #(P7'A)=1=1 = rychld konvergence (1. iterace). Mluvime o tzv. pfedpodmiriovani.

Poznamka:

Chceme-li i novou (pfedpodminénou) soustavu Fesit metodou sdruzenych gradientd, musi byt jeji matice
symetricka pozitivné definitni.

Misto matice P~*A vezmeme matici (podobnou A) P~3AP 2 (P ... symetricka pozitivné definitni)
a feSime soustavu

Jak volit matice predpodminéni P 7

. fada moznosti, napf. P = diag(A)

Priklad 5

Porovnejte vlastni Cisla zadané matice A a matice ziskané pomoci diagonalniho predpodminéni.

(1000000 200 30 O
A 200 10000 40 O
- 30 40 100 O
|0 0 0 1
1000000 0 0 O]
o 0 10000 0 O
- 0 0 100 0
0 0 0 1
1 1
4/1000000 (1) 0 0 1000 . O 0
p-i_ 0 055 (1) 0 _ 0 & 0 0
L 1
0 0 Ji ? 0 0 + 0
0 0 0 T 0 0 0 %
1 1
oo O O O r1000000 200 30 0] |06 O O O
X_piapi_| 0 1w O Of| 200 10000 40 0| 0 g 0 Of _
Lo 30 40 100 0|0 o0 % 0
1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 i
1 0.002 0.003

0.003 0.04 1

0
0.002 1 0.04 O
0

0 0 0 1

vlastni Cisla matice A:
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A2 = 99,837534233; Az = 10000,121161153; A4 = 1000000,041304614

. 1000000,041304614

#(A) :

= 1000000,041304614

o .~ 1 _1
vlastni Cisla matice A =P AP =:

A1 = 0,959987454937999; A, = 0,999702401514713; A; = 1; As = 1,040310143547287

—~ 1,040310143547287
x(A) = = = 1,083670560689229
0,959987454937999
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R T .

i'tt':)hla'G. Vlastni cisla a vlastni vektory

Vypocet vlastnich cCisel a vlastnich vektori

S pojmem vlastniho cisla jsme se jiz setkali naptiklad u iteracnich metod pro feseni soustav linearnich
algebraickych rovnic. Velikosti vlastnich Cisel iteracni matice rozhodovaly o konvergenci prislusné iteraéni
metody. S dlohou na vlastni Cisla se setkame i v aplikacich pfi feseni fady technickych a fyzikalnich problémd.

Definice: Je dana &tvercova matice A ¥adu n. Cislo A, pro které ma soustava
Av=2Av resp. (A—-A)v=0

nenulové fesSeni, se nazyva vlastni Cislo matice A, jemu odpovidajici nenulové feseni v vlastni vektor
matice A.

Homogenni soustava ma nenulové feseni <  matice soustavy je singularni, tj. jeji determinant je
nulovy.

Vlastni Cisla Ay, Az, ..., A, jsou koteny charakteristické rovnice
pa(A) = det(A — AI) = 0.

Ke kazdému vlastnimu Cislu A; existuje alespon jeden vlastni vektor v;.
Pozndmka:  Charakteristicky polynom je stupné n =  dn vlastnich Cisel.

Definice: Matici A = diag(Ay, Az, ..., A,) nazyvame spektralni matici matice A.

Ulohy na nalezeni vlastnich ¢isel rozdélime do dvou skupin:
e Uplny problém - dloha najit vSechna vlastni ¢isla

° (v:éste(‘fny problém - dloha najit pouze nékterd vl. Cisla (obvykle s nejvétsi absolutni hodnotou)

Ulohu na vlastni Cisla si pfipomeneme na prikladu.

Priklad 1

Stanovte takova Cisla A, pro ktera ma homogenni soustava Av = Av nenulové feseni, déle urcete toto
reseni, pro matici

2 00
A=]12 21
11 2
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2-X 0 0 v 0
(A-XDv=| 2 2-x 1 v, | =0
1 1 2-Xx]| 0

Aby homogenni soustava méla nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy nulovy. Hledame proto
takova A, aby

det(A —AD) =(2—- AP —(2-A)=(2-2)[2-A’-1]=2-1)A-N)B-I) =0

Dostali jsme algebraickou rovnici stupné 3 a pouze pro jeji koreny

)\1:3, )\2:2, )\3:1

bude mit uvazovana soustava nenulové reseni.

Ke kazdému vlastnimu Cislu A; mlizeme najit nenulové feseni homogenni soustavy

(A-XI)v=0.
Napr. pro A; = 3 feSime soustavu
-1 0 O Uy 0
2 -1 1 Uy | =0
1 1 -1 U3 0

Matice soustavy je samozrejmé singularni a proto bude existovat cely systém feSeni v zavislosti na parametru
r € R. Kazdy vektor [0,7,7]T Yesi danou soustavu. Ze systému vybereme jednoho zéstupce, napt. v(1) =
[0,1,1]7, a fikame, ze v(1) je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu A;. Podobné bychom nalezli vlastni
vektory odpovidajici vlastnim Cislim Ay a A3.

Poznamka:

Vlastni &isla (horni) trojdhelnikové matice jsou rovna jejim diagonalnim prvkiim, nebot charakteristicky
polynom ma tvar:

pa(A) = (a1 — A)(aze — A) ... (Gpn — A).

Motivace

Vlastni vektor je takovy vektor, pro ktery plati, ze vynasobime-li matici A s timto vektorem, ziskdme
nasobek plivodniho vektoru. Mluvime o samodruznych prvcich.

Priklad: Osova soumérnost = zobrazeni y = Ax.
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To A

-+l

——— 1~~~
A Vi Vi
A
AVl =V
L >
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V2

¥

AV2 = —V2

Priklad: Urcete vlastni €isla a vlastni vektory téchto matic:

2]/0]0 2 10
A= 20|, B=|0 2|0/,
0 7 | (0 0[2
[ 210 0] (2 1 0]
C=|o0/2 1|, D=]|o 1
0|0 2 0 0 2]

Regeni: Vsechny zadané matice maji stejny charakteristicky polynom
pa(A) = pe(A) = po(A) = Pp(A) = (2 - A)°,
Vidime, ze A = 2 je trojnasobné vl. cislo vsech ¢tyr matic.

Vlastni vektory:

A: v =11,0,0)7 Pozn.: matice A — I je nulova, tj. systém
v® =0, 1,0]7 vech FeSeni rovnice A — AI = 0 je lin.
v® =0,0,1]T kombinaci v, v(2), y().

[0 1 0]
(1) — T

12% U(B) B [(1)’8’1]7, Pozn.. B—AI=|0 0 O

v =10,0,1] (0 0 0
[0 0 0]
W — T

G [(1)’(1)’8]7, Pozn: C—Al=|0 0 1

v =[0,1,9 00 0]
0 1 0
D: v =[1,0,0)7 Pozn.. D—AI= |0 0 1
L0 0 0

Poznamka: Pocet linearné nezavislych vlastnich vektord mize byt mensi nez je rad matice.



: Numerické metody KMA/NM
2 ie:% ;- Josef Dangk 13.2.2013

i *
Pripomenme si nékteré poznatky z linearni algebry.

\ i

Definice: Rikame, ¥e matice A a B jsou podobné, existuje-li regularni matice P takova, ze
P AP = B| resp.|A =PBP 1|

Véta Podobné matice maji stejna vlastni Cisla.

Véta: Necht A je redlna symetrickd matice. Potom existuje ortogonalni matice Q takova, Ze pro spektralni
matici plati

A=QTAQ|

det(P)
det(P)

det(A — AI) = det(A — AI)- = det(P ") - det(A — AI) -det(P) = det [P(A — A)P| =

=det | P "AP I
—_—

B
O
Véta Je-li v vlastni vektor matice A, potom P~1v je vlastni vektor matice B = P"1AP.
Dikaz:
Av = A\v
P'./ PBP'v=lv
BP 'v=)P'v
S—— S——
w W
O
Pozndmka: Pokud jsou vlastni vektory vq,Vvs, ..., Vv, linedrné nezavislé, potom plati:

X TAX=A (A =diag(A;,A2,---,As) ... spektralni matice)

Matice A je tedy podobna diagonalni matici. Matice X je matice, jejiz sloupce tvofi vlastni vektory
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A1
A2
A Vi Vo Vi = Vi Vo Vn
_ | | 11 M |
X X A
A1vy Aaval| . | AV

Véta Necht A je Etvercova matice ¥adu n, A jeji vlastni &islo a v jeji vlastni vektor, tj. Av = Av. Potom
plati:
() keN (A% =A)

(i) A ... reguldami = A(A 1) =[MA)]

(iii) A(A®) = A(A)

(iv) vlastni ¢isla symetrické (hermitovské) matice jsou redlna

(v) vlastni vektory symetrické matice odpovidajici riznym vlastnim &isldm jsou ortogonalni

(vi) symetrickd pozitivné definitni matice ma vSechna vlastni Cisla kladna

Dikaz:
(1)
A-/ Av=)Iv = A*’v=) Av = \%v
~—
= AV
A / Arv = My = ARy = 2 Av = Mfly
~
= AV
(ii)
Av=)Xv = A TAv=)2A"lv

v=2"lv /:)l\

(iii) Oznaéme B = A — AL.  Plati

det BF = det BT = det B

det(A¥ — AI) = det(A — A\I) =0
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Av = Av
Wy = vEI(v) = vEAv = vIAHy = (VEAHEV)H = vE Av = AvEv = JvPy
— ~~ —~
cislo AV (*)

priddme ¥ a

(%) (VEV)H = vy = vy =

uH-/ Av = Av
/ Au = pu

} AEw A=A p=Ha A=A"

u?Av = aufly
v Au = puvu /H

u?A"v = pufly

0=(\—u)uv = ufv=0
£0

(vi)

Av = Av
vIiAv = Avlv

Plati (pro pozitivné definitni matici A):

Vv #o0: vIAv >0 = Aviv >0 = A>0
~——
>0
O

Pozndmka: Ortogonalni matice Q: QTQ =1 / Q7! QT =Q
Podminénost dlohy na vlastni cisla

Omezime se na pripad, kdy matice A ma n linearné nezavislych vlastnich vektorti vy, va,...,vn, od-
povidajicich vlastnim &islim A1, Aa,..., Ay

e Aa;; ... malézmény v prvcich a;; |Aa;;| <€

e porusend matice A(e)=A + AA mavlastni &isla  Ag(e) = Ap + A

e dale plati (viz literatura):

|Ax(€) — M| S se, kde

7% = Tcos oy

kde oy, je thel vy a vlastniho vektoru A¥ odpovidajicimu vlastnimu &islu A,
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T
ro symetrickou matici je
a, =20 = w, =1
|Ae(e) — Ax| <€ dobfe podminéna dloha
e Pro nesymetrickou matici je
ar # 0 = ¥,  muize byt velmi velké

spatné podminéna uloha

Priklad

script v MATLABu

A=[-1 50; 031; 00 2]
AH=ctranspose(A)

[v,cl=eig(A, ’nobalance’)
[vH,cH]=eig(AH, nobalance’)

disp(’ Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,’)
disp(’ cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel’)
for j=1:length(A)

lambda=c(j, j)
vlastni_vektor_ A=v(:,j)’
vlastni_vektor AH=vH(:,j)’
cosinus_uhlu=vlastni_vektor A*xvlastni_ vektor_ AH’...
/norm(vlastni_vektor A)/norm(vlastni_vektor AH)
uhel=acos(cosinus_uhlu);
uhel=uhel*180/pi
pause
end;

vysledky v MATLABu
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A =
=1 5
0 3 1
0 0
AH =
=1 0 0
5 3 0
0 1 2
v =
1.0000 1.0000 -1.0000
0 0.8000 -0.6000
0 0 0.6000
c =
-1 0 0
0 3 0
0 0 2
vH =
-0.8000 0.0000 -0.0000
1.0000 -1.0000 0.0000
-0.3333 -1.0000 1.0000
cH =
-1.0000 0 0
0 3.0000 0
0 0 2.0000

Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,
cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel

lambda =
-1
vlastni_vektor A =
1 0 0

vlastni vektor AH =

-0.8000 1.0000 -0.3333
cosinus_uhlu =

-0.6046
uhel =

127.1966

vlastni_vektor A =
1.0000 0.8000 0
vlastni_vektor AH =
0.0000 -1.0000 -1.0000
cosinus_uhlu =
-0.4417
uhel =
116.2141

vlastni vektor A =
-1.0000 -0.6000 0.6000
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. b
\ e

Priklad 2

[20 20
19 20
18 20

Vypocet determinantu (A — AI) pomoci rozvoje podle posledniho fadku:

pa(A) =det(A — AI) = (20 — A)(19 — \)...(1 — X) — 20%%

proe =0 = Amin = 1

pro € = 20'2071% = 4,64 - 107

pa(A) = (20— X)(19—A)...(1—A) — 20720120 ¥ =X - (...)=0 = Amin = 0

konst.¢len = 20!

Malé zméné e odpovida velka zména vlastniho Cisla A4n.

Vlastni ¢isla nesymetrickych matic jsou citlivda na zménu prvkd

(citlivost roste s rostouci vzdalenosti od diagonaly).

Mocninna metoda
Chceme uréit vlastni &islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni ¢islo).

Predpoklady:
1. A ma n-linedrné nezavislych vlastnich vektord

2. existuje jediné dominantni vlastni Cislo
3. vlastni &isla Ize sefadit: |A1| > [Az| > |A3] > -+ > | Aal].
Odvozeni:

1. Zvolime y© jako linearni kombinaci vlastnich vektorii

YO =aivi+aava+ -+ apva.

2. Sestrojime posloupnost

y(k) = O(]_AkV]_ = a2AkV2 S oo oF anAkvn'
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y(k) = 0 )\Ilc vi + Ol2)\§V2 —+ ..+ an)\ﬁvn.
~—

*

4. Vytkneme dominantni vlastni islo (viz *)

— 0
——

n by k
1

1=2

e, — 0

5. Analogicky vyjad¥ime y(*+1).
6. Vybereme j-tou slozku y**1) a y(*¥), yydélime je a provedeme limitni prechod

— 0

M (o + Ey1y) _

(k+1)
J — )\1

lim = lim
ko0 y;-k) koo )\’f(al’ul,j + €x; )
~—~

— 0

Priklad

Mocninnou metodou stanovte dominantni vlastni &islo matice A, kde

A=

O = =

10
11 a  y9=11,1,1"
11

Reseni: Pouzijeme itera¢ni formuli

yE+) = Ay®)  pro k=0,1,...

y® =327 AV =453,

y®@ =5757 AP =1~ 23333

3
y® =[12;17;12)7 AP = 17 ~ 2, 4285,

y® = [20;41;29]7 AY = 4 ~ 2 4117,

y® = [70;99; 707 AP = 9 ~ 2,4146.

Poznamka:

Abychom zamezili preteceni, resp. podteCeni pfi zobrazeni Cisel v pocitaci je vhodné v kazdém kroku
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1).
) y(¥)
|y ™|
vysledky v MATLABu
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
A =
900 20 1
20 500 30
1 30 100
| k | y(1)_k | y(2) _k | y(3)_k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || I
| 1 | 9.210000e+002 | 5.500000e+002 | 1.310000e+002 || 921.0000000 |
| 2 | 8.400310e+005 | 2.973500e+005 | 3.052100e+004 || 912.0857763 |
| 3 | 7.620054e+008 | 1.663913e+008 | 1.281263e+007 || 907.1158338 |
| 4 | 6.891455e+011 | 9.882011e+010 | 7.035006e+009 || 904.3840077 |
| 5 | 6.222144e+014 | 6.340402e+013 | 4.357249e+012 || 902.8781109 |
| 6 | 5.612654e+017 | 4.427701e+016 | 2.960060e+015 || 902.0450147 |
| 7 | 5.060274e+020 | 3.345262e+019 | 2.185582e+018 || 901.5830307 |
| 8 | 4.560959e+023 | 2.691242e+022 | 1.728164e+021 || 901.3264854 |
| 9 | 4.110263e+026 | 2.262997e+025 | 1.436285e+024 || 901.1839104 |
|10 | 3.703777e+029 | 1.957860e+028 | 1.233554e+027 || 901.1046393 |
>> eig(A)
ans =
1.0e+002 *
0.977622158203950
5.012324900167472
9.010052941628578

vysledky v MATLABu
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Y
A =
900 20 1
20 500 30
1 30 100
| k| y(1) _k
| 0 | 1.0000000
| 1 | 921.0000000
| | 1.0000000
| 2 | 912.0857763
| | 1.0000000
| 3 | 907.1158338
| I 1.0000000
| 4 | 904.3840077
| | 1.0000000
| 5 1 902.8781109
| | 1.0000000
| 6 | 902.0450147
| | 1.0000000
| 7 | 901.5830307
| | 1.0000000
| 8 | 901.3264854
| 1.0000000
| 9 | 901.1839104
| | 1.0000000
|10 | 901.1046393
| | 1.0000000

.0000000
.0000000
.5971770
.8555917
.3539750
.0775114
.2183597
.6842642
.1433951
.0038151
.1019006
.1603809
.0788878
.6021361
.0661083
.1837310
.0590061
.6167046
.0550572
.6334548
.0528612

O WO WO WO WOk O ot O v o

y(3)_k

.0000000
.0000000
. 1422367
.1389794
.0363332
.2525693
.0168144
.2322257
.0102083
.3226842
.0070028
. 7572988
.0052739
.8940255
.0043191
.4151593
.0037890
.1490857
.0034944
.0011561
.0033305

|| lambda_k

921.

000000

.085776

.1156834

.384008

.878111

.045015

.583031

. 326485

.183910

.104639

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

vysledky v MATLABu
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=
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
A =
1/1000 -3/10000 -1/2000
1/5000 1/200 -1/10000
-1/1000 1/500 3/1000
| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3) _k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 2.000000e-004 | 5.100000e-003 | 4.000000e-003 || 0.0051000 |
| 2 | -3.330000e-006 | 2.514000e-005 | 2.200000e-005 || 0.0049294 |
| 3 | -2.187200e-008 | 1.228340e-007 | 1.196100e-007 || 0.0048860 |
| 4 | -1.185272e-010 | 5.978346e-010 | 6.263700e-010 || 0.0052368 |
| 5| -6.110626e-013 | 2.902831e-012 | 3.193306e-012 || 0.0050981 |
| 6 | -3.078565e-015 | 1.407261e-014 | 1.599664e-014 || 0.0050094 |
| 7 | -1.529867e-017 | 6.814767e-017 | 7.921371e-017 || 0.0049519 |
| 8 | -7.534983e-020 | 3.297572e-019 | 3.892351e-019 || 0.0049137 |
| 9 | -3.688946e-022 | 1.594793e-021 | 1.902570e-021 || 0.0048880 |
[10 | -1.798617e-024 | 7.709928e-024 | 9.266189e-024 || 0.0048704 |
>> eig(A)
ans =
0.000770409049726
0.003399468175334
0.004830122774940

vysledky v MATLABu
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nr {5.;:‘- Numerické metody KMA/NM
1/, 4% 9:® , . Josef Dantk 13.2.2013
=

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci
A =

1/1000 -3/10000 -1/2000

1/5000 1/200 -1/10000

-1/1000 1/500 3/1000

| k | yWO k | y@_k | y@_k || lambda_k |
| 0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |
| 1 | 0.0002000 | 0.0051000 | 0.0040000 || 0.005100 |
| | 0.0392157 | 1.0000000 | 0.7843137 || |
| 2 | -0.0006529 | 0.0049294 | 0.0043137 || 0.004929 |
| | -0.1324582 | 1.0000000 | 0.8750994 || |
| 3 | -0.0008700 | 0.0048860 | 0.0047578 || 0.004886 |
| | -0.1780614 | 1.0000000 | 0.9737532 || |
| 4 | -0.0009649 | 0.0048670 | 0.0050993 || 0.005237 |
| | -0.1892287 | 0.9544432 | 1.0000000 || |
| 51 -0.0009756 | 0.0046344 | 0.0050981 || 0.005098 |
| | -0.1913573 | 0.9090360 | 1.0000000 || |
| 6 | -0.0009641 | 0.0044069 | 0.0050094 || 0.005009 |
| | -0.1924507 | 0.8797227 | 1.0000000 || |
| 7 | -0.0009564 | 0.0042601 | 0.0049519 || 0.004952 |
| | -0.1931316 | 0.8603014 | 1.0000000 || |
| 8 | =-0.0009512 | 0.0041629 | 0.0049137 || 0.004914 |
| | -0.1935843 | 0.8471929 | 1.0000000 || I
| 9 | -0.0009477 | 0.0040972 | 0.0048880 || 0.004888 |
| | -0.1938928 | 0.8382309 | 1.0000000 || |
|10 | -0.0009454 | 0.0040524 | 0.0048704 || 0.004870 |
| | -0.1941054 | 0.8320495 | 1.0000000 || |

Poznamka:

Nejlepsi aproximaci dostaneme, délime-li slozky, které maji nejvétsi absolutni hodnotu.

Obecné nelze pouzit libovolnou slozku vektoru y(¥) nebot odpovidajici vlastni vektor ji miiZze mit nulovou.

vysledky v MATLABu
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A =
1 1 0
2 0
0 0 3

v =
1 1 0
1 0
0 0 1
c =
1 0 0
2 0
0 0 3

| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3) _k | |lambda_k 1s || 2s || 3s |
| 0 | 2.000000e+00 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 || [ | |

| 1 | 3.000000e+00 | 2.000000e+00 | 3.000000e+00 || 1.5000000 || 2 || 3 |
| 2 | 5.000000e+00 | 4.000000e+00 | 9.000000e+00 || 1.6666667 || 2 || 3 |
| 3 | 9.000000e+00 | 8.000000e+00 | 2.700000e+01 || 1.8000000 || 2 || 3 |
| 4 | 1.700000e+01 | 1.600000e+01 | 8.100000e+01 || 1.8888889 || 2 || 3 |
| 5 | 3.300000e+01 | 3.200000e+01 | 2.430000e+02 || 1.9411765 || 2 || 3 |
| 6 | 6.500000e+01 | 6.400000e+01 | 7.290000e+02 || 1.9696970 || 2 || 3 |
| 7 | 1.290000e+02 | 1.280000e+02 | 2.187000e+03 || 1.9846154 || 2 || 3 |
| 8 | 2.570000e+02 | 2.560000e+02 | 6.561000e+03 || 1.9922481 || 2 || 3 |
| 9 | 5.130000e+02 | 5.120000e+02 | 1.968300e+04 || 1.9961089 || 2 || 3 |
[10 | 1.025000e+03 | 1.024000e+03 | 5.904900e+04 || 1.9980507 || 2 || 3 |

Poznamka:

Pri praktickém pouziti mocninné metody neovérujeme, zda jsou splnény predpoklady odvozeni.

Zadana matice nemusi mit jediné dominantni vlastni Cislo nebo
pocet linedrné nezavislych vlastnich vektorli miize byt mensi nez rad matice.

P¥i nesplnénych predpokladech odvozeni miize byt konvergence pomala.
Dalsi nevyhodou mocninné metody je potom odhad chyby ziskané aproximace.

vysledky v MATLABu
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T
A =
5 1 1
-1 1 0
0 0 1

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

V=

1.0000 -1.0000
-1.0000 1.0000
0 0

c =
2.0000 0
0 2.0000
0 0

0.0000
1.0000
1.0000

0
0
1.0000

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho

.000000e+000
.000000e+000
.600000e+001
.400000e+001
.120000e+002
.720000e+002
.400000e+002
.472000e+003
.328000e+003
.424000e+003
.638400e+004

© 00 N O Ok W N~ O
B N WE ONRF D = O

—
o

[100] 1.

[150| 3.

[200| 4.

|250| 6.

13001 9.

[1000]1.

.5566839e+016

914152e+032

225580e+047

836884e+062

802785e+077

187032e+092

608334e+304

.000000e+000

0.000000e+000

.000000e+000
.100000e+001
.500000e+001
.770000e+002
.490000e+002
.089000e+003
.561000e+003
.889000e+003
.331300e+004
.219069e+016
.876123e+032
.182762e+047
.788675e+062
. 748508e+077
.125921e+092

.605120e+304

.332031e+308

vlastniho cisla matice A

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

N NDNNDDNDDNDNDDNDWOO

.0000000
.2000000
.7500000
.5454545
.4285714
.3529412
.3000000
.2608696
.2307692
.2068966

.0402685

.0200669

.0133630

.0100167

.0080107

.0066741

.0020007
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e
Z uvedeného prikladu je déle vidét, Ze je opravdu vhodné normovat vektor y*) a zabrénit tak pretecent.

i

Poznamka:

P¥i praktickém pouziti mocninné metody pouzijeme napiiklad polateéni volbu vektoru y(® =
1,1,1,...,1)7.

Je-li ovéem vektor y(9) takovou linearni kombinaci vlastnich vektorii, Ze koeficient u vlastniho vektoru
odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu ¢islu bude roven 0, potom mocninnd metoda nevypocte dominantni
vlastni Cislo, ale nejblizsi nizsi, u kterého u odpovidajiciho vlastniho vektoru bude nenulovy koeficient.

Pokud bychom provadéli vypocet dostatecné dlouho, dojde vlivem zaokrouhlovacich chyb k tomu, Ze u
prisludné iterace y(*) bude jiz zmiriovany koeficient u vlastniho vektoru odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu
Cislu jiz nenulovy a metoda nakonec dominantni vlastni Cislo nalezne.

vysledky v MATLABu
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i
A =
4 -3 2
0 2 0
0 -4 6

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

V=
1.0000 1.0000 -0.5000
0 0 -1.0000
0 1.0000 -1.0000

4 0 0

0 6 0

0 0 2
>> y=[11 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =
0.5000 0 -1.0000

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

kx| yWk | y@kx | y@ _k || lambda k |
| 0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |
| 1 | 3.0000000 | 2.0000000 | 2.0000000 || 3.000000 |
| | 1.0000000 | 0.6666667 | 0.6666667 || I
| 2 | 3.3333333 | 1.3333333 | 1.3333333 || 3.333333 |
I | 1.0000000 | 0.4000000 | 0.4000000 || |
| 3 | 3.6000000 | 0.8000000 | 0.8000000 || 3.600000 |
I | 1.0000000 | 0.2222222 | 0.2222222 || I
| 4 | 3.7777778 | 0.4444444 | 0.4444444 || 3.777778 |
I | 1.0000000 | 0.1176471 | 0.1176471 || I
| 5| 3.8823529 | 0.2352941 | 0.2352941 || 3.882353 |
I | 1.0000000 | 0.0606061 | 0.0606061 || I
| 6 | 3.9393939 | 0.1212121 | 0.1212121 || 3.939394 |
| | 1.0000000 | 0.0307692 | 0.0307692 || |
| 7 | 3.9692308 | 0.0615385 | 0.0615385 || 3.969231 |
I | 1.0000000 | 0.0155039 | 0.0155039 || I
| 8 | 3.9844961 | 0.0310078 | 0.0310078 || 3.984496 |
I | 1.0000000 | 0.0077821 | 0.0077821 || |
| 9 | 3.9922179 | 0.0155642 | 0.0155642 || 3.992218 |
| | 1.0000000 | 0.0038986 | 0.0038986 || I
[10 | 3.9961014 | 0.0077973 | 0.0077973 || 3.996101 |
I | 1.0000000 | 0.0019512 | 0.0019512 || I
[11 | 3.9980488 | 0.0039024 | 0.0039024 || 3.998049 |
| | 1.0000000 | 0.0009761 | 0.0009761 || I
[12 | 3.9990239 | 0.0019522 | 0.0019522 || 3.999024 |
I | 1.0000000 | 0.0004882 | 0.0004882 || I
[13 | 3.9995118 | 0.0009763 | 0.0009763 || 3.999512 |
| |  1.0000000 | 0.0002441 | 0.0002441 || |
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6r W
5.5

4.3

3

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
&+

4_+

3.5

0 50

k-ta iterace 100 150

Poznamka:

IteraCni proces ukoncujeme pouzitim zastavovaci podminky ve tvaru
A _AB) g |
Posud'te vysledky ziskané pro nasledujici pfiklad.  Kde je problém ?

vysledky v MATLABu
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=
A =
3 3 0
0 4 2
0 0 1

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

v =
1.0000 1.0000 1.0000
0 0.3333 -0.6667
0 0 1.0000
z =
3 0 0
0 4 0
0 0 1
>> y=[1 1 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
>> y=[1 0 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =
-2 2 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) _k | y(2) _k I y(3) _k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || I
| 1 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 |
| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 3 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
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>> y=[3 2 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) k | y(2) _k I y(3) _k || lambda k |
| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || I
| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

Vechny predpoklady byly spinény, byla pouZita i vhodna pocateéni volba vektoru y{®.
Jediné, co se stalo je skute€nost, ze v posloupnosti pfibliznych feseni generovanych mocninnou metodou
se objevily dva po sobé jdouci stejné Cleny, které zdaleka nebyly limitou této posloupnosti.

vysledky v MATLABu

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) k | y(2) _k | y(3) _k || lambda k |

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | |
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
I

| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 6.0000000 |
| 3 | 1.860000e+002 | 1.060000e+002 | 1.000000e+000 || 5.1666667 |
| 4 | 8.760000e+002 | 4.260000e+002 | 1.000000e+000 || 4.7096774 |
| 5 | 3.906000e+003 | 1.706000e+003 | 1.000000e+000 || 4.4589041 |
| 6 | 1.683600e+004 | 6.826000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3102919 |
| 7 | 7.098600e+004 | 2.730600e+004 | 1.000000e+000 || 4.2163222 |
| 8 | 2.948760e+005 | 1.092260e+005 | 1.000000e+000 || 4.1540022 |
| 9 | 1.212306e+006 | 4.369060e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112400 |
[10 | 4.947636e+006 | 1.747626e+006 | 1.000000e+000 || 4.0811775 |
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3 (9

5.5

4.3

4

k-ta iterace

6

10

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+001
.200000e+001

.000000e+000
.000000e+000
.500000e+001
.500000e+001

.510000e+002
.563000e+003
.735000e+003
.839500e+004
.179510e+005
.849230e+005
.979055e+006

[ I SO Jo SN

.700000e+002
.820000e+002
.730000e+003
.092200e+004
.369000e+004
.747620e+005
.990500e+005

[ = =

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000

OO NN NN

.0000000
.0000000
.0000000

.6800000
.4529915
.3090211
.2160356
.1539356
.1112242
.0811737
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5 L _

4 5+ -

~ | i
3.5+ -

3 L |

2 4 6 8 10
k-ta iterace

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
I

| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 5.0000000 |
| 3 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 |
| 4 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 |
| 5 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211 |
| 6 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 |
| 7 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 |
| 8 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 |
| 9 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 |
[10 | 8.034315e+006 | 2.796202e+006 | 1.000000e+000 || 4.0596724 |
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4.8

4.6

3 (9

4.4}

4.2

4 2 4 6 8 10

k-ta iterace

Poznamka:

Pro urychlovani konvergence metody
e |ze pouzit napr. Aitkenlv proces,

e pokud plati, zZe A; a A; jsou si velmi blizka, rychlost konvergence mocninné metody bude malj;
predpokladame-li napf., ze jsou vsechna vlastni Cisla realna, Ize pouzit Wilkinsonovu metodu:
A ma vlastni Cisla Ay, Ag, ..., Ay

A=A —pl mivlastni&isla A\{ =D, Aa—D, ..., An — P

Uvazujme pro jednoduchost, ze jsou vsechna A; > 0.

Pomalou konvergenci zplsobuje podil )\—2 é 1.
1
A2 — A
Chceme tento podil co nejvice zmensit: A—0 < 2
Al—p A
A+ Ay . . Y
Jak musime volit p? e = 2 ; ... predstavuje posunuty pocatek
I I I I I —
0 A Ap—1 A4 Popt  As A
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vlastni ¢isla A\; = 100, Ay = 99, A3 = 11 =  Popt = 9 —; 11 =5b
11
45
A=A-_55]= 44 ... vlastni &isla A; = 45, Ay = 44, A3 = —44
—44
9 599 2_4. g
A1 100 A1 45
vysledky v MATLABu

n 0.99°n 0.9778"n

1 0.9900 0.9778

2 0.9801 0.9561

3 0.9703 0.9349

4 0.9606 0.9141

5 0.9510 0.8938

6 0.9415 0.8740

7 0.9321 0.8546

8 0.9227 0.8356

9 0.9135 0.8171

10 0.9044 0.7989

11 0.8953 0.7812

12 0.8864 0.7638

13 0.8775 0.7469

14 0.8687 0.7303

15 0.8601 0.7141

16 0.8515 0.6982

17 0.8429 0.6827

18 0.8345 0.6676

19 0.8262 0.6528

20 0.8179 0.6383

21 0.8097 0.6241

22 0.8016 0.6102

23 0.7936 0.5967

24 0.7857 0.5834

25 0.7778 0.5705

26 0.7700 0.5578

27 0.7623 0.5454

28 0.7547 0.5333

29 0.7472 0.5215

30 0.7397 0.5099
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0.8

0.7} 0.0778™

0.6/

0% 5 10 15 20 25 30

Metoda Rayleighova podilu

Chceme uréit vlastni &islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni ¢islo).

Pfi  odvozeni metody Rayleighova podilu budeme navic (oproti mocninné metodé)
predpokladat, Ze matice A je symetrickd (redlnd). Potom musi byt vlastni vektory ortonormalni

(V;IV]':O pro 1#j a vTvizl).

i

Odvozeni:

6. krok z odvozeni mocninné metody nahradime vyjadfenim soucinu y(k)Ty(k)

3% €k
BT ) — Ak T o N M\ r k = A\
y Oy =N avi 4> e [ ] vi | AT joavi 4+ Y aa (] vi| =
1=2 A1 i—2 A1
n 2%
= N¢lat+ ot (5]
i=2 A
1 €
a soutinu  y®Tyern)T
e €kl
BT (k1) — k[ 0T L N AT n A\
yF) y = A {alvl + > = v } A avi 4+ ) — Vi] =
1=2 1 =9 1

2k+1| 2 = 2 Ai s
el e (3)]
1

1=2

T
€ €k+1
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ostavéme:
— 0
—
T T
y (k) Ay (k) . y (k) y (kt1) B )\%k—&-l(a% + eTerr) B
Ty e ywTy® . AR ele) T

y y y y 1 1 k

— 0

Pozndmka: Souéin elfe, konverguje k nule (pro & — 00) zhruba dvakrét rychleji nez €, k nulovému
vektoru
= metoda Rayleighova podilu bude rychlejsi nez mocninnd metoda.

Priklad

Metodou Rayleighova podilu uréete dominantni vlastni Cislo matice A, kde

110
A=]111 a y9=J1;1;1).
011
Regeni:
©7T(1)
(1) _ 9.2.9T L _yry"Y
y) =[2;3;2] A =St g = 3~ 2,8333,
y'y
y® =[5757 AP =4 x2 4117,
_ S (3) _ 604119460 __ 239 .

y® =[12;17;12)]7 X = SIS0 — 28 2, 41417.

Ptiklad 3

Pro stejné zadani symetrické matice A porovnejme rychlost konvergence mocniné metody a metody
Rayleighova podilu.

60 20 10 1 1
_ (20080 10 2) g |10
10 10 30 5 1
1 2 5 10 1

vysledky v MATLABu
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N
A =
60 20 10 1
20 50 10 2
10 10 30 55
1 2 5 10
>> [v,c]l=eig(A, ’nobalance’)
v =
0.029201136324116 0.070393944798935 -0.657594927428575 -0.749507103097250
-0.002755406652908 0.347503151150767 0.720730957555407 -0.599817350945878
-0.241058474917619 -0.907169537175591 0.206770509289230 -0.276007606741715
0.970067272431118 -0.226560551059880 0.073224003781179 -0.047728910858600
c =
8.781938031360916 0 0 0
0 26.642118061325501 0 0
0 0 34.824093743363321 0
0 0 0 79.751850163950266
> y=[111 1]’
>> alpha=(v\y)’
alpha =
0.755454527184707 -0.715832992285768 0.343130543197241 -1.673060971643443
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k I y(4) _k || lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 91.000000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 84.263736%3
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 81.587115%
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 80.515385C
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 80.074417¢
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.889458¢
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.8109287
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.7773243
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.7628684
[10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.7566267
[11 | 1.040944e+021 | 8.330871e+020 | 3.833471e+020 | 6.629211e+019 || 79.7539244
[12 | 8.301813e+022 | 6.643928e+022 | 3.057218e+022 | 5.286774e+021 || 79.7527521
[13 | 6.620882e+024 | 5.298622e+024 | 2.438173e+024 | 4.216253e+023 || 79.7522427
[14 | 5.280287e+026 | 4.225737e+026 | 1.944484e+026 | 3.362525e+025 || 79.7520217
[15 | 4.211131e+028 | 3.370099e+028 | 1.550760e+028 | 2.681670e+027 || 79.7519247
|16 | 3.358456e+030 | 2.687715e+030 | 1.236759e+030 | 2.138680e+029 || 79.7518827
[17 | 2.678431e+032 | 2.143502e+032 | 9.863383e+031 | 1.705636e+031 || 79.7518643
[18 | 2.136099e+034 | 1.709482e+034 | 7.866230e+033 | 1.360276e+033 || 79.7518565
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Metoda Rayleighova podilu pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) k | y(2) _k I y(3)_k I y(4) _k || lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||

| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 61.500000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 78.1796884
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 79.5606714
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 79.725227C
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 79.747844€
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.7512057
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.751740€
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.7518308
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.7518466€
[10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.7518495

100
90+ iterace ziskané mocninnou metodou
gor _—= -
70r
iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu
60 | | | |
0 5 10 15 20

k-ta iterace
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iterace ziskané mocnhinnou metodou

79.85

79.8

79.75¢

iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu

9.7}

4 6 8 10 12 14 16
k-ta iterace

Poznamka:

Pokud jsme vypocitali A1, vi a chceme urcit dalsi vlastni Cisla, resp. vlastni vektory Az, va, Az, vs, ...
(ovSem ne vsechny), miizeme pouzit metody vyuzivajici znalosti A;, v; atd.

e Maticova redukce

Véta: Necht )\ je vlastni &islo matice A a v; jemu odpovidajici vlastni vektor. Necht w je libovolny vektor,
pro ktery wTv; = 1. Pak matice

W1 = A — )\1V1WT
ma stejna vlastni Cisla jako matice A, s vyjimkou vlastniho Cisla A;, které je nahrazeno Cislem 0

(W ... redukovana matice).

Otédzka: Jak volit vektor w ?
1. Hotellingova redukce

w ... levy vlastni vektor vlastniho &isla A;  (je normalizovan: wlv; = 1)
obvykle levy vlastni vektor nezndme a miize byt wZlv; =0
uzijeme tuto metodu pro symetrické matice, protoze potom w = vy

(tj. pravy a levy vlastni vektor odpovidajici stejnému vlastnimu islu je stejny)

2. Wielandtova redukce

(viz literatura)

3. podobnostni redukce

(viz literatura)

e Anihilacni postupy

Je-li w libovolny vektor a A, vi vlastni Cislo a vektor matice A, pak vektor
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nema slozku ve sméru vektoru v,

Cv. vyjadfime vektor w jako linedrni kombinaci vlastnich vektorl v; a ovéfime

n
w=> B
T

u=(A- AlI)(zn: Bivi) = zn:(,@z Av; — i \vi) = fiAivi — Bidivy + zn:(,@i)\iVi — MBivi) =
i—1 =1 ;: =2

=0-vi+ Y Bi(hi—A)vs
1=2
O

e Pouzijeme-li u jako vstup do mocninné metody, ziskdme A2, v (pozor na problém se zaokrouhlovacimi
chybami).

e Abychom odstranili tento problém, odbouravame stale slozku ve sméru v,

u=(A-X\Iu

Charakteristika metod na reseni tplného problému:

1) metody zalozené na vypoctech vlastnich &isel pomoci charakteristického polynomu

Nevyhodné pro velkd n (fad matice A), protoze je obtizné vypocitat pa(A) = det (A — AI) z definice
determinantu.

2) metody vyuZivajici podobnosti matic

Tato kategorie metod vyuziva faktu, ze podobné matice maji stejna vlastni Cisla.

Princip: konstruujeme posloupnost navzajem podobnych matic, kterad konverguje k matici, jejiz vlastni
Cisla se daji jednoduchym zplisobem urcit.

3) smiSené metody

zalozené na pfevodu obecné matice na matici t¥idiagonalni (nap¥. Givensova, Householderova a Lanczo-
sova metoda) a nasledny efektivni vypolet korenl charakteristického polynomu této upravené matice.

Metoda LU-rozkladu (LR-transformace, LR-algoritmus)
(Lower-Upper, Left-Right)

A =LU ... rozklad matice A na dolni trojihelnikovou matici L a horni trojdhelnikovou matici U, kde
na diagonale matice L jsou pro jednoznacnost rokladu jednotky.

Sestrojime matici B, ktera bude podobna matici A.

B=UL (U=L'A = B=UL=L'AL).
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Sestrojime posloupnost matic Ay:
i) Ag=A, k=0

(ii)  provedeme LU rozklad matice A = LUy
(iii)  sestrojime matici Ag;; = ULy
(iv)  je-li matice Agy1 horni trojihelnikovd = konec,
jinak £k = k+ 1 a jdi na (ii)
Poznamka:

Da se ukazat, ze kdyz matice By = LoL;...L; konverguji k regularni matici, potom matice A, také
konverguji, a to k horni trojihelnikové matici s vlastnimi Cisly na diagonale. Plati

Ak+1 = L;lAk Lk
——
Uk

a tedy

Poznamka:

Matice Bj konverguji k matici, jejiz sloupce tvori vlastni vektory matice A.
Pro symetrickou matici A je diikaz zrejmy

Bri1 Agyr = ABpys.
——
— A

Poznamka:

Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, provadime LU-rozklad ve smyslu Choleského rozkladu
(A = LLT). Potom lze ukazat, ze A} konverguje k diagonlni matici.

Nevyhody:

- pomala konvergence posloupnosti Ay
- velky pocet operaci pro matice vétsich radi
- nelze realizovat pro obecné matice A

Metody ortogonalnich transformaci

Pouzijeme podobny princip jako v predchozim ptipadé, tj. sestrojime posloupnost navzajem podobnych
matic Ag, A1, A,, ... tak, ze

Api = QFALQ:, k=0,1,2...

Pozadujeme, aby posloupnost A konvergovala k matici, jejiz vlastni Cisla lehce ur¢ime. Ortogonalni matici
Qg vybirame specialnim postupem. Vyhodou tohoto algoritmu je numericka stabilita.
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Poznamka:

A=QU Q... ortogonalni matice (QQ"T =1, tj. Q" = Q1)
U ... horni trojuhelnikovd matice

B =UQ (U=Q'A = B=Q!'AQ = B=QTAQ).

Motivacni priklad:

Prikladem ortogonalni matice je matice rovinné rotace o thel a:

Qa) = lcosa —sina]og l c —s].

sin o cos & s C

Pro matici
A= 2 1
1 3
stanovte matici B = QT(a)AQ(a) tak, aby b5, = 0.
ReZent:

Rozepiseme si prvky matice B:

b]_]_ b12 . cC S ) 2 1 . c —S .
b21 b22 - —S C 1 3 S c a
. 2cts c+3s| | c —s
| —2s4+¢c —s+3c s ¢

| 2+ cs+es+3s* —2cs— 52+ + 3cs
| —2es+ P —52+3cs 282 —cs—ecs+ 3 |

Pro splnéni podminky b5 = 0 musi platit
— s =5 - s == =& =10,

tj.
cos asin o — sin® a + cos® a = 0.

1 . + cos 2o
—sin 2
2

1 .
cos2a = 5 sin 2«

—2 = tan 2«

o = —0,5535

Po dosazeni dostaneme, Ze
_ | 3,6180 0

B .
0 1,3819

B je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale a stejna vlastni Cisla ma i matice A.

Pro obecnou matici pouzivdme metodu QU-rozkladu (QR-transformace).
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Podobné jako v predchozi metodé, pro dostate¢né velké k je Ay horni trojihelnikova matice a vlastni
vektory jsou (pfiblizné) sloupce matice QoQ; ... Qr 1.

Pozndmka:

Pro symetrickou matici A vede uvedeny postup na tzv. metodu Jacobiovy diagonalizace.

Jacobiova diagonalizace  (specialni pfipad QR-transformace)

Véta: Je-li A redlnd symetrickd matice, potom existuje ortogonalni matice Q tak, ze
QTAQ = A
(A ... spektralni matice = diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagonale).

Princip:  Matici Q ziskdme sou¢inem matic Q, (), kde

1
1
cosa ... ... ... —sina  pety Fadek
1
Qpq(a) =
1 : o
sina ... ... ... cosa < g-ty radek
1
L 1 |
T T
p-ty sloupec g-ty sloupec

a parametr o volime tak, abychom vynulovali prvek v pozici (p,q) a tedy iv pozici (g,p).

(Dev. QE(@)Qup(a)=T. )

B 2 [A; = QL(0)AQy(c)

: , T
by = [ cosa ... sina ] A [ —sina ... cosa ]
p-ty Yadek Q, g-ty sloupec Q,,
bpq = Gpg (COSO® — sina®) + (agq — app) COS SN X

pozadujeme, aby b,, =0 :
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1.
Apg COS 20 + (Ggq — Qpp) 5 sin 20 = 0 /-2

20,0820 = —(a4q — Qpp) SiD 202 / : COS 20 /  (@gq — Gpp)
2a
PP — tan2a = a=...
Gqq — Qpp

Pozndmka:

Pri vypoctech nemusime urCovat thel «, ale sta¢i nam vyjadrit sina a cosa. Lze odvodit vzorce pro

sina = ... cosa = ...

Celkovou matici ziskame takto |Q = H Qp ()| - postupné nulujeme vsechny nediagonalni prvky.
p.g

Pozndmka:

Zbyva zvolit strategii na volbu indexti p a q. Nejjednodussi je postupné nulovat vSechny mimodiagonalni
prvky (podobné jako v Gaussové eliminaéni metodé pro feSeni soustavy linedrnich rovnic). Uvédomme si ale, ze
se ziskané nuly z predchoziho kroku obecné nezachovaji. Dalsi moznosti je nulovat vzdy mimodiagonalni prvek,
ktery je nejvétsi v absolutni hodnoté (zde je tfeba v kazdé iteraci vyhledat tento prvek, coZ zpomali vypocet).
Iteracni proces zastavime, je-li norma trojihelnikové matice pod diagonalou mensi nez zadana tolerance.

1. varianta - postupné nulovani

2. varianta - nulovani nejvétsiho prvku (v abs. hodnoté)

Vlastni vektory:

A1 — QTAQI
A2 — QgAle

Ap = QP AL 1Qu

~ A=QTQT,...QT A Q.Q; ... Q.
N—
PT Py
PkAk :APk
~~ ~~

(%) (¥+)

(x) Ax — A (kK — 00) (xx) Pr — X ... jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A
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Givensova transformace
e Slouzi pro pfevod matice A na tfidiagonalni tvar (pfedpokladame, Zze A je symetricka)

e Opét pouzivdme podobnostni transformace
AT
Api1 = Qp Ar Qi

matice Q jsou opét maticemi rovinné rotace, ovsem jsou voleny tak, abychom zachovali jiz anulované
prvky

0 an
d d
a  an
Q= £ e d = /a3 + a3
1

L 1

A, = QTAQ; bude mit 0 v pozici (3,1) a (1,3)

1
ax  an
d d
1
a a
Q: = 21 ;1 d=\ a3, + a3

A; = QY A,Q; bude mit 0 v pozici (4,1) a (1,4)

atd.

Priklad: Prevedte matici A na tfidiagonalni tvar.

1
A=|4
3

S N
ol O W

a21:4, a31:3, d:\/42+32:5
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1
Q=10
0
QIQ: =17
(1 0 011
4 3
o - -21llo
5 5
3 4
0 — = 0
L 5 5 4L
(1 0 0]
4 3
TAQ = |0 T &
0 3 4
L 5 5
1 4 3111
26 39
= | 5 — — 0
5 5
18 2
0 — — 0
L 5 5 1L

ol W Ot o

o] o

ol W

o

Ot W ot

o

|
ol o1l W

ot B o1 W o

Ol i O] W (e

ol W Ot o

25

25

Efektivni vypocet hodnoty charakteristického polynomu pro tfidiagonalni matici

a €
by a
b3

f-1(A) =0
fo(A) =1

Co
as

fe(A) = (ax — A) fre1(A) — brce1 fa2(A)

fn(A) = pa(X)

C3

Crh—1
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_al — A Cq
bg ay) — A Co
b3 asz — A C3

bn—l an_1 — A Cn—1
b, ay, — A

rozvoj podle posledniho radku:

detM = (a, — A) det(M,, 1) — b, c, 1 det(M, »)
(M,_1; ... prvnich n —1F¥adkd a sloupci z M)

M1 = a; — A= det(Ml)
Mo =1
M_1 = 0

Podstata vypoctu vlastnich Cisel tfidiagonalni matice pomoci jednoduchého vyjadfovani hodnoty charak-
teristického polynomu metodou bisekce:

Priklad:
2 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 2
Zvolime interval (0,5) ... v ném olekdvame vechna vlastni Cisla
Vypoctem snadno uréime
72(0) = pa(0) = 4
f1(0)=0
f1(0) = (a1 —0) fo(0) — bico f1(0) =2
—~ —— —
f2(0) = (a2 =0) /1(0) = b a1 fo(0)=3
f3(0) = (3’3_2,—0) f2(0) — \ngl fg_,l f1(0) =4

f3(6) =pa(5) = -21

f-(8)=0

fo(5) =1

f1(5) = (\‘1/1_,_5) f&@ — bico f-1(5) = -3
=2 =1 =0
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AB) (229 f8) = B & fl5)=s
=2 = _3 =—1=-1 =1

FO=(a B &) - & & LE)="2
=2 =8 =_—l==1=_5g

Vypotteme stted intervalu, s = %% = 2,5 a uréime f3(2,5) ...
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apitola 7. Aproximace funkci - |

Motivace

P¥i numerickém fesSeni tloh matematické analyzy Casto nahrazujeme danou funkci f, vystupujici v feSené
matematické tloze, jinou funkci ¢, ktera v néjakém vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pfitom
matematicky zpracovava ¢i modeluje na pocitaci. Tuto funkci ¢ nazyvame aproximaci funkce f.

Poznamka:  Aproximaci funkce jsme jiz pouzivali u feseni nelinedrni rovnice. Napfiklad u Newtonovy
metody jsme danou funkci f z YeSené rovnice f(z) = 0 aproximovali linedrni funkci (te¢nou ke grafu funkce
f); podobné tak tomu bylo u metody secen.

Poznadmka:  Jiz pouhy vypolet funkénich hodnot nékterych zakladnich funkci (sinz, €*, Inz, ...) v
pocitaci ¢i na kalkulacce se provadi uzitim aproximace téchto funkci. Tyto aproximace jsou ovsem zabudovany
do vypocetniho systému a uzivatel si Casto ani neuvédomuje, Ze piSe-li v programu napr. y=sin(x), nahrazuje
vypocet hodnoty funkce sin z vypoctem hodnoty jistého polynomu.

Priklady uziti:
e numerické metody pro vypocet urcitého integralu
e zpracovani vysledkl méreni

Formulace (zékladni aproximacni tloha)

Je dana funkce f = f(z), z € (a,b). Zvolime (n+1) linedrné nezavislych funkci g, 1, . .. @, a hleddme
funkci ¢ definovanou na (a, b), kterou lze vyjadrit ve tvaru linearni kombinace
0(z) = copo(z) + c1p1(Z) + ... + Caipn(2)
a kterd je v néjakém smyslu blizka funkci f.

e Tento typ aproximace se nazyva linearni aproximace
e Pokud za funkce @;(z) volime polynomy, mluvime o polynomialni aproximaci

e Prikladem nelinearni aproximace je funkce ¢(z):

ag + a1+ ... + a,,z™
1+bz+...+bz"

p(z) =

V tomto pripadé mluvime o racionalni aproximaci

Ptistupy k aproximaci

Aproximace na okoli bodu - Pouzijeme, chceme-li aproximovat chovani funkce v malém okoli bodu.
P¥ikladem muZze byt napt. vycisleni hodnoty sin 7 na kalkulaCce.

Interpolace - Pouzijeme, chceme-li tabulkou danymi body prolozit polynom, tj. pozadujeme-li, aby aproxi-
mace presné prochazela zadanymi body.

Lo-aproximace - Pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body (ziskanych naptiklad
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méFe'nl'm), kde nutné nevyzadujeme, aby aproximace danymi body prochazela. Divodem miizou byt
napf. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.

Aproximace na okoli bodu

— mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem

Predpokladame, ze dana funkce f ma v daném bodé z, a jeho okoli spojité derivace az do radu n.
Podminky pro funkci, ktera co nejlépe napodobuje chovani funkce f matematicky zapiSeme takto:

(p(])($0) = f(])($0)7 ] :Oa]-a)n

(Hodnoty derivaci funkci f, ¢ v bodé z jsou stejné az do Fadu n.)

Tuto podminku samoziejmé splnuje Taylorliv polynom

/ 7 (n)
To(z) = f(z0) + ! (1?0)(:1: — o) + ! éf'l?o) (T — o)+ -+ D)) n(!mo)(a: — )"
Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati
o(a) = £(z) ~ To(z) = £ OV ¢ cvy(ay)

(n4+ 1)1 7

umime-li odhadnout (7 + 1)-ni derivaci funkce f na daném okoli bodu 4, mizeme provést nasledujici odhad
chyby aproximace:

Plati-li |f"*V(z)] < M Vz € U(z,), potom |e(z)]| <

P¥iklad Stanovte odhad chyby aproximace Taylorovym polynomem 10. stupné funkce f(z) = €* v bodé
Zo = 0 na intervalu (—1,1).

$2 fElO
T, =3 == TF aoo —
(z) 4= 4 5 A asa 10!

£

€ €
e(z) =e* —TO(z)= —z* = |le(z)| < & 7.10°®
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== zadana funkce

25 Tayloruv polynom 0.stupne

Tayloruv polynom 1.stupne

Tayloruv polynom 2.stupne

Tayloruv polynom 3.stupne
2 =
15+
1 =
05+
0 =

1 | | | 1 1 | | | 1 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1

PFiklad Urcete stupen Taylorova polynomu funkce f(z) =sinz v bodé z, =0 tak, aby jeho chyba
na intervalu (—m, 7) byla nejvyse 1075, resp. (10712).

Pro chybu plati

(z — zo)™"

e(a) = £(z) ~ Tule) = L1 E)

Zajimé néas chyba na intervalu délky 2 =  odhad pro  f**U(z) je ‘f(”“)(:z:)‘ <1 Vz e
—_—
(%)

() bud +sinz nebo +cosz - tento odhad je vzdy nejmensi

wn—i—l
(n+ 1)!

n+1

<10°° Ve (—m,m)

h <1075 (resp. 10712)
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" (n+1)!

0 3.141592653589793
1 4.934802200544679
2 5.167712780049969
3 4.058712126416768
4 2.550164039877345
5 1.335262768854589
6 0.599264529320792
7 0.235330630358893
8 0.082145886611128
9 0.025806891390014
10 0.007370430945714
11 0.001929574309404
12 0.000466302805768
13 0.000104638104925
14 0.000021915353448
15 0.000004303069587 < 10°°
16 0.000000795205400
17 0.000000138789525
18 0.000000022948429
19 0.000000003604731
20 0.000000000539266
21 0.000000000077007
22 0.000000000010518
23 0.000000000001377
24 0.000000000000173 < 10712

Jak vypadé Taylortv polynom T, (z)?

f(z) =sinz f(o) =0
f'(z) =cosz f(0) =1
f'(z) = —sinz f'(0) =0
f"(z) = —cosz f"(0) -1
f®(z) =sinz

T.(2) = (o) + £/ (@0)( — 20) + o f(@)(@ — 20 '+ ...

9(0) =0

+ 2 @o)(z — 2o )"

—0 —1 —0 —0 —0 —0
T (z) . $3 + $5 $7 + $9 $11 + $13 3,'15
A 3t sl 7 ot 111 13t 18!

Ma-li kalkulaéka vypocitat napt. sin0,4 a ma povolenou chybu 10 °, uré&i

sin 0,4 = T15(O,4) .

Pro dodrzeni chyby 10712 sta&i uréit

sin 0,4 = T24(0,4)

, tj. pricist dalsi 4 €leny.

Pozndmka:

Stejny postup lze uZit i pro vypolet v bodech mimo interval (—m, ). Stali vyuzit periodi¢nosti funkce

sin z.
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Aproximace interpolacnim polynomem

Aproximujeme funkci, kterd je dana svymi hodnotami v n + 1 bodech z;, © = 0,1,...,n (body z;
nazyvame uzly interpolace), a pozadujeme, aby aproximace (interpolaénim polynomem) prochézela zadanymi
body.

Aproximace ndam potom poslouzi k ziskani priblizné hodnoty zadané funkce v libovolném bodé intervalu
(T, Tn)-

Interpolacni podminky

P.(z;) = f(z;), ©t=0,1,...,n

Chyba e(z) = f(z) — P.(z) pak nabyvé nulovych hodnot v uzlech interpolace.
Véta Interpolacni Gloha ma jediné feseni, pokud jsou uzly z¢, 1,...,Z, navzajem rlzné.

Dikaz: Interpolaéni polynom uvazujeme ve tvaru

P,(z) =) ayz*
k=0

Dosazenim do interpolaénich podminek ziskdme soustavu (n + 1) linedrnich rovnic pro koeficienty
Qp,A1,...,0n.
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> akzt = f(z;)) 1=0,1,...,n
k=0

Matice soustavy (Vandermondova matice):

1 2o z3 ... z§
1 z, z? z?
1 . .. 1
V = .
1 z, 22 ... z0

Soustava ma pravé jedno reseni, pokud |detV # 0.

Matici soustavy prevedeme na trojlhelnikovy tvar
e prictenim nasobku radku k jinému fadku se determinant nezméni

e vynasobime-li radek Cislem o, pak je determinant a nasobkem piivodniho

Od 2. az (n + 1)-niho fadku odecteme 1. Fadek.

i 2 3 n
1 Zo z; zg zg
2 2 3 3 n n
0 21—z z{—25 2y—2T5 ... T} —2f
2 2 3 3 n n
V~l|0 Zo—2y 25—25 Z5—2Z5 ... Ty — I
2 2 3 3 n n
0 2z, -2y Z,—Tp T;—Z; z, — Tq |

Vynormujeme — (7 + 1)-ni fadek vydélime (z; — o), 7 =1,2,...,n.

r 2 3 n ]
1 z zg zg e zg
9 2 —z2 23— 2} z7 —
Ty — Ty T1— Tg 1 — Xo
z2 —z2 23— 2} zy — x
vV~ |0 1 R
T2 —To T2 — Zo T2 — To
9 z2 —z2 22— 23 zr — z
L Tp—To Tn—To  Tp— To-
od 3. az (n + 1)-niho Fadku odelteme 2. ¥adek
[ 2 3 n]
1 z zg z R 4
0 1 z+zo 22+ 2120 + 25
0 0 To — Tq (*)
V ~
0 0 T3 — T (**)
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mg—mg (L“Z’—:Bg_ 2 2 2 2 _ .2 .2 _
— = (z5+z2z0+25)— (7 +Z1Z0+2;) = T5—2i+To(T2—21) = (T2—21)(T2+21+20)

(x) =

To —Tg T1— Zo

asg—:zg 33?_338_ 2 2 2 2y _ .2 .2 _
— = (z3+z3z0+z5)—(Ti+T1T0+T;) = T5—27+Zo(z3—21) = (Z3—21)(Z3+Z1+2Z0)

(k%) =

I3 —Tg T1— Ig

Vynormujeme — (7 + 1)-ni fadek vydélime (z, —z1), 7 =2,3,...,n.

1 zy 22 z3 coo 485
0 1 z;+z 22+ 2120 + 23
V o 0 0 1 $2+$1—|—$0
0 0 1 $3+$1—|—$0
_O 0 1 T, + T1 1+ Zo i

Ziskame trojuhelnikovou matici s jednickami na diagonale, tj. vyslednd matice ma determinant roven 1.

P¥i Gpravach jsme délili (z; — z;), j > 1@

= |detV =]](z; — )

i>1

detV#0 & 1171‘7&:12]‘ Vi #£ 3

Lagrangeiv interpolacni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné L, (z).

Vime, ze musi byt splnény interpolacni podminky

Lagrangeiv interpolacni polynom hledame ve tvaru
Lo(z) =) f(z:) - Li(z) |,
i=0

kde I;(z) jsou polynomy m-tého stupné takové, ze plati

1, i=j

li(xj)zfsz‘j:{ 0 if]

(snadno se presvédCite, ze dosadite-li do pfedpisu pro L,(z) uzly interpolace, ziskate zadané interpolaéni
podminky).

Konkretizujme nyni diléi polynomy 1;(z).
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l;,(z) ma kofeny z¢,Z;,Z; 1,Zii1,-..,Z, a nabyva hodnoty 1 v bodé ;.

S
Vime, ze

Mdzeme jej tedy zapsat ve tvaru

(z) = (z—z)(z—121)... (T —Zi))(T —Tsy1) ... (T — Tp)

‘ (z; —zo)(zi — 21) ... (T — Tim1)(Ts — Tig1) ... (T5 — T,)
Na obrazku je ukédzan priklad dil¢iho polynomu I3(z):

y I3()

Newtoniiv interpolacni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné N,(z).

Pro jeho odvozeni pouzijeme jinou kontrukci. Polynom volime ve tvaru

N.(z) =ao+a1(z —zo) +ax(z —z0)(z —z1)+ -+ an(z —zo)(T —21) ... (T — ZTn_1)

Opét pozadujeme splnéni interpola¢nich podminek

Nn(iEl) :f(fllq_'), i:O,l,...,n.

Pozndmka: Vyhodou volby tohoto zdanlivé slozitého predpisu je fakt, Ze pfidame-li dalsi bod interpolace
[Zni1, f(Zny1)], nemusime cely vypolet opakovat, ale stali dopoditat pfislusny koeficient a,;, (ostatni
koeficienty a; zGstavaji beze zmény). P¥i pouZiti Lagrangeova polynomu bychom museli cely vypocet provést
znovu.

Ukazme si, co dostaneme dosazovanim interpolacnich podminek do predpisu polynomu:

Nn(z0) = [a0 = f(zo)
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f(z1) — f(@0)

Z1 — Zo

Nn(z2) = ao + a1(z2 — To) + a2(z2 — To)(22 — 71) = f(2)

Nu(z1) = a0+ a1(zy — 20) = f(z1) = |a1=

To2—T1+T1—T0
f(22) = f(zo) —a1 (Z2 —%0) _

- es (22 — zo)(22 — 21)

T1 — Tg Ty — o
(532 - $o)($2 - $1)

(22 — o)(z2 — 21)

f(z2) — f(z1) _ f(z1) — f(o)

Lo — Ty Z1 — o

) F(z2) — flzo) — M(mg ) - M(ml .

(22 — 1)

= Ay —

Ty — Zo

Poznamka:

Pocitat koeficienty a; prfimo ze soustavy neni praktické, budeme je pocitat pomoci tzv. pomérnych
diferenci.

Algoritmus (koeficienty Newtonova polynomu)

Prot1=0,1,...,n
Ay = f(z:)
Prok=1,2,...,1

V}'/stup: a; — Aii

Schéma algoritmu

To | f(To) = Ao = ao

Z f(CEl) = Ay A =a4

Ts | f(z2) = Ag Ay Ay =ay

In f(mn) — AnO Anl An2 cee Ann = Qn

Pozndmka: Vezmu-li z matice A pouze prvnich M radkid znamena to, Ze jsem sestavil Newtondv polynom
pro pouze prvnich M zadanych tabulkovych bodi.
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No(x) = ao+ ai(z — zo) + az(x — xoNx — x1)

Y

To X1 T2 I3 T4

No(z) = a9 prochézi bodem [z, f(zo)]

Ni(z) = ag + a:1(z — zp)
prochazi bodem [z, f(zo)] a smérnici ma takovou, aby prochazel také bodem [z, f(z;)]

Ny(z) = ag + a1(z — zo) + az(z — zo)(z — 1)
prochazi bodem [z, f(zo)], dale jelikoz plati Na(z;) = Nyi(zy), prochazi i bodem [z, f(z1)] a

navic
prochazi bodem [z,, f(z2)].
Nl(IE)
Ny(z) = ;a’o/—i— a1(z — zo) + az(z — zo)(z — 21)

(%)  prochazi [zg, f(zo)]

(xx)  pridame tento Clen tak, aby se zachoval priichod [z, f(zo)] (hodnota pro z = zg je 0), a; se
uréi

tak, aby prochazel [zy, f(z1)]

(x x x)  priddme tento ¢len tak, aby se zachoval prichod [zq, f(Z0)] a [z1, f(z1)] (hodnota Elenu

pro

T =T a T =z, je nulovd), ay se urdi tak, aby prochézel bodem [z2, f(z2)]

Co znamenaji jednotliva ¢isla v tabulce?
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To | f(Zo)

T, | f(z1) =

Ty | f(z2) =
A

= AOO
AlO All
A20 A21
— AnO Anl

Véta
int (zg, 1, . . .
pro chybu interpolaéniho polynomu P,(z) plati:

X0

X1

Ma-li funkce f, k niz pfislusi data f(z;), 2 =0,1,..

X9

e(z) =

f(z) — Pu(z) =

£ ()
(n+ 1)!

(z

—zo)(z —z1) ... (T — z,)

polynom (n + 1) stupné

(Dikaz pomoci véty o stredni hodnoté, viz dale. )

Odhad chyby interpolace

Umime-li stanovit ¢éislo M takové, ze Vz € (a,b) je ‘f("“)(:z:)‘ < M, pak

kde jsme oznalili w(z) =

le(@)] < ——5;

(n+1)

w(z)| < ——;

(n+ 1)l oclad

ax |w(z)| |

(z —zo)(z—1z1) .- ..

(z —z,).

\J

., M, spojité derivace v néjakém intervalu (a,d) D
,Tr) do Fadu m a derivaci  f(**)(z) v (a,b), potom Vz € (a,b) 3¢ = £(z) € (a,b) tak, Ze



Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

)
[ il

-'.'n\
= Priibéh chyby nezavisi jen na f("*1)(z), ale i na w(z)!

Dikaz: Zvolme bod z # z;,, 1 =0,1,...,n libovolné. Definujme funkci
f(z) — Pu(z)
F(i)=f(t) — P,(t) — ————wp1(%) | ®@®
(6= 1) = Pa(t) = T Pt

Tato funkce proménné £ ma n + 2 nulovych bodi:

ez, 1=0,1,...,n:

f(z) — Pu(z)

Writ(z;) =0
Wrt1() 41/(—2

f(z) — Pu(z)

() (@ =0

F(z) = f(z) — Pa(z) -

Pouzijeme-li (n+ 1)krat Rollovu vétu zjistime, Ze prvni derivace F'(t) ma v (a, b) alespont n+ 1 nulovych
bodi.

Rollova véta: Necht f(z) je

v {(a, b) spojitd a ma v (a, b) derivaci. Necht f(a) = f(b). Pak existuje
alespori 1 bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) =

0.

o TN T2 x L,

Pokracujeme dal a aplikujeme nyni Rollovu vétu na funkci F'(t) a zjistime, ze F"(t) ma v (a, b) alespon
n nulovych bodi, atd.

F+1)(t) ma v (a,b) alespon jeden nulovy bod a ten oznacdime & = £(z).
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T

e
Vztah @@ zderivujeme (n + 1) krat podle ¢:

w'ﬂ
wn+1($) ‘_tl’—’
(o) =0 (ee) =(n+1)! (eos)

F("ﬂ)(t) _ f(”+1)(t) _ Prgn—l—l)(t) _ f(z) — Pu(z) ("H)(t)

(o) Vime, Ze existuje £ tak, e F(™1(¢) =0
(ee) P, ... polynom n-tého stupné
(eee) w,1(t) je polynom (n + 1) stupné a u t"! je koeficient 1

FI(E)

(z) - Pu(z)
(n+ 1)!

0= fi(e) - @ DL = | f(@) - Paa) = w1 (2)

O

e Pokud interpolujeme funkci zadanou v ekvidistantnich uzlech, mohou mit nepresnosti ve vstupnich da-
tech silny vliv na hodnotu vysledku — dGloha je Spatné podminéna

Pozndmka: gpatné podminénost plati tim vice i pro extrapolaci.

w(z)

~_ N\
\/\/\j

e Dobrou strategii je volit z; tak, aby byly rozlozeny stejné jako koreny éebyéevovych polynoml —
minimalizuje se tak hodnota max |w(z)].

Definice (Ceby3$evova aproximace)

K dané spojité funkci f(z), € (a,b), chceme najit mezi vSemi polynomy P,(z) stupné nejvyse n takovy
polynom P}(z), ktery spliuje:



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

. én<a;< by f(z) — Pi(z)| = Prf%g)x én?; b |f(z) — Pa(z)]

Poznamka:

Pri volbé ekvidistantnich uzld byla Gloha Spatné podminéna.

P¥i vhodné volbé uzld (kofeny tzv. éebyéevovych polynomi - viz dale Q) mé interpolaéni proces pro
n — 00 tu vlastnost, Ze interpolaéni polynomy konverguji na {(a,b) stejnomérné k aproximované funkci
napt. v pfipadé, kdyz existuje spojitd prvni derivace f’ na (a,b).

Stejnomérna konvergence funkce f,, definované na (a, b)
e varianta 1:  posloupnost {f,} je na (a,b) stejnomérné konvergentni

& Ve >0 dng € N: stejné Vz € (a,b) tak, ze

Vn > mngaVz € (a,b) : |fo(z) — f(z)| <€
e varianta 2:  posloupnost {f,} je na (a,b) stejnomérné konvergentni

& lim sup |fu(z)— f(z)| =0

n—00 z€(ap

Cebysevovy polynomy

To(l') =1
Ti(z) ==z

Tni1=2z2T,(z) — Tn 1(2) [

UZijeme-li substituci = = cosa, o = arccosx a goniometrické vzorce, dostaneme
T,.(z) = cos(narccosz) z € (—1,1) )

Diikaz:
To(z) = cos(Oarccosz) =1 V
Ti(z) =cos(larccosz) =z V
T, = cos(narccosz) ... dosadime do vztahu &
cos ((n + 1) arccos z) = 2z cos (n arccos z) — cos ((n — 1) arccos z)
@ B
Plati:
cosa+cosﬁ:2cosa;ﬁcosa;ﬁ v

Korfeny polynomi jsou
cos (narccosz) =0

T
7,arccos T — 5 +km, k€EZ
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2k+1 w
arccos Ty — - —
n 2
2k+1 7«
a:k:cos< i -—), k=0,1,...,n—1 Q
n 2

Poznédmka: Pro obecny interval {(a,b) pouzijeme transformaci

b—a a+b

Tg

=g 2

w(x) = (x —zo)(x —x1)...(x — xN)
< pro ekvidistantni uzly z;

pro neekvidistantni uzly z;

(kofeny Cebysevovych polynomti)

Priklad

Uvazujme funkci f(z) = In(z + 1) zadanou na intervalu (0, 5).

Pro zvoleny polet n uzlovych bodii proved'te interpolaci zadané funkce pro uzlové body, které jsou
a) ekvidistantni,
b) koteny Ceby3evovych polynomii.

Porovnejte chybu ziskanych interpolacnich polynomd.

1) n=2
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2 T T T 04 T T T T
——chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Ceby$evova polynomu)

0.3

161

1.2r

0.8

0.6 —— interpolace a)
® ekvidistantni uzly
0.4 — interpolace b) 1
o kofeny Cebysevova polynomu
0.2 . 7
—— zadana funkce
0 1 2 3 4 5
2) n=3
1.8 0.1 ‘ T ‘ T
——chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
1.67 —— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
1.4r 0.05
1.2r
1r 0
0.81
0.6 -0.05
0.4r —— interpolace a) i
0.2 ° ng|d|stantn| uzly | 01
— interpolace b)
® koreny Cebysevova polynomu |1
——zadana funkce
_02 L 1 1 1 _0- 1 5 L 1 L 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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1.8
1.6+
141
1.2+
1 -
0.8+
0.6+
04 — interpolace a)
® ckvidistantni uzly
0.2 — interpolace b)
@ kofeny Cebysevova polynomu
—— zadana funkce
_02 1 1 1
2 3 4
4) n=>5
1.8
161
141
1.2+
1 L
0.8r
0.6+
— interpolace a)
0.4 ® ekvidistantni uzly
0.2 ——interpolace b)
' e koreny Cebysevova polynomu
zadana funkce

2 3 4

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04
0

0.015

0.01}

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02
0

—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)

——chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
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1.2F

0.6

0.4

0.2

— interpolace a)
® ekvidistantni uzly
— interpolace b)
@ kofeny Cebysevova polynomu
—— zadana funkce

1 2 3 4 5

1.8

1.4r

1.2r

0.8

0.6

0.4

0.2

v uzlech uréenych jakozto koreny éebyéevovych polynomd.

—interpolace a)
® ekvidistantni uzly
—— interpolace b)
® kofeny Cebysevova polynomu
—— zadana funkce

1 2 3 4 5

13.2.2013
| X 10" | |
—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
0.5+ R
0 \//\_/QA
-0.5 8
-1 i
1.5+ B
_2 1 L 1 L
0 1 2 3 4 5

44

—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly) 1
—— chyba interpolace (kofeny Ceby$evova polynomu)

1 2 3 4 5

Nasledujici obrazek ukazuje pomér maximové normy chyby interpolaéniho polynomu vypocteného pro
hodnoty v ekvidistantnich uzlech ku maximové normé chyby interpolacniho polynomu vypocteného pro hodnoty
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10 2 4 6 8 10 12 14

pocet uzll interpolace

Poznamka:

Interpolacni polynomy vyssich fadi neni vhodné uzivat pro aproximaci hodnot funkce mimo interval obsa-
hujici uzly interpolace (tzv. extrapolaci), protoze absolutni hodnota polynomu nabyvé velkych hodnot.

Y P,(z

Pozndmka:

Neni obecné vhodné interpolovat polynomem funkci, ktera je dana velkym poctem svych hodnot. Stupen
interpolacniho polynomu by potom byl velky.
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Y

Pozndmka:

Pouzijeme-li vhodné zvolené neekvidistantni uzly, mizeme amplitudy chyby minimalizovat.
(Vhodnou volbou jsou uzly zvolené jako koreny tzv. CebySevovych polynomd.)

0l

Poznamka:

Interpolace polynomem neni obecné vhodna napt. pro funkce, které maji asymptotu.
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Y f(x)

Pokud chceme aproximovat funkci, kterd mé asymptotu, je vhodné misto linearni aproximace (polynomialni)
pouzit nelinearni aproximaci

_ Pu(z) potpz+t---+puz
Qn(z)  1+qz+---+gnz"

RM,N(m)

Poznamka:

Pokud mame dalsi informace napt. o derivaci dané funkce v uzlovych bodech, miizeme pouzit tzv. Her-
mitovu interpolaci.

Poznamka:

Vsimnéme si, ze v konstrukci interpola¢niho polynomu nezalezi na poradi zadanych tabulkovych bodd.

V fadé pripadl potfebujeme kromé a; vypocitat hodnotu polynomu v daném bodé a;, tj.
N,(a) =a¢o+ a1(a —zp) + az(a —zo)(a — 1) + -+ apn(a — zo) (. — z1) ... (@ — Zp_1).

P¥i vhodném uzavorkovani miizeme vypocet zefektivnit (zmensime pocet operaci s¢itani a nasobeni):

N.(a) =ao+ (o — zo)|a; + (o — ml)[ag + (ax—z3)[ag + ... [an]]H.

Tento postup mizeme samoziejmé pouzit jen tehdy, kdyz uz zname koeficienty a;.

Chceme-li vypocitat pouze hodnotu polynomu N,(a) v bodé a za co nejmensiho poltu operaci a ne-
potfebujeme-li koeficienty a;, pouzijeme tzv. Nevilledv algoritmus.

Princip je podobny jako v algoritmu pro urceni koeficienti Newtonova polynomu.

Nevilledv algoritmus
1. Pi,():f(flli), 7;:0,1,...,77,

Pi k—1 — P’L'fl k—1
2. PBy=PFyp 1+ (a—z;)— —
T; — Tk
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Princip Nevilleova algoritmu je ukdzan v nasledujicim prikladu.

Pfiklad  Vypocltéte f(3.5), kde funkce f(z) je dana tabulkou:
z;||112] 4| 5
f(z:)|[1]8]64]125

Reseni:

Uzly z; je vyhodné usporadat podle rostouci vzdalenosti od bodu a, v némz chceme stanovit pribliznou

hodnotu funce f(z). Podle rozdilu hodnot P;; a P,_1,_1 (1 = 1,...,n) Ize rozhodnout o predéasném ukonceni
Nevilleova algoritmu, pop¥. o vhodnosti interpolace pomoci N, (z).
o — |z ()| | |
-05 (4| 64
8 — 64
15 |2| 8 |8+1,5
+ 2—4
=50
125 — 8 66,5 — b0
-1,5 | 5| 125 ||125-1,5 66,5-156 ——
5—2 5—4
= 66,5 = 41,75
1—125 78,5 — 66,5 48,5 — 78,5
2 1 1 142 7 256 ———— 1~ |4 25 —— '~
5 +25 — 8.5+25 —— 8.5+2,5 ———
— 785 — 485 = 42,875

Z nasledujicich obrazkd je patrny vyznam hodnot, které dostavame na diagonale.

Poznamka:

Vyjdéme z predpokladu, Ze mame priblizné interpolovat hodnotu tabulkou dané funkce v libovolném bodé.
Pokud nutné netrvdme na tom, Ze v tomto bodé chceme presné urcit hodnotu interpolacniho polynomu
prochazejicimi vsemi tabulkovymi body, pristupujeme k Nevilleovu algoritmu iteracné, tj. pokud bude rozdil
po sobé jdoucich diagonalnich prvki dostate¢né maly, ukoncime vypocet.

V tomto pripadé je ovSem rozumné seradit uzlové body podle rostouci vzdalenosti od zadaného bodu, ve
kterém interpolujeme hodnotu funkce.

V nasledujich pfikladech jsou demonstrovany vysledky pro stejné zadani, ovSem pfi pouziti rliznych serazeni
uzlovych bodi:
1) od nejblizsiho po nejvzdalenéjsi,
2) od nejvzdalenéjsiho po nejblizsi.

Priklad 1  Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé o = 3,6.
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Z;

1/ 2] 3

4

5/ 6| 7

f(fl?z)

-5114]19

16

121435

Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyz uvazujeme uzly sefazené podle vzdalenosti od o vzestupné:
vysledky ziskané v MATLABu

x (k) | £(k) |  Aproximace f(alfa)

4.0000 | 16.0000

3.0000 | 19.0000 | 17.2000

5.0000 | 12.0000 | 16.9000 | 17.3200

2.0000 | 14.0000 | 12.9333 | 19.2800 | 17.7120
6.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 11.4400 | 17.7120
1.0000 | -5.0000 | 4.8800 | 28.5920 | 17.4432
7.0000 | 35.0000 | 12.3333 | -13.0080 | 15.2800

| 17.7120
| 17.7926 | 17.7228
| 18.9574 | 17.9674 | 17.6901

Priklad 2  Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé a = 3,6.

z;

1/ 2] 3

4

5/ 6| 7

f(fl?z)

-5114 19

16

12|14 |35

Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyz uvazujeme uzly serazené podle vzdalenosti od o sestupné:

vysledky ziskané v MATLABu

x (k) | fk) |  Aproximace f(alfa)

7.0000 | 35.0000

1.0000 | -5.0000 | 12.3333

6.0000 | 14.0000 | 4.8800 | -13.0080

2.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 28.5920 | 15.2800

5.0000 | 12.0000 | 12.9333 | 11.4400 | 17.4432 | 18.9574

3.0000 | 19.0000 | 16.9000 | 19.2800 | 17.7120 | 17.7926 | 17.9674

4.0000 | 16.0000 | 17.2000 | 17.3200 | 17.7120 | 17.7120 | 17.7228 | 17.6901
Poznamka

Jak se da interpretovat libovolna (tj. i nediagonalni) hodnota v trojdhelnikové matici, kterou ziskavame

Nevilleovym algoritmem?

Interpolace spline funkcemi

Nejjednodussi spline funkci je tzv. linearni spline funkce; jde vlastné o lomenou Caru spojujici zadané
interpolované body.
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Méame danu funkci f tabulkou hodnot {z;, f;} t=0,1,...,n.

Funkci s(z) definovanou na intervalu (zg, z,) nazyvdme linearni spline interpolaci funkce f(z), ma-li
nasledujici vlastnosti:

i) na kazdém intervalu (z;,z;.1), 2=0,1,...,n — 1 je polynom prvniho stupné, tj.
+

s(z) = si(z), € (x4, Tiy1), kde [si(z) = a; + bi(z — ;)

(ii) splfiuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z;), tj.

si(mi):fi, i:O,l,...,n—l
Snfl(mn) = fn

(iii) je spojita na (zg, Z,), tj. i v uzlech z;

si(Tit1) = sipa(ziy1), 2=0,1,...,mn -2
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Y

i?o 1 i?z I3

Pozndmka: Témito pozadavky je funkce s(z) uréena jednoznalné.
(i) ... hleddme 2n koeficientl a; a b;
(ii) predstavuje (n + 1) podminek
(iii) predstavuje (n — 1) podminek

Plati: si(:z:):fi—l—%(az—mi), hi=z;1—2;, 1=0,1,...,n—1

Pokud bychom chtéli, aby byla aproximace spline funkci hladka, musime pouzit polynomy vyssiho stupné nez
1.

Nejvice pouzivanou je tzv. kubicka spline interpolace, kterd pouziva polynomy 3 stupné.
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si(z

fo

Y

:ijo X1 51:32 L3

Poznamenejme zde, Ze ostatni volby stupné polynomii nepfinasi lepsi vysledky a vypocCty jsou v pripadé
vyssich stupni slozité&jsi.

Kubicka spline interpolace

Funkce f je déana tabulkou {z;, f;}, ¢ =10,1,...,n

Funkci s(z) definovanou na intervalu (z¢,z,) nazyvdme kubickou spline interpolaci funkce f, ma-li
nasledujici vlastnosti:

(i) je na kazdém intervalu (z;,z;11), 2=0,1,...,n — 1 polynomem 3. stupné ve tvaru

si(z) = a; + bi(z — z;) + %(m —z;)?* + (éz(:z: —z;)°

(ii) spliuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z;), tj.

5@ = f(@), i=0,1,..,n—1
sn—l(mn) — fn

(iii) je spojitd na (zo, Zn), tj. v uzlech z; plati

Si($i+1) = Si+1($i+1)7 i:O,l,...,n—2

(iv) ma spojitou prvni derivaci na (zg, Z,,)

S;("E’i+1) = S;+1($i+1)7 IL.:OJlJ"'7n_2

(v) ma spojitou druhou derivaci na (zq, Z,,)

sgl(mi-i-l) — 5;I+1(5Ui+1), 1= 0)1)"';n_2
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Funkcé"‘;(m) neni podminkami (ii) — (v) uréena jednoznacné:
(ii) ... (n+1) podminek
(iii) ... (n—1) podminek
(iv) ... (n—1) podminek
(v) ... (n—1) podminek
celkem ... 4n — 2 podminek; (pocet koeficienti je ale 4n)
2 podminky je nutno dodat:
(A)  prirozené podminky
s"(zo) = s"(z,) =0
(B)  podminky periodicity (s periodou T' = z,, — )
s(zo) = s(z,) ... splnéna automaticky (fo = fn)
§'(z0) = §'(zn), 5"(z0) = s"(z)
(C)  podminky tecen
s'(zo) = vy, S'(zn) =79, | kde yg, vy, jsou dana Eisla
(D) viz MATLAB
Konstrukce kubické spline funkce
Funkci s(z) lze psat ve tvaru
s(z) = MoSo(x) + Mms1(z) + -+ + p_18n—1(2)
kde 7; = n;(z) jsou charakteristické funkce intervalu, tj.
M =1na(z;Ti11), M1 =1na(Tn1,Tn)
7; = 0 jinde
Snadno Ize odvodit:
s(@:) =ag, s (@)= b, st (@)= e, st () =dy, s (@ = d ey
Pomoci téchto vztahi prepiseme podminky (ii) az (v) (oznatime h; = z;11—z;, 1=0,1,...,mn—1)

(ii)  interpolaéni podminky

fizai, '1;20,1,...,72,—1

Cn—1 dnfl
5 a1+~ hno

fn =0Qn_1+ bnflhnfl +

(iii)  spojitost

d; .
—h3, i=0,1,...,n —2
6

[5i+1($i+1) = Si($i+1)]

C;
firn = a; + b;h; + Ehf I

(iv)  spojitost derivace

d; .
bi+Cihi—|—§h?:bi+1, ’LZO,].,...,?’I,—2

[82($¢+1) = S§+1($¢+1)]
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Ci+dih’izci+1; :0,1,...,??,—2

[3;/(33#1) = S§'+1($¢+1)]

Z téchto podminek lze sestavit soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro neznamé co, ..., c, a jejich
prostrednictvim vypoditat by, ...,b, a dg,...,d,. Po Gpravach dostaneme:
OkCh1 + 2Ck + BrCri1 = g%, k=12,...,n—1
kde
h
By = e
he + Ry 1
ap=1— b
iy = 6 Jerr — fr _fk_fk1]
hy + hyg 1 hy, hy 1

Vztahy predstavuji soustavu m — 1 rovnic pro n + 1 neznamych. Pro jednoznacnost je treba pridat jednu
z podminek (A), (B), (C). Soustava bude mit tvar:

2 ,50 _CO_ (90—
o 2 B C1 g1
oy 2 P

On_1 2 Ianl
(0% 2 Cn Lgn_

(¥) ... prvni a posledni Fadek soustavy predstavuje podminka (A) nebo (B),
pouziti podminky (C) znamena vyskrtnout 1. a posledni Fadek a sloupec

Poznamka:

Matice soustavy je tfidiagonalni a ostfe diagonadlné dominantni (ax + B = 1). = je regularni = 3!
feseni.
Soustavu reSime GEM pro tridiagonalni matice.

Odvozeni tridiagonalni matice pro vypocet koeficientt c;

Druhd derivace |s/(z) = ¢; + d;(z — z;) | je linedrni funkci, tj. zndme-li s"(z;) = ¢;, pak na {(z;,z;.1)

muizeme psat

Tin1— T T —T;
17 i+1 7
s;(z) =c———— 4 ¢i1

‘ h; h;

(z:) = ciy 8)(Tiy1) = Ciy1, si(z) je linedrni.)

®

(Ovéfeni: s
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A
el
5”(33)
Ci+1 }
Ti ~ ~Tit1
h

Integraci ® dostaneme

Tip1— ) T — z;)?
si(z) = o2 gh, . C¢+17( o S 4 ®®
Tiy1 — )3 z —z;)?
si(z) = cii( +éh~ ) + ci+1( - ) +A(z—z,)+ B;
Z interpolacnich podminek plyne (s(z;) = f;):
Cih2
B =fi——
4 6
Proz =z,
fiv1 = Cit1g + Ahi + fi —
—_———
B;
| g i fi (G = cih e
’ h; 6
Ze spojitosti prvni derivace | si(z;. 1) = si,1(2f,1), 1=0,1,...,n — 2| s uZitim ®® a ®®® plyne
$i(Ti+1)
c hi 4 fin—fi (civ1 — Gi)hi — ¢ hi + fiva = firn (cit2 — Cit1)hin
D hi 6 ok it 6
A; At
Si1(Tit1)
h; hi  hi  higx R hivi  fire—finn  finn— [
ng—i_CH—l(E E‘F 9 6 ) 2 e = P h;
. h; _ h’i+1
-3 -3
(o 6

Vynasobime ————— a dostaneme

hi+ hip
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h h; 6 it2 — fi it1 — fi
W s, o fio—firi  firn — f
hi+ hitq hi + hitq hi+ hitq hit1 h;
—_——

Minimalni vlastnost a odhad chyby

Ozna¢me S;1({a, b)) mnoZinu funkci f, které spliiuji podminky (2¢) az (v) a podminku (A) a jsou navic
na {(a,b) integrovatelné s kvadratem. Mezi vSemi funkcemi f € S;({a, b)) pravé prirozeny kubicky spline
udili nejmensi hodnotu integralu

b

1) = [ 1@ do |

a

J(f) ... mira celkové kfivosti kfivky y = f(z).

Véta
Necht funkce f ma spojité derivace az do Fadu 4 a ma omezenou 4. derivaci pro z € (a,b). Necht dale
plati:
h :
e <K, 1=0,1,...,n—1, h=max|z,;; — z,
Kdyz s(z) je spline interpolace funkce f v bodech z; a spliiuje podminky s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b), potom
pro z € (a,b) plati:
|f(z) — s(z)| < e KA*
f'(z) — s'(z)] < c2Kh®

|f"(z) — §"(z)| < cs Kh>.

Priklad

Urcete kubicky spline pro funkci zadanou tabulkou

T; 1/{2|3|4|5|6|7
Flz)||3]8|1|7]2]al3]
Pouzijte rizné dodatecné podminky. Pro spline s podminkami tecen pouzijte f'(1) =0 a f'(7) = 0.
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® Zadané body

—— Spline (Matlab)
—— Spline - prirozené podminky

—— Spline - podminky periodicity
—— Spline - podminky tecen
Interpolaéni polynom

20

15

T

10
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o

pitola 8. Aproximace funkci - |l

Aproximace funkci

e Aproximace na okoli bodu - aproximujeme chovani funkce ,v malém okoli bodu"

e Interpolace - tabulkou danymi body prokladame polynom, tj.
pozadujeme-li, aby aproximace presné prochazela zadanymi body.

e L,-aproximace - pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body
(ziskanych naptiklad méfenim), kde nutné nevyzadujeme,
aby aproximace danymi body prochazela.
Dlivodem mizou byt napt. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.

e uréime systém jednoduchych zakladnich (bazovych) funkci (ne nutné polynomi) g, @1, @2, ...,
@, a funkci f aproximujeme linearni kombinaci zakladnich funkci

p(z) = copo(2) + c101(Z) + - - + cripn(2)

e Otazka vybéru aproximace se tedy prevede na urceni hodnot parametrl cq, ¢y, ..., ¢, podle néjakého
kritéria vhodného pro konkrétni tlohu.

Pozndmka: Velmi &asto budeme za zakladni funkce volit funkce 1, z, z2, ..., 2", tj. aproximaci ¢
budeme hledat ve tfidé polynomi nejvyse n-tého stupné.

Uvod d diskrétni L,-aproximace

Myslenka

Chceme aproximovat funkci, kterad je dana tabulkou {[z;, f(z;)],2=0,1,...,n}.

V pfipadé, kdy jsou f(z;) zatizeny chybou (napf. vysledky méfeni) nebo pokud je bodd ,mnoho",
neni vhodné provadét interpolaci.

Aproximaci ¢ hledame ve tvaru

o(z) = copo(T) + crp1(z) + - - + Criom (),

kde ; jsou zadané funkce a c; hledané parametry.

— pocet bazovych funkci @; je mensi nez polet zadanych bodli (m < n)
— v pripadé rovnosti se mize jednat o interpolaci (zalezi na zvolenych bazovych funkcich)

— o interpolaci se miize jednat i pokud je m <n

Nasim cilem je minimalizovat ,jodchylku” funkce ¢ od zadanych dat.
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Y @=cmex+@m2

U interpolace jsme pozadovali, aby aproximace pfimo prochazela zadanymi body, tj. chyba

e; = f(z:) —p(z:) =0
Nyni na tomto netrvame, pouze chceme tuto chybu v néjakém smyslu minimalizovat.

p(z)

Y

Jakou pouzit normu pro méreni chyby e ?

o max {|f(z;) — ¢(z:)|}

0<i<n

315~ ()

n+1:-

J S 1f(@) — ple)f
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Uvazujme priklad:

flz:)|[1]2]2]
Jak by vypadala minimalizace s uZitim pfedchozich norem?

o(z) =cy+az

. migkmax{\l—co—cl\,\2—c0—2c1\,\2—c0—3c1\} ... pro pocitani nevhodné
€0,
1 « .
e min —([1—co—c1|+|2—co—2c1|+|2—co—3c1]) ... opét nevhodné
co,c1€R 3

. 1 . -
e  min %3 [(1—co—c1)?+(2—co—2¢1)?+ (2 —co —3c1)?] zjednodusime
€0,

(Nezéporn4 funkce f nabyva svého minima ve stejném bodé& jako nabyvd minima funkce 1/f)

min [(1 —a-c)+(2-c—2c)+(2-—co— 3c1)2]
co,c1ER
(%)

(¥) ... kvadraticka funkce proménnych cg,c; (konvexni) = je hladka, snadno se derivuje
Formulace
Je dana funkce f tabulkou hodnot v m + 1 bodech zg, z1,..., 2, f(mi ]
ZL;

Zvolime tvar aproximujici funkce
o(z) = copo(T) + c1p1(T) + -+ + Cmpm(T)
s poctem parametrl c¢; nejvyse rovnym n + 1.
Diskrétni Ls-aproximaci funkce f je potom takova linedrni kombinace bazovych funkci @;(z), jejiz
koeficienty splnuji podminku, Ze Ly norma chyby je minimalni, tj.

R(f,0) = L [1(@) — el@) =3 [f(azi) -5 cjsoj(xi)]

n
1 =0 7=0

je minimalni.

Poznamka:

Tato nejlepsi aproximace ma velmi dobré statistické vlastnosti a vyrovnava vliv ndhodnych chyb v zadanych
(naméfenych) funkénich hodnotach.

Diskrétni L,-aproximace linearnim polynomem

Ukolem je stanovit diskrétni Ly-aproximaci funkce f dané tabulkou {z;, fi}, 1 =0,1,...,n linedrnim
polynomem, tj. zvolime napf. o(z) =1, p1(z) = z.
Tedy

o(z) =co+ 1z

Minimalizujeme funkci

R= Xn: [fi — co — a1z]”
—0

7
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oR n
87%:_2§[fi—co—clﬁi]:0
OR n
871:—22[]3—60—61%]%:0

Koeficienty ¢y a ¢; nalezneme jako feseni soustavy

(’I’L—l— 1)C0+ (zn:l'z) o Zn:fI
1=0 1=0
( ) z:) co+ ( 3 z?) o =3
1=0 1=0 1=0

Maticové zapsano

g
(@]
Il

Q

, kde P je symetrickd, pozitivné definitni.

Jiny postup:

UZijeme metodu pro feseni ,neresitelnych soustav”.
Plati (mélo by):

ctaz,=f;, 1=01...,n

[1 o] [ fo

T c f

T2 l 0] = | fe

. C1 .
_1 xn_ _f'n_

Maticové zapsano
Qc=F|

a7

Soustava Qc = F je nefesitelna. Provadime minimalizaci r’r, kde r = F — Qc je reziduum soustavy.

Dosadime-li, pak plati:
r’r = (F — Qc)T(F — Qc) = FTF — ¢"Q"F — FTQc + c"Q"TQc = FTF — 2c"Q"F + T Q7 Qc,

protoze (cTQTF)T = (FTQc).
—_——— ——
cislo cislo
Matice QT Q je symetricka, pozitivné definitni. Nutna a postalujici podminka minima:
Q'Qc-Q'F=0 =  [Q"Qc=Q'F
tzv. soustava normalnich rovnic.
Plati:

P=Q"Q| a |q=Q'F|

Diskrétni L,-aproximace kvadratickym polynomem

Funkci f aproximujeme kvadratickym polynomem
o(z) = ¢co + a1 + coz?

Minimalizujeme veli¢inu
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2

n
R=Y"|fi—co— 1 — o}
1=0

Z nutnych a postacujicich podminek minima

OR OR OR
P 0, B i 0’ —_— =
aCO 8(31 aC2

0

dostaneme soustavu ve tvaru
(n+1)co + (sz) ¢y + (me) co=> fi
(Tas)eo+(Xa) e+ (Xad) e =3 fia
(Z"Ezz) Co + (fo) €1+ (2333) ¢ =y fix?

Stejnou soustavu dostaneme i postupem, kdy resime nefeSitelnou soustavu pomoci minimalizace kvadratu
rezidua.

Poznamka: V pripadé, ze nékteré hodnoty chceme eliminovat, napt. diisledkem Spatného méreni, je vhodné
pouzit vahy, tj. minimalizujeme
& 2
R(f, o, w;) = Z [f(z:) — o(z:)]” ws,
i=0

kde w; ...vaha uzlu z;.

Pfiklad
Aproximujte funkci f, kterd je dana tabulkou
z; [|0[1)|2
pomoci funkce |@(z) = coz + 12 + c2z® |.
A
31 °
21 °
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Qc =F, Q ... singularni matice
0 0 Of [co 1
11 1 |e| =
2 4 8] & 3

e prvni rovnici nelze splnit =  soustava nema resSeni

e fesime metodou nejmensich ¢tvercl

Q"./ Qc=F - Q"Qc=Q'F

5 9 17| |co 3
9 17 33| || = |14
17 33 65] |co 26

= =04, ¢ =265 oc=-1,05

o(z) =0,4z + 2,65z% — 1,05 23

pax) = x?
p1(z) = 22
3 °
2 .
wo(x) =x
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3 o(T)
2
10
0 1 2 -

9o(0) = ¢1(0) = 2(0)=0 = (0) =0

Resitelnost ulohy diskrétni L,-aproximace

Definice:  Rekneme, e systém funkci @;(z), 7 =0,1,...,m, definovanych na (a,b) D int(zo, Z1,...,Zn)
je diskrétné linearné nezavisly, jsou-li vektory

[‘p0($0)7 900("1;1)’ coog (po(mn)]T

[‘p1($0)7 (pl(xl)i coog (pl(mn)]T

[(pm(fﬂo), ()om(zl)7 coog (pm(a:n)]T

linedrné nezavislé.

Poznamka:

1=0,1,...,n

=0 e rovna (m + 1).

Tato definice fika, Ze hodnost matice & = [p;(z;)]
Plati, ze m < n.

Podminénost ulohy diskrétni L,-aproximace

Budeme-li aproximovat na intervalu (0, 1) funkci f a zvolime-li ekvidistantni déleni a bazové funkce budeme
volit ¢; = 7, bude matice P = QTQ soustavy normalnich rovnic blizkd Hilbertové matici, ktera je velmi
Spatné podminéna.

Refen:  Za funkce @;(z) volime ortogonalni polynomy (napf. Gramovy polynomy).

Pozndmka: Ze systému n-linedrné nezavislych funkci g; I1ze pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizacniho
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=
.

N A
procesu zkonstruovat systém ortogonalnich funkci.

-;\ -"b"d'

Spojita L,-aproximace

Definice:

Méjme funkci w = w(z), ktera je definovana na (a, b) a je kladna a omezena. Mnozinu realnych funkci
f = f(z) definovanych na (a, b) takovych, Ze
: 2
/w(x)[f(a:)] dz < 00
oznalime Ls(a,b). Skaldrnim soucinem dvou funkci f, g € Lo(a, b) nazyvame Cislo
b

(f,9) = /w(:z:)f(:z:)g(m) dz |

a

Cislo

11l = V(. f)= ( / w(m)[f(m)]2dx>

a

nazyvame normou funkce f v Ly(a, b).

Funkce f, g se nazyvaji ortogonalni, plati-li

(f9) =

Chceme tedy minimalizovat veliCinu

R(f,p) = (f — > cioi, f — ZQ%‘)
7=0 7=0

Nutné a postacujici podminky minima maji tvar
OR
B0, =
Derivovanim a jednoduchymi Gpravami dostaneme

0, k=0,1,...,m|

R(f,0)=(f,f) - 2(f,§:cj(.0j) + (i Ci‘/’nicj%)

2=0 7=0
OR =
Ben =0- 2(f; Sok) + 2(‘Pk, ZCjSOj) =0
Ck 7=0
> (@r,ci05) = (f, or)

3=0
Z Cj((pk) (p]) = (f) ‘Pk)
3=0

Zapsanim vsech podminek dostaneme soustavu

(@0, Yo)co + (@a, p1)c1 + - - + (Yo, Pm)Cm = (®o, f)
(o1, 90)c0 + (@1, 01)c1 + - - + (@1, Om)Cm = (91, f)
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(‘pm’ <p0)C0 + ((pma (pl)cl Tt (‘pma Som)cm = (‘pm: f)

Véta

Jsou-li funkce @g, @1, ..., @, linedrné nezavislé, ma Gloha spojité Lo-aproximace jediné feseni.
Koeficienty c; jsou fesenim normalni soustavy a plati:
(f—QD*,(PJ):O, jZO,l,...,m,
tj. funkce f — ¢* je ortogonalni ke véem funkcim ¢;.

Geometricka interpretace

mnozina funkci

p(x) = ’ic‘j%(iﬂ)

Pokud lezi funkce f v mnoziné funkci p(z) = copo(z) + c1p1(z) + - - - + cmom(z), potom

mnozina funkci

plx) = $cspi(a)

Priklad

Stanovte spojitou Le-aproximaci funkce f(z) = Inz na (1,e) linearni funkci p(z) = c1z + co.
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-

)
[ il

ujeme funkci

Minimaliz

€

r(co, 1) = / 1F(z) — o(z)]® dz = /e(ln:z: — ¢y — az)*dz

1
Podminky minima

8 e
S —2/(1n:z:—c0—clm)d:r:0
BCO 1

6 e
o —2/(1n33—c0 —cz)zdz =0
Bcl 1

e

co/ld:c—l—cl/a:dm:/lnmdx
1 1

1

€ €

co/zdm—l—cl/mzdm:/mln:z:dx
1

1

(5]

[ e—1 I(e?-— 1)] [c(J] 3

1 e
v=Inz v =-— e

z :[:z:ln:z:]l—/ldm:e—e—l—lzl

T 1

1

e v=Ilnz v =- 2 e 9 2 2
1 1

/:B Inz dz = $2 :[z—lnx] —/__dm:e___(eQ_]_):e_+_
N~ , T 2 T 2 4 4 4
1 o U u =z U= — 1

2

Reenf: co = —0,46518, ¢; = 0,56325

o(z) = 0,56325 — 0, 46518 |
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1.2r
0.8
04 » = 0,56325 1 — 0,46518
0
1 1‘5 é 2‘5

Podminénost ulohy spojité L,-aproximace

Priklad: Volime-li vahu w(z) = 1 a aproximujeme-li funkci f = f(z) na intervalu (0, 1) funkci ¢ = ¢(z)
ve tvaru
o(z) =co + 1T + ez’ + -+ + Cpz™,

tj. [p;(z) = 27| plati

1

1
(s, 95) 0/ 4

Soustava normalnich rovnic Pc = g je opét Spatné podminénd, protoze P je Hilbertova matice.

Reseni problému: Volime funkce ¢;(z), 7 =0,1,...,m, ortogonalni ve smyslu skalarniho soucinu

(0, 05) = /w(a:)goi(:r)tpj(a:) dz.

a

Potom plati: (¢;, ;) = 0 pro 7 # j a soustava normalnich rovnic ma diagonélni matici. Pak Ize psat:

C*:(f’(p]), j:O’l’..',m
(%5, ¢5)
¢t ... Fourierovy koeficienty.

7

Gram-Schmidtiiv ortogonalizacni proces

Jsou dany linedrné nezavislé funkce g1, gs, . . ., gn (prvky jistého prostoru).
Hledame funkce (prvky téhoz prostoru), které jsou navzajem po dvou ortogonalni.

fi=a




-
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fo hleddme ve tvaru fo=go + ko1 fi a pouzijeme (f1,f2)=0
(f2, f1) = (g2, f1) + £u(f1, f1) = |k = —(gz’fl)
R_,—/O (fl:fl)
fz hleddme ve tvaru fa = g3+ K31 f1 + Kaafo a pouzijeme (fs, f1) =0
a(fs, f2)=0
(f3, f1) = (g3, f1) + Ka1(f1, f1) + K32 (f2, f1)
I Sy I
=0 =0
_ _(93,f1)
T TG
(f3, f2) = (g3, f2) + ka1 (f1, f2) +K32(f2, f2)
=0 =0
_ _(93,f2)
T T )
Obecné f, hledame ve tvaru fe =0+ Kefi +Keafo+ -+ K11
= (fj7fj)
i=1,2,...k—1
Priklad

Najdéte ortogonalni bazi prostoru polynomi do stupné 2 na (0, 10).

Vyjdeme z baze gy =1, g1 = z, g5 = T°.

fo=1
fi =1z + i fo
fi=z -5

M0 =

fo= T2 + sl + %21(33 — 5)

10
@y _ %
_ 10
(1,1) 1dz
0
10
[ z?dz
0

(z2,1)

_ 0

10

Moo =

— T ="
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10
3 _ g 10000 1000
v — (z2,z — 5) __{‘” ST dz__74 0 _ 30000 —20000 _
o _ _ T - 3 3 : =
(z — 5,z — 5) o — 520 5;4_5; 250 - 4
0

fo = 2% — 33,3 10(z — 5)

fo=x?— 10z + 16,6

Priklad

Uréete ortogonalni bazi prostoru polynomi do stupné 2 pro uzlové body
Ty = 0; I, = 0,2; To — 0,4; T3 = 0,6; Ty — 0,8; Ty = 1

Opét pouzijeme jako vychozi bazi

go=1 t. [1;1;1;1;1;1]
g, = x> tj. [0;0,04; 0,16; 0,36; 0,64; 1]
fo=g0=1

fi=91+ 300

p (91, fo) 0+0,2+0,4+0,6+0,8+1 3 1
10 = — = — _ = = —

(anfO) 6 6 2

f1:$—§

fa = g2 + 220 fo + o1 fi

s — (92, fo) 0+40,04+0,1640,36+0,64+1 2,2 1,1
7 (fo, fo) 6 6 3
o — (92, f1) _ [0;0,04;0,16;0,36;0, 64; 1]T [-0,5;-0,3;-0,1;0,1;0,3;0,5]
2T (fuf) 0,25+ 0,09 + 0,01 + 0,01 + 0,09 + 0, 25 -
__0-0,012-0,016+0,036+0,192+0,5 _ 0,7 _
N 0,7 0,7
1,1 1
_p2 -
fo=1 3 £E+2
2 _
fz::Ez—:z:Jrﬁ — 2 — 40,13

Poznamka

Pokud bychom zvolili jiné uzlové body z;, dostali bychom i obecné jiny systém ortogonalnich bazovych

funkci.

Napf. pro zo = 0; z; = 0,125; =z, = 0,25; z3 = 0,375; z, = 0,5; =5 = 0,625; z¢ = 0,75; =z = 0,875;

g =1
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byc om ziskali nasledujici ortogonalni bazi prostoru polynomi do stupné 2:
1
fo=1 |fi=z— 3| fo = 2% — 1z 40,1458 ... Ovéfte (D.cv.).
Poznamka:
Uvazujme dlohu (spojité) Lo-aproximace, kde za aproximujici funkci volime polynom stupné n.
Jak mame volit stupen polynomu ?
Pokud nemame dalsi informace, je vhodné fesit normalni rovnice postupné pro m = 0,1, 2,... a sledovat
hodnotu
Z 2
2 (f(@i) — o(zi))
2 _ 1=0
o, = ,
n—m
kde ¢ ... polynom stupné m.

Pokud o2, s rostoucim m vyznamné kles4, pokracujeme, jinak hodnota po niZ nenasleduje vyrazny pokles
o2 je ze statistickych divodd vhodnym stupném polynomu.

Volime-li za ¢; = 7

1. musime feSit soustavu normalnich rovnic pro kazdy stupen m znovu,

2. Spatna podminénost

Reeni: Pouzijeme ortogonalni polynomy — potom staci vzdy dopocitat pouze 1 koeficient.

Priklad
Urcete spojitou Ly-aproximaci funkce f(z) = e® na (—10;1) pomoci polynomi stupné nejvyse 1, 2, 3, 4
ab.
3,
—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 1
2_
1 L
0,
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—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 2

3 L
——Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 3
2 L
1k
0 -
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3 L

—— Zadana funkce

—— L2-aproximace polynomem stupne 4
2 L
1k
0 L

-10 -8 -6 -4 -2 0 2

3 -

—— Zadana funkce

—— L2-aproximace polynomem stupne 5
2 -
1k
0 B >

Nelinearni aproximace metodou nejmensich ctvercii

Nap¥. volime-li o(z) = Ce?® (%)
e 1. pFistup je metoda linearizace dat: (*) zlogaritmujeme

1\11}3: InC +Azx
P B

| = Az + B |

(pivodni body [z;, f;] je tfeba transformovat na body [z;, In f;])
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Z]
ziskdme A, B a z B vypotteme C= e®.
e 2. pristup  minimalizujeme L5 normu chyby pfimo

n

R(4,C) =Y (fi — ce*=)’

1=0

parcialni derivace:

OR = z; Ti\
a:2;:0 (fi—C’eA )(CmieA )_O
dR o\ (Ao
a6 = 22 (fi=Cet=) () = 0

soustava normalnich rovnic:

1. rovnice: .
> (fi - C’eA"'i) (C’mieA“’i) =0
i=0
C’Zfia:ieA” — Cz Z$¢62Awi =0 / o é’ 7é 0
i=0 i=0
> fizie™ —C Y 3?4 =0
i=0 i=0
2. rovnice:

(5 0et=) (o#) =0

n
=0

n n
Z fieA:ci . CZeQA:ci -0
1=0 1=0

soustava nelinedrnich rovnic, pro reseni lze pouzit napf. Newtonovu metodu.

Priklad
Urcete diskétni Loy-aproximaci funkce f zadané tabulkou
95 011|234

f(z:)||1,5/2,5/3,5|5|7,5
funkci ve tvaru o(z) = Ce® |,

Pro reseni pouzijeme oba predchozi pristupy.

1. pristup
script v MATLABu
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x=0:4

f=[1.5 2.5 3.5 5 7.5]
F=log(£)’

Q=[x.70’ x.717]
P=Q’*Q

g=Q’+F

koef=P\g

A=koef (2)

C=exp (koef (1))

vysledky v MATLABu

X
0 1 2 3 4

1.5000 2.5000 3.5000 5.0000

.4055
.9163
.25628
.6094
.0149

N B~ O O

N e
B W N RO

5 10
10 30

6.1989
16.3097
koef =
0.4574
0.3912

0.3912

1.5799

7.5000

= ¢i(z) = 1,5799€%%%1%®

2. pristup

script v MATLABu
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koef=fminsearch(’R’,[1 1]);
AA=koef (1)
CC=koef (2)

function out=R(koef);
A=koef (1) ;
C=koef (2);
out=(C-1.5).72+(C.*exp(A)-2.5) .72+ (C.*exp(2*%A)-3.5) .72+ ...
(C.xexp(3*A)-5) .72+ (C.*exp(4%A)-7.5).72;

vysledky v MATLABu

AA =
0.3836
cC =
1.6109
= @y(z) = 1,6109e>3%%0®
201
p1(z)
15+
10
5_
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Table 5.6 Change of Variable(s) for Data Linearization

Function, y = f(x) Linearized form, ¥ = Ax + B | Change of variable(s) and constants
ngﬁwﬁ )f’ﬁﬁ:i—%-ﬁ Xa:ij,}’:y
y::xic y+:i§(xy}%~g X=xy,¥=y¥
c=lp="F
y*&xlﬁ ﬂ;zﬁxég X=x Y:’:% B
)’”Axis é”‘*g""ﬁ X'““Zi"y“}{'
y=Aln(x)+ B y=Aln{x)+ B X=hix), Y=y
y = Cett Infy) = Ax + In{C) X =x,¥ =1n(y)
C=e8
y = Cx? Inty) = A In{x) + In(C) X = In{x), ¥ =In{y)
C o= B
y = {(Ax + B)~* y“iﬁmz&x+3 X=xY=y /2
y = Cxe~Dx in (;) = —Dx 4 () X=xY=In (:“})
C=ef D=-4
5:}"}“%;74{}" ln(éwl)m&x-ﬂn{@v X::x,}":m(é:-—i)
C = ¥ and L is a constant
that must be given

Fourierova analyza

Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce hlavné pomoci polynomd. V Gvodu jsme uvedli, Ze za
bazové funkce mizeme volit libovolné funkce. Naptiklad pro aproximaci periodickych funkci neni vhodné pouzit
polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak ve smyslu Ly-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkci
je vhodné pouzit néjaky systém periodickych bazovych funkci, nap¥. systém tzv. trigonometrickych polynomi:

1
wo(T) =1 (nebo 2)
2
wor_1(z) = cos mka k=1,2,
2rkzx

0or(T) = gin
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AT
kde T predstavuje periodu zadané funkce (vzdalenost prvniho a posledniho uzlu v diskrétnim pFipadé, resp.
délku zadaného intervalu ve spojitém pripadé).

Pro jednoduchost uvazujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim pfipadé).

Polet uvazovanych bazovych funkci volime bud mensi nez je polet zadanych bodi (ve smyslu Lo-
aproximace), nebo roven poctu zadanych bodi (ve smyslu interpolace).

Jednoduchym cvicenim je ukazat, Ze systém trigonometrickych polynom{ je ortogonalni jak v diskrétnim
(pozor na pocet) tak ve spojitém pripadé. Ovérte!

Ulohu najit koeficienty ¢; u bazovych funkci ¢; z vyjadient

o(z) = copo(z) + 11 () + - - - + crion(z).

nazyvame v tomto pfipadé Fourierovou analyzou.
Formalné pouze preznacime koeficienty c;, tj.

u bazové funkce po(z) =1 pouZijeme koeficient Ay,
u bazovych funkci @or_1(z) = cos(2wkz)/T  pouzijeme ... Ag

u bazovych funkci por(z) = sin(27kz)/T  pouzijeme ... By

Nasledujici jednoduchy priklad ukaze princip Fourierovy analyzy.

Priklad

Aproximujte 27-periodickou funkci zadanou tabulkou za pouZiti maximéalniho poétu bazovych funkci (tj.
ve smyslu interpolace).

z; 0 |7/2|m|3m/2
fz)|12] -4 [0 4

Regenf
Ze zadani je zfejmé, Ze perioda zadané funkce je 2. Aproximujici trigonometricky polynom budeme tedy
volit ve tvaru
o(z) = Ay + A;cosz + By sinz + A, cos 2z.
Zapiseme interpolacni podminky
(p(xj) - f($])7 ] 20:112737

t].
1 coszy, sinzy, cos2zg Ay f(zo)
1 cosz; sinz; cos2z; A | | f(=z1)
1 cosz, sinz, cos2z, By | | f(z) |’
1 coszs; sinzs cos2zs A, f(z3)
t].
1  cosO sin 0 cosO0 Ag 12
1 cosm/2 sinm/2 cosm A | | —4
1 cosm sinm  cos2mw Bl | o |’
1 cos3m/2 sin3w/2 cos3w Ay 4
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1 1 0 1 Ag 12
1 0 1 -1 A | | -4
1 -1 0 1 Bi| | o0
1 0 -1 -1 A, 4
- - -
Q ¢ F
tj.
4000 Ag 12
0200 A || 12
0020 B, | | -8
0 0 0 4 A, 12
- - -
Q" Q ¢ Q'F

QT Q je diagonalni, protoze funkce @o(z) = I, @1(z) = cosz, ps(z) = sinz jsou diskrétné ortogonalni
ve smyslu skalarniho soucinu

(0, %) = Z: o(z;)P(z:) 2=, N=3

D.cv
1
<,cos:z:> =...=0
2
I
<,sm:c> =...=0
2
<cosm,sin:z:) =---=0
Vyresenim soustavy ziskdme hledané koeficienty Ag = 3, A; = 6, By = —4, Ay = 3 a tim i aproximujici

trigonometricky polynom

@(z) =3+ 6cosz — 4sinz + 3cos 2z.
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15

10

15

10

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 1 bazovou funkci

® aproximovane body

[ ] [ ]

— Aproximace trigonometrickym polynomem s 2 bazovymi funkcemi
® aproximovane body
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1 5 L | = Aproximace trigonometrickym polynomem s 3 bazovymi funkcemi
® aproximovane body
[ ] [ ]
107
Bt
[ ]
Or °
®
-5t
0 1 2 3 4 5 6
1 5 | | = Aproximace trigonometrickym polynomem s 4 bazovymi funkcemi
® aproximovane body
101
Bt
O L
-5t

ol
N
N
w
1N
(&)
(0)]

Uloha diskrétni Fourierovy analyzy

Radu T periodickych funkci (integrovatelnych) Ize vyjad¥it ve tvaru Fourierovy Fady

ad 2nkz . 2mkz
fl)=>" <akcos = + by sin p )

k=0

nebo

©. . (2mkz a
f(z) =) misin (T + Uk>, kde 72 = a2 + b2, wv, = arctan b—k
k=0 k

Polozili jsme ay = rgpsinvg, by = 7 COS Vg,
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acosa + bsina = rsinvcosa + rcosvsina = r(sinvcos o + cosvsina) = rsin (a + v).

Fourierovou (harmonickou) analyzou rozumime dlohu urit amplitudy 7 a faze v tzv. harmonickych

k
T Vg, je-li dana funkce f(z).

slozek 74 sin
Fourierovou (harmonickou) syntézou rozumime tlohu uréit funkci f, jsou-li dany faze vy a amplitudy

Tk.

Tuto dlohu mdzeme fesSit nékolika zplsoby:

(2) Vyjdeme z tlohy spojité Fourierovy analyzy a numericky vypocteme Fourierovy koeficienty, které jsou dany:

2 T 2mkz
ay = —/f(a:) cos dz
T
0
T
2 2
by = —/f(:r)sin mkz dz
4 0

Uzijeme napf. lichobéznikové pravidlo (viz dalsi prednaska). Pozor, pro velka k integrandy osciluji!

(22) Funkci f aproximujeme (interpolace, diskrétni Ls-aproximace) pfimo vhodnou funkci ¢, kterd ma

tvar trigonometrického polynomu.

Pouzijeme pFistup (22) realizovany v pfikladu.

Diskrétni Fourierova analyza - ve smyslu interpolace

Véta Trigonometricky polynom

A L
o(z) = 22+ S (Arcoskz + Bysinkz), N =2L+1 (N liché)

k=1

resp.

A, = A
o(z) = 70 + > (Agcoskz + By sinkz) + 7]“ cos Lz, N =2L (N sudé)
k=1

splnuje interpolaéni podminky

27)

o(z;) = f(z,), T = j=0,1,...,N — 1,
pravé kdyz koeficienty polynomu ¢(z) jsou dany pomoci vzorcii
9 N-1
Ak:Nijcoskxj, k=0,1,...,L

=0

o N-1
Bk:N ijiIlkiZEj, k:(O,)1,2,,L

=0
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(=5 £ 1)
A== f
N &
Diikaz
(¢p(z),coskz) — Ag, (o(z),sinkz) — By a vyuzijeme ortogonality.

Z téchto vzorci vychazi algoritmus diskrétni Fourierovy analyzy.

Ulohu a reseni Fourierovy analyzy Ize formulovat elegantné pouzitim komplexni proménné.

Uvazujme pro jednoduchost lichy pocet bazovych funkci (N = 2L 4 1) a periodu dané funkce 27.
Potom ma aproximujici funkce tvar

L
o(z) = Ao+ > _ (A coskz + By sinkz). (+)

k=1
Pomoci Eulerova vzorce
e =cosz +1s8inz

Ize pro funkce sinz a cos z odvodit vztahy

eim + e—im ) eim o e—ia: i i
cost=————, sinz=——=—-1¢(e" —e™'%)
2 21 2
a tedy
sl ik ik 1. ik &
o(@) = Ao+ 2 (5 44 (6% &%) =SB (6% — o)) =
k=1
Lo/ . | . o
:A0+Z (2(1414,—%3;0)(3z $+§(Ak+sz)e ¢ Z) .
k=1
Oznacime-li " .
Co=A4y, Cpr= E(Ak_in) , Cp= E(Ak‘f"l;Bk)
dostaneme

L
p(z)= > Cpe**|

k=—L

Pro koeficienty dostaneme vynasobenim (x) jednotlivymi bazovymi funkcemi, vyuzitim jejich ortogonality a
interpolacnich podminek predpisy:
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1 1 1 N-1 N-1
: CikZE(Ak$ZBk)——Zf(:I:J) coskz; F z—Zfa:] sin kz; =

7=0

N1
= ;/— > f(z) (cos kz; F isinkzj)
=0

e:Fikz:j

N .
Zf(mj)e_’sz, E=-L,. .. ,L

2 \

Poznamka

Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poctu bazovych funkci nez je pocet zadanych bodi, jedna se
o aproximaci ve smyslu metody nejmensich Ctvercd, tj. diskrétni Ly-aproximaci. Potom obecné nemohou byt
splnény interpolaéni podminky presné (jen ve specialnich pfipadech).

Vypocet koeficientll Cj predstavuje scitani konecné rady.

1N1

— Zf(mj)e_””] k=-L,...,L

Uvazujeme-li polet aproximujicich bazovych funkci N jako mocninu &isla 2 (tj. N = 2M), Ize odvodit
velmi rychly a efektivni algoritmus pro vypocet koeficientli Cy.

Tento algoritmus se potom nazyvéd rychla Fourierova transformace (Fast Fourier transform - FFT).

Princip metody si ukdZzeme na nasledujicim prikladé.

Priklad
UvaZujme nasledujici zadani funkce f pro N = 22 = 4 ekvidistantni uzlové body.
9z 92 Olz T z 9 57
3 = = — = T = —
0 1= 5|22 3 3

f(fEi) fo fi fo f3

Pocitame koeficienty Cj.

Plati:
1 e : .8
=2 (fo + frieT*2 4 foeT*T 4 f3e_1k37> , k=0,1,2,3 |
Oznaéme
= 1
'w:e_’f, Fk:ka k:0,1,2,3.
Potom

Ck :F0+F1wk+F2w2k+F3w3k, k:O,1,2,3

Uvédomme si, ze plati

w*=1  (obecng¢ w" =1).
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Co = (Fo + F2) + (Fy + F3)

RO So
C]_ = (FO + 'LU2F2) +w (Fl + 'U)2F3)
R1 Sl

Cg = (FO + Fg) + 'LU2(F1 + Fg)

03 = (FO + ’LU2F2) + w3(F1 + 'LU2F3)

Vypocetni narocnost:

na Rk,Sk ... 45+ 2N

na C ... 45+ 3N
> ... 88 +5N
Priklad

Aproximujte periodickou funkci f (perioda T' = 31) zadanou tabulkou pomoci trigonometrického polynomu
(ve smyslu Lo-aproximace, az pfi pouziti plného poctu bazovych funkci ve smyslu interpolace).

T, =1,2,...,32

flzy) =1 pro k=1,2,...,15
=0 pro k=16
=1 pro k=17,18,...,31
=1 pro k=32

Regeni
vysledky v MATLABu
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koeficient A(0) = 0.000000 u bazove funkce phi(0) =1

koeficient A(1) = 0.128701 u bazove funkce phi(l) = cos(2xpix*1*x/31-1)
koeficient B(1) = 1.265623 u bazove funkce phi(2) = sin(2*pix*1*x/31-1)
koeficient A(2) = 0.001321 u bazove funkce phi(3) = cos(2*pi*2*x/31-1)
koeficient B(2) = 0.006426 u bazove funkce phi(4) = sin(2*pi*2*x/31-1)
koeficient A(3) = 0.126074 u bazove funkce phi(5) = cos(2*pi*3*x/31-1)
koeficient B(3) = 0.401825 u bazove funkce phi(6) = sin(2xpix*3*x/31-1)
koeficient A(4) = 0.005229 u bazove funkce phi(7) = cos(2*pi*4*x/31-1)
koeficient B(4) = 0.012184 u bazove funkce phi(8) = sin(2*pi*4*x/31-1)
koeficient A(5) = 0.120926 u bazove funkce phi(9) = cos(2xpix*b*x/31-1)
koeficient B(5) = 0.217866 u bazove funkce phi(10) = sin(2*pix*5*x/31-1)
koeficient A(6) = 0.011564 u bazove funkce phi(11l) = cos(2*pi*6*x/31-1)
koeficient B(6) = 0.016614 u bazove funkce phi(12) = sin(2*pi*6*x/31-1)
koeficient A(7) = 0.113468 u bazove funkce phi(13) = cos(2*pi*7*x/31-1)
koeficient B(7) = 0.132175 u bazove funkce phi(14) = sin(2*pix*7*x/31-1)
koeficient A(8) = 0.020067 u bazove funkce phi(15) = cos(2*pi*8*x/31-1)
koeficient B(8) = 0.019075 u bazove funkce phi(16) = sin(2*pix*8*x/31-1)
koeficient A(9) = 0.104007 u bazove funkce phi(17) = cos(2*pi*9*x/31-1)
koeficient B(9) = 0.080507 u bazove funkce phi(18) = sin(2*pi*9*x/31-1)
koeficient A(10) = 0.030389 u bazove funkce phi(19) = cos(2*pi*10*x/31-1)
koeficient B(10) = 0.018942 u bazove funkce phi(20) = sin(2*pi*10%*x/31-1)
koeficient A(11) = 0.092929 u bazove funkce phi(21) = cos(2*pi*11*x/31-1)
koeficient B(11) = 0.045584 u bazove funkce phi(22) = sin(2*pix11x%x/31-1)
koeficient A(12) = 0.042109 u bazove funkce phi(23) = cos(2*pix12xx/31-1)
koeficient B(12) = 0.015596 u bazove funkce phi(24) = sin(2*pi*12xx/31-1)
koeficient A(13) = 0.080687 u bazove funkce phi(25) = cos(2*pi*13*x/31-1)
koeficient B(13) = 0.020891 u bazove funkce phi(26) = sin(2*pix13%x/31-1)
koeficient A(14) = 0.054747 u bazove funkce phi(27) = cos(2*pix14xx/31-1)
koeficient B(14) = 0.008387 u bazove funkce phi(28) = sin(2*pix14xx/31-1)
koeficient A(15) = 0.067784 u bazove funkce phi(29) = cos(2*pi*15%x/31-1)
koeficient B(15) = 0.003438 u bazove funkce phi(30) = sin(2*pix15%x/31-1)

Aproximace je dana predpisem :

L
phi = A(0) + suma [ A(k)#*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ]
k=1
pro pocet bazovych funkci N=2L+1
L-1
phi = A(0) + suma [ A(k)*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ] + A(L)*phi(2L-1)
k=1

pro pocet bazovych funkci N=2L
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Definice:  Existuje-li pro danou funkci f : R — R vlastni (tj. kone¢na) limita

i (@ 7) ~ (@)
h—0 h,

fikdme, Ze funkce f(z) ma v bodé a derivaci.
P¥isluSnou limitu znaéime f'(a).

Pozndmka:

Geometricky vyznam derivace f’(a) je smérnice te¢ny k¥ivky dané rovnici y = f(z) v bodé a (nebot te¢na
v bodé a je limitni polohou se¢ny pro h — 0).

Fyzikalné znali derivace funkce y = f(z), kde = je ¢as a y draha pohybu, limitu z primérné rychlosti,
tedy okamzitou rychlost v Case a.

Y

Pozndmka:

Pro danou funkci f(z) vyjadfuje derivace f'(zo) miru ,stoupani”, resp. ,klesani v bodé zg .



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Y

Zpusoby odvozeni vzorcii pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpolaéniho polynomu

Pro funkci f, ktera je zadana tabulkou, sestrojime interpolacni polynom a derivaci funkce f v bodé a
ztotoznime s derivaci tohoto interpolaéniho polynomu v bodé a.

Yy

T

Poznamky:
- Stupen polynomu nemiize byt nizsi nez fad pocitané derivace.

- Pro jednoduchost hleddme hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme ekvidistantni uzly
s krokem h.

2. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje

Pro dostate¢né hladkou funkci f plati (pro A > 0):
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F(zo+B) = flzo) + hf'(m) + 2 16, & € (@0,50+ )

2
Fl@o— h) = f(zo) ~ hf' (o) + o f'(6), & € (g0 — o)

Z prvni rovnice potom plyne vztah
f(zo+h) — f(0)
h
— Dpf(xo, h‘)

f(zo) =

— Shf(E)

Podobné ze druhé rovnice

f(@o) — f(zo — I)
h

= DLf(:BO) h)

(@) = + Shi"(E)

Obdrzeli jsme dva zakladni dvoubodové vzorce Dpf(zo, h) a Dy f(zo, h), tzv. pravou a levou pomérnou
diferenci.

Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje vyssich rada. Plati:

2 3
£(z0+ 1) = F(@0) + 1 (20) + - f"(20) + = f"(61), & € (30,20 + )

2 3
F(zo — ) = f(@n) — hf'(g0) + (@) — = "(&), & € (@0 — hy20)

Po odecteni obdrzime:
3

Flamo +h) — f(zo — k) = 2hf'(z0) + S (F(&) + (&)

Odtud vyjadfime prvni derivaci a ziskdme t¥ibodovy vzorec D¢ f(zg, h), tzv. centrélni pomérnou diferenci

f(zo+h)— f(zo — h)
2h

Dcf(xo; h’)

f(zo) =

h2 n n
- ﬁ(f (&) + (&)

h2 n
1)
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f///(x)

F"&2)

SV (3
2

F"&)

ro—h §1 o ¢ Laoth

Uvedené vzorce jsou pro vypocet prvni derivace f'(zq).

Pro vypolet druhé derivace f"(zo) lze pouzit napfiklad vzorec, ktery dostaneme po seéteni vztahi:

h? h3 h*
f(zo+h) = f(zo) + hf'(zo) + 7]”'(330) + Ef”’(xo) + ﬁf(‘l)(fl): &1 € (20,0 + h)

h? h® h*
f(zo — h) = f(zo) — hf'(z0) + 7]”’(330) - Ef”l(xo) + ﬂfw(fz), & € (2o — h, z0)

4

f(zo+R) + f(zo — h) = 2f(z0) + h;f”(:ro) + 2 (F9E) + F9E)

Odtud vyjadiime druhou derivaci a ziskame tfibodovy vzorec pro druhou derivaci

f(zo + h) — 2f(z0) + fzo — R)
2

'(z0) = ~ P9 + 196

W )
P Foe)
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Samozrejmé lze odvodit Fadu dalSich vzorcil, pficemz plati, ze ¢im vice bodi pouzijeme, tim bude fad
chyby vyssi.

Pfiklad:  Pomoci uvedenych tfi vzorcii vypoctéte pribliznou hodnotu prvni derivace funkce f(z) = e*(1—z)
v bodé zy = 1. Pouzijte krok h = 0,1.

Regent:
Nejprve si pro kontrolu analyticky zjistime presnou hodnotu prvni derivace funkce f bodé zy.

fl(z) =e"(1 —z) +e%(—1) = —ze%, tj. f/(1)=—1le' = —e~ —2,7182

Nyni pouzijeme pravou, levou a centralni pomérnou diferenci:

1.
h) — L1 —1,1) —el(1—1
h 0,1
—0. 1lelt
= (;716 — _el & —3 0041 (chyba 0, 2858)
2. h 1 0,9
— Flzg — 1—1)—e%(1—0,9
h 0,1
0, 1e%°
— 6716 — % v —2,4596 (chyba 0, 2586)
> f@o+h) — f(@o—h) eM(1—1,1)— (1 —0,9)
D p— p— ! ! p—
—0.1 1,1 1 0,9 1,1 0,9
_ “0ler —0 e er ter 5 7318
0,2 2

(chyba 0,0136)

Vsimnéme si velikosti chyb v jednotlivych pfipadech. Potvrzuje se fakt, ze chyba prvnich dvou (dvoubo-
dovych) vzorcii je ¥adu h, tj. v Fadu desetin a chyba posledniho (tfibodového) vzorce je ¥adu h?, tj. v Fadu
setin.

Podminénost ulohy numerického derivovani

Uvazujme nyni nap¥. vzorec s pravou diferenci Dp f(zo, h), tj. plati

f(zo + k) — f(20) 1

f(zg) = LD — ShE)
—_——
Dpf(zo, h) chyba metody

Chybu metody oznaéme 7.

M
Plati-li |f"(z)] < M pro z € (zo,zo + h), potom || < ?h.

Musime uvazit chyby méfeni (zaokrouhlovaci chyby) - ozna&ime 7.

Oznadime-li
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i s f(zo), f(xo+h) ...... presné hodnoty
f(zo), ff(o+h) ...... vstupni hodnoty
Potom pro 75 plati
_ f(@o+ h) — f(zo) f (@0 + h) — f*(20)
Ty = —
h h
presna hodnota vzorce vypoctena hodnota vzorce
A dale
o+ h)— ff(zo+h *(zo) — f(z
ira| = f(zo+h)— fH(zo+h)  f(2o) = F(zo) <
h h
[f(Zo+h) = f(zo+ R)| | [F*(20) = f(20)]
< 5 5 <
E € 2¢e
< —4- = =
~— h - h h
Vyuzili jsme zde odhady
|f*(@o+h) — flzo+h)| e
|F*(20) — f(@o)| < €
Cislo € mize predstavovat napf. strojovou presnost.
Pro celkovou chybu r potom plati
M 2¢
< < —h+ —
< Iral sl € SR+
T
e Uloha numerického derivovani je Spatné podminéna !  (pro zmensujici se h roste chyba)

e Lze najit optimalni krok hopt
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V nasledujicich pfikladech ukazte chybu 3 odvozenych vzorcii pro vypocet prvni derivace funkce f(z) v bodé
T pii pouziti krokd A = 1071%,1071%,...,10° 1.

Pfiklad 1 f(z) =sinz, o = 1.

0
L1V > pomoci prave pomerne diference D,
4 pomoci leve pomerne diference DL
107 +
pomoci centralni pomerne diference Dc

10 +
10° +
10° |
107"k

| | | |

1
Pfiklad 2  f(z) =sin o 0= 1.
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0

107 >  pomoci prave pomerne diference DP
< pomoci leve pomerne diference DL

107 |
¢ pomoci centralni pomerne diference Dc

10*

10° |

10° |

107}

| | | |

Priklad 3 f(z) =€® zp = 1.
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>  pomoci prave pomerne diference DP
10° |
4 pomoci leve pomerne diference DL
10-2 B ¢ pomoci centralni pomerne diference Dc
10* +
10° |
10° +
107"°F
| | | |

Priklad 4  f(z) = e®, 7o = 1.
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omoci prave pomerne diference D
100 I \ > P p p =
. 5
\ 4 pomoci leve pomerne diference DL
o
10'2 i ¢ pomoci centralni pomerne diference DC
4
10* +
10° |
10° - .
§
&
107"°F .
| | | |
107" 107 10° 10°
Poznamka:

Na zakladé Spatné podminénosti se zda, Ze nebude mozné pfi vypoltu derivace dosdhnout libovolné
presnosti.

Zvyseni presnosti ale mizeme dosdhnout
1) pouzitim vzorce s chybou vyssiho Fadu

2) pouzitim tzv. Richardsonovy extrapolace

Richardsonova extrapolace

Jde o obecny princip, ktery se pouziva nejen u numerického derivovani.

Myslenka vychazi z toho, Ze na zakladé znalosti vyrazu pro rozvoj chyby vyuZijeme dvou pribliznych vysledki
k ziskani tretiho, ktery bude presnéjsi.

Tento proces eliminace chyb budeme demonstrovat napt. na pomérné centrélni diferenci D¢ f(zo, h).

Vyjdeme z Taylorova rozvoje:

h? h® h* h®

(1) f(@oth) = f(wo)+hf' (o) + f"(@o) 5 f" (@o)+5, F W @)+ FF(&1)
h2 h3 h4 h5

(2) f(@o—h) = f(z0)=hf'(z0)+ £ (@o)— " " (@0} 45, F ¥ (@0) — 51 FO(&2)
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h3 h®
f(@o+h)— f(wo—h) = 2hf'(z0)+ - " (20)+ 5 (FO&) + FO (&)
O(hs)
_ _ 2
f(fEO = h)2hf(l'0 h) _ f’(iEo) + }gfl//(mo) + O(h4) ®
D¢ f(zo, )

Stejny vzorec pouZijeme pro vypocet s krokem A = 2h.

12
Do (@0, ) = F'(80) + " £"(z0) + O

2
Dof(z0,2k) = f'(zo) + 4’; F(@o) + O(hY) ®®

Podtrzené Cleny chceme eliminovat — rovnici ® vynasobime 4

2
ADc (@0, B) = 47 (20) + 4 " (z0) + O(h?)

Odelteme ®® 2
/ h’ n
Do f(@o,2h) = f'(20) + 45" (20) + O(R*)

4Dcf($0, h) — Dcf(mo, 2h) = 3f/($0) = O(h4)

_ 4D¢ f(Zo, h) — Dc f(zo, 2h)

5 + O(h*)

f'(zo)

nebo jinak zapsano

De¢ f(zo, h) — D¢ f(0, 2h)

5 + O(h*)

f'(zo) = Dcf(zo, h) +

Pozndmka:

Timto zpiisobem jsme eliminovali chybu ¥adu h2. Algoritmus Richardsonovy extrapolace Ize samozfejmé
pouzit opakované pro eliminaci chyb vyssich fadi. Tato metoda je potom velmi efektivni.

Pokud bychom chtéli stejnym zplsobem eliminovat chybu radu napt. 4, potom bychom dostali:
Dcf(zo, h) = f'(zo) + Kh* / - 2% a ode¢teme 2. rovnici

Dcf(xo, 2h) = f/(xo) S K24h4

(o) = 2" D¢ f (o, }2?'3 : 1Dcf($o, 2h)
(@) = Do (@0, k) + s (Dof (@0, ) — Do f(20,21)

Pro eliminaci chyb vyssich radl postupujeme analogicky, tj. misto 4 pouzijeme prislusny rad.

Poznamka:

V nazvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, Ze nova hodnota derivace je linearni kombinaci
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P¥i urcovani rozvoje chyb jednotlivych vzorcl vychazime z Taylorova rozvoje funkce f.

Rozvoj chyby pro Dpf(zo,h) a Dy f(zo, h)

2 3 4 5
(1) Flaoth) = f(zo) + hf'(@) + o f" () + = (o) + o FO@o) + oo fOE), € (oo, aoth)

9 h) — h / h’2 17 h‘3 " h’4 (4) h’5 (5) h
(2) f(zo—h) = f(zo) — hf'(z0) + ?f (zo) — Ef (zo) + ﬁf (zo) — mf (&2), &> € (zo—h, To)

h) — h h? h3 h*
(1) — f/(fl?o) _ f(iUO + )h f(l'o) . 5f//(a;o) . ff”l(iﬂo) . ﬂf(4)(330) _ mf(s)(fl)
Dpf(l'o, h) Clh Czh2 C3h3 O(h4)
— —h h h? h3 h*
@) = fla)=TCI IR Ry ey 1 E ) - 21O
Dy f(zo, h) cih coh? csh® O(h*)
Rozvoj chyby pro D¢ f(zo, h)
2 3 4 5 6 7
f(zoth) = f(z0) + hf'(z0) + };f"(mo) T }éf'"(mo) . ;L4f(4)($o) . 1hgof(5)($o) - 7hgof(6)($o) . }7L!f(7)(§1),
& € (zo,To + h)
2 3 4 5 6 7
F(o—h) = F(@0) ~ Af(@0) + o 1"(@0) = "= §(@0) + 25 FO(@0) = 1= O (z0) + 7o £Oa0) = 2 FD(En),
62 € (',EO - h’) ',EO)
Po odecteni:
7
Flzo+h) — flzo — h) = 207 (20) + HF"(20) + P fO(m) + o (FO(&) + FO(&)
= O(h")
h) — —h h®
f/(;z;o) — f(iUO T )2hf($0 ) _ éhzf///(mo) _ ]-;()h4f(5)($0) . ﬁ2Jc(7)(é~)

Dc f(zo, h) c b’ coht O(h%)
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Algoritmus Richardsonovy extrapolace

Na zakladé znalosti rozvoje chyby prislusného vzorce miizeme pro zpresnovani hodnoty vypoctené derivace
pouzit nasledujici algoritmus.

Algoritmus (napf¥. pro vzorec D¢ f)

Pro s=0,1,2,...,8
Ts,O = Dcf(IIJo, 2_sh)
Pro k=1,2,...,s

Ts,kfl - Tsfl,kfl
45 1
~—
(%)

Ts,k — Ts,k—l +

(x) 4% =22% protoZe v rozvoji chyby tohoto vzorce jsou pouze sudé mocniny h.

Schéma
h Tho
% Ty Tu
% Ty To T
% Tyo Ts1 Ts2 Tis

Poznamka: Pokud se napt. rovnaji Ty a T35, nemusime pocitat T33, protoZe vyjde stejné.

Priklad:

Pouzijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro vypolet derivace funkce f(z) = lnz v bodé zo = 3
pomoci centralni pomérné diference s kroky h = 0,8; 0,4; 0,2 a O, 1.

Regeni:

Ukazali jsme, Ze pro dostatecné hladkou funkci f plati vztah
f(zo+h)— f(zo — h)

2h
DCf(a:O; h‘)

f/(fllo) = -+ C1h2+C2h4+C3h6—|—...,

rozvoj chyby

kde Cisla ¢;, ¢z, c3 predstavuji kontanty obsahujici pFislusné derivace.

Vysledky zapiseme prehledné do tabulky:
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f'(zo, k) 1. korekce [£; —3] 2. korekce  [1; — 1]

0,8 0,341589

0,4 | 0,335329 | £0,335329 — 3 0,341589 =
=0, 333242

0,2 | 0,333828 | £0,333828 — 10,335329 = | 1%0,333327 — ;- 0,333242 =
= 0,333327 =0,333332

0,1 0,333456 | £0,333456 — 1 0,333828 = | 120,333332 — {£0,333327 =
=0, 333332 =0,333332

Ve vypoltu jsme pouzili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby ¥adu A2, ale dale také 2. korekci, ktera
eliminovala chybu ¥adu h*.

V tabulce chybi sloupec pro 3. korekci. Divod je ten, Ze se hodnoty, ze kterych by se extrapolovala nova
hodnota, rovnaji (dostali bychom to samé Cislo).

Pro dplnost dodejme, Ze pfesnd hodnota derivace je f'(z) = 2, tj. f'(3) = 3.

Pomoci nasledujicich vysledk(i Ize porovnat efektivitu pfi pouziti réiznych vzorcd.

vysledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_P’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec prave pomerne diference D_P.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D P(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce I 3.korekce |
| 0.40000 | 3.006234654 |

| 0.20000 | 2.941793905 | 2.877353156 |

| 0.10000 | 2.737868276 | 2.533942647 | 2.419472477 |

| 0.05000 | 2.612795286 | 2.487722295 | 2.472315512 | 2.479864517 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je

2.478349732955

vysledky v MATLABu
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& N
>> derivace_richardson(’D_L’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec leve pomerne diference D_L.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D L(f,x0,h) | 1.korekce [ 2.korekce | 3.korekce
| 0.40000 | 1.394507747 |

| 0.20000 | 1.912110950 | 2.429714153 |

| 0.10000 | 2.195575019 | 2.479039089 | 2.495480735 |

| 0.05000 | 2.338245228 | 2.480915437 | 2.481540886 | 2.479549479

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je  2.478349732955

vysledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_C’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec centralni pomerne diference D_C.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D _C(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce

0.40000 | 2.200371201
0.20000 | 2.426952427 2.502479503 |
| 2.479978054 | 2.478477958 |
|

2.478453127 | 2.478351465 | 2.478349457

0.10000 2.466721648
0.05000 2.475520257

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je  2.478349732955

Aproximaci derivace funkce jsme jiz pouzili napfr. u odvozeni metody seCen z Newtonovy metody.

Newtonova metoda

f(xk)

Trt+1 = T — f'(ka)

f(zx) — f(Tr—1)

T — Tk—1

f(ze) ~

metoda secen
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T — Tr—1

Tyl = T — f(xk)f(a:k) = f(:Ikal)

Metoda konecnych diferenci

... jeden ze zplisobi resSeni okrajovych tloh.

Re¥me okrajovou tlohu (ODR 2.fadu)
—u"+g(z)u=f(z) z€(0,1)

u(0) = go ®
u(l) =g
g, f ... dané funkce definované a spojité na (0,1), g(z) > 0

90,91 ... dana Cisla
(= uloha ma pravé 1 klasické fesen)

Interval (0, 1) rozdélime na N stejnych podintervalii (ekvidistantni sit)

h
[ 4 L A L L & @ @ @ ®

rzo=0x1 X2 X3 T4 T5 rN_1 TN=1

S={z;,=1th; 1=0,1,...,N} ...sit; h ... krok sité.

Priblizné Feseni konstruujeme jako funkci diskrétniho argumentu ;.

P¥iblizné Feseni je urteno vektorem U = [Uy, Uy, Us, ..., Ux_1,Uy], kde slozky U; aproximuji hodnoty
u(z;) presného Feseni v uzlech sité.

Klasické Feseni spliiuje rovnici ® v kazdém bodé z € (0, 1), tj.
—u'(z) + g(2)u(z) = f(z)

Na (0, 1) jsme zvolili rovnomérnou sit S a v kazdém vnitfnim bodé& této sité musi platit:
—u'(z;) + q(zi)u(z:) = fz:), 1=1,2,...,N—1 ®®
druhou derivaci aproximujeme druhou pomérnou diferenci
i) |MEEH =B MBI ZME D] e - b - 2ute) + uloi 4 1)
soustavu ®@® nahradime soustavou pfibliznych rovnosti
1
B2

[u(z; — ) — 2u(z;) + u(z; + k)] + g(z:)u(z:) = f(z:)

tj.
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1
—E(Ui_l — 2U1 4 Ui+1) T q(a:l)Uz = f(sz) 1 = 1, 2, 5 g N -1
Us = 9o
Uv = o
. soustava diferencnich rovnic
° o) o o o o o o) o) o °
xo=0x1 x2 T3 T4 x5 rN—1 TN=1
Nezname hodnoty uvnitf intervalu, tj. v 1,Z5,...,Zyn 1-
V prvni rovnici figuruje hodnota Uy, ta je ale rovna gy a tento Clen prevedeme na pravou stranu.
Obdobné pro posledni rovnici, za Uy dosadime gx a pfevedeme na pravou stranu.
Ziskana soustava:
_2+h2ql —1 0 0 | _Ul_ _f1—|—%_
-1 2+ h2QQ —1 0 0 U2 f2
1 0 —1 2+ h2q3 —1 0 U3 f3
: : 0 -1 2+ hiqn_s -1 : :
L O 0 0 =1l 2+ h%qn_1] LUn-1]  Lfv-1— &)
—— ————
A U F

Soustava linedrnich algebraickych rovnic

A (= regularni)

- symetrie matice je disledek symetrie pouzité diferenéni aproximace u” a ocislovani uzli
(zde je vSe prirozené, vyznam u parcidlnich diferenciélnich rovnic)

symetricka, tridiagonalni, pozitivné definitni

- pro regularni matici soustavy d! reseni

Otazky:
S jakou presnosti priblizné feSeni aproximuje presné reseni?

Zmensuje se chyba priblizného YeSeni, zjemAujeme-li sit, tj. h — 0?

Pozndmka: Pro aproximaci derivaci Ize samozrejmé pouzit i jiné vzorce.

Pouzijeme-li nap¥. vzorec 7, bude vyslednd matice soustavy opét pasova, Sire pasu bude nyni 5.
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Ukazme si jak postupovat pri diskretizaci Glohy s derivaci v okrajové podmince.

Je-li na nékterém z koncl intervalu zadana Neumannova nebo Newtonova okrajovd podminka, musime
pfedchozi postup modifikovat, nebot nezndme hodnotu u(0) nebo u(1).

V takovém pripadé musime sestavit také diferencni aproximaci prislusné okrajové podminky a pripojit ji k
soustavé diferencnich rovnic, jez ve vnitfnich uzlech aproximuji diferencialni rovnici.

Ukazeme tti takové mozné aproximace pro reseni nasledujici dlohy.

—u" +q(z)u=f(z) z€(0,1)
aou(0) — Bou'(0) = g0 fo >0 (&)

u(l) = g1
Ve vnitinich uzlech sité aproximujeme diferencialni rovnici (#) stejnymi diferenénimi rovnicemi jako v
predchozim pripadé

1
7l

V téchto rovnicich vystupuji nezndamé Uy, Uy, ..., Ux 1, Uxn.

U_1—2U; +Uiq) + q(z:)U; = f(z;) 1=1,2,...,N-1

Abychom dostali stejny pocet rovnic jako neznamych, musime tedy (na zakladé okrajovych podminek) k
ziskanym N — 1 rovnicim jesté 2 rovnice pripojit. Jednu z nich dostaneme z Dirichletovy okrajové podminky
v bodé z = 1 tak, ze polozime |Uy = g1 |. Levou okrajovou podminku (v bodé z = 0) miizeme zuzitkovat

riznymi zpUlsoby.

1.zpisob

Aproximujeme-li u(0) pomoci vzorce 1 (tj. pravé pomérné diference), dojdeme k diferenéni rovnici

U, — U
oUg — ﬁo% = go (,30 * 0),

kterou klasické Feseni spliiuje s chybou velikosti O(h). Rovnici vynasobime &islem 1/(hB,) a upravime na tvar
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1

h2

[

o)
—h
Bo

YUo — U1]

% |

hBo

tuto Gpravu délame proto, aby vysledna matice soustavy sitovych rovnic byla symetricka.

Predchozi rovnici ptidame k ziskanym diferencnim rovnicim a dosadime g; za Uy. Dostaneme opét soustavu

linedrnich algebraickych rovnic se symetrickou tfidiagonalni matici (pozor: U = [Up, Uy, ..., Ux 1]%).
(1 o aoh Tr 1 T
1+ok 1 0 0 Us o
1 2+h% -1 0 0 Uy f
1 0 1 24 kg -1 0 U, s
: : 0 —1 2+ h%qn > -1 : frn—2
0 0 0 —1 2+ h2QN—1_ 1 Un—1] | fvo1— ;%_

Matice soustavy je radu N a lIze dokazat, ze je regularni. Priblizné feSeni Ize proto jednoznacné stanovit
a da se ukazat, Ze jeho chyba je velikosti O(h).

Tato skutelnost, tj. snizeni Fadu chyby metody, mozna ptekvapi, nebot sitova rovnice pro viechny uzly s
vyjimkou z, aproximuje diferenciélni rovnici s diskretizaéni chybou O(h?). Ptesto viak okolnost, Ze jsme se v
jediné rovnici dopustili diskretizacni chyby velikosti O(h), ovlivni velikost chyby metody nejen v blizkosti bodu
T, ale ve vSech bodech sité. Jde tu o jev, ktery je pro uziti diferencni metody typicky a ukazuje, Ze chceme-li
vyuzit presnosti, s niz jsme aproximovali diferencialni rovnici samotnou, musime stejné presné aproximovat i
okrajové podminky.

2.zplisob

Bezprostredni moznost presnéjsi nahrady hodnoty derivace v okrajové podmince spociva v uziti vzorcl 4
a 5 z tabulky. Tyto aproximace maji pro u € C® diskretizatni chybu O(h?).

Vznikla soustava diferencnich rovnic vsak jiz neni tridiagonalni, neni symetricka a navic se pfi jejim reseni
standardnimi metodami mohou vyskytnout numerické problémy. Proto tento postup nedoporucujeme.

3.zplisob

Hodnotu u'(0) aproximujeme pomoci vzorce 3 (centralni pomérna diference).

1
!
%'(0) %[u(xl) - u(x—l)}:
kde z_; = —h.
Chyba aproximace je druhého ¥adu. Okrajovou podminku ayu(0) — Bou'(0) = go tak nahradime diferenéni
rovnici

U, -U_,

ooUp — IBOT =go (Bo#0). ()

Je zde vSak navic dalsi nezndma U_; a potrebujeme proto pripojit jesté jednu rovnici.

Nejjednoduseji to provedeme tak, ze zddame platnost rovnice pro vnitfni uzly i pro hrani¢ni uzel zq, tj.
platnost rovnice

_i(U_l —2Uo + Uy) + q(z0)Us = f(z0).

h2 (<)

(Jde vlastné o aproximaci diferenciélni rovnice v bodé x0 = 0).

Fiktivni hodnotu U kterd nema vyznam aproximace presného Feseni nasi okrajové dlohy (nebot toto
feSeni uvazujeme pouze na intervalu (0, 1)), z rovnic (), () vylou¢ime

U_, = h2<q0U0 — fo) +2U, — Uy,
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U, — h3(qoUy — —2U, + U
aoly — Bo 1 (g0 0250) 0+ 1:_(]0

a dospéjeme k diferencni rovnici

1 U, — U, 1
(Olo + §ﬁthO)Uo - ﬂo% =go+ Eﬂohfo,

ktera aproximuje okrajovou podminku v bodé zq = 0 a kterou dostatecné hladké presné reseni nasi okrajové
alohy splfiuje s chybou Fadové velikosti O(h?). Rovnici upravime na tvar

ogh 1
ﬁo + PP q)Uo — Uh] = -2+ fo

[(1 o+ hﬂo

a pripojime ji k diferen¢nim rovnicim pro vnitfni uzly.

D4 se ukézat, Ze chyba pfiblizného ¥eSeni je v tomto piipadé velikosti O(h?).
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Numericky vypocet hodnoty urcitého integralu

Formulace: Méjme na (a, b) danu integrovatelnou funkci f = f(z). Nasim cilem je ur¢it pfibliznou hodnotu

urcitého integralu b
1(f) = | f(a)ds.

Poznamka:

Geometricky vyznam integralu I(f) (viz obrézek) je obsah plochy mezi grafem funkce f a osou z na
intervalu (a, ).

_—

a L

Numerické metody vypoltu integralu uzivime zejména tehdy, kdyz I(f) neni mozno spocitat analyticky
(velmi Casty ptipad) nebo je sice analytické FeSeni mozné, ale je velmi pracné. V p¥ipadé, ze mame zadanu
funkci f tabulkou, nenfi ani jiny pfistup mozny.

Pfirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychazi z aproximace funkce. Danou funkci f
nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu I(f) prohlasime hodnotu integralu I(¢p), tj.

1)~ I(0) = [ pla)dz

Pozndmka:

Narozdil od vypocCtu derivace je vypocet integralu stabilni, protoze je-li ¢ dobrou aproximaci funkce f na
intervalu (a, b), je integral I(y) dobrou aproximaci I(f).
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.
.ﬁ

< [ 1@) - o@)] dz < (o - a) sup |f(2) - p(@)

z€(a,b)

f@)ds— [ p(z)do

a

@

Princip vétSiny metod na vypocet urcitého integralu

[ 7@z

je zaloZen na tom, Ze interval (a,b) rozdélime na N podintervall (zx, Tx.1) tak, Ze
a:$o<$1<$2<"'<$N71<$N:b.
Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a integrujeme tento polynom.

Vzorce pro vypocet urcitého integralu (tzv. kvadraturni vzorce) délime na:
na intervalech (zx, Zg:1) ... zakladni

pres cely interval (a,b) ... sloZzeny (slozeny kv. vzorec je sou¢tem zakladnich kv. vzorci)

Pro jednoduchost predpokladame, Ze jsou vSechny podintervaly (zx, Zx 1) stejné velké.

Ekvidistantni uzly potom vyjadfime takto

b_
Ty =To+kh, kde k=01,... N—1 a h= N“.

Newtonovy-Cotesovy zakladni kvadraturni vzorce

1) Obdélnikové pravidlo (f nahrazujeme konstantni funkci ¢)

5 Y f
Tht1 h | |
k o , 2r
= Rz(f,h) 7
1t / : x
0 Lk Tk + — xk—|—1

2) Lichobéznikové pravidlo (f nahrazujeme linearni funkci @)
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5 Yy f
) [/
Tht1 h 8
[ @) de ~ S [f(@) + f(men) | P
=Tz(f,h)

/ T

0 Lk Lk+1

3) Simpsonovo pravidlo (f nahrazujeme kvadratickou funkci @)

/;:Hz f(z)dz ~ g [f(zi) + 4f(Zhi1) + F(Zrio)]
= SZ(f: h’)

X
Lk Tk41 LTk+2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

|
|
|
|
|
| |

| |

| |

1F | | |
| | |

| | |

| | |

Odvozeni Simpsonova pravidla

Napf. pomoci Lagrangeova interpolaéniho polynomu:

Py(z) = f(a)la(z) + F(B)ls(z) + f(c)le(z) Py(z)
_(z—=b)(z—c) (z—-b)(z—c)
L@ = e T 2n
_(z—a)(z—c) (z—a)(z—0)
G s s
1(z) = (z —a)(z —b) _ (z—a)(z—b) - 7 -

"~ (c—a)(c—1D) 2h2
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/CPz(x)dx:f(a) c(ar:—b)(:c d:z:— /:v—a)a:—c d:r—i—()/c(:v—a)(a:—b)da::

2h? J 2h?
i) [+ o O o) [ o ©
=52 |3 ?(b—f—c)—i—mbc a—? == ?(a—i—c)—kmac —|—2—h2 == ?(a—f—b)—i—mab =
f(a) [ a® ¢ a? f() [ a,3 2 a?
=ore |3 3 (2 7)) brarlemake =S lg -5 o5 T g ) (et tle—ajec+
(%) (%)
f(e) [ a® ¢t a?
eHe ¥ (£ & b) + (c — a)ab
o |33 |z g)latdtle-ap
()
1
(%) 6(c —a) [2c2 +ac+2a*—3(a+c)(b+c)+ 6bc} =
2h
[2c + 2ac + 2a® — 3(a + b)c — 3¢* — 3ab + 6bc] =
2h
5 [ c® — ac + 3bc + 2a° —3ab]
2h
:F[ a® —c? +3b(c—a)+a(a—c)]:
(a—c)(a+c) 2h —2h
~——
—2h
2h
= F[_ (a+ c)2h + 2h3b — 2ha| =
4h?
= —?[a—FC—Bb—l—a} =
4 2
= —i(2a— 2b+c— b) =
6 —— N~
—2h h
(xx) ... = _6(2h)3 viz pomocny vypocet pro odvozeni lichobéznikového pravidla (slide 10.5.)
2
(xx%) ... = ghs stejné jako () — plyne ze symetrie

[Py = D800 B0 Cam 4 S0 < Sls@+as@) + @) = Tu(sm

Priklad:
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1,2
/ e” dz.
1

Ptesné Fegeni je [e®]h? = el — e! = 0,601835.
J 1

Redeni:

Rz(e®; 0,2) = 0, 2e-! = 0,600833 chyba: 0,001002

Ty (e®; 0,2) = %2(eM0 4 €M) = 0,603839 chyba: 0,002003

Sz(e®; 0,1) = % (e + 4eb?! + e'?) = 0,601835 chyba: 0,000000

Poznamka:
Vsimnéme si chyb. U obdélnikového pravidla vysla chyba mensi nez u lichobéznikového, prestoze u li-

chobéznikového pravidla jsme funkci f aproximovali ,lepsi* funkci ¢ (linearni). Chyba u Simpsonova pravidla
vysla mensi nez u ostatnich. Tyto vysledky potvrzuji vztahy pro chyby jednotlivych vzorcii. Fakt, Ze obdélnikové

pravidlo je presnéjsi nez lichobéznikové mizeme demonstrovat na obrazku:

Y

Zakladni vzorce se odvodi snadno na zakladé geometrické interpretace.
Pokud chceme vyjadrit soucasné i vztahy pro chyby téchto vzorcl, musime pouzit k odvozeni Tayloriiv

rozvoj.

Thi1 3
[ f@as = Rati,m)+ 3, @)
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Tht1 3
[ f@de =1or,0) - 1 510

Thio hb
[ @) de = s5(5,) - o

k

£

Odvozeni pro obdélnikové pravidlo

Predpokladejme, Ze je integrovana funkce f dostatecné hladka a pouzijeme Taylorlv polynom.

f(z)

Lk Yk ik+1
R
Oznacime T b1
hy = Tpy1 — Te, Yr = %
1 .
flz) = flye) + (2 — ye) f'(ye) + 5(33 —uk)2f"(é), & € int {yx, 2}
Potom plati:
hi R
e T +.’E ]. /—L /—’L T +$
/ f(z)dz = hkf(%) + 5[($k+1 —yi)” — (T — yk)ﬂﬂ(%)‘l‘
Tk
hi _hi
. 8 8
+1" (@) [ (@i — ) = (@ — 0’
Tht1
_ Tk + Tr+1 hz "
/ f(z)dz = hkf(T) + ﬂf (&)
T —_———

Rz(f, hi) chyba metody

Odvozeni pro lichobéznikové pravidlo

Funkci f aproximujeme na (zy, 1) linedrni funkci, tj. interpolaénim polynomem 1. stupné.
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Lk Th+1
-

Z aproximaci funkce zname:

f”(fk)

f(z) = Pi(z) + ——(z — z1)(T — Tk41), &k € (Ths Tat1)

Potom plati:

Tk41

[ #(@)ds = (5@ + F@n)) +

Tk

Tr41

f” /(:1: Zp)(T — Ty1) dz

pomocny vypocet

b

/b(ib‘—a)(fc—b)@:/(azz—:r(a+b)+ab)d:c:

a

b3 3 b2 2
:g—%—<§—a—>(a+b)+(b—a)ab_

= (- o)(¥ +ab+a?) — (b a)(a+ B + (b a)ab=

1
= E(b —a) [2b2 + 2ab + 2a® — 3a® — 6ab — 3b* + 6ab] =

— %(b —a)[-a® +2ab— ?] = —é(b —a)®

Th+1

[ 1@ ds =" (5@ + flae) ()

~

Tk

Tz(f, he) chyba metody

Komenta¥r pro Simpsonovo pravidlo

Funkci f aproximujeme na (zy, Zx2) kvadratickou funkci, tj. interpolaénim polynomem 2. stupné.

(&) = Pufa) + L0

(z — z&)(T — Zos1)(T — Tro2)
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Lk+2

(z —zi)(z — Zp1)(T — Tp2)dz ...

[ f@)dz = s3(s,m) + T30

Tk Tk

Aékoliv z uvedeného vychazi, ze chyba by fadové méla byt h*, je chyba o jeden ¥ad vyssi. Diivod je podobny
jako u odvozeni chyby obdélnikového pravidla (integrujeme funkci symetrickou podle stfedu intervalu).

(@ — 1) (@ — Trt1) (T — Tht2)

JelikoZ vyraz pro chybu zakladniho Simpsonova pravidla obsahuje 4-tou derivaci, je zrejmé, ze Simpsonovo
pravidlo bude presné integrovat polynomy az do stupné 3, protoZe pro né je 4-ta derivace identicky nulova.

Newton-Cotesovy slozené kvadraturni vzorce

SloZené kvadraturni vzorce ziskdme sec¢tenim zakladnich kvadraturnich vzorci:

b N-1 .o, N1 g,
/ flz)dz = Z/ f(z)dz ~ Z/ o(z)dz
@ k=0 Tk k=0 Tk

R(f,h) = h~:§§f(mk+;")

T(f,h) = 2[feo) +27(@) +2f(@) + -+ 2f(@wor) + flon)] =
L) + Nz F(@0)+ = faw)

SUR) = 3[f(@0) +47(z:) +2£(@2) + 4 (zs)
+o o+ 2f(an2) + 4 (n) + flaw))]

Pro chyby slozenych vzorcl potom plati:



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

1) = RAW)+(0-a) o 1(¢)

1) = TR -6-a) & £

1) = SR - B—a) o )

3 h3 B
24

Zf”(é PN ()=

chyba zakladniho
vzorce na (Ty 1, Tk)

f"(&)

> ()

i=1

n

f"(&1)

Primér hodnot lezi mezi minimalni a maximalni hodnotou:

min /(&) < 2 76) < mexs(6)
Ze spojitosti funkce f"'(z) vyplyne:

% e (mnon): 116 = 5 26
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Ze vzorcl Ize odhadnout velikost chyby, ptipadné urcit krok h tak, aby chyba byla mensi nez predem
zadana tolerance.

Priklad Urcete h tak, aby chyba slozeného lichobéznikového pravidla pro vypocet

Izz/(mil)da:

byla nejvyde 1073,

Musi platit:

(b—a)
12

h%* max |f"(z)| < 1073
e ] <

= je nutné odhadnout f":

1
U — —_——
I ="
2
f” == W na <2,3> je f” > 0 (kladné)
3
"= “@o1p <0 = f"je klesajici
~ max |f'(z) = f'(2) = o =2
z€(2,3) (2-1)3
1
Eh?-zg 1073 = h?<6-10°
. y-P-a L 12,0 = neplistivgi [N=13] = |h=-_
= = = nejblizsi vyssi = = —
h 6-10-3 ! . y 13
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LI NG — f(x)=1/(x-1)

0.6+ ~—

1 1

3
Ptesna hodnota: I = [1n |z — 1]]2 =In2-1Inl=1In2=0,69315
Skute¢na chyba: 3,7-107*< 103

Nevyhody tohoto postupu:

e vyrazy pro chybu obsahuji derivace (Casto vysokého Fadu), které neni lehké odhadnout
e vysledné odhady jsou vétsSinou velmi pesimistické

e Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni

(zvySujeme-li ¥ad vzorce, nemusi konvergovat aproximace integrall k teoretické hodnoté)

e pro odhad chyby je vhodné uzit metodu polovi¢niho kroku (Richardsonova extrapolace)
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Richardsonova extrapolace
Stru¢né si pfipomenme princip Richardsonovy extrapolace, kterou jsme jiz pouzivali pro zpresnovani pti
vypoctu hodnoty derivace funkce.

Predpokladejme, ze vyraz pro chybu ma tvar

e(f) = htM, h=2"0°

Presna hodnota integralu je potom
I =K(h)+ RhFM. (%)

Integral vypoCteme stejnym vzorcem, ale s krokem g Dostaneme

k
h h g2k
I=K|[= | M | —
(2)+(2) . = > (55)
ozZn. €

Dosadime-li A* do (%), ziskdme
e2* M

I=K(h
OFE

(k%)

Predpokladame-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu pFilis neméni (tj. M ~ M), potom

M , .
— &1 apro (%) a (xx%) musi platit
M,

h
K <2> +e ~ K(h)+ 2k
Odtud plyne odhad chyby €

() ool

a presnéjsi hodnota integralu je potom

1= x(%) gl (}) 5o

k ... rad eliminované chyby

Algoritmus (Pro slozené lichobéznikové pravidlo)

Pros=0,1,2,...,S ho=b—a
1
Ts’g — T(f, hs) hl — Eho
Prok=1,2,...,s :
Fopi = Yo a 1
Ts :Ts — ’ ’ = —
7 k-1t T hs 2 ho

Schéma
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% Ty Tu
% Ty To T
% Tyo Ts1 Tsx Tis

V&echny hodnoty T . jsou aproximacemi piivodniho integralu.

Pro funkci f integrovatelnou v Riemannové smyslu plati

T — I(f) pros — o0, k=0,1,...
a také
T — I(f) pro k — oo.

Déle se da ukazat, ze celd procedura je numericky stabilni.

Priklad

5
Pomoci lichobéznikového pravidla vypoctéte / In z dz. Ke zpfesnéni pouzijte Richardsonovu extrapolaci.
1

Reeni: Pro rozvoj chyby lichobéznikového pravidla plati

I=T(f,h)+ a1h® + ayh* +ash®+...
—— ——
tab. k=2  tab. k=4

Vysledky opét zapiSeme do tabulky

h|T(f, h) 1. zpresnéni (k =2) | 2. zpresnéni (k = 4)

4
4| (n1+In5)=3,2188

3,8066 — 3,2188

2
5(1n1—|—21n3+1n5) =

2 3
=3,8066 | +3,8066 = 4,0025
1 3,9827 — 3,8066 4,0414 — 4,0025
. 5(1111—|—21n2—|—21113+ 3 + 15 +

+2ln4 +1nb5) = 3,9827 | +3,9827 = 4,0414 +4,0414 = 4,04399
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5
lnzdz =

1

Poznamka

Metoda Richardsonovy extrapolace pro lichobéznikové pravidlo se nazyvd Rombergova metoda.

Adaptivni integrovani
e intervaly integrace nejsou dany dopredu
e urcuji se na zakladé splnéni testu chyby zalozeném na odhadu pomoci metody polovi¢niho kroku

Motivace: Pokud ma integrovana funkce napr. tento priibéh

a b

je zrejmé, ze na druhé Casti intervalu staci pro splnéni zadané tolerance uvazovat vétsi kroky, nez v prvni
Casti.

Stavy

interval, na kterém je zajisténo splnéni chybového testu
A ... aktivni interval integrace

N ... interval, pres ktery se jeSté nezapocital dil¢i integral
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+

Zmény stavu:

(1) Je spInéna podminka na velikost chyby na intervalu A
(2) Neni splnéna podminka na velikost chyby na intervalu A
Test chyby: (pomoci metody poloviéniho kroku) — interval (@, B) rozpllime a pouZijeme stejny vzorec
1 h ..
ef(a, B) ~ S I<a,,3>(§) — Iiupy(h)| , k — tad chyby vzorce
B —
es(a <eg
f( ’:6) = b _a

e — celkova pozadovana presnost

Algoritmus

na zacatku:

A= (a,b)

N=0

S=0 )

Is=0 (Is ~ / f(z)dz)

(1) je splnén TEST CHYBY:

(’L) IS = .[5—|—IA
(it) S=SUA, A=N
(2) neni splnén TEST CHYBY:
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a+ B
2

)

(z) A rozpilime, tj. A = (e,

a+p

() N:= NU(ZZE,

B)

(113) novy TEST CHYBY

(1) a (2) opakujeme dokud S # (a, b)

Priklad

Pouzijte adaptivni pFistup pro vypocet

3 1 1
_6d
/o (032 —0,1° + 0,01  (z—057 10,04 ° %

tak, aby vysledna chyba aproximace integralu byla mensi nez 0,25.

Pro vypocet pouzijte obdélnikové, lichobéZznikové i Simpsonovo pravidlo.

Obdélnikové pravidlo

120

\
\

40—

20

20} %‘ ‘ -
0

vysledky v MATLABu
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x-.5)"2+.04) -6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije obdelnikove pravidlo I_O.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.784747
Skutecna chyba ................. 0.016184
Odhadnuta chyba ................ 0.110713
Pocet podintervalu ............. 17
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 94

Lichobéznikové pravidlo

120

100~

80 -

40—

20

vysledky v MATLABu
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x-.5)"2+.04) -6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije lichobeznikove pravidlo I L.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.686611
Skutecna chyba ................. 0.114320
Odhadnuta chyba ................ -0.084305
Pocet podintervalu ............. 17
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 89

Simpsonovo pravidlo

120

100~ -

80— -

40 .

20 -

1
1
05 1 15 2 25 3

vysledky v MATLABu



" oy Numerické metody KMA/NM
L5 9% ;. Josef Dantk 13.2.2013

Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x~.5) "2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije Simpsonovo pravidlo I_S.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.849993
Skutecna chyba ................. -0.049061
Odhadnuta chyba ................ -0.073144
Pocet podintervalu ............. 4
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 11

Poznamka

Odhadujeme-li chybu pomoci metody polovicniho kroku, nemusi byt skutecnd chyba mensi nez zadana
tolerance.

Priklady v nichz je spinén TEST CHYBY, ale chyba je ve skuteCnosti vétsi nez zadana tolerance
e Obdélnikové pravidlo:

lop= 1,

<

DI~
DI
o
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Iop
In
T
h h 2 3 h

e Lichobéznikové pravidlo:

Napf:
4T
/cosx dz, tolerance & =10"°
0
14
0 27 4
—1




Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

I47r:1'4:7T I27|—:1'27T+1'27T:47T

Odhad chyby je
(.[271- — I47r) R— 0

Presna hodnota je

47
/cosmd:z: =0
0

Chyba skutecna je
41

Poznamka:

Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji (m + 1) ekvidistantnich uzli a integruji presné polynomy az do
m-tého, pfipadné. (m + 1)-niho stupné (mame na mysli zdkladni vzorce na intervalu (zx, Zrim)).

Pro zvyseni presnosti by se mohlo zdat vyhodné pouzit vice uzll a funkci f aproximovat polynomem vyssiho
fadu. Ze zkusenosti z aproximace funkce polynomem ovsem vime, ze limitni pfipad polynomu stupné m — oo
nemusi odpovidat pivodni funkci (fikdme, ze Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni).

Gaussovy kvadraturni vzorce

Princip: SnaZime se , aby kvadraturni vzorec integroval presné polynomy co mozna nejvyssiho radu.

Obecné kvadraturni vzorec (zékladni) uvazujeme ve tvaru

kde w; jsou tzv. vahy a z; jsou uzly.

Mame-li na zakladnim intervalu m + 1 bod(, potom nejvyssi mozny stupen polynomu, ktery jesté kvad-
raturni vzorec integruje pfesné, je 2m + 1 (mluvime o tzv. algebraickém ¥Fadu pfesnosti).

Pocet parametr(i kvadraturniho vzorce je 2m + 2
— polovina pro vahy w;

— polovina pro uzly z;

(Newton-Cotesovy vzorce integrovaly presné polynomy do stupné ~ m.)

Vv

Cenou za vyssi presnost budou ovsem neekvidistantni uzly.

Priklad: Odvod'te pro interval (—1,1) zakladni Gaussiv kvadraturni vzorec pro m = 0 (tj. v intervalu
uvazujeme pouze jeden uzel).

Reseni:
Kvadraturni vzorec pro m = 0 ma tvar

K(f) = wof(zo),

kde vystupuji 2 neznamé wy a .
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_mr T
Vzorec musi presné integrovat:

1) konstantu
b

; poz ——
/bd:c:2b = wy- f(zg) = wo=2.
1

2) linearni funkci

1 5 1 azo+b

T a a o. i

/(aa:+b)da:: [a;%—bx] :§—§+2bp: wp - (o)
—1 -1 N——

=0

= 2b=2(azo+b) = z7=0.

Jednobodovy zakladni Gaussliv kvadraturni vzorec je

K(f) = [ f@)de =2£(0) + 31(€)

Y

- —1 U |

Priklad: Odvod'te pro interval (—1,1) zakladni Gaussiv kvadraturni vzorec pro m = 1 (tj. v intervalu
uvazujeme 2 uzly).

Regeni:
Kvadraturni vzorec pro m = 1 ma tvar
K(f) = wof(2o) + w1 f(z1),
kde vystupuji 4 neznamé wy, wy, To a T;.

Vzorec musi presné integrovat polynom az 3 stupné:
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1 4 3 2 1 9 v
/ (az® + b2® + cz + d) dz = laz—l—b3+c$2+da:] :o-a+§-b+0-c+2-dpiz'
—1
1

0Z.
P22 wo (amg + bx2 + czg + d) +w; (a:z:i’ + bx? + czq + d) = K(f).

f(zo) f(z1)

Soustava nelinearnich rovnic pro 4 neznamé:

a: WoZs + wizd = 0 (1)

b: word + wyzi = 2 (2)

c: WoTo + w1y = 0 (3)

d: wy +w =2 (4)
(1) - (3): woZo(z3 — 1) + wizy (23 — 1) = 0.

(2) - (4): wo(zd — 1)+ wi(z?—1) = -4 / (=)t / - (—xo)

f wo(zo — z1)(25 — 1) = 5z
: wi(zy — zo)(2? —1) = %z
(3)a(4)= w = 2— 1w =~
WoZo + (2—wo)zy = O
wo(Zo — Z1) = -2
—_————
4 4 2 1
2y -1)=m 5 2= s > d-1=—2 = =2
1
= Ty = — g
analogicky:
(3)3(4):> Wo = 2—'1111
(2—-w)zo+wrzy = 0O N
wi(z1 — Zo) —
—_————
2 2 4 2 2 1
—2zo(zi — 1) = -2¢ = —2(:1:1—1):5 = zi—-1=— = T =3
1
= T, = g
3)a(4): wo+ws = 2
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Dvoubodovy zakladni Gaussiiv kvadraturni vzorec je

k(= [ 1@ = (-

7

3
3

) + f (?) ()

135
chyba

Y

/

f

_/

Poznamka:

Dalsi zakladni Gausstiv kvadraturni vzorec (tfibodovy, tj. pro m = 2) vypada na intervalu (—1,1) takto:

a= [ o= () o5 (|3

1
_—  ¢(6
+ 15750f

chyba

'}
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¢ P ®
~ aior _\ ivrl 7 \a \232 /
wo w1 w2

Poznamka: Koeficienty a uzly vzorcl vyssich radi jsou uvedeny v tabulkach.

Pozndmka: To, Ze jsme vyjadrili / f(z) dz neubira nic na obecnosti, mizeme totiz libovolny interval
-1
(a,b) transformovat na (—1,1) a pouzit odvozené vztahy.

Poznamka: Gaussovy kvadraturni vzorce jsou konvergentni.

Priklad

12
VypocCtéte / e” dz pouzitim jedno- a dvoubodového zakladniho Gaussova kvadraturniho vzorce.
1

Redeni:

8

~
o

e
—
A
~-
t

&

1 2o 1,1 2 1,2

22 fz)do ~ 0,2 £(1,1) =

—0.9.ebl — zp0=1,14+0,1-0=1,1
_ 0,600833 wy=0,1-2=0,2
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_ R Y &
2 f(z) dz ~ Zo = L1401 ( 3)_
1 ~Y

i =1,1-0,1/%,
%0,1[f(l,l—0,1%)+f(1,1+0,1\%)} = \[

z; = 1,1+0,1,/%,

= 0,1[2, 835632 + 3,182716] =
— 0,601834. wo = 0,1-1=0,1,

P¥esny vysledek: el? — e = 0,601835.

Poznamka:

Podobné jako u Newton-Cotesovych vzorcii miizeme definovat slozené Gaussovy kvadraturni vzorce

Priklad

Vypoctéte / z? sin 3z dz pouzitim jedno-, dvou- a t¥ibodového slozeného Gaussova kvadraturniho vzorce.

0
Pocet déleni intervalu (0, 7) volte N = 10, resp. N = 20.
Regent:

vysledky v MATLABu

Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=x"2*sin(3%x)
na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=10

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priblizna hodnota integralu chyba
- pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.266250 0.124530
- pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141191 -0.000529

- pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141721 0.000001
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 1 uzlem

zadana funkce

| /

Gaussuv kvadraturni vzorecs 2 uzly

zadana funkce
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 3 uzly

zadana funkce

. i

Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=x"2*sin(3*x)
na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=20

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priblizna hodnota integralu chyba
- pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.172331 0.030612
- pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141687 -0.000033

- pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141720 0.000000
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 1 uzlem

zadana funkce

o 7

Gaussuv kvadraturni vzorecs 2 uzly

zadana funkce
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 3 uzly

zadana funkce

. [

Integrovani periodické funkce pfes periodu

Pro lichobéznikové pravidlo plati:

70 = [ ) ds + 2 1F0) - £(@) - o [F90) - £9@)] + ..

(tzv. Euleriv - Maclauriniiv vzorec)
Souvislost s rozvojem chyby:

4

b
h? h
T(f,h) = [ f@)de+ = f'(@) b-a)— o= fU(a) (b—a)+...
a f/(bl)):il(a) f”/(bl)):j:/”(a)

Pro kladnou periodickou funkci s periodou na intervalu {(a,b) plati:
f'(a) = f'(b)
f(a) = ()

b
Pozor: Obecné nemusi platit, ze T'(f, h) je presna hodnota integralu [ f(z)dz, protoze zbytek ma tvar

(b—a) com A¥™ fE™(E)| a & neznime.

Plati v3ak, Ze chyba je velikosti O(h?™) pro libovolné m takové, Ze f ma spojitou 2m-tou derivaci. Proto
neni nutné pouzivat Rombergovu metodu.
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2T

/(2 + cos 3z) dz.
0

(PFesna hodnota je 4m.)

Zvolime krok h =7, tj. N =2:

=

T(f,7) = g[f(0)+2f(7r)+f(27r)] = Z(3+2:1+3) = 4r.

Plati:  Slozené lichobéznikové pravidlo s (k + 2) uzly integruje presné trigonometrické polynomy k-tého
stupné a stupnt mensich (tj. obsahujici ¢leny cos kz, sin kz) pres periodu 27.

Nevlastni integraly

P¥i vypoctu integralu

7 o

Ize vétsinou pfedpokladat, Zze hodnoty funkce f a nizsi derivace f jsou vné néjakého intervalu (—R, R)
dostate¢né malé. Proto je vhodné pouzit lichobéznikové pravidlo pro integral

/Rf(:z:)d:z:.

Priklad

Vypoctéte integral I = / e " dz.

Pro |z| > 4 je integrand mensi nez 0,5 - 10°° a jeho prvni derivace mensi nez 10°. Pouzijeme-li li-
chobéznikové pravidlo pro (—4, 4), dostaneme:

T(f,1) = 1,772636

T(f;0,5) = 1,772453



Numerické metody KMA/NM
i Josef Dangk 13.2.2013

:  *
resna hodnota

I = /7 =1,7724538

fe%) 4
L/ e dr — /e”:2 dz
4

[e e}

Poznamenejme, Ze

< 107",

o0
P¥i vypoltu integralu | [ f(z)dz | mizeme pouzit transformaci z = p(t).
0

a) z=—Int, dz

7f(z)dm:—/0f(—1nt)%:/1@dt

¢
b) z=-——, dz=(1-t)2dt jg

O/f(z)dxzo/f(lft) q ftt)z

00
1

Integrovani funkce 2 proménnych

Odvod'te obdélnikové a lichobéznikové pravidlo pro integrovani funkce 2 proménnych na obdélniku (a, b) x
(c,d), tj.
d

/b ([ f(z,9)dy) do

[«

Reseni:
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C
~—
a ]'L b
b—a d—c :
h = N k= T z;,=a+1-h y;=c+7-k
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& —~—

e lichobéznikové pravidlo:

g (/ [f(mi’ y) + f($i+1,y)] dy) =

1=0 ¢

pN-1 [ M1 kM-
5 (5 [f(:lli, yj) + f(mi’ yj+1)] + 5 Z [f(mz-&-la y] + f(mﬁ‘l’ y3+1)])
1=0 7=0 =0
hk N-1M-1
~ 322 [F(295) + (@i y501) + F(@is1, 05) + F(@iat, 9540)]
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\bitola 11. Potatetni tilohy pro ODR - |

v

Pocatecni alohy pro obycejné diferencialni rovnice 1. fadu

Formulace:
Je dana funkce dvou proménnych f = f(z,y), y € R, z € {(a,b) a Cisla 2 € {(a,b) a yp € R.
Chceme najit takovou funkci y = y(z), ¢ € (zo,b), kterad na intervalu (zo,b) vyhovuje rovnici

y' = f(z,y)

a splnuje pocatecni podminku

Y(Zo) = %o |
Funkci y = y(z), kterd spliiuje pocate¢ni podminku a rovnost ¥’ = f(z,y(z)) na pislusném intervalu,
nazyvame resenim ulohy.

V nékterych pripadech budeme uvaZovat specialni Glohu s rovnici
y' = a(z)y + b(z)

nebo s rovnici

¥ =2yl

Velmi podstatnou tlohu v nasich dalsich Gvahach bude hrat predpoklad, ze funkce f je na néjakém intervalu
lipschitzovsky spojita (v druhé proménné), tj. plati:
|f(z,y1) — f(z,92)| < Llyr —y2| Vz €(a,b) Vy,y2 €R

Priklad 1

Uvazujme ulohu

y/ — y2
y(0)=7n>0
Funkce f(z,y) = y? je lipschitzovsky spojita na libovolném kone¢ném intervalu (n — K,n + K).
Konstanta L = 2(n + K).

vt — 43| < 2(n + K) |9 — vl
lyr + 12| <2(n+ K) Vz € {(a,b), Vy,y € (n—K,n+ K)

Y1 + 9 <yl + |yl <n+K+n+K=2(n+K) Vzecab), Yy,y.€(n—-Kn+K)
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n+K
n
n—K
Regime pomoci separace proménnych
dv_
dz
d
—Z =dz
Y
1
——=z+c
. 1
Y= Tt e
y(0) =17
1 —
c 1
c=——
n
Regenf této tlohy ma tvar
_ 1
y(z) = I_ o
U
. 1 _
Kdyz z — (E) , pak § — o0.
= Pro vSechna y1,y> € R nelze najit jednu konstantu L a
feSeni neexistuje pro libovolné z (Feseni existuje pouze do urlitého Casu).
Priklad 2
Uvazujme dlohu
Y=y
y(0)=0
_ , 0f(z,y) 1
Funkce f(z,y) = ,/y neni lipschitzovsky spojita v okoli 0, protoze = — 00 pro
VY oy 2,/Y
Yy — 0+.
Z véty o stredni hodnoté plyne:
0f(z,¢)
(@) — flz,y2) = a—y(yl — Y2)

Reseni této dlohy neni jednoznacné:
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1171($) =0
ga(2) = ~a°
9:(2) = 42
dy
= VY

HYy=0 OK 2) y#0

a4y _
VY
2/y=z+c

T
\/@ZE—FC

T 2
y—(5+9

y(0) =0

c? =

dz

c=20
y=73

Priklad 3

Uvazujme ulohu

Y =Xy

y(0) =1
Funkce f(z,y) = Ay je lipschitzovsky spojita pro vSechna y € R s konstantou L = ).

Ay — AYa| = A |yr — 2| < [A]|yr — 92

Tato Gloha ma pravé jedno FeSeni pro viechna z € (0,00) ve tvaru

37(1:) — eAm
dy
i
dz 0
d
%~ dz
Y
Inlyl=Az+c
In|y| =lne* +1nc

y =ce’®
y(0) =1

c=1

Az

y=2¢
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K
T

.. T Nas e-u‘j?cf pfiklady ukazuji vyznam Lipschitzovy konstanty.

Priklad 4

Uvazujme Ulohu ve tvaru

y = g(z)
y(0)=n

Redeni mé tvar g(z) = n+ /g(f) d¢ a Lipschnitzova konstanta L = 0.
0

K¥ivky feseni mohou vypadat treba takto:

Y

IS I3 ﬁ
il
— N W

Zménime-li pocatecni podminku 77, potom nové reseni je pouhé posunuti plvodniho do hodnoty 7.

Priklad 5
Uvazujme tlohy
Yy = 3y y' =3y
a
y(0)=n y(0) =7
Dostaneme reseni
g(z) = ne* a g(z) = ne™**

X

\
——

V obou pripadech je Lipschitzova konstanta L = 3. Jeji velikost vSak mize ovliviiovat chovani konkrétni
numerické metody pro konkrétni tlohu.
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T
Véta Necht funkce f(z,y) ma nésledujici vlastnosti:
(2) je definovédna v pasu S = (a,b) x R (a,b ... konecné),

(74) je spojitd v proménné = € (a,b) pro kazdé y € R,
(747) splfuje Lipschitzovu podminku v proménné y, tj. existuje Cislo L takové, Ze plati nerovnost
|f(z,y1) — f(@,92)| S Llyr — 2| Vz € (a,b) Yy, 32 €R
Potom pro kazdé z, € (a,b) a libovolné yy € R existuje pravé jedna funkce y = y(z) s vlastnostmi:
a) y(z) je spojitd a spojité diferencovatelna pro z € (a, b),
b) plati rovnost y'(z) = f(z,y(z)) pro Vz € (a,b),

c) ¥(zo) = %o.

Numerické metody Ize délit podle riznych kritérii:
A) metody zaloZené na numerické derivaci X  na numerické integraci

B) jednokrokové metody X  vicekrokové metody

)
C) explicitni metody X implicitni metody
)

D) metody s konstantnim krokem X metody s proménnym krokem

Princip:

Zakladem metod je diskretizace proménnych.

Priblizné feseni nehleddme jako spojitou funkci, ale nagenerujeme body x4, 1, zo, . . .
a urCujeme &isla Yo, Y1, Y2, - - -, kterd aproximuji y(zo), y(z1), y(z2), - . - .

Pro jednoduchost miizeme uvazovat ekvidistantni déleni, tj. h = z511; — zx, Vk.

Eulerova metoda
- nejjednodussi jednokrokova explicitni metoda; Ize odvodit fadou postupi
e 1.odvozeni

Yo ... dano

Y1 ... pocitdme extrapolaci z hodnoty yo, pficemz se na intervalu (o, ;) feSeni aproximuje pfimkou,

ktera prochazi bodem [zg, ¥o] a ma smérnici ¥ = f(zo, o).

Ta mé rovnici y — yo = (z — Zo) f(Z0, Yo). Tj. pro z; dostavame:

Y1 = Yo + (Z1 — z0) f(To, Yo)
h

Obecné dostaneme rekurentni vztah

Yre+1 :yk+hkf($k)yk)7 k2011121"'
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Yy presné feSeni ... y(x)

I I ) s I

e 2.odvozeni Pomoci Taylorova rozvoje.

1
Y(zri) = y(ze) + e y'(zk) +Shiy" (&), & € (Th, Tora)
S—— 2
:f(:ck,y(iﬂk)) (*)

(*) zanedbame a dostaneme vztah pro pfiblizné feSeni

Yea1 :yk-f—hkf(illk,yk), k:0,1,2,...

Yo ... pocatecni podminka

e 3.odvozeni Pivodni diferencialni rovnici nahradime diferenéni rovnici (aproximujeme derivaci).

yI:f($7y) — w:f.(xk)yk)a k2011121"'
k

e 4.odvozeni Pulvodni diferencialni rovnici zintegrujeme a aproximujeme urcity integral.

V=f@y) - yem)-y@) = [ f@y@)d
2 (*)

(x) y(z) na (zy,Try1) aproximujeme konstantou yy
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f(xk:, yk:) f(xayk;)/

yk—l—l_yk:hkf(mk)yk)) k:0)1)2)"' .

Pozndmka:

Eulerova metoda je

e jednokrokovd metoda (yx — Yri1)

K vypocltu Y1 pouzijeme pouze predchozi hodnotu y.

e explicitni metoda (na pravé strané neni y.1)

V ziskané formuli je explicitné vyjadiena hodnota Y 1.

Priklad
Pomoci Eulerovy metody Feste nasledujici Glohu na intervalu (0;0,6) s konstantnimi kroky A = 0,2 a
h=0,1.
y=z-y
y(0) =1
ReZeni:

(PYesné feseni:  y(z) =2e*+z—1).

Eulerova metoda je déna rekurentnim vztahem:

Yitr = Yk + h - f(Zk, Yr)-
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h=0,2 h=0,1
Ty ‘ y(zx) Yk €k Yk €k
0 1,000 1,000 0,000 1,000 0,000
0,1 0,910 0,900 0,010
0,2 0,837 0,800 0,037 0,820 0,017
0,3 0,782 0,758 0,024
0,4 0,741 0,680 0,061 0,712 0,029
0,5 0,713 0,681 0,032
0,6 0,698 0,624 0,074 0,663 0,035
15 \
y i
1k
: S ... pfesné feSeni
66— & __? ... TeSeni pro h = 0,1
' © ... feSeni pro h = 0,2
05k
T
0 -
-0.1 0 OI1 UI2 UI3 O.Id» DI5 DIE OIT UIB
Poznamky:

1) Vidime, Ze je chyba imérna h.

2) Chyba s rostoucim z vzrista.

Definice: Lokalni diskretizacni chyba d; na intervalu (zx, Zx,1) je nepresnost, s niz hodnoty teoretického
feSeni dané ulohy splnuji rekurentni vztah, ze kterého se pocita hodnota y. .

Pro Eulerovu metodu je lokalni diskretizacni chyba dy:
Y(@ri1) = y(zx) + hx f(zr, y(z£)) + di

Pozndmka:

Lokalni diskretizacni chyba se nazyva lokalni proto, Ze dj lze interpretovat také jako chybu jednoho kroku
metody (pFi vypoltu ¥y 1) za predpokladu, Ze vSechny hodnoty ¥k, Yx 1,... potfebné k vypoltu yx 1 jsou
presné.
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Yy presné feseni ... y(z)

T I o I3 T4

Definice: Globalni diskretizacni chyba je e; = y(zx) — v, tj. rozdil teoretické hodnoty feseni a vypoltené
hodnoty reseni v daném bodé z.
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Yy presné feseni ... y(z)

I I o I3 T4

Globalni diskretizacni chyba Eulerovy metody (pro konstantni krok k)

Priblizné feseni:

Yo = y(zo)
Yerr = Yk + h f(ze, ) k=0,1,...

Presné resSeni:

y($k+1) = y(xk)+hf($kay($k))+dk k= 0,1,...

Po odecteni:
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6020

exy1 =€+ h (f(fﬂk,'y(fEk)) — f(z, yk)) + di

tj. v kazdém kroku se ke globalni chybé e, pripocita lokalni chyba dy, a ¢len h-(...), ktery pfedstavuje
nepresnosti z minulych kroka.

Priklad:

Specialni pripad, kdy f nezavisi na y:
y = f(z) k
Y(zo) = Yo el

tj. globalni chyba je souctem lokalnich chyb.

Poznamka:

Lokalni chyba Eulerovy metody je O(h?) (viz dal3i slide).

. z 24 o o P r—a
Protoze ® ma k scitancl a protoze pro pevné z je k = — plyne z ®
const
e(z,h) = n -O(h*) = O(h)

podobné jako u zakladnich a slozenych kvadraturnich vzorci.

Pozndmka:

Lokalni i globalni diskretiza¢ni chyba jsou chyby aproximace, tj. neuvazovali jsme zaokrouhlovaci chyby.
Definice: Rad diferenéni metody je nejvétsi prirozené Cislo p takové, ze pro danou metodu aplikovanou na
libovolou pocatecni tGlohu s dostatecné hladkym fesenim plati pfi kazdém pevném k a hy — 0 odhad

dp = O(hZ™).

Rad Eulerovy metody

Ze vztahu pro lokalni diskretizaéni chybu di plyne:

di = Y(Tr+1) — y(2r) — he - Y' (k)
N——
=f(zk,y(zk))

y(Zx11) vyjadfime pomoci Taylorova rozvoje (predpokladadme, ze y ma 2. derivaci)

Y(oann) = ¥(on) + hay/(28) + 5 MEY'(E) € € (T Tans)

Po dosazeni:

1
dy = 2 hey"(€) | = O(h3)
2=p+1 = tad Eulerovy metody je p=1.
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Obecna jednokrokova metoda

Eulerova metoda je sice velmi jednoducha (fad je 1), ale k dosazeni urcité pfesnosti musime pouzivat
velmi malé kroky hj. Chceme-li jednokrokovou metodu vyssiho Fadu, musime se zrici linearity

yk+1:yk+hnf(mk)yk) k:O)1)21"'

yk+1:yk+¢($kaykahk7f) k:071727"'

Metody Taylorova typu

Hodnotu y(zx,1) budeme aproximovat pomoci Taylorova rozvoje vyssiho fadu p
(v Eulerové metodé byl pouzit Fad 1), tj.

h2 hP hp+1
Y(Tr1) = Y(@uthe) = y(@e)+he v (T6) + - o1 Y "(zn)+ - +j,c ¥ (zy, )+m yP(E) & € (Thy Tur1)

Je treba dosadit za derivace y v bodé z,. Derivace uréime postupnym derivovanim funkce f.

y = f(z,y(z))
w_0f  of dy

- = ozn. [1]
:y/
no__ af[ af dy _ £[1] [1] ozn.
:y/
Obecné lze odvodit rekurenci
y ) = iz, y(z)) = fr(z, y(z)) + fI Uz, y(2) - fz,9(z)) r=1,2,...

Po dosazeni (uvazujme konstantni krok h) dostavame
h? h? .
Yer1 = Yo + B F(Tk, Ye) + o e, ve) + -+ o FP Y (e, i)

Poznamka:

Metody Taylorova typu se v praxi nepouzivaji pravé z diivodu nutnosti vyjadrovat derivace 3", y",

Priklad Odvodte metodu Taylorova typu 2.Fadu pro Yeeni nasledujici Glohy na intervalu (0;0,6) s kon-
stantnim krokem h = 0, 2

Yy =z-1,
y(0) =1

Reseni:

(Ptesné feseni:  y(z) =2e*+z —1).
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flz,y)=z—y
fm(:l:,y):fm+fy~f:1+(—1)-f(:ll,y):1—:E+y.

Dostavame rekurentni vztah:

1
yk+1:yk+h($k—yk)+§h2(1—$k+yk)

2

Ty Y(zx) Yk h(zr — yx) 3(1 — Tk + Yx) ey

0 1,000 1,000 -0,200 0,040 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,128 0,033 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,069 0,027 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznamka:

Vidime, ze metoda Taylorova typu 2. fddu pro h = 0,2 dava presnéjsi vysledky nez Eulerova metoda s
h=0,1.

Metody Runge-Kuttova typu

e Univerzalnéjsi metody nez metody Taylorova typu.

e Vychazi také z Taylorova polynomu, ale nepouziva se ho pfimo, aby nebylo nutné explicitné vyjadrovat
derivace funkce f = f(z,y(z)) a pocitat jejich hodnoty. Hledanad aproximace je kombinaci nékolika
hodnot funkce f vypocitanych v nékolika strategicky volenych bodech (z,y) na intervalu (zg, Zg11).

Poznadmka: Téchto metod je velké mnozstvi!

Heunova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. fadu)

— vztah ¥y = f(z,y(z)) zintegrujeme pres interval (zg,ZTg 1)

Tk41 Tr41

[ v@de= [ f(zy@)de

Tk Tk

Th41

y(:z:k+1) — y(xk) = / f(:z:,y(:c)) dz

Tk

— pouzijeme lichobéznikové pravidlo

Y(@es) = ¥(zw) = 5 [f@nu@) + (@ v@n)] + O)

N——
viz chyba
lich. pr.

— na pravé strané vystupuje hodnota y(zx.1), jeji aproximaci uréime pomoci Eulerovy metody

Y(zrr1) = y(zx) + b f(zr, y(z0)) + O(R?)

— dostavame metodu ve tvaru
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ki1 = Ye + h [ (T, Ur)

h —
Yet1 = Y + 5 [f(fEk, Yr) + f(Zr1, yk+1)]

Pozndmka: LokalIni diskretizaéni chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je d, = O(h?). Globalni chyba

je potom o ¥ad nizsi, tj. e, = O(h?), protoze chyba metody se zvétSuje lineadrné s pottem kroki k ~ -

Modifikovana Eulerova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. fadu)

- vztah y' = f(z,y(z)) opét zintegrujeme pres interval (Zy, Zgo1)

Th41 Th+1
[ v@do= [ fz,y())ds
Tr41

y(@r) —y@) = [ f(z,y()do

Tk

— pouzijeme obdélnikové pravidlo

y(owen) ~ 9o = b F(m+ oyt D)+ O(R?)

———
viz chyba
obd. pr.

— hodnotu y(zx + %) uréime pomoci Eulerovy metody

y(on + 2) = y(@) + o fony(@) + O(K)

— dostavame metodu ve tvaru

h
Yl =Y T 5 F(@x, yx)

h
Yer1 = Yk + A f(ze + E,ykJr%)

Pozndmka: Lokalni diskretizaéni chyba je opét d;, = O(h®). Globélni chyba je potom o ¥ad nizsi, tj.

er = O(h?), protoZe chyba metody se zvétSuje linedrné s pottem krokl k ~ .

Ukazme si jiné odvozeni predchozich dvou Runge-Kuttovych metod 2. radu.

Odvozeni vychazi z geometrické interpretace.
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v M,

P/

M,

“‘\.

L
=~ - —_= =
=

Ip I I

(]

Véta

Necht oblouk My M; je &asti paraboly. Potom plati:
1. Te¢na v bodé P je rovnobézna s tétivou My M.

2. Smérnice tétivy My M je aritmetickym primérem smérnic teCen v M; a M.

Diikaz:
Rovnice paraboly (polynomu 2.stupné): y—b=c(z—a)?

y y—b=clr—a)

y=c(z—a)+b
=

Yy =2c(z —a)

1. Smérnice tecny v bodé P:

y/(fﬂo + 5131) _ 2c($o + 4

5 5 —a):c(a:o+m1—2a)

Smérnice tétivy MoM; je:
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y(z1) — y(zo) _ c(z1—a)’ +b—c(zo—a)’ —b
1 — Xy B Iy — To

cz? — 2acz; + a’c+ b — ¢z + 2aczy — a’c — b

1 — o

. <:1:% — 22 — 2a(z; — o)

1 — Xy

) = ¢(z1 + To — 2).

2. Smérnice teCny v bodé M, je:
y'(z0) = 2¢(zo — a)
Smérnice tecny v bodé M, je:
y'(z1) = 2¢(z1 — a)
Jejich aritmeticky priimér:
Y'(zo) + ' (1)  2¢c(zo — a) + 2¢(z1 — a)
2 B 2
=c(zo—a+ 1z —a) =c(zo+ z; — 2a).

Nyni pouzijeme vlastnost 1.

Zname souradnice bodu Mj. Jestlize bychom znali y-souradnici bodu P, pak staéi udélat te€nu a bodem
M, vést rovnobézku a dostaneme y-souradnici bodu M;. My ale y-souradnici bodu P nezname, takze ji
vyjadfime priblizné. Bod P nahradime bodem P’, ktery ma stejnou z-ovou soufadnici a lezi na tecné k M.

M,
Y P P’ ma souradnice:

h h
[:1:0+?0,y0+?0-f(:120,y0)]
—_———

 ' ') yo(zo)
P

Teéna v bodé P’ ma smérnici:

h .
y'(zo + ?0) t).

[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ho
| / oy _
|
|
:
r

|
|
|
,.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

To + 11

2

Stejnou smérnici by vSak méla mit i tétiva MyM; = soutadnice bodu M; jsou:

M, 0, k1
of h hy —
| . f(IEo—i—*o,yo“f’*o'f(mo;yO))-
: a 2 2
To L]

$1:$0+h0

k2
——Y

h
Y1 ="Yo+ ho ¥'(zo+ ?0)

Tyto vztahy lze prepsat do tvaru (obecné)
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ki = f(Tk, Yx)

b
2

Yer1 = Yk + i - ko

h
kzzf(xk'i‘*,yk'i‘?k'kl)

Nyni pouzijeme vlastnost 2.

modifikovana Eulerova metoda

Zname soufadnice bodu Mpy. ProtoZe nezname y-soutadnici bodu M;, nahradime ho bodem M, ktery ma

stejnou z-soufadnici a lezi na tecné prochazejici bodem Mj.

M

|y

M,

(
|
|

M ma soufadnice:

ozn.

= kl
[330 + ho, Yo + ho - f(mo,yo)}
- =y'(z0)

Smérnice tecny v M je:

ozn.

= ko

f(@o + ho, Yo + ho - f(Zo, Yo))

Io

I

Bod M; dostaneme z podminky, ze smérnice tétivy MyM; je aritmetickym primérem smérnic tecen v

Mo a M{, tj.

M ma souradnice:

Obecné:

Poznamka:

$1:$0+h0

1
U1 :y0+h0-§(k1—|—k2)

ki = f(Tw,yx)

ks = f(zx + he, Ye + he - k1)
ki +k

yk+1=yk+hk'(122)

Klasicka Runge-Kuttova metodu 4. radu

— jedna z nejvice pouzivanych metod tohoto typu

— predpis metody:

Heunova metoda

Obé tyto metody jsou 2.¥adu (aproximovali jsme parabolou).
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ki = f(zr, Yx)
h h
k2:f($k+§;yk+§'kl)

h h
k3:f($k+§xyk+§'k2)

ki= f(zp+ h,yx + h - k3)

h
Yrr1 = Yr + 6 (k1 + 2ks + 2ks; + k4)

Pozndmka: Lokalni diskretizaéni chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je dj, = O(h®). Globalni chyba

je potom o Fad nizsi, tj. ey = O(h*), protoze chyba metody se zvétsuje linedrné s poctem kroki k ~ =

Priklad

Pomoci Heunovy metody, modifikované Eulerovy metody a klasické Runge-Kuttovy metody 4.
fadu feste nasledujici Glohu na intervalu (0;0, 6) s konstantnim krokem h = 0, 2

Yy =z-y,
y(0) =1
Regent:
(PYesné feseni:  y(z)=2e*+z —1).
Predpis pro Heunovu metodu:
ki = f(2x, Y)
ko= f(zr + h,ye + h - k1)
ki +k
Ykt1 =Y+ h- - 5 2
ki +k
Tk y(zk) Y k1 ko h. = = 2 ek
0 1,000 1,000 -1,000 -0,600 -0.160 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,640 -0,312 -0.095 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,345 -0,076 -0.042 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Predpis pro modifikovanou Eulerovu metodu:

ki = f(Tk, Uk)
h h
k2:f(3k+§,yk+§'k1)

Yer1 = Y + h - k2
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Ty y(z) Yk k1 ko h- ko €k
0 1,000 1,000 -1,000 -0,800 -0.160 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,640 -0,476 -0.095 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,345 -0,210 -0.042 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznamka:

Vidime, Ze vysledky Heunovy i modifikované Eulerovy

metody odpovidaji vysledkiim ziskanym metodou

Taylorova typu 2. Fadu (uvedené metody jsou 2. Fadu).

Predpis pro klasickou Runge-Kuttovu metodu 4. fadu:

ki = f(zw, Yx)
h h
kzzf($k+§;yk+§'k1)

h h
k3:f($k+§;yk+§'k2)

ks = f(z+ h,yx + h - k3)

h
Ykt1 = Yr + - (k1 + 2ks + 2k3 + k4)

Ty y(ka) Yk k1 ko ks ks €k

0 1.00000000 1,00000000 -1,000000 -0,800000 -0.820000 -0.636000 0,00000000
0,2 0.83746150 0.83746666 -0.637466 -0.473720 -0.490094 -0.339447 0.00000516
0,4 0.74064009 0.74004854 -0.340648 -0.206583 -0.219990 -0.096650 0.00000845
0,6 0.69762327 0.69763364 0.00001037

Nékolik otazek k zamysleni:

1.

2.

Uved'te priklad pocate¢ni tlohy pro obyéejnou diferencialni rovnici 1. ¥adu (s nenulovym YeSenim), pro
kterou budou vysledky Eulerovy metody totozné s vysledky metody Taylorova typu 2. fadu.

Uved'te priklad pocatecni dlohy pro obyéejnou diferencialni rovnici 1. ¥adu (s nenulovym YeSenim), pro
kterou bude metoda Taylorova typu 2. fadu totozna s metodou Taylorova typu 3. fadu, ale riizna
od Eulerovy metody.

Uved'te priklad pocatedni dlohy pro obyéejnou diferencialni rovnici 1. ¥adu (s nenulovym YeSenim), pro
kterou bude modifikovana Eulerova metoda totozna s Heunovou metodou, ale riizna od Eulerovy
metody.
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\itola 12. Potétetni tlohy pro ODR - I

Vicekrokové metody

V pripadé jednokrokovych metod vystupovaly ve formuli pouze hodnoty i, Yx+1-

V pripadé vicekrokovych metod vypocitdvame hodnotu yz.1 pomoci hodnot

Yk—ny Ye—n+1y -+« Yo—1, Yk, (yk—l—l)

Poznadmka: Pokud nepouzijeme hodnotu ¥4 1, jedna se o explicitni metody, v opaéném pripadé mluvime

o implicitnich metodach.

Opét vyjdeme z rovnosti

yI::f($7y($))

Musi tedy platit i rovnost integrali

Tr41 Tr41
[ v@do= [ f(z,y())dz |
Tk Tk
Tedy
Tht1
y(@ri) =y(@) + [ f(,y(2)) do| ()
Tk ozn
= g(z)
Dale postupujeme tak, ze funkci g(z) aproximujeme interpolaénim polynomem G, (z), ktery zintegrujeme
presné.

Pozndmka: Pripomernme si odvozeni jednokrokové Eulerovy metody.

Funkci g(z) ze vztahu (%) aproximujeme konstantni funkci Go(z)

a)

Go(z) = 9(zk) |, T € (Thy Ths1)

. g(x)

Dostavame: Go(z)

Tht1

Ye+1 = Ye + / Go(z) dz
Tk
Yer1 = Yk + hg(zs)
Yrtr1 = Y + R f(Tr, Ur)

Eulerova metoda Tk h Tk+1

explicitni jednokrokova metoda, fad 1
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Go(z) = 9(Zk+1) | T € (Th, Tios1)

Go(x)
Dostavame:
Tht1
Yr+1 = Yr + / Go(z) dz
Tk
9()
Ykt1 = Yk + hg(T1)
Ykt1 = Y + A f (i, Yks1)
Implicitni Eulerova metoda
Tk h Tk+1

implicitni jednokrokovad metoda, fad 1

Poznamka:

o VR Ly v .. o , . v
Pri pouziti implicitni metody je tfeba zvolit pocatecni aproximaci y,[cJ]rl a dale realizovat iteracni proces

1 {
yi = g + hf (@es, Uis)

Odvozeni dvoukrokovych metod

Funkci g(z) ze vztahu (%) aproximujeme linearni funkci G(z)

a)

(zx) — 9(zr-1)
h

Gi(z) = g(zx) + 2 (@ —z4) |

T € (Tk, Th+1) G
Th41

1(z) g(x)
| Gule)da — gleh+ 2 a@) - o(ons)] - B\

= ? [39(e) — g(zs)]

Yer1 = Yr + g[3f($k, Yr) — f(Tr-1, yk—l)]

Thk—1 Tk Tk+1
Adams-Bashforthova metoda h

explicitni dvoukrokova metoda, rad 2
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(Tx11) — g(zv)
h

Gi(z) = g(zx) + 2 (¢ —24) |

T c (mk;$k+1>

Th+1

| (@) do = g(a)h+ 2 [g(zen) — o(as)] =

Tk

h
= 5[9(%) + 9($k+1)]

h
Y11 = Yr + ) [f(fﬂk, Yr) + f(Try, yk+1)]

T
Adams-Moultonova metoda b

implicitni dvoukrokova metoda, fad 2

Odvozeni trikrokovych metod

Funkci g(z) ze vztahu (x) aproximujeme kvadratickou funkci Go(z)

a)

G»(z) = ... polynom prochézejici body

[mkfz, g($k72)] ) [xkfl; g(-’ﬂkq)] [-’Ek, g(mk)]

T € (mk,mk+1)
Thit
/Gz(:c)dm: ... Dev.

Tk

h
Yet1 = Yr + i [23f(33k, Vi) — 16 f (1, Ye—1)+5f (Zr—2, yk—z)]

Adams-Bashforthova metoda

Tk4+1

explicitni tfikrokovad metoda, rad 3

b)

G»(z) = ... polynom prochazejici body

|z 1,9(zx 1)), |2k, 9(28)] [2r 41, 9(@h11)]

T € (Tk, Thor1)

i1
/Gz(:c)da:: ... Dev.

Tk

h
Y41 = Y + 3 [5f(117k+1, Y1) +8f(zk, yu) — f (@1, yk—l)]

Tk—1

Tk

Tk+1

Adams-Moultonova metoda Th_1

implicitni tfikrokovad metoda, rad 3

Tk4+1
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(2) U n-krokovych metod je tfeba znat n_hodnot
Ye-nt1yYr—ny- - Uk

Na zacatku vypoctu vsak tyto hodnoty, tj. Y1,...,Y, 1, nejsou znamy.
Pro jejich vypocet je treba uzit explicitni jednokrokové metody odpovidajiciho radu.
(22) U implicitnich metod je tfeba urdit aproximaci y,[cojrl a realizovat metodu prosté iterace

141 !
yl[c—l—l] =Yet ... yl[cl—l
Obecny zapis metod
Vicekrokovou (i jednokrokovou) metodu Ize obecné zapsat ve tvaru

> Yers =h ) B f(Thrss Yers)

j=0 3=0
Y (This)

Explicitni Eulerova metoda  (ap=-1, ;=18 =1, B, =0)

Yit1 — Yx = hf(Tk, Yr)

e Implicitni Eulerova metoda (ap=-1,a:=1,6,=0, B8 =1)
Ykt1 — Uk = B f(Trt1, Ykt1)
e Adams-Bashforthova metoda - dvoukrokova
1 3
(=0, a; =—-1, ap =1, ﬁoz—i, ,31:5, B2 = 0)
h
Yrio — Yet1 = 5[3f($k+1, Yit1) — f(xk,yk)] (k:=k+1)

Adams-Moultonova metoda - dvoukrokova

1 1
(040 y 01 , Bo % B1 2)

h
Yrt1 =Yk = o [f(ﬂ’k, Yi) + f(Ths1, yk+1)]

Adams-Bashforthova metoda - trikrokova

23

5 4
(Olo y O y Q2 , O3 y Bo 12’ B1 3’ B2 12)
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h
Yrts — Yrv2 = 75 [23f($k+2,yk+2)—16f($k+1, Y1) +5f(k, yk)] (k=
k+2)
e Adams-Moultonova metoda - tfikrokova
1 2 5
(g =0, a; =—1, a; =1, ,30——5, ,31—5, ,52—5)
h
Yk+2 — Yry1 = 12 [5f($k+2, Ykt2) F8F (Trt1, Yrr1) — F(Tk, yk)] (k =

k+1)

Definice: Lokalni diskretiza¢ni chybou metody rozumime

Te = ,11[2 a;y(2ri5) = h Y Biy (arss)]
7=0 =0

Definice: Rekneme, ¥e metoda je konzistentni, je-li splnéna podminka
Tx(h) =0 proh — 0 |

Pouzijeme-li Taylorliv rozvoj, ziskdme:
y(zx) = y(zx)
Y(oks1) = u(ok) + hy'(20) + 519" (38) + ..
) = i) - D) - ;(2h)2y”(:1:k) b

) = 2l + B ) 4 ;(3h)2y”(mk) b

Y(Tr15) = y(zx) + 5hy'(z2) + ;(jh)2y”(:rk) +...

a analogicky pro derivaci (formalné pfipiseme ):
y'(z) = y'(zx)
Y (Trt1) = ¥ () + hy"(z8) + ;hzy”'(:z:k) +...
Y(B42) = ¥/ (28) + 209" (@) + (R0 (28) + -

1
Y (zrts) = y'(zx) + 3hy" (zx) + 5(3h)2y'"($k) +...

. 1.
Y (@k15) = /(@) + 5" (22) + 5 (7YY (@) + .
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Tj. jde vzdy polynom v proménné h (= i 7).
Dosazenim do vztahu pro lokalni diskretiza¢ni chybu
1.7 7
Te =4 [ > ay(@es) — B Y- By (wrs)],
5=0 =0
t].
1
=2 [(aoy(xk)+a1y(mk+1)+a2y(mk+2)+- : ~+ary($k+r))—h<ﬁoy/($k)+ﬂlyl($k+1)+‘ : '+ﬁry/(mk+”))]’

dostaneme

T [y(:ck)(ZaJ)My zk(Z(an )+ Ry (2 (Zjag > 36) + B ()

kubické ¢leny

konstantni ¢leny linedrni ¢leny kvadratické cleny
Po roznasobeni:
T = ;y(mk)(zaj) —l—yl(xk)(Z(jaj - ,Bj)> + h() 4 h2(. ) 4
j=0 =0

D.cv:  Ukazte, Ze dfive odvozené metody jsou konzistentni.

Definice: Polynomy v proménnych v a w ve tvaru
T T
v)=> a;v’| a |o(w)=> Buw’
3=0 3=0

nazyvame charakteristické polynomy metody.

Pozndmka: Metoda je konzistentni, plati-li

p(1)=0| a [p(1)=0(1)

Poznamka:

Nestabilita - do vysledku je vnasena chyba, jejiz vliv zesiluje az cely vypocet znehodnoti.

PFi¢iny - Spatnd podminénost tlohy (nezavisi na volbé metody); nevhodna metoda nebo pfilis velky krok.

Definice: Méjme danu pocatecni Ulohu s lipschitzovskou funkci f:
v =f(z,y), z€(0,T)

y(0) =7
Rekneme, e metoda je konvergentni, kdy? plati:

lim yy=y(T)
h—0

Nh=T

limy,=7n prok=0,1,...,7r—1
h—0

pro kazdé pevné T' (uvazujeme 7-krokovou metodu).
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Poznamka: Je zfejmé, Ze nutnou podminkou konvergence je konzistence metody. Je i podminkou
postacujici?

Véta Uvazujme ulohu

¥y =y, z€(0,T)

y(0)=n
Eulerova metoda je pro tuto tlohu konvergentni.

Dikaz:
= y'(zx)
—
Y(Try1) = y(zw) + h Ay(ze) + h7
Yrt1 = U + h Ay
Y(Trt1) —Yr1 = Y(@e) — Y + RA(Y(Te) —v) + hTe
~~ — —_—
Eiiq By, By
Ek+1 = Ek(l 4 h)\) 4 h’Tk
Tj.

=Y
El = Eo(]. + h,)\) —|—h’7'0
E2 = E]_(l ¢ h)\) = hT]_

Obecné Ize psat:

k
Ek = (1 4= h)\)kE(] +h Z (1 i h)\)k*me,l
—/_/ m:1
(1+ AN E,

Déle plati (z Taylorova rozvoje €®):

11+ hA| < P
a tedy
(14 RA)F ™ < elb=mAl < BRIl < T
Potom
=0
—~—
|Be| < N[ |Eo| +hk max |7 4]
~—~— 1<m <k ~—0og —
(x) |Ei| = |hTo| =0 pro h— 0.
(xx) — 0 pro h — 0, protoze je Eulerova metoda konzistentni.
O
Dikaz:
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= y(zx) + i@k y(ze)) + h7

Yrt1 = U + hf(ze, Yx)

Y(Tht1) —Urt1 = Y(@k) =Y + h [f($k,y($k)) — f(zk, yk)] + hm

B Ey

Funkce f je lipschitzovsky spojita:

|f(ze, y(ze)) — (o, Ye)| < L |y(ze) —yx| Vzi € (0,T)

Pak Ize psat:
|Bi+1| < [Be| + R L |Bi| + b |75l

Dale je diikaz stejny (|A| = L)

LT
[B| < e[ |Bo| +hk max | 4 |

=0 —0(h—0)

Konvergence vicekrokovych metod

Priklad: UvaZujme vicekrokovou metodu ve tvaru
Yotz = 3Uki1 — 2Yx — R (Tk, Uk) |

Obecny zapis byl
Y oYt = h Y Bif(Thrss Unts)-

7=0 =0
Plati:
2
=2 ay=-3, az=1, > ;=0
7=0
2 » 2
Bo=-1, =0, B2=0, > B;=-1=> jo =0-ap+1l-01+2-cp = 0+(-3)+2=—1
7=0

=0

= metoda je konzistentni.

Touto metodou budeme Fesit pocatecni tlohu
¥y =0, z€(0,T)

y(0)=0

Pro tuto Glohu ma metoda tvar

Yrt2 = 3Yk+1 — 2Yr |-

Obecné lze psat:

Ye =2Yo — Y1 + 2(y1 — o) |
Dilkaz: (pomoci Gplné matematické indukce)

1. k=2 k=3
Yo = 2yo — ¥1 + 2%(¥1 — %) = 3y1 — 2o
Y3 =2y — ¥1 + 2°(¥1 — Yo) = Ty1 — 6o < 3Yys — 2y = 3(3y1 — 2yo) — 23



Numerické metody KMA/NM
'~ Josef Dangk 13.2.2013

Uk = 2% — Y1 + 2%(v1 — %)

? _ . k+2 _
- } = Ykt2 =20 — Y1 +2°7%(y1 — o)
Yet1 = 2Y0 — Y1 + 2" (y1 — o)

Yotz = Y41 — 2Yr = 3(2.7!0 — g1+ 25y — yo)) - 2(21/0 — 1 +25(y - yo)) =
=2y0 — %1 + (6 — 2) 2" (y1 — %)
~———

= 22
O
Problém:
Pokud y; =9 =9(0)=0 = 1y =0Vk.
Pokud se y; bude lisit (i kdyz velmi malo) od 0, pak pro £k — 0o : yr — 00. 4
Povazujeme-li rovnost yi.o = 3yx.1 — 2y za diferencni rovnici, miZeme ji fesit.
Ptredpokladame, ze vy, = Cv*. Pak Ize psat
Cv**? = 3Cv**t — 2C0F
Cv? =3Cv —2C
v’ —3v+2=0 (%)
3++49-38
Vi =
2
v = 2, Uy = 1
yp = C128 — Cy

Dale vime, ze pro

= Ci=1% — Y,
Co=9yo—Cc1 =Y —Y1+Y =2Y0 — Y1

Ve = (Y1 — 10)2F + 20 — 11

Y = (41— ¥0) 2"+ (2yo —y:) L "

=1 —=v2

Pripomenme, Ze vicekrokovou metodu jsme zapisovali ve tvaru

Yoy = h > Bif(@hts Yers)

a charakteristické polynomy jsme definovali

p0) = Yo’ | a |o(w)= 3 B |
7=0 7=0

O stabilité vypoltu rozhoduji koreny polynomu p(v) (viz (x)).

Pro koteny 4; polynomu p(v) musi platit ||| < 1|.
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e

-
e

Definice: Rekneme, e metoda je D-stabilni, pokud kofeny charakteristického polynomu p(v) spliiuji
podminky:
(7) 19,/ <1 progj=1,2,...,r,

(i) je-li ¥; nasobny kofen, potom |7,| < 1.

Poznamky:
e Je-li metoda D-stabilni, nebude v priibéhu vypoctu radikalné zvétsovat jednokrokovou chybu.

e Uvazujme Eulerovu metodu
Yer1 — Yr = h f(Tk, Y)
plv)=v—1=0 = =1

=  Eulerova metoda je D-stabilni.

Odhad chyby metodou polovi¢niho kroku

Pro globalni chybu metody Ize psat

y(z) =y(z,h)+ Brn +  Fy (o)
~—~— —_— ~—~—

presné (%) Ch? O(h"), r>p
(*) y(mlh’):yk(h’)’ S <mk)mk+1>) kZO,l,,N—l

pro polovicni krok

y(z) = y(:c, ;l) + Er + Fn (we)

Po odecteni (o) — (ee):
h
O:y(m,h)—y(x,g) +Eh—Eg—|—...

h
0~ y(z,h)— y(x, 5) + (27 — 1)E'%

y<$) %) — y(fB, h’)
2 1

E

NES

= |y(z) ~ y(:r, Z) + E%

Pozndmka: Opét Ize pouzit Richardsonovu extrapolaci

e aktivni extrapolace

extrapolaci provadime v kazdém kroku (extrapolované y; pouZzijeme pro vypocet Y1)

e pasivni extrapolace

vypocteme ¥, k=0,1,..., N —1 s rlznymi parametry h potom provedeme extrapolaci

Algoritmus prediktor-korektor
Pozndmka: Jde o obecné schéma vypoctu.

Princip:
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S
edsoklédejme, Ze mame dostatecné presné vypocitany hodnoty g, 91, - .., Yr—1 nNéjakou explicitni

jednokrokovou metodou.

Nyni chceme pocitat yy.

1) Nejprve néjakou explicitni metodou uréime nultou iteraci y,[co] jako vstupni hodnotu pro dalsi vypocet
(PREDIKTOR).

2)  Vypotteme hodnotu pravé strany F\ = f(zy, yi%).

3) Vypoclteme lepsi aproximaci y,[fﬂ} pomoci néjaké implicitni metody s vyuzitim F,E} = fx
(KOREKTOR).
. o ” . TP [N] oz
Pomoci krokil 2) a 3) uréime N iteraci yi ', Y »---,Yr = (N — déno).

Na zavér pitadime v = y*.

Stejny postup opakujeme pro Yri1, Yxio, - - - -

Pozndmka: Dané schéma lze pouzit na rizné metody. Je Zadouci pouzit explicitni a explicitni metodu

stejného ¥adu (pro zachovani presnosti). Volba konkrétnich metod je na nés.

Pozndmka: Oznacdime-li operaci:

a) P ... prediktor
b) E ... vycisleni (evaluation)
c) C ... korektor

M{zeme toto schéma zapsat ve tvaru:
P(EC)Y p¥ipadng P(EC)V B, vy&islujeme-li jesté F, = f(zx, yi") (cof je lep).

Dostaneme pak rlizné varianty tohoto schématu:

PEC , PECE
P(EC)? , P(EC)’E
P(EC)® , P(EC)’E

Priklad: Reite algoritmem prediktor-korektor zalozeném na Adamsovych metodach druhého radu na

intervalu (0; 0, 6) pocate¢ni tlohu:

y=y+e, t. f(z,y(z))=y+e
y(0) = 1

Ptesné feseni: y = e*(z — 1).

Pouzijeme algoritmus typu PEC.

Vzorec prediktoru ma tvar:

h
.%[zo]ﬂ =Yn + 5(3Fn — F,_1)

Korektor:

h
Yntl1 = Yn + E(Frﬂl + F,)

\/Al+a LvrAl A — N 9
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piené
n | z, y(z,) ylo! Fll Yn en
0| o 1 “ 0 <« -1 0
1] 02 | —09771 ** 0,2425 <>* —0,9789 | 0,0018
2| 0,4 | —0,8950 | P —0,9061< Z 05857 < —0,8960 | 0,0010
3| 06 | —0,7288 | P —0,7445< Z 10776 < —0,7296 | 0,0008

Pro urceni hodnoty y; pouzijeme napt.

jednokrokovou modifikovanou Eulerovu metodu (2. ¥adu):

f(Zo,Y0) = Yo +€*° =

kil =

=—-14+1=0
kz =

= i <= = 0,1051
Y1 = Yo+ h-ky=

f(@o+h/2,90+h/2-k1) =

=~ —1+0,2-0,1051 = —0,9789

Uréime hodnoty Fy a Fi.

Odhad chyby pomoci algoritmu prediktor-korektor

Za predpokladu, Ze se hodnota derivace y(P*1), kde p je ¥ad metody, pfili§ neméni, Ize odvodit odhad pro

lokalni chybu algoritmu

e
~ p+1 C P
de X 5 C (yk+1 - yk+1)
Cpt1 ~ Cpt1
kde
Cfﬂ, Cgﬂ konstanty v lokaIni chybé metody, tj. dx = ¢, 1 WP yP*i(zy)
Yo vypocteno korektorem
yf;l vypocteno prediktorem

Podminénost alohy a stabilita metody

Priklad Resme pocatecni Glohu

P P&
V=y-3-3
y(0) =1

z €(0,T)

G iz Sz St 7 z z
reSeni této pocatecni Ulohy ma tvar y = = +1

2 St li z .. T
obecné feseni dané rovnice je y = Ae® + 3 +1
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[ il

je Spatné podminéna!l

=)
= uloha

T
(y0)=14¢ — y:ee”—i—g—kl)

pro reseni je tfeba pouzit metodu vyssiho fadu a dostatecné presnou aritmetiku

Ptiklad Pomoci Eulerovy metody resme pocatecni tlohu
y =Xy, z€(0,T)

y(0)=1

pfesné FeSeni dlohy je y(z) = e*®

v tomto pfipadé ma Eulerova metoda tvar

Ykt1 = Yr + RAYg

>

Yrrr = (14 B A)yw
—h

Je-li ‘1 - i_z‘ < 1, pak je posloupnost y; omezena a klesajici.

Je-li ‘1 + ﬁ‘ > 1, pak posloupnost y; neomezené roste (osciluje).
14k <1 & h=hAe(-2,0)

Pro konkrétni ulohu:

y/:_5y’ $6(0)1>

y(0) =1
a krok A pomoci Eulerovy metody dostaneme:
1) h=0,1
Y1 =(1—-0,1-5)y
—_—
= 0,5
Ty 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Y || 1.0000 | 0.5000 | 0.2500 | 0.1250 | 0.0625 | 0.0313 | 0.0156 | 0.0078 | 0.0039 | 0.0020 | 0.0010
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1 T T T T
0.5- |

Or ‘ s e —)
_05 1 1 1 1

0 0.2 04 0.6 0.8 1

2) h=0,3
Yer1 = (1-0,3-5)
N—————
= 0,5

Ty 0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
Y || 1.0000 | —0.5000 | 0.2500 | —0.1250 | 0.0625 | —0.0313
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Yrr1 = (1 —0,5-5) y
(R —
— 1,5

T 0 0.5 1.0 1.5
Y || 1.0000 | —1.5000 | 2.2500 | —3.3750
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Tj. v pripadé velké zaporné hodnoty A = —2000 — A< ﬁ = 0, 0001

feSeni  y(z) = e 20002

yr = (1 + hA)Fyo = (1 — 2000R)* — 0 pro k — oo

—0 pro z— >

Poznamka:

Rekneme, ¥e metoda je pro A absolutné stabilni, jestlize pfi h a A\: hA = h, viechna p¥iblizna Fedenf
maji pro k — oo limitu rovnou 0 (y; — 0).

of

oy

—~

=A

Ulohu (&) uvazujeme proto, e rovnice y' = f(z,y) po linearizovani prejde na tvar y' = Y.

= Stabilita zavisi jak na metodg, tak na lloze.

Pfripomenme, ze plati:

Y(zri1) = ylze) + hAy(z) + b7

Yk11 = Yk + hAy

Ek+1 = Ek o h)\Ek == h'Tk

|Bry1]| < |1+ RA| - |Eg| + h|7]

Chceme-li, aby |Egx| — 0 pro k — 0o, musime pozadovat
1+hA <1 |
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uto uvahu mizeme ucinit i pro obecnou vicekrokovou metodu

> Yk = R Y Bidyky;

P

> (o5 — hB;)yrr; = 0

J=0

Definujeme polynom stability:

r

I(u, k) = > (0 — hB)w |

=0

Definice:  Oblasti absolutni stability metody nazyvame mnozinu

A={ReC: |g|<1 Va;: I(g,;h) =0}

|%;] < 1 pro nasobné koreny

tj. ,mnoZina hodnot A v komplexni roving pro které kofeny polynomu II(u,h) splfiuji podminku
ja;| < 1"
Priklady

1. (explicitni) Eulerova metoda

Ykt1 — Yb = hf(Tk, Yx)

Koeficienty metody
a0:_17a1:17ﬂ0:17ﬁ1:0

Polynom stability

r

I(u, k) = Z_:(aj — hB;)u’

M(u,h)=(-1-h)+u=u—-1-h

Koren
<1

1
[l
[EY
AL
..;.‘I
=
Il
T
S
=

Oblast absolutni stability metody
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2. implicitni Eulerova metoda

Ye+1 — Y = hf(l'k+1, yk+1)

Koeficienty metody
o =—-1, a; =1, 160207 161:1

Polynom stability _ _ -
O(u,h) = -1+ (1 —-hju=(1-h)u—1

Koren

<1 h—ﬂzl

Oblast absolutni stability metody

2 Re

N
\_/

Intervaly absolutni stability
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A
Eulerova metoda (—2,0)
Implicitni Eulerova metoda (—o00,0) U (2, 00)

Priklad Stanovte oblast absolutni stability pro tzv. obdélnikové pravidlo, tj. metodu s predpisem

Ykt1 = Ye—1 + 2R f(Tk, Ys)-
Koeficienty metody

ag=—-1, 00 =0,0=1,8,=0, f1 =2, B =0
Polynom stability

H(’U,, E’) =
Koreny

—1— 2hu + u?

2h +1/4h2 +4 - -
U2 = 5 + :hi\/h2+1

Pro oblast absolutni stability musi platit (D.cv.)

|u1|<1 A

|U2| <1
Im

A

Ptiklad Stanovte oblast absolutni stability pro tzv. lichobéznikové pravidlo, tj. metodu s predpisem

Yeri =Ue t 5 [f(@r, Yx) + F(Trr1, Yotn)] -
Koeficienty metody

1 1
ap = —1, 041:1;,5025, ,3125
Polynom stability

_ 1 1
I(u,h) = (-1 — 5h) + (1 — ih)u
Koren

=4
Il
G}
+
>0

O}
|
>
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lul <1 pro Reh <0

2+h
2—h
tj. vzdalenost h od —2 je mensi neZ vzdalenost od 2.

Oblast absolutni stability metody

Im

St <1 @ R <A o i ol < oo




