Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Definice:  Existuje-li pro danou funkci f : R — R vlastni (tj. kone¢na) limita

i (@ 7) ~ (@)
h—0 h,

fikdme, Ze funkce f(z) ma v bodé a derivaci.
P¥isluSnou limitu znaéime f'(a).

Pozndmka:

Geometricky vyznam derivace f’(a) je smérnice te¢ny k¥ivky dané rovnici y = f(z) v bodé a (nebot te¢na
v bodé a je limitni polohou se¢ny pro h — 0).

Fyzikalné znali derivace funkce y = f(z), kde = je ¢as a y draha pohybu, limitu z primérné rychlosti,
tedy okamzitou rychlost v Case a.

Y

Pozndmka:

Pro danou funkci f(z) vyjadfuje derivace f'(zo) miru ,stoupani”, resp. ,klesani v bodé zg .
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Y

Zpusoby odvozeni vzorcii pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpolaéniho polynomu

Pro funkci f, ktera je zadana tabulkou, sestrojime interpolacni polynom a derivaci funkce f v bodé a
ztotoznime s derivaci tohoto interpolaéniho polynomu v bodé a.

Yy

T

Poznamky:
- Stupen polynomu nemiize byt nizsi nez fad pocitané derivace.

- Pro jednoduchost hleddme hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme ekvidistantni uzly
s krokem h.

2. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje

Pro dostate¢né hladkou funkci f plati (pro A > 0):



Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

F(zo+B) = flzo) + hf'(m) + 2 16, & € (@0,50+ )

2
Fl@o— h) = f(zo) ~ hf' (o) + o f'(6), & € (g0 — o)

Z prvni rovnice potom plyne vztah
f(zo+h) — f(0)
h
— Dpf(xo, h‘)

f(zo) =

— Shf(E)

Podobné ze druhé rovnice

f(@o) — f(zo — I)
h

= DLf(:BO) h)

(@) = + Shi"(E)

Obdrzeli jsme dva zakladni dvoubodové vzorce Dpf(zo, h) a Dy f(zo, h), tzv. pravou a levou pomérnou
diferenci.

Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje vyssich rada. Plati:

2 3
£(z0+ 1) = F(@0) + 1 (20) + - f"(20) + = f"(61), & € (30,20 + )

2 3
F(zo — ) = f(@n) — hf'(g0) + (@) — = "(&), & € (@0 — hy20)

Po odecteni obdrzime:
3

Flamo +h) — f(zo — k) = 2hf'(z0) + S (F(&) + (&)

Odtud vyjadfime prvni derivaci a ziskdme t¥ibodovy vzorec D¢ f(zg, h), tzv. centrélni pomérnou diferenci

f(zo+h)— f(zo — h)
2h

Dcf(xo; h’)

f(zo) =

h2 n n
- ﬁ(f (&) + (&)

h2 n
1)
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f///(x)

F"&2)

SV (3
2

F"&)

ro—h §1 o ¢ Laoth

Uvedené vzorce jsou pro vypocet prvni derivace f'(zq).

Pro vypolet druhé derivace f"(zo) lze pouzit napfiklad vzorec, ktery dostaneme po seéteni vztahi:

h? h3 h*
f(zo+h) = f(zo) + hf'(zo) + 7]”'(330) + Ef”’(xo) + ﬁf(‘l)(fl): &1 € (20,0 + h)

h? h® h*
f(zo — h) = f(zo) — hf'(z0) + 7]”’(330) - Ef”l(xo) + ﬂfw(fz), & € (2o — h, z0)

4

f(zo+R) + f(zo — h) = 2f(z0) + h;f”(:ro) + 2 (F9E) + F9E)

Odtud vyjadiime druhou derivaci a ziskame tfibodovy vzorec pro druhou derivaci

f(zo + h) — 2f(z0) + fzo — R)
2

'(z0) = ~ P9 + 196

W )
P Foe)
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Samozrejmé lze odvodit Fadu dalSich vzorcil, pficemz plati, ze ¢im vice bodi pouzijeme, tim bude fad
chyby vyssi.

Pfiklad:  Pomoci uvedenych tfi vzorcii vypoctéte pribliznou hodnotu prvni derivace funkce f(z) = e*(1—z)
v bodé zy = 1. Pouzijte krok h = 0,1.

Regent:
Nejprve si pro kontrolu analyticky zjistime presnou hodnotu prvni derivace funkce f bodé zy.

fl(z) =e"(1 —z) +e%(—1) = —ze%, tj. f/(1)=—1le' = —e~ —2,7182

Nyni pouzijeme pravou, levou a centralni pomérnou diferenci:

1.
h) — L1 —1,1) —el(1—1
h 0,1
—0. 1lelt
= (;716 — _el & —3 0041 (chyba 0, 2858)
2. h 1 0,9
— Flzg — 1—1)—e%(1—0,9
h 0,1
0, 1e%°
— 6716 — % v —2,4596 (chyba 0, 2586)
> f@o+h) — f(@o—h) eM(1—1,1)— (1 —0,9)
D p— p— ! ! p—
—0.1 1,1 1 0,9 1,1 0,9
_ “0ler —0 e er ter 5 7318
0,2 2

(chyba 0,0136)

Vsimnéme si velikosti chyb v jednotlivych pfipadech. Potvrzuje se fakt, ze chyba prvnich dvou (dvoubo-
dovych) vzorcii je ¥adu h, tj. v Fadu desetin a chyba posledniho (tfibodového) vzorce je ¥adu h?, tj. v Fadu
setin.

Podminénost ulohy numerického derivovani

Uvazujme nyni nap¥. vzorec s pravou diferenci Dp f(zo, h), tj. plati

f(zo + k) — f(20) 1

f(zg) = LD — ShE)
—_——
Dpf(zo, h) chyba metody

Chybu metody oznaéme 7.

M
Plati-li |f"(z)] < M pro z € (zo,zo + h), potom || < ?h.

Musime uvazit chyby méfeni (zaokrouhlovaci chyby) - ozna&ime 7.

Oznadime-li
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i s f(zo), f(xo+h) ...... presné hodnoty
f(zo), ff(o+h) ...... vstupni hodnoty
Potom pro 75 plati
_ f(@o+ h) — f(zo) f (@0 + h) — f*(20)
Ty = —
h h
presna hodnota vzorce vypoctena hodnota vzorce
A dale
o+ h)— ff(zo+h *(zo) — f(z
ira| = f(zo+h)— fH(zo+h)  f(2o) = F(zo) <
h h
[f(Zo+h) = f(zo+ R)| | [F*(20) = f(20)]
< 5 5 <
E € 2¢e
< —4- = =
~— h - h h
Vyuzili jsme zde odhady
|f*(@o+h) — flzo+h)| e
|F*(20) — f(@o)| < €
Cislo € mize predstavovat napf. strojovou presnost.
Pro celkovou chybu r potom plati
M 2¢
< < —h+ —
< Iral sl € SR+
T
e Uloha numerického derivovani je Spatné podminéna !  (pro zmensujici se h roste chyba)

e Lze najit optimalni krok hopt
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V nasledujicich pfikladech ukazte chybu 3 odvozenych vzorcii pro vypocet prvni derivace funkce f(z) v bodé
T pii pouziti krokd A = 1071%,1071%,...,10° 1.

Pfiklad 1 f(z) =sinz, o = 1.

0
L1V > pomoci prave pomerne diference D,
4 pomoci leve pomerne diference DL
107 +
pomoci centralni pomerne diference Dc

10 +
10° +
10° |
107"k

| | | |

1
Pfiklad 2  f(z) =sin o 0= 1.
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0

107 >  pomoci prave pomerne diference DP
< pomoci leve pomerne diference DL

107 |
¢ pomoci centralni pomerne diference Dc

10*

10° |

10° |

107}

| | | |

Priklad 3 f(z) =€® zp = 1.
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>  pomoci prave pomerne diference DP
10° |
4 pomoci leve pomerne diference DL
10-2 B ¢ pomoci centralni pomerne diference Dc
10* +
10° |
10° +
107"°F
| | | |

Priklad 4  f(z) = e®, 7o = 1.
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omoci prave pomerne diference D
100 I \ > P p p =
. 5
\ 4 pomoci leve pomerne diference DL
o
10'2 i ¢ pomoci centralni pomerne diference DC
4
10* +
10° |
10° - .
§
&
107"°F .
| | | |
107" 107 10° 10°
Poznamka:

Na zakladé Spatné podminénosti se zda, Ze nebude mozné pfi vypoltu derivace dosdhnout libovolné
presnosti.

Zvyseni presnosti ale mizeme dosdhnout
1) pouzitim vzorce s chybou vyssiho Fadu

2) pouzitim tzv. Richardsonovy extrapolace

Richardsonova extrapolace

Jde o obecny princip, ktery se pouziva nejen u numerického derivovani.

Myslenka vychazi z toho, Ze na zakladé znalosti vyrazu pro rozvoj chyby vyuZijeme dvou pribliznych vysledki
k ziskani tretiho, ktery bude presnéjsi.

Tento proces eliminace chyb budeme demonstrovat napt. na pomérné centrélni diferenci D¢ f(zo, h).

Vyjdeme z Taylorova rozvoje:

h? h® h* h®

(1) f(@oth) = f(wo)+hf' (o) + f"(@o) 5 f" (@o)+5, F W @)+ FF(&1)
h2 h3 h4 h5

(2) f(@o—h) = f(z0)=hf'(z0)+ £ (@o)— " " (@0} 45, F ¥ (@0) — 51 FO(&2)
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h3 h®
f(@o+h)— f(wo—h) = 2hf'(z0)+ - " (20)+ 5 (FO&) + FO (&)
O(hs)
_ _ 2
f(fEO = h)2hf(l'0 h) _ f’(iEo) + }gfl//(mo) + O(h4) ®
D¢ f(zo, )

Stejny vzorec pouZijeme pro vypocet s krokem A = 2h.

12
Do (@0, ) = F'(80) + " £"(z0) + O

2
Dof(z0,2k) = f'(zo) + 4’; F(@o) + O(hY) ®®

Podtrzené Cleny chceme eliminovat — rovnici ® vynasobime 4

2
ADc (@0, B) = 47 (20) + 4 " (z0) + O(h?)

Odelteme ®® 2
/ h’ n
Do f(@o,2h) = f'(20) + 45" (20) + O(R*)

4Dcf($0, h) — Dcf(mo, 2h) = 3f/($0) = O(h4)

_ 4D¢ f(Zo, h) — Dc f(zo, 2h)

5 + O(h*)

f'(zo)

nebo jinak zapsano

De¢ f(zo, h) — D¢ f(0, 2h)

5 + O(h*)

f'(zo) = Dcf(zo, h) +

Pozndmka:

Timto zpiisobem jsme eliminovali chybu ¥adu h2. Algoritmus Richardsonovy extrapolace Ize samozfejmé
pouzit opakované pro eliminaci chyb vyssich fadi. Tato metoda je potom velmi efektivni.

Pokud bychom chtéli stejnym zplsobem eliminovat chybu radu napt. 4, potom bychom dostali:
Dcf(zo, h) = f'(zo) + Kh* / - 2% a ode¢teme 2. rovnici

Dcf(xo, 2h) = f/(xo) S K24h4

(o) = 2" D¢ f (o, }2?'3 : 1Dcf($o, 2h)
(@) = Do (@0, k) + s (Dof (@0, ) — Do f(20,21)

Pro eliminaci chyb vyssich radl postupujeme analogicky, tj. misto 4 pouzijeme prislusny rad.

Poznamka:

V nazvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, Ze nova hodnota derivace je linearni kombinaci
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P¥i urcovani rozvoje chyb jednotlivych vzorcl vychazime z Taylorova rozvoje funkce f.

Rozvoj chyby pro Dpf(zo,h) a Dy f(zo, h)

2 3 4 5
(1) Flaoth) = f(zo) + hf'(@) + o f" () + = (o) + o FO@o) + oo fOE), € (oo, aoth)

9 h) — h / h’2 17 h‘3 " h’4 (4) h’5 (5) h
(2) f(zo—h) = f(zo) — hf'(z0) + ?f (zo) — Ef (zo) + ﬁf (zo) — mf (&2), &> € (zo—h, To)

h) — h h? h3 h*
(1) — f/(fl?o) _ f(iUO + )h f(l'o) . 5f//(a;o) . ff”l(iﬂo) . ﬂf(4)(330) _ mf(s)(fl)
Dpf(l'o, h) Clh Czh2 C3h3 O(h4)
— —h h h? h3 h*
@) = fla)=TCI IR Ry ey 1 E ) - 21O
Dy f(zo, h) cih coh? csh® O(h*)
Rozvoj chyby pro D¢ f(zo, h)
2 3 4 5 6 7
f(zoth) = f(z0) + hf'(z0) + };f"(mo) T }éf'"(mo) . ;L4f(4)($o) . 1hgof(5)($o) - 7hgof(6)($o) . }7L!f(7)(§1),
& € (zo,To + h)
2 3 4 5 6 7
F(o—h) = F(@0) ~ Af(@0) + o 1"(@0) = "= §(@0) + 25 FO(@0) = 1= O (z0) + 7o £Oa0) = 2 FD(En),
62 € (',EO - h’) ',EO)
Po odecteni:
7
Flzo+h) — flzo — h) = 207 (20) + HF"(20) + P fO(m) + o (FO(&) + FO(&)
= O(h")
h) — —h h®
f/(;z;o) — f(iUO T )2hf($0 ) _ éhzf///(mo) _ ]-;()h4f(5)($0) . ﬁ2Jc(7)(é~)

Dc f(zo, h) c b’ coht O(h%)
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Algoritmus Richardsonovy extrapolace

Na zakladé znalosti rozvoje chyby prislusného vzorce miizeme pro zpresnovani hodnoty vypoctené derivace
pouzit nasledujici algoritmus.

Algoritmus (napf¥. pro vzorec D¢ f)

Pro s=0,1,2,...,8
Ts,O = Dcf(IIJo, 2_sh)
Pro k=1,2,...,s

Ts,kfl - Tsfl,kfl
45 1
~—
(%)

Ts,k — Ts,k—l +

(x) 4% =22% protoZe v rozvoji chyby tohoto vzorce jsou pouze sudé mocniny h.

Schéma
h Tho
% Ty Tu
% Ty To T
% Tyo Ts1 Ts2 Tis

Poznamka: Pokud se napt. rovnaji Ty a T35, nemusime pocitat T33, protoZe vyjde stejné.

Priklad:

Pouzijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro vypolet derivace funkce f(z) = lnz v bodé zo = 3
pomoci centralni pomérné diference s kroky h = 0,8; 0,4; 0,2 a O, 1.

Regeni:

Ukazali jsme, Ze pro dostatecné hladkou funkci f plati vztah
f(zo+h)— f(zo — h)

2h
DCf(a:O; h‘)

f/(fllo) = -+ C1h2+C2h4+C3h6—|—...,

rozvoj chyby

kde Cisla ¢;, ¢z, c3 predstavuji kontanty obsahujici pFislusné derivace.

Vysledky zapiseme prehledné do tabulky:
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f'(zo, k) 1. korekce [£; —3] 2. korekce  [1; — 1]

0,8 0,341589

0,4 | 0,335329 | £0,335329 — 3 0,341589 =
=0, 333242

0,2 | 0,333828 | £0,333828 — 10,335329 = | 1%0,333327 — ;- 0,333242 =
= 0,333327 =0,333332

0,1 0,333456 | £0,333456 — 1 0,333828 = | 120,333332 — {£0,333327 =
=0, 333332 =0,333332

Ve vypoltu jsme pouzili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby ¥adu A2, ale dale také 2. korekci, ktera
eliminovala chybu ¥adu h*.

V tabulce chybi sloupec pro 3. korekci. Divod je ten, Ze se hodnoty, ze kterych by se extrapolovala nova
hodnota, rovnaji (dostali bychom to samé Cislo).

Pro dplnost dodejme, Ze pfesnd hodnota derivace je f'(z) = 2, tj. f'(3) = 3.

Pomoci nasledujicich vysledk(i Ize porovnat efektivitu pfi pouziti réiznych vzorcd.

vysledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_P’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec prave pomerne diference D_P.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D P(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce I 3.korekce |
| 0.40000 | 3.006234654 |

| 0.20000 | 2.941793905 | 2.877353156 |

| 0.10000 | 2.737868276 | 2.533942647 | 2.419472477 |

| 0.05000 | 2.612795286 | 2.487722295 | 2.472315512 | 2.479864517 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je

2.478349732955

vysledky v MATLABu
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>> derivace_richardson(’D_L’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec leve pomerne diference D_L.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D L(f,x0,h) | 1.korekce [ 2.korekce | 3.korekce
| 0.40000 | 1.394507747 |

| 0.20000 | 1.912110950 | 2.429714153 |

| 0.10000 | 2.195575019 | 2.479039089 | 2.495480735 |

| 0.05000 | 2.338245228 | 2.480915437 | 2.481540886 | 2.479549479

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je  2.478349732955

vysledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_C’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec centralni pomerne diference D_C.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D _C(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce

0.40000 | 2.200371201
0.20000 | 2.426952427 2.502479503 |
| 2.479978054 | 2.478477958 |
|

2.478453127 | 2.478351465 | 2.478349457

0.10000 2.466721648
0.05000 2.475520257

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je  2.478349732955

Aproximaci derivace funkce jsme jiz pouzili napfr. u odvozeni metody seCen z Newtonovy metody.

Newtonova metoda

f(xk)

Trt+1 = T — f'(ka)

f(zx) — f(Tr—1)

T — Tk—1

f(ze) ~

metoda secen
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T — Tr—1

Tyl = T — f(xk)f(a:k) = f(:Ikal)

Metoda konecnych diferenci

... jeden ze zplisobi resSeni okrajovych tloh.

Re¥me okrajovou tlohu (ODR 2.fadu)
—u"+g(z)u=f(z) z€(0,1)

u(0) = go ®
u(l) =g
g, f ... dané funkce definované a spojité na (0,1), g(z) > 0

90,91 ... dana Cisla
(= uloha ma pravé 1 klasické fesen)

Interval (0, 1) rozdélime na N stejnych podintervalii (ekvidistantni sit)

h
[ 4 L A L L & @ @ @ ®

rzo=0x1 X2 X3 T4 T5 rN_1 TN=1

S={z;,=1th; 1=0,1,...,N} ...sit; h ... krok sité.

Priblizné Feseni konstruujeme jako funkci diskrétniho argumentu ;.

P¥iblizné Feseni je urteno vektorem U = [Uy, Uy, Us, ..., Ux_1,Uy], kde slozky U; aproximuji hodnoty
u(z;) presného Feseni v uzlech sité.

Klasické Feseni spliiuje rovnici ® v kazdém bodé z € (0, 1), tj.
—u'(z) + g(2)u(z) = f(z)

Na (0, 1) jsme zvolili rovnomérnou sit S a v kazdém vnitfnim bodé& této sité musi platit:
—u'(z;) + q(zi)u(z:) = fz:), 1=1,2,...,N—1 ®®
druhou derivaci aproximujeme druhou pomérnou diferenci
i) |MEEH =B MBI ZME D] e - b - 2ute) + uloi 4 1)
soustavu ®@® nahradime soustavou pfibliznych rovnosti
1
B2

[u(z; — ) — 2u(z;) + u(z; + k)] + g(z:)u(z:) = f(z:)

tj.
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1
—E(Ui_l — 2U1 4 Ui+1) T q(a:l)Uz = f(sz) 1 = 1, 2, 5 g N -1
Us = 9o
Uv = o
. soustava diferencnich rovnic
° o) o o o o o o) o) o °
xo=0x1 x2 T3 T4 x5 rN—1 TN=1
Nezname hodnoty uvnitf intervalu, tj. v 1,Z5,...,Zyn 1-
V prvni rovnici figuruje hodnota Uy, ta je ale rovna gy a tento Clen prevedeme na pravou stranu.
Obdobné pro posledni rovnici, za Uy dosadime gx a pfevedeme na pravou stranu.
Ziskana soustava:
_2+h2ql —1 0 0 | _Ul_ _f1—|—%_
-1 2+ h2QQ —1 0 0 U2 f2
1 0 —1 2+ h2q3 —1 0 U3 f3
: : 0 -1 2+ hiqn_s -1 : :
L O 0 0 =1l 2+ h%qn_1] LUn-1]  Lfv-1— &)
—— ————
A U F

Soustava linedrnich algebraickych rovnic

A (= regularni)

- symetrie matice je disledek symetrie pouzité diferenéni aproximace u” a ocislovani uzli
(zde je vSe prirozené, vyznam u parcidlnich diferenciélnich rovnic)

symetricka, tridiagonalni, pozitivné definitni

- pro regularni matici soustavy d! reseni

Otazky:
S jakou presnosti priblizné feSeni aproximuje presné reseni?

Zmensuje se chyba priblizného YeSeni, zjemAujeme-li sit, tj. h — 0?

Pozndmka: Pro aproximaci derivaci Ize samozrejmé pouzit i jiné vzorce.

Pouzijeme-li nap¥. vzorec 7, bude vyslednd matice soustavy opét pasova, Sire pasu bude nyni 5.
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Ukazme si jak postupovat pri diskretizaci Glohy s derivaci v okrajové podmince.

Je-li na nékterém z koncl intervalu zadana Neumannova nebo Newtonova okrajovd podminka, musime
pfedchozi postup modifikovat, nebot nezndme hodnotu u(0) nebo u(1).

V takovém pripadé musime sestavit také diferencni aproximaci prislusné okrajové podminky a pripojit ji k
soustavé diferencnich rovnic, jez ve vnitfnich uzlech aproximuji diferencialni rovnici.

Ukazeme tti takové mozné aproximace pro reseni nasledujici dlohy.

—u" +q(z)u=f(z) z€(0,1)
aou(0) — Bou'(0) = g0 fo >0 (&)

u(l) = g1
Ve vnitinich uzlech sité aproximujeme diferencialni rovnici (#) stejnymi diferenénimi rovnicemi jako v
predchozim pripadé

1
7l

V téchto rovnicich vystupuji nezndamé Uy, Uy, ..., Ux 1, Uxn.

U_1—2U; +Uiq) + q(z:)U; = f(z;) 1=1,2,...,N-1

Abychom dostali stejny pocet rovnic jako neznamych, musime tedy (na zakladé okrajovych podminek) k
ziskanym N — 1 rovnicim jesté 2 rovnice pripojit. Jednu z nich dostaneme z Dirichletovy okrajové podminky
v bodé z = 1 tak, ze polozime |Uy = g1 |. Levou okrajovou podminku (v bodé z = 0) miizeme zuzitkovat

riznymi zpUlsoby.

1.zpisob

Aproximujeme-li u(0) pomoci vzorce 1 (tj. pravé pomérné diference), dojdeme k diferenéni rovnici

U, — U
oUg — ﬁo% = go (,30 * 0),

kterou klasické Feseni spliiuje s chybou velikosti O(h). Rovnici vynasobime &islem 1/(hB,) a upravime na tvar
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1

h2

[

o)
—h
Bo

YUo — U1]

% |

hBo

tuto Gpravu délame proto, aby vysledna matice soustavy sitovych rovnic byla symetricka.

Predchozi rovnici ptidame k ziskanym diferencnim rovnicim a dosadime g; za Uy. Dostaneme opét soustavu

linedrnich algebraickych rovnic se symetrickou tfidiagonalni matici (pozor: U = [Up, Uy, ..., Ux 1]%).
(1 o aoh Tr 1 T
1+ok 1 0 0 Us o
1 2+h% -1 0 0 Uy f
1 0 1 24 kg -1 0 U, s
: : 0 —1 2+ h%qn > -1 : frn—2
0 0 0 —1 2+ h2QN—1_ 1 Un—1] | fvo1— ;%_

Matice soustavy je radu N a lIze dokazat, ze je regularni. Priblizné feSeni Ize proto jednoznacné stanovit
a da se ukazat, Ze jeho chyba je velikosti O(h).

Tato skutelnost, tj. snizeni Fadu chyby metody, mozna ptekvapi, nebot sitova rovnice pro viechny uzly s
vyjimkou z, aproximuje diferenciélni rovnici s diskretizaéni chybou O(h?). Ptesto viak okolnost, Ze jsme se v
jediné rovnici dopustili diskretizacni chyby velikosti O(h), ovlivni velikost chyby metody nejen v blizkosti bodu
T, ale ve vSech bodech sité. Jde tu o jev, ktery je pro uziti diferencni metody typicky a ukazuje, Ze chceme-li
vyuzit presnosti, s niz jsme aproximovali diferencialni rovnici samotnou, musime stejné presné aproximovat i
okrajové podminky.

2.zplisob

Bezprostredni moznost presnéjsi nahrady hodnoty derivace v okrajové podmince spociva v uziti vzorcl 4
a 5 z tabulky. Tyto aproximace maji pro u € C® diskretizatni chybu O(h?).

Vznikla soustava diferencnich rovnic vsak jiz neni tridiagonalni, neni symetricka a navic se pfi jejim reseni
standardnimi metodami mohou vyskytnout numerické problémy. Proto tento postup nedoporucujeme.

3.zplisob

Hodnotu u'(0) aproximujeme pomoci vzorce 3 (centralni pomérna diference).

1
!
%'(0) %[u(xl) - u(x—l)}:
kde z_; = —h.
Chyba aproximace je druhého ¥adu. Okrajovou podminku ayu(0) — Bou'(0) = go tak nahradime diferenéni
rovnici

U, -U_,

ooUp — IBOT =go (Bo#0). ()

Je zde vSak navic dalsi nezndma U_; a potrebujeme proto pripojit jesté jednu rovnici.

Nejjednoduseji to provedeme tak, ze zddame platnost rovnice pro vnitfni uzly i pro hrani¢ni uzel zq, tj.
platnost rovnice

_i(U_l —2Uo + Uy) + q(z0)Us = f(z0).

h2 (<)

(Jde vlastné o aproximaci diferenciélni rovnice v bodé x0 = 0).

Fiktivni hodnotu U kterd nema vyznam aproximace presného Feseni nasi okrajové dlohy (nebot toto
feSeni uvazujeme pouze na intervalu (0, 1)), z rovnic (), () vylou¢ime

U_, = h2<q0U0 — fo) +2U, — Uy,
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U, — h3(qoUy — —2U, + U
aoly — Bo 1 (g0 0250) 0+ 1:_(]0

a dospéjeme k diferencni rovnici

1 U, — U, 1
(Olo + §ﬁthO)Uo - ﬂo% =go+ Eﬂohfo,

ktera aproximuje okrajovou podminku v bodé zq = 0 a kterou dostatecné hladké presné reseni nasi okrajové
alohy splfiuje s chybou Fadové velikosti O(h?). Rovnici upravime na tvar

ogh 1
ﬁo + PP q)Uo — Uh] = -2+ fo

[(1 o+ hﬂo

a pripojime ji k diferen¢nim rovnicim pro vnitfni uzly.

D4 se ukézat, Ze chyba pfiblizného ¥eSeni je v tomto piipadé velikosti O(h?).



