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o

pitola 8. Aproximace funkci - |l

Aproximace funkci

e Aproximace na okoli bodu - aproximujeme chovani funkce ,v malém okoli bodu"

e Interpolace - tabulkou danymi body prokladame polynom, tj.
pozadujeme-li, aby aproximace presné prochazela zadanymi body.

e L,-aproximace - pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body
(ziskanych naptiklad méfenim), kde nutné nevyzadujeme,
aby aproximace danymi body prochazela.
Dlivodem mizou byt napt. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.

e uréime systém jednoduchych zakladnich (bazovych) funkci (ne nutné polynomi) g, @1, @2, ...,
@, a funkci f aproximujeme linearni kombinaci zakladnich funkci

p(z) = copo(2) + c101(Z) + - - + cripn(2)

e Otazka vybéru aproximace se tedy prevede na urceni hodnot parametrl cq, ¢y, ..., ¢, podle néjakého
kritéria vhodného pro konkrétni tlohu.

Pozndmka: Velmi &asto budeme za zakladni funkce volit funkce 1, z, z2, ..., 2", tj. aproximaci ¢
budeme hledat ve tfidé polynomi nejvyse n-tého stupné.

Uvod d diskrétni L,-aproximace

Myslenka

Chceme aproximovat funkci, kterad je dana tabulkou {[z;, f(z;)],2=0,1,...,n}.

V pfipadé, kdy jsou f(z;) zatizeny chybou (napf. vysledky méfeni) nebo pokud je bodd ,mnoho",
neni vhodné provadét interpolaci.

Aproximaci ¢ hledame ve tvaru

o(z) = copo(T) + crp1(z) + - - + Criom (),

kde ; jsou zadané funkce a c; hledané parametry.

— pocet bazovych funkci @; je mensi nez polet zadanych bodli (m < n)
— v pripadé rovnosti se mize jednat o interpolaci (zalezi na zvolenych bazovych funkcich)

— o interpolaci se miize jednat i pokud je m <n

Nasim cilem je minimalizovat ,jodchylku” funkce ¢ od zadanych dat.
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Y @=cmex+@m2

U interpolace jsme pozadovali, aby aproximace pfimo prochazela zadanymi body, tj. chyba

e; = f(z:) —p(z:) =0
Nyni na tomto netrvame, pouze chceme tuto chybu v néjakém smyslu minimalizovat.

p(z)

Y

Jakou pouzit normu pro méreni chyby e ?

o max {|f(z;) — ¢(z:)|}

0<i<n

315~ ()

n+1:-

J S 1f(@) — ple)f
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Uvazujme priklad:

flz:)|[1]2]2]
Jak by vypadala minimalizace s uZitim pfedchozich norem?

o(z) =cy+az

. migkmax{\l—co—cl\,\2—c0—2c1\,\2—c0—3c1\} ... pro pocitani nevhodné
€0,
1 « .
e min —([1—co—c1|+|2—co—2c1|+|2—co—3c1]) ... opét nevhodné
co,c1€R 3

. 1 . -
e  min %3 [(1—co—c1)?+(2—co—2¢1)?+ (2 —co —3c1)?] zjednodusime
€0,

(Nezéporn4 funkce f nabyva svého minima ve stejném bodé& jako nabyvd minima funkce 1/f)

min [(1 —a-c)+(2-c—2c)+(2-—co— 3c1)2]
co,c1ER
(%)

(¥) ... kvadraticka funkce proménnych cg,c; (konvexni) = je hladka, snadno se derivuje
Formulace
Je dana funkce f tabulkou hodnot v m + 1 bodech zg, z1,..., 2, f(mi ]
ZL;

Zvolime tvar aproximujici funkce
o(z) = copo(T) + c1p1(T) + -+ + Cmpm(T)
s poctem parametrl c¢; nejvyse rovnym n + 1.
Diskrétni Ls-aproximaci funkce f je potom takova linedrni kombinace bazovych funkci @;(z), jejiz
koeficienty splnuji podminku, Ze Ly norma chyby je minimalni, tj.

R(f,0) = L [1(@) — el@) =3 [f(azi) -5 cjsoj(xi)]

n
1 =0 7=0

je minimalni.

Poznamka:

Tato nejlepsi aproximace ma velmi dobré statistické vlastnosti a vyrovnava vliv ndhodnych chyb v zadanych
(naméfenych) funkénich hodnotach.

Diskrétni L,-aproximace linearnim polynomem

Ukolem je stanovit diskrétni Ly-aproximaci funkce f dané tabulkou {z;, fi}, 1 =0,1,...,n linedrnim
polynomem, tj. zvolime napf. o(z) =1, p1(z) = z.
Tedy

o(z) =co+ 1z

Minimalizujeme funkci

R= Xn: [fi — co — a1z]”
—0

7
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oR n
87%:_2§[fi—co—clﬁi]:0
OR n
871:—22[]3—60—61%]%:0

Koeficienty ¢y a ¢; nalezneme jako feseni soustavy

(’I’L—l— 1)C0+ (zn:l'z) o Zn:fI
1=0 1=0
( ) z:) co+ ( 3 z?) o =3
1=0 1=0 1=0

Maticové zapsano

g
(@]
Il

Q

, kde P je symetrickd, pozitivné definitni.

Jiny postup:

UZijeme metodu pro feseni ,neresitelnych soustav”.
Plati (mélo by):

ctaz,=f;, 1=01...,n

[1 o] [ fo

T c f

T2 l 0] = | fe

. C1 .
_1 xn_ _f'n_

Maticové zapsano
Qc=F|

a7

Soustava Qc = F je nefesitelna. Provadime minimalizaci r’r, kde r = F — Qc je reziduum soustavy.

Dosadime-li, pak plati:
r’r = (F — Qc)T(F — Qc) = FTF — ¢"Q"F — FTQc + c"Q"TQc = FTF — 2c"Q"F + T Q7 Qc,

protoze (cTQTF)T = (FTQc).
—_——— ——
cislo cislo
Matice QT Q je symetricka, pozitivné definitni. Nutna a postalujici podminka minima:
Q'Qc-Q'F=0 =  [Q"Qc=Q'F
tzv. soustava normalnich rovnic.
Plati:

P=Q"Q| a |q=Q'F|

Diskrétni L,-aproximace kvadratickym polynomem

Funkci f aproximujeme kvadratickym polynomem
o(z) = ¢co + a1 + coz?

Minimalizujeme veli¢inu
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2

n
R=Y"|fi—co— 1 — o}
1=0

Z nutnych a postacujicich podminek minima

OR OR OR
P 0, B i 0’ —_— =
aCO 8(31 aC2

0

dostaneme soustavu ve tvaru
(n+1)co + (sz) ¢y + (me) co=> fi
(Tas)eo+(Xa) e+ (Xad) e =3 fia
(Z"Ezz) Co + (fo) €1+ (2333) ¢ =y fix?

Stejnou soustavu dostaneme i postupem, kdy resime nefeSitelnou soustavu pomoci minimalizace kvadratu
rezidua.

Poznamka: V pripadé, ze nékteré hodnoty chceme eliminovat, napt. diisledkem Spatného méreni, je vhodné
pouzit vahy, tj. minimalizujeme
& 2
R(f, o, w;) = Z [f(z:) — o(z:)]” ws,
i=0

kde w; ...vaha uzlu z;.

Pfiklad
Aproximujte funkci f, kterd je dana tabulkou
z; [|0[1)|2
pomoci funkce |@(z) = coz + 12 + c2z® |.
A
31 °
21 °
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Qc =F, Q ... singularni matice
0 0 Of [co 1
11 1 |e| =
2 4 8] & 3

e prvni rovnici nelze splnit =  soustava nema resSeni

e fesime metodou nejmensich ¢tvercl

Q"./ Qc=F - Q"Qc=Q'F

5 9 17| |co 3
9 17 33| || = |14
17 33 65] |co 26

= =04, ¢ =265 oc=-1,05

o(z) =0,4z + 2,65z% — 1,05 23

pax) = x?
p1(z) = 22
3 °
2 .
wo(x) =x
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3 o(T)
2
10
0 1 2 -

9o(0) = ¢1(0) = 2(0)=0 = (0) =0

Resitelnost ulohy diskrétni L,-aproximace

Definice:  Rekneme, e systém funkci @;(z), 7 =0,1,...,m, definovanych na (a,b) D int(zo, Z1,...,Zn)
je diskrétné linearné nezavisly, jsou-li vektory

[‘p0($0)7 900("1;1)’ coog (po(mn)]T

[‘p1($0)7 (pl(xl)i coog (pl(mn)]T

[(pm(fﬂo), ()om(zl)7 coog (pm(a:n)]T

linedrné nezavislé.

Poznamka:

1=0,1,...,n

=0 e rovna (m + 1).

Tato definice fika, Ze hodnost matice & = [p;(z;)]
Plati, ze m < n.

Podminénost ulohy diskrétni L,-aproximace

Budeme-li aproximovat na intervalu (0, 1) funkci f a zvolime-li ekvidistantni déleni a bazové funkce budeme
volit ¢; = 7, bude matice P = QTQ soustavy normalnich rovnic blizkd Hilbertové matici, ktera je velmi
Spatné podminéna.

Refen:  Za funkce @;(z) volime ortogonalni polynomy (napf. Gramovy polynomy).

Pozndmka: Ze systému n-linedrné nezavislych funkci g; I1ze pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizacniho
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=
.

N A
procesu zkonstruovat systém ortogonalnich funkci.

-;\ -"b"d'

Spojita L,-aproximace

Definice:

Méjme funkci w = w(z), ktera je definovana na (a, b) a je kladna a omezena. Mnozinu realnych funkci
f = f(z) definovanych na (a, b) takovych, Ze
: 2
/w(x)[f(a:)] dz < 00
oznalime Ls(a,b). Skaldrnim soucinem dvou funkci f, g € Lo(a, b) nazyvame Cislo
b

(f,9) = /w(:z:)f(:z:)g(m) dz |

a

Cislo

11l = V(. f)= ( / w(m)[f(m)]2dx>

a

nazyvame normou funkce f v Ly(a, b).

Funkce f, g se nazyvaji ortogonalni, plati-li

(f9) =

Chceme tedy minimalizovat veliCinu

R(f,p) = (f — > cioi, f — ZQ%‘)
7=0 7=0

Nutné a postacujici podminky minima maji tvar
OR
B0, =
Derivovanim a jednoduchymi Gpravami dostaneme

0, k=0,1,...,m|

R(f,0)=(f,f) - 2(f,§:cj(.0j) + (i Ci‘/’nicj%)

2=0 7=0
OR =
Ben =0- 2(f; Sok) + 2(‘Pk, ZCjSOj) =0
Ck 7=0
> (@r,ci05) = (f, or)

3=0
Z Cj((pk) (p]) = (f) ‘Pk)
3=0

Zapsanim vsech podminek dostaneme soustavu

(@0, Yo)co + (@a, p1)c1 + - - + (Yo, Pm)Cm = (®o, f)
(o1, 90)c0 + (@1, 01)c1 + - - + (@1, Om)Cm = (91, f)
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(‘pm’ <p0)C0 + ((pma (pl)cl Tt (‘pma Som)cm = (‘pm: f)

Véta

Jsou-li funkce @g, @1, ..., @, linedrné nezavislé, ma Gloha spojité Lo-aproximace jediné feseni.
Koeficienty c; jsou fesenim normalni soustavy a plati:
(f—QD*,(PJ):O, jZO,l,...,m,
tj. funkce f — ¢* je ortogonalni ke véem funkcim ¢;.

Geometricka interpretace

mnozina funkci

p(x) = ’ic‘j%(iﬂ)

Pokud lezi funkce f v mnoziné funkci p(z) = copo(z) + c1p1(z) + - - - + cmom(z), potom

mnozina funkci

plx) = $cspi(a)

Priklad

Stanovte spojitou Le-aproximaci funkce f(z) = Inz na (1,e) linearni funkci p(z) = c1z + co.
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-

)
[ il

ujeme funkci

Minimaliz

€

r(co, 1) = / 1F(z) — o(z)]® dz = /e(ln:z: — ¢y — az)*dz

1
Podminky minima

8 e
S —2/(1n:z:—c0—clm)d:r:0
BCO 1

6 e
o —2/(1n33—c0 —cz)zdz =0
Bcl 1

e

co/ld:c—l—cl/a:dm:/lnmdx
1 1

1

€ €

co/zdm—l—cl/mzdm:/mln:z:dx
1

1

(5]

[ e—1 I(e?-— 1)] [c(J] 3

1 e
v=Inz v =-— e

z :[:z:ln:z:]l—/ldm:e—e—l—lzl

T 1

1

e v=Ilnz v =- 2 e 9 2 2
1 1

/:B Inz dz = $2 :[z—lnx] —/__dm:e___(eQ_]_):e_+_
N~ , T 2 T 2 4 4 4
1 o U u =z U= — 1

2

Reenf: co = —0,46518, ¢; = 0,56325

o(z) = 0,56325 — 0, 46518 |
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1.2r
0.8
04 » = 0,56325 1 — 0,46518
0
1 1‘5 é 2‘5

Podminénost ulohy spojité L,-aproximace

Priklad: Volime-li vahu w(z) = 1 a aproximujeme-li funkci f = f(z) na intervalu (0, 1) funkci ¢ = ¢(z)
ve tvaru
o(z) =co + 1T + ez’ + -+ + Cpz™,

tj. [p;(z) = 27| plati

1

1
(s, 95) 0/ 4

Soustava normalnich rovnic Pc = g je opét Spatné podminénd, protoze P je Hilbertova matice.

Reseni problému: Volime funkce ¢;(z), 7 =0,1,...,m, ortogonalni ve smyslu skalarniho soucinu

(0, 05) = /w(a:)goi(:r)tpj(a:) dz.

a

Potom plati: (¢;, ;) = 0 pro 7 # j a soustava normalnich rovnic ma diagonélni matici. Pak Ize psat:

C*:(f’(p]), j:O’l’..',m
(%5, ¢5)
¢t ... Fourierovy koeficienty.

7

Gram-Schmidtiiv ortogonalizacni proces

Jsou dany linedrné nezavislé funkce g1, gs, . . ., gn (prvky jistého prostoru).
Hledame funkce (prvky téhoz prostoru), které jsou navzajem po dvou ortogonalni.

fi=a




-
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fo hleddme ve tvaru fo=go + ko1 fi a pouzijeme (f1,f2)=0
(f2, f1) = (g2, f1) + £u(f1, f1) = |k = —(gz’fl)
R_,—/O (fl:fl)
fz hleddme ve tvaru fa = g3+ K31 f1 + Kaafo a pouzijeme (fs, f1) =0
a(fs, f2)=0
(f3, f1) = (g3, f1) + Ka1(f1, f1) + K32 (f2, f1)
I Sy I
=0 =0
_ _(93,f1)
T TG
(f3, f2) = (g3, f2) + ka1 (f1, f2) +K32(f2, f2)
=0 =0
_ _(93,f2)
T T )
Obecné f, hledame ve tvaru fe =0+ Kefi +Keafo+ -+ K11
= (fj7fj)
i=1,2,...k—1
Priklad

Najdéte ortogonalni bazi prostoru polynomi do stupné 2 na (0, 10).

Vyjdeme z baze gy =1, g1 = z, g5 = T°.

fo=1
fi =1z + i fo
fi=z -5

M0 =

fo= T2 + sl + %21(33 — 5)

10
@y _ %
_ 10
(1,1) 1dz
0
10
[ z?dz
0

(z2,1)

_ 0

10

Moo =

— T ="
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10
3 _ g 10000 1000
v — (z2,z — 5) __{‘” ST dz__74 0 _ 30000 —20000 _
o _ _ T - 3 3 : =
(z — 5,z — 5) o — 520 5;4_5; 250 - 4
0

fo = 2% — 33,3 10(z — 5)

fo=x?— 10z + 16,6

Priklad

Uréete ortogonalni bazi prostoru polynomi do stupné 2 pro uzlové body
Ty = 0; I, = 0,2; To — 0,4; T3 = 0,6; Ty — 0,8; Ty = 1

Opét pouzijeme jako vychozi bazi

go=1 t. [1;1;1;1;1;1]
g, = x> tj. [0;0,04; 0,16; 0,36; 0,64; 1]
fo=g0=1

fi=91+ 300

p (91, fo) 0+0,2+0,4+0,6+0,8+1 3 1
10 = — = — _ = = —

(anfO) 6 6 2

f1:$—§

fa = g2 + 220 fo + o1 fi

s — (92, fo) 0+40,04+0,1640,36+0,64+1 2,2 1,1
7 (fo, fo) 6 6 3
o — (92, f1) _ [0;0,04;0,16;0,36;0, 64; 1]T [-0,5;-0,3;-0,1;0,1;0,3;0,5]
2T (fuf) 0,25+ 0,09 + 0,01 + 0,01 + 0,09 + 0, 25 -
__0-0,012-0,016+0,036+0,192+0,5 _ 0,7 _
N 0,7 0,7
1,1 1
_p2 -
fo=1 3 £E+2
2 _
fz::Ez—:z:Jrﬁ — 2 — 40,13

Poznamka

Pokud bychom zvolili jiné uzlové body z;, dostali bychom i obecné jiny systém ortogonalnich bazovych

funkci.

Napf. pro zo = 0; z; = 0,125; =z, = 0,25; z3 = 0,375; z, = 0,5; =5 = 0,625; z¢ = 0,75; =z = 0,875;

g =1
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byc om ziskali nasledujici ortogonalni bazi prostoru polynomi do stupné 2:
1
fo=1 |fi=z— 3| fo = 2% — 1z 40,1458 ... Ovéfte (D.cv.).
Poznamka:
Uvazujme dlohu (spojité) Lo-aproximace, kde za aproximujici funkci volime polynom stupné n.
Jak mame volit stupen polynomu ?
Pokud nemame dalsi informace, je vhodné fesit normalni rovnice postupné pro m = 0,1, 2,... a sledovat
hodnotu
Z 2
2 (f(@i) — o(zi))
2 _ 1=0
o, = ,
n—m
kde ¢ ... polynom stupné m.

Pokud o2, s rostoucim m vyznamné kles4, pokracujeme, jinak hodnota po niZ nenasleduje vyrazny pokles
o2 je ze statistickych divodd vhodnym stupném polynomu.

Volime-li za ¢; = 7

1. musime feSit soustavu normalnich rovnic pro kazdy stupen m znovu,

2. Spatna podminénost

Reeni: Pouzijeme ortogonalni polynomy — potom staci vzdy dopocitat pouze 1 koeficient.

Priklad
Urcete spojitou Ly-aproximaci funkce f(z) = e® na (—10;1) pomoci polynomi stupné nejvyse 1, 2, 3, 4
ab.
3,
—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 1
2_
1 L
0,
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—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 2

3 L
——Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 3
2 L
1k
0 -
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3 L

—— Zadana funkce

—— L2-aproximace polynomem stupne 4
2 L
1k
0 L

-10 -8 -6 -4 -2 0 2

3 -

—— Zadana funkce

—— L2-aproximace polynomem stupne 5
2 -
1k
0 B >

Nelinearni aproximace metodou nejmensich ctvercii

Nap¥. volime-li o(z) = Ce?® (%)
e 1. pFistup je metoda linearizace dat: (*) zlogaritmujeme

1\11}3: InC +Azx
P B

| = Az + B |

(pivodni body [z;, f;] je tfeba transformovat na body [z;, In f;])
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Z]
ziskdme A, B a z B vypotteme C= e®.
e 2. pristup  minimalizujeme L5 normu chyby pfimo

n

R(4,C) =Y (fi — ce*=)’

1=0

parcialni derivace:

OR = z; Ti\
a:2;:0 (fi—C’eA )(CmieA )_O
dR o\ (Ao
a6 = 22 (fi=Cet=) () = 0

soustava normalnich rovnic:

1. rovnice: .
> (fi - C’eA"'i) (C’mieA“’i) =0
i=0
C’Zfia:ieA” — Cz Z$¢62Awi =0 / o é’ 7é 0
i=0 i=0
> fizie™ —C Y 3?4 =0
i=0 i=0
2. rovnice:

(5 0et=) (o#) =0

n
=0

n n
Z fieA:ci . CZeQA:ci -0
1=0 1=0

soustava nelinedrnich rovnic, pro reseni lze pouzit napf. Newtonovu metodu.

Priklad
Urcete diskétni Loy-aproximaci funkce f zadané tabulkou
95 011|234

f(z:)||1,5/2,5/3,5|5|7,5
funkci ve tvaru o(z) = Ce® |,

Pro reseni pouzijeme oba predchozi pristupy.

1. pristup
script v MATLABu
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x=0:4

f=[1.5 2.5 3.5 5 7.5]
F=log(£)’

Q=[x.70’ x.717]
P=Q’*Q

g=Q’+F

koef=P\g

A=koef (2)

C=exp (koef (1))

vysledky v MATLABu

X
0 1 2 3 4

1.5000 2.5000 3.5000 5.0000

.4055
.9163
.25628
.6094
.0149

N B~ O O

N e
B W N RO

5 10
10 30

6.1989
16.3097
koef =
0.4574
0.3912

0.3912

1.5799

7.5000

= ¢i(z) = 1,5799€%%%1%®

2. pristup

script v MATLABu
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koef=fminsearch(’R’,[1 1]);
AA=koef (1)
CC=koef (2)

function out=R(koef);
A=koef (1) ;
C=koef (2);
out=(C-1.5).72+(C.*exp(A)-2.5) .72+ (C.*exp(2*%A)-3.5) .72+ ...
(C.xexp(3*A)-5) .72+ (C.*exp(4%A)-7.5).72;

vysledky v MATLABu

AA =
0.3836
cC =
1.6109
= @y(z) = 1,6109e>3%%0®
201
p1(z)
15+
10
5_
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Table 5.6 Change of Variable(s) for Data Linearization

Function, y = f(x) Linearized form, ¥ = Ax + B | Change of variable(s) and constants
ngﬁwﬁ )f’ﬁﬁ:i—%-ﬁ Xa:ij,}’:y
y::xic y+:i§(xy}%~g X=xy,¥=y¥
c=lp="F
y*&xlﬁ ﬂ;zﬁxég X=x Y:’:% B
)’”Axis é”‘*g""ﬁ X'““Zi"y“}{'
y=Aln(x)+ B y=Aln{x)+ B X=hix), Y=y
y = Cett Infy) = Ax + In{C) X =x,¥ =1n(y)
C=e8
y = Cx? Inty) = A In{x) + In(C) X = In{x), ¥ =In{y)
C o= B
y = {(Ax + B)~* y“iﬁmz&x+3 X=xY=y /2
y = Cxe~Dx in (;) = —Dx 4 () X=xY=In (:“})
C=ef D=-4
5:}"}“%;74{}" ln(éwl)m&x-ﬂn{@v X::x,}":m(é:-—i)
C = ¥ and L is a constant
that must be given

Fourierova analyza

Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce hlavné pomoci polynomd. V Gvodu jsme uvedli, Ze za
bazové funkce mizeme volit libovolné funkce. Naptiklad pro aproximaci periodickych funkci neni vhodné pouzit
polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak ve smyslu Ly-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkci
je vhodné pouzit néjaky systém periodickych bazovych funkci, nap¥. systém tzv. trigonometrickych polynomi:

1
wo(T) =1 (nebo 2)
2
wor_1(z) = cos mka k=1,2,
2rkzx

0or(T) = gin
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AT
kde T predstavuje periodu zadané funkce (vzdalenost prvniho a posledniho uzlu v diskrétnim pFipadé, resp.
délku zadaného intervalu ve spojitém pripadé).

Pro jednoduchost uvazujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim pfipadé).

Polet uvazovanych bazovych funkci volime bud mensi nez je polet zadanych bodi (ve smyslu Lo-
aproximace), nebo roven poctu zadanych bodi (ve smyslu interpolace).

Jednoduchym cvicenim je ukazat, Ze systém trigonometrickych polynom{ je ortogonalni jak v diskrétnim
(pozor na pocet) tak ve spojitém pripadé. Ovérte!

Ulohu najit koeficienty ¢; u bazovych funkci ¢; z vyjadient

o(z) = copo(z) + 11 () + - - - + crion(z).

nazyvame v tomto pfipadé Fourierovou analyzou.
Formalné pouze preznacime koeficienty c;, tj.

u bazové funkce po(z) =1 pouZijeme koeficient Ay,
u bazovych funkci @or_1(z) = cos(2wkz)/T  pouzijeme ... Ag

u bazovych funkci por(z) = sin(27kz)/T  pouzijeme ... By

Nasledujici jednoduchy priklad ukaze princip Fourierovy analyzy.

Priklad

Aproximujte 27-periodickou funkci zadanou tabulkou za pouZiti maximéalniho poétu bazovych funkci (tj.
ve smyslu interpolace).

z; 0 |7/2|m|3m/2
fz)|12] -4 [0 4

Regenf
Ze zadani je zfejmé, Ze perioda zadané funkce je 2. Aproximujici trigonometricky polynom budeme tedy
volit ve tvaru
o(z) = Ay + A;cosz + By sinz + A, cos 2z.
Zapiseme interpolacni podminky
(p(xj) - f($])7 ] 20:112737

t].
1 coszy, sinzy, cos2zg Ay f(zo)
1 cosz; sinz; cos2z; A | | f(=z1)
1 cosz, sinz, cos2z, By | | f(z) |’
1 coszs; sinzs cos2zs A, f(z3)
t].
1  cosO sin 0 cosO0 Ag 12
1 cosm/2 sinm/2 cosm A | | —4
1 cosm sinm  cos2mw Bl | o |’
1 cos3m/2 sin3w/2 cos3w Ay 4
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1 1 0 1 Ag 12
1 0 1 -1 A | | -4
1 -1 0 1 Bi| | o0
1 0 -1 -1 A, 4
- - -
Q ¢ F
tj.
4000 Ag 12
0200 A || 12
0020 B, | | -8
0 0 0 4 A, 12
- - -
Q" Q ¢ Q'F

QT Q je diagonalni, protoze funkce @o(z) = I, @1(z) = cosz, ps(z) = sinz jsou diskrétné ortogonalni
ve smyslu skalarniho soucinu

(0, %) = Z: o(z;)P(z:) 2=, N=3

D.cv
1
<,cos:z:> =...=0
2
I
<,sm:c> =...=0
2
<cosm,sin:z:) =---=0
Vyresenim soustavy ziskdme hledané koeficienty Ag = 3, A; = 6, By = —4, Ay = 3 a tim i aproximujici

trigonometricky polynom

@(z) =3+ 6cosz — 4sinz + 3cos 2z.
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15

10

15

10

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 1 bazovou funkci

® aproximovane body

[ ] [ ]

— Aproximace trigonometrickym polynomem s 2 bazovymi funkcemi
® aproximovane body
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1 5 L | = Aproximace trigonometrickym polynomem s 3 bazovymi funkcemi
® aproximovane body
[ ] [ ]
107
Bt
[ ]
Or °
®
-5t
0 1 2 3 4 5 6
1 5 | | = Aproximace trigonometrickym polynomem s 4 bazovymi funkcemi
® aproximovane body
101
Bt
O L
-5t

ol
N
N
w
1N
(&)
(0)]

Uloha diskrétni Fourierovy analyzy

Radu T periodickych funkci (integrovatelnych) Ize vyjad¥it ve tvaru Fourierovy Fady

ad 2nkz . 2mkz
fl)=>" <akcos = + by sin p )

k=0

nebo

©. . (2mkz a
f(z) =) misin (T + Uk>, kde 72 = a2 + b2, wv, = arctan b—k
k=0 k

Polozili jsme ay = rgpsinvg, by = 7 COS Vg,
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acosa + bsina = rsinvcosa + rcosvsina = r(sinvcos o + cosvsina) = rsin (a + v).

Fourierovou (harmonickou) analyzou rozumime dlohu urit amplitudy 7 a faze v tzv. harmonickych

k
T Vg, je-li dana funkce f(z).

slozek 74 sin
Fourierovou (harmonickou) syntézou rozumime tlohu uréit funkci f, jsou-li dany faze vy a amplitudy

Tk.

Tuto dlohu mdzeme fesSit nékolika zplsoby:

(2) Vyjdeme z tlohy spojité Fourierovy analyzy a numericky vypocteme Fourierovy koeficienty, které jsou dany:

2 T 2mkz
ay = —/f(a:) cos dz
T
0
T
2 2
by = —/f(:r)sin mkz dz
4 0

Uzijeme napf. lichobéznikové pravidlo (viz dalsi prednaska). Pozor, pro velka k integrandy osciluji!

(22) Funkci f aproximujeme (interpolace, diskrétni Ls-aproximace) pfimo vhodnou funkci ¢, kterd ma

tvar trigonometrického polynomu.

Pouzijeme pFistup (22) realizovany v pfikladu.

Diskrétni Fourierova analyza - ve smyslu interpolace

Véta Trigonometricky polynom

A L
o(z) = 22+ S (Arcoskz + Bysinkz), N =2L+1 (N liché)

k=1

resp.

A, = A
o(z) = 70 + > (Agcoskz + By sinkz) + 7]“ cos Lz, N =2L (N sudé)
k=1

splnuje interpolaéni podminky

27)

o(z;) = f(z,), T = j=0,1,...,N — 1,
pravé kdyz koeficienty polynomu ¢(z) jsou dany pomoci vzorcii
9 N-1
Ak:Nijcoskxj, k=0,1,...,L

=0

o N-1
Bk:N ijiIlkiZEj, k:(O,)1,2,,L

=0
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(=5 £ 1)
A== f
N &
Diikaz
(¢p(z),coskz) — Ag, (o(z),sinkz) — By a vyuzijeme ortogonality.

Z téchto vzorci vychazi algoritmus diskrétni Fourierovy analyzy.

Ulohu a reseni Fourierovy analyzy Ize formulovat elegantné pouzitim komplexni proménné.

Uvazujme pro jednoduchost lichy pocet bazovych funkci (N = 2L 4 1) a periodu dané funkce 27.
Potom ma aproximujici funkce tvar

L
o(z) = Ao+ > _ (A coskz + By sinkz). (+)

k=1
Pomoci Eulerova vzorce
e =cosz +1s8inz

Ize pro funkce sinz a cos z odvodit vztahy

eim + e—im ) eim o e—ia: i i
cost=————, sinz=——=—-1¢(e" —e™'%)
2 21 2
a tedy
sl ik ik 1. ik &
o(@) = Ao+ 2 (5 44 (6% &%) =SB (6% — o)) =
k=1
Lo/ . | . o
:A0+Z (2(1414,—%3;0)(3z $+§(Ak+sz)e ¢ Z) .
k=1
Oznacime-li " .
Co=A4y, Cpr= E(Ak_in) , Cp= E(Ak‘f"l;Bk)
dostaneme

L
p(z)= > Cpe**|

k=—L

Pro koeficienty dostaneme vynasobenim (x) jednotlivymi bazovymi funkcemi, vyuzitim jejich ortogonality a
interpolacnich podminek predpisy:
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1 1 1 N-1 N-1
: CikZE(Ak$ZBk)——Zf(:I:J) coskz; F z—Zfa:] sin kz; =

7=0

N1
= ;/— > f(z) (cos kz; F isinkzj)
=0

e:Fikz:j

N .
Zf(mj)e_’sz, E=-L,. .. ,L

2 \

Poznamka

Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poctu bazovych funkci nez je pocet zadanych bodi, jedna se
o aproximaci ve smyslu metody nejmensich Ctvercd, tj. diskrétni Ly-aproximaci. Potom obecné nemohou byt
splnény interpolaéni podminky presné (jen ve specialnich pfipadech).

Vypocet koeficientll Cj predstavuje scitani konecné rady.

1N1

— Zf(mj)e_””] k=-L,...,L

Uvazujeme-li polet aproximujicich bazovych funkci N jako mocninu &isla 2 (tj. N = 2M), Ize odvodit
velmi rychly a efektivni algoritmus pro vypocet koeficientli Cy.

Tento algoritmus se potom nazyvéd rychla Fourierova transformace (Fast Fourier transform - FFT).

Princip metody si ukdZzeme na nasledujicim prikladé.

Priklad
UvaZujme nasledujici zadani funkce f pro N = 22 = 4 ekvidistantni uzlové body.
9z 92 Olz T z 9 57
3 = = — = T = —
0 1= 5|22 3 3

f(fEi) fo fi fo f3

Pocitame koeficienty Cj.

Plati:
1 e : .8
=2 (fo + frieT*2 4 foeT*T 4 f3e_1k37> , k=0,1,2,3 |
Oznaéme
= 1
'w:e_’f, Fk:ka k:0,1,2,3.
Potom

Ck :F0+F1wk+F2w2k+F3w3k, k:O,1,2,3

Uvédomme si, ze plati

w*=1  (obecng¢ w" =1).
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Co = (Fo + F2) + (Fy + F3)

RO So
C]_ = (FO + 'LU2F2) +w (Fl + 'U)2F3)
R1 Sl

Cg = (FO + Fg) + 'LU2(F1 + Fg)

03 = (FO + ’LU2F2) + w3(F1 + 'LU2F3)

Vypocetni narocnost:

na Rk,Sk ... 45+ 2N

na C ... 45+ 3N
> ... 88 +5N
Priklad

Aproximujte periodickou funkci f (perioda T' = 31) zadanou tabulkou pomoci trigonometrického polynomu
(ve smyslu Lo-aproximace, az pfi pouziti plného poctu bazovych funkci ve smyslu interpolace).

T, =1,2,...,32

flzy) =1 pro k=1,2,...,15
=0 pro k=16
=1 pro k=17,18,...,31
=1 pro k=32

Regeni
vysledky v MATLABu



Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

koeficient A(0) = 0.000000 u bazove funkce phi(0) =1

koeficient A(1) = 0.128701 u bazove funkce phi(l) = cos(2xpix*1*x/31-1)
koeficient B(1) = 1.265623 u bazove funkce phi(2) = sin(2*pix*1*x/31-1)
koeficient A(2) = 0.001321 u bazove funkce phi(3) = cos(2*pi*2*x/31-1)
koeficient B(2) = 0.006426 u bazove funkce phi(4) = sin(2*pi*2*x/31-1)
koeficient A(3) = 0.126074 u bazove funkce phi(5) = cos(2*pi*3*x/31-1)
koeficient B(3) = 0.401825 u bazove funkce phi(6) = sin(2xpix*3*x/31-1)
koeficient A(4) = 0.005229 u bazove funkce phi(7) = cos(2*pi*4*x/31-1)
koeficient B(4) = 0.012184 u bazove funkce phi(8) = sin(2*pi*4*x/31-1)
koeficient A(5) = 0.120926 u bazove funkce phi(9) = cos(2xpix*b*x/31-1)
koeficient B(5) = 0.217866 u bazove funkce phi(10) = sin(2*pix*5*x/31-1)
koeficient A(6) = 0.011564 u bazove funkce phi(11l) = cos(2*pi*6*x/31-1)
koeficient B(6) = 0.016614 u bazove funkce phi(12) = sin(2*pi*6*x/31-1)
koeficient A(7) = 0.113468 u bazove funkce phi(13) = cos(2*pi*7*x/31-1)
koeficient B(7) = 0.132175 u bazove funkce phi(14) = sin(2*pix*7*x/31-1)
koeficient A(8) = 0.020067 u bazove funkce phi(15) = cos(2*pi*8*x/31-1)
koeficient B(8) = 0.019075 u bazove funkce phi(16) = sin(2*pix*8*x/31-1)
koeficient A(9) = 0.104007 u bazove funkce phi(17) = cos(2*pi*9*x/31-1)
koeficient B(9) = 0.080507 u bazove funkce phi(18) = sin(2*pi*9*x/31-1)
koeficient A(10) = 0.030389 u bazove funkce phi(19) = cos(2*pi*10*x/31-1)
koeficient B(10) = 0.018942 u bazove funkce phi(20) = sin(2*pi*10%*x/31-1)
koeficient A(11) = 0.092929 u bazove funkce phi(21) = cos(2*pi*11*x/31-1)
koeficient B(11) = 0.045584 u bazove funkce phi(22) = sin(2*pix11x%x/31-1)
koeficient A(12) = 0.042109 u bazove funkce phi(23) = cos(2*pix12xx/31-1)
koeficient B(12) = 0.015596 u bazove funkce phi(24) = sin(2*pi*12xx/31-1)
koeficient A(13) = 0.080687 u bazove funkce phi(25) = cos(2*pi*13*x/31-1)
koeficient B(13) = 0.020891 u bazove funkce phi(26) = sin(2*pix13%x/31-1)
koeficient A(14) = 0.054747 u bazove funkce phi(27) = cos(2*pix14xx/31-1)
koeficient B(14) = 0.008387 u bazove funkce phi(28) = sin(2*pix14xx/31-1)
koeficient A(15) = 0.067784 u bazove funkce phi(29) = cos(2*pi*15%x/31-1)
koeficient B(15) = 0.003438 u bazove funkce phi(30) = sin(2*pix15%x/31-1)

Aproximace je dana predpisem :

L
phi = A(0) + suma [ A(k)#*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ]
k=1
pro pocet bazovych funkci N=2L+1
L-1
phi = A(0) + suma [ A(k)*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ] + A(L)*phi(2L-1)
k=1

pro pocet bazovych funkci N=2L




