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apitola 7. Aproximace funkci - |

Motivace

P¥i numerickém fesSeni tloh matematické analyzy Casto nahrazujeme danou funkci f, vystupujici v feSené
matematické tloze, jinou funkci ¢, ktera v néjakém vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pfitom
matematicky zpracovava ¢i modeluje na pocitaci. Tuto funkci ¢ nazyvame aproximaci funkce f.

Poznamka:  Aproximaci funkce jsme jiz pouzivali u feseni nelinedrni rovnice. Napfiklad u Newtonovy
metody jsme danou funkci f z YeSené rovnice f(z) = 0 aproximovali linedrni funkci (te¢nou ke grafu funkce
f); podobné tak tomu bylo u metody secen.

Poznadmka:  Jiz pouhy vypolet funkénich hodnot nékterych zakladnich funkci (sinz, €*, Inz, ...) v
pocitaci ¢i na kalkulacce se provadi uzitim aproximace téchto funkci. Tyto aproximace jsou ovsem zabudovany
do vypocetniho systému a uzivatel si Casto ani neuvédomuje, Ze piSe-li v programu napr. y=sin(x), nahrazuje
vypocet hodnoty funkce sin z vypoctem hodnoty jistého polynomu.

Priklady uziti:
e numerické metody pro vypocet urcitého integralu
e zpracovani vysledkl méreni

Formulace (zékladni aproximacni tloha)

Je dana funkce f = f(z), z € (a,b). Zvolime (n+1) linedrné nezavislych funkci g, 1, . .. @, a hleddme
funkci ¢ definovanou na (a, b), kterou lze vyjadrit ve tvaru linearni kombinace
0(z) = copo(z) + c1p1(Z) + ... + Caipn(2)
a kterd je v néjakém smyslu blizka funkci f.

e Tento typ aproximace se nazyva linearni aproximace
e Pokud za funkce @;(z) volime polynomy, mluvime o polynomialni aproximaci

e Prikladem nelinearni aproximace je funkce ¢(z):

ag + a1+ ... + a,,z™
1+bz+...+bz"

p(z) =

V tomto pripadé mluvime o racionalni aproximaci

Ptistupy k aproximaci

Aproximace na okoli bodu - Pouzijeme, chceme-li aproximovat chovani funkce v malém okoli bodu.
P¥ikladem muZze byt napt. vycisleni hodnoty sin 7 na kalkulaCce.

Interpolace - Pouzijeme, chceme-li tabulkou danymi body prolozit polynom, tj. pozadujeme-li, aby aproxi-
mace presné prochazela zadanymi body.

Lo-aproximace - Pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body (ziskanych naptiklad
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méFe'nl'm), kde nutné nevyzadujeme, aby aproximace danymi body prochazela. Divodem miizou byt
napf. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.

Aproximace na okoli bodu

— mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem

Predpokladame, ze dana funkce f ma v daném bodé z, a jeho okoli spojité derivace az do radu n.
Podminky pro funkci, ktera co nejlépe napodobuje chovani funkce f matematicky zapiSeme takto:

(p(])($0) = f(])($0)7 ] :Oa]-a)n

(Hodnoty derivaci funkci f, ¢ v bodé z jsou stejné az do Fadu n.)

Tuto podminku samoziejmé splnuje Taylorliv polynom

/ 7 (n)
To(z) = f(z0) + ! (1?0)(:1: — o) + ! éf'l?o) (T — o)+ -+ D)) n(!mo)(a: — )"
Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati
o(a) = £(z) ~ To(z) = £ OV ¢ cvy(ay)

(n4+ 1)1 7

umime-li odhadnout (7 + 1)-ni derivaci funkce f na daném okoli bodu 4, mizeme provést nasledujici odhad
chyby aproximace:

Plati-li |f"*V(z)] < M Vz € U(z,), potom |e(z)]| <

P¥iklad Stanovte odhad chyby aproximace Taylorovym polynomem 10. stupné funkce f(z) = €* v bodé
Zo = 0 na intervalu (—1,1).

$2 fElO
T, =3 == TF aoo —
(z) 4= 4 5 A asa 10!

£

€ €
e(z) =e* —TO(z)= —z* = |le(z)| < & 7.10°®
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== zadana funkce

25 Tayloruv polynom 0.stupne

Tayloruv polynom 1.stupne

Tayloruv polynom 2.stupne

Tayloruv polynom 3.stupne
2 =
15+
1 =
05+
0 =

1 | | | 1 1 | | | 1 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1

PFiklad Urcete stupen Taylorova polynomu funkce f(z) =sinz v bodé z, =0 tak, aby jeho chyba
na intervalu (—m, 7) byla nejvyse 1075, resp. (10712).

Pro chybu plati

(z — zo)™"

e(a) = £(z) ~ Tule) = L1 E)

Zajimé néas chyba na intervalu délky 2 =  odhad pro  f**U(z) je ‘f(”“)(:z:)‘ <1 Vz e
—_—
(%)

() bud +sinz nebo +cosz - tento odhad je vzdy nejmensi

wn—i—l
(n+ 1)!

n+1

<10°° Ve (—m,m)

h <1075 (resp. 10712)
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" (n+1)!

0 3.141592653589793
1 4.934802200544679
2 5.167712780049969
3 4.058712126416768
4 2.550164039877345
5 1.335262768854589
6 0.599264529320792
7 0.235330630358893
8 0.082145886611128
9 0.025806891390014
10 0.007370430945714
11 0.001929574309404
12 0.000466302805768
13 0.000104638104925
14 0.000021915353448
15 0.000004303069587 < 10°°
16 0.000000795205400
17 0.000000138789525
18 0.000000022948429
19 0.000000003604731
20 0.000000000539266
21 0.000000000077007
22 0.000000000010518
23 0.000000000001377
24 0.000000000000173 < 10712

Jak vypadé Taylortv polynom T, (z)?

f(z) =sinz f(o) =0
f'(z) =cosz f(0) =1
f'(z) = —sinz f'(0) =0
f"(z) = —cosz f"(0) -1
f®(z) =sinz

T.(2) = (o) + £/ (@0)( — 20) + o f(@)(@ — 20 '+ ...

9(0) =0

+ 2 @o)(z — 2o )"

—0 —1 —0 —0 —0 —0
T (z) . $3 + $5 $7 + $9 $11 + $13 3,'15
A 3t sl 7 ot 111 13t 18!

Ma-li kalkulaéka vypocitat napt. sin0,4 a ma povolenou chybu 10 °, uré&i

sin 0,4 = T15(O,4) .

Pro dodrzeni chyby 10712 sta&i uréit

sin 0,4 = T24(0,4)

, tj. pricist dalsi 4 €leny.

Pozndmka:

Stejny postup lze uZit i pro vypolet v bodech mimo interval (—m, ). Stali vyuzit periodi¢nosti funkce

sin z.
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Aproximace interpolacnim polynomem

Aproximujeme funkci, kterd je dana svymi hodnotami v n + 1 bodech z;, © = 0,1,...,n (body z;
nazyvame uzly interpolace), a pozadujeme, aby aproximace (interpolaénim polynomem) prochézela zadanymi
body.

Aproximace ndam potom poslouzi k ziskani priblizné hodnoty zadané funkce v libovolném bodé intervalu
(T, Tn)-

Interpolacni podminky

P.(z;) = f(z;), ©t=0,1,...,n

Chyba e(z) = f(z) — P.(z) pak nabyvé nulovych hodnot v uzlech interpolace.
Véta Interpolacni Gloha ma jediné feseni, pokud jsou uzly z¢, 1,...,Z, navzajem rlzné.

Dikaz: Interpolaéni polynom uvazujeme ve tvaru

P,(z) =) ayz*
k=0

Dosazenim do interpolaénich podminek ziskdme soustavu (n + 1) linedrnich rovnic pro koeficienty
Qp,A1,...,0n.
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> akzt = f(z;)) 1=0,1,...,n
k=0

Matice soustavy (Vandermondova matice):

1 2o z3 ... z§
1 z, z? z?
1 . .. 1
V = .
1 z, 22 ... z0

Soustava ma pravé jedno reseni, pokud |detV # 0.

Matici soustavy prevedeme na trojlhelnikovy tvar
e prictenim nasobku radku k jinému fadku se determinant nezméni

e vynasobime-li radek Cislem o, pak je determinant a nasobkem piivodniho

Od 2. az (n + 1)-niho fadku odecteme 1. Fadek.

i 2 3 n
1 Zo z; zg zg
2 2 3 3 n n
0 21—z z{—25 2y—2T5 ... T} —2f
2 2 3 3 n n
V~l|0 Zo—2y 25—25 Z5—2Z5 ... Ty — I
2 2 3 3 n n
0 2z, -2y Z,—Tp T;—Z; z, — Tq |

Vynormujeme — (7 + 1)-ni fadek vydélime (z; — o), 7 =1,2,...,n.

r 2 3 n ]
1 z zg zg e zg
9 2 —z2 23— 2} z7 —
Ty — Ty T1— Tg 1 — Xo
z2 —z2 23— 2} zy — x
vV~ |0 1 R
T2 —To T2 — Zo T2 — To
9 z2 —z2 22— 23 zr — z
L Tp—To Tn—To  Tp— To-
od 3. az (n + 1)-niho Fadku odelteme 2. ¥adek
[ 2 3 n]
1 z zg z R 4
0 1 z+zo 22+ 2120 + 25
0 0 To — Tq (*)
V ~
0 0 T3 — T (**)
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mg—mg (L“Z’—:Bg_ 2 2 2 2 _ .2 .2 _
— = (z5+z2z0+25)— (7 +Z1Z0+2;) = T5—2i+To(T2—21) = (T2—21)(T2+21+20)

(x) =

To —Tg T1— Zo

asg—:zg 33?_338_ 2 2 2 2y _ .2 .2 _
— = (z3+z3z0+z5)—(Ti+T1T0+T;) = T5—27+Zo(z3—21) = (Z3—21)(Z3+Z1+2Z0)

(k%) =

I3 —Tg T1— Ig

Vynormujeme — (7 + 1)-ni fadek vydélime (z, —z1), 7 =2,3,...,n.

1 zy 22 z3 coo 485
0 1 z;+z 22+ 2120 + 23
V o 0 0 1 $2+$1—|—$0
0 0 1 $3+$1—|—$0
_O 0 1 T, + T1 1+ Zo i

Ziskame trojuhelnikovou matici s jednickami na diagonale, tj. vyslednd matice ma determinant roven 1.

P¥i Gpravach jsme délili (z; — z;), j > 1@

= |detV =]](z; — )

i>1

detV#0 & 1171‘7&:12]‘ Vi #£ 3

Lagrangeiv interpolacni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné L, (z).

Vime, ze musi byt splnény interpolacni podminky

Lagrangeiv interpolacni polynom hledame ve tvaru
Lo(z) =) f(z:) - Li(z) |,
i=0

kde I;(z) jsou polynomy m-tého stupné takové, ze plati

1, i=j

li(xj)zfsz‘j:{ 0 if]

(snadno se presvédCite, ze dosadite-li do pfedpisu pro L,(z) uzly interpolace, ziskate zadané interpolaéni
podminky).

Konkretizujme nyni diléi polynomy 1;(z).
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l;,(z) ma kofeny z¢,Z;,Z; 1,Zii1,-..,Z, a nabyva hodnoty 1 v bodé ;.

S
Vime, ze

Mdzeme jej tedy zapsat ve tvaru

(z) = (z—z)(z—121)... (T —Zi))(T —Tsy1) ... (T — Tp)

‘ (z; —zo)(zi — 21) ... (T — Tim1)(Ts — Tig1) ... (T5 — T,)
Na obrazku je ukédzan priklad dil¢iho polynomu I3(z):

y I3()

Newtoniiv interpolacni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné N,(z).

Pro jeho odvozeni pouzijeme jinou kontrukci. Polynom volime ve tvaru

N.(z) =ao+a1(z —zo) +ax(z —z0)(z —z1)+ -+ an(z —zo)(T —21) ... (T — ZTn_1)

Opét pozadujeme splnéni interpola¢nich podminek

Nn(iEl) :f(fllq_'), i:O,l,...,n.

Pozndmka: Vyhodou volby tohoto zdanlivé slozitého predpisu je fakt, Ze pfidame-li dalsi bod interpolace
[Zni1, f(Zny1)], nemusime cely vypolet opakovat, ale stali dopoditat pfislusny koeficient a,;, (ostatni
koeficienty a; zGstavaji beze zmény). P¥i pouZiti Lagrangeova polynomu bychom museli cely vypocet provést
znovu.

Ukazme si, co dostaneme dosazovanim interpolacnich podminek do predpisu polynomu:

Nn(z0) = [a0 = f(zo)
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f(z1) — f(@0)

Z1 — Zo

Nn(z2) = ao + a1(z2 — To) + a2(z2 — To)(22 — 71) = f(2)

Nu(z1) = a0+ a1(zy — 20) = f(z1) = |a1=

To2—T1+T1—T0
f(22) = f(zo) —a1 (Z2 —%0) _

- es (22 — zo)(22 — 21)

T1 — Tg Ty — o
(532 - $o)($2 - $1)

(22 — o)(z2 — 21)

f(z2) — f(z1) _ f(z1) — f(o)

Lo — Ty Z1 — o

) F(z2) — flzo) — M(mg ) - M(ml .

(22 — 1)

= Ay —

Ty — Zo

Poznamka:

Pocitat koeficienty a; prfimo ze soustavy neni praktické, budeme je pocitat pomoci tzv. pomérnych
diferenci.

Algoritmus (koeficienty Newtonova polynomu)

Prot1=0,1,...,n
Ay = f(z:)
Prok=1,2,...,1

V}'/stup: a; — Aii

Schéma algoritmu

To | f(To) = Ao = ao

Z f(CEl) = Ay A =a4

Ts | f(z2) = Ag Ay Ay =ay

In f(mn) — AnO Anl An2 cee Ann = Qn

Pozndmka: Vezmu-li z matice A pouze prvnich M radkid znamena to, Ze jsem sestavil Newtondv polynom
pro pouze prvnich M zadanych tabulkovych bodi.
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No(x) = ao+ ai(z — zo) + az(x — xoNx — x1)

Y

To X1 T2 I3 T4

No(z) = a9 prochézi bodem [z, f(zo)]

Ni(z) = ag + a:1(z — zp)
prochazi bodem [z, f(zo)] a smérnici ma takovou, aby prochazel také bodem [z, f(z;)]

Ny(z) = ag + a1(z — zo) + az(z — zo)(z — 1)
prochazi bodem [z, f(zo)], dale jelikoz plati Na(z;) = Nyi(zy), prochazi i bodem [z, f(z1)] a

navic
prochazi bodem [z,, f(z2)].
Nl(IE)
Ny(z) = ;a’o/—i— a1(z — zo) + az(z — zo)(z — 21)

(%)  prochazi [zg, f(zo)]

(xx)  pridame tento Clen tak, aby se zachoval priichod [z, f(zo)] (hodnota pro z = zg je 0), a; se
uréi

tak, aby prochazel [zy, f(z1)]

(x x x)  priddme tento ¢len tak, aby se zachoval prichod [zq, f(Z0)] a [z1, f(z1)] (hodnota Elenu

pro

T =T a T =z, je nulovd), ay se urdi tak, aby prochézel bodem [z2, f(z2)]

Co znamenaji jednotliva ¢isla v tabulce?
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To | f(Zo)

T, | f(z1) =

Ty | f(z2) =
A

= AOO
AlO All
A20 A21
— AnO Anl

Véta
int (zg, 1, . . .
pro chybu interpolaéniho polynomu P,(z) plati:

X0

X1

Ma-li funkce f, k niz pfislusi data f(z;), 2 =0,1,..

X9

e(z) =

f(z) — Pu(z) =

£ ()
(n+ 1)!

(z

—zo)(z —z1) ... (T — z,)

polynom (n + 1) stupné

(Dikaz pomoci véty o stredni hodnoté, viz dale. )

Odhad chyby interpolace

Umime-li stanovit ¢éislo M takové, ze Vz € (a,b) je ‘f("“)(:z:)‘ < M, pak

kde jsme oznalili w(z) =

le(@)] < ——5;

(n+1)

w(z)| < ——;

(n+ 1)l oclad

ax |w(z)| |

(z —zo)(z—1z1) .- ..

(z —z,).

\J

., M, spojité derivace v néjakém intervalu (a,d) D
,Tr) do Fadu m a derivaci  f(**)(z) v (a,b), potom Vz € (a,b) 3¢ = £(z) € (a,b) tak, Ze
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-'.'n\
= Priibéh chyby nezavisi jen na f("*1)(z), ale i na w(z)!

Dikaz: Zvolme bod z # z;,, 1 =0,1,...,n libovolné. Definujme funkci
f(z) — Pu(z)
F(i)=f(t) — P,(t) — ————wp1(%) | ®@®
(6= 1) = Pa(t) = T Pt

Tato funkce proménné £ ma n + 2 nulovych bodi:

ez, 1=0,1,...,n:

f(z) — Pu(z)

Writ(z;) =0
Wrt1() 41/(—2

f(z) — Pu(z)

() (@ =0

F(z) = f(z) — Pa(z) -

Pouzijeme-li (n+ 1)krat Rollovu vétu zjistime, Ze prvni derivace F'(t) ma v (a, b) alespont n+ 1 nulovych
bodi.

Rollova véta: Necht f(z) je

v {(a, b) spojitd a ma v (a, b) derivaci. Necht f(a) = f(b). Pak existuje
alespori 1 bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) =

0.

o TN T2 x L,

Pokracujeme dal a aplikujeme nyni Rollovu vétu na funkci F'(t) a zjistime, ze F"(t) ma v (a, b) alespon
n nulovych bodi, atd.

F+1)(t) ma v (a,b) alespon jeden nulovy bod a ten oznacdime & = £(z).
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T

e
Vztah @@ zderivujeme (n + 1) krat podle ¢:

w'ﬂ
wn+1($) ‘_tl’—’
(o) =0 (ee) =(n+1)! (eos)

F("ﬂ)(t) _ f(”+1)(t) _ Prgn—l—l)(t) _ f(z) — Pu(z) ("H)(t)

(o) Vime, Ze existuje £ tak, e F(™1(¢) =0
(ee) P, ... polynom n-tého stupné
(eee) w,1(t) je polynom (n + 1) stupné a u t"! je koeficient 1

FI(E)

(z) - Pu(z)
(n+ 1)!

0= fi(e) - @ DL = | f(@) - Paa) = w1 (2)

O

e Pokud interpolujeme funkci zadanou v ekvidistantnich uzlech, mohou mit nepresnosti ve vstupnich da-
tech silny vliv na hodnotu vysledku — dGloha je Spatné podminéna

Pozndmka: gpatné podminénost plati tim vice i pro extrapolaci.

w(z)

~_ N\
\/\/\j

e Dobrou strategii je volit z; tak, aby byly rozlozeny stejné jako koreny éebyéevovych polynoml —
minimalizuje se tak hodnota max |w(z)].

Definice (Ceby3$evova aproximace)

K dané spojité funkci f(z), € (a,b), chceme najit mezi vSemi polynomy P,(z) stupné nejvyse n takovy
polynom P}(z), ktery spliuje:
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. én<a;< by f(z) — Pi(z)| = Prf%g)x én?; b |f(z) — Pa(z)]

Poznamka:

Pri volbé ekvidistantnich uzld byla Gloha Spatné podminéna.

P¥i vhodné volbé uzld (kofeny tzv. éebyéevovych polynomi - viz dale Q) mé interpolaéni proces pro
n — 00 tu vlastnost, Ze interpolaéni polynomy konverguji na {(a,b) stejnomérné k aproximované funkci
napt. v pfipadé, kdyz existuje spojitd prvni derivace f’ na (a,b).

Stejnomérna konvergence funkce f,, definované na (a, b)
e varianta 1:  posloupnost {f,} je na (a,b) stejnomérné konvergentni

& Ve >0 dng € N: stejné Vz € (a,b) tak, ze

Vn > mngaVz € (a,b) : |fo(z) — f(z)| <€
e varianta 2:  posloupnost {f,} je na (a,b) stejnomérné konvergentni

& lim sup |fu(z)— f(z)| =0

n—00 z€(ap

Cebysevovy polynomy

To(l') =1
Ti(z) ==z

Tni1=2z2T,(z) — Tn 1(2) [

UZijeme-li substituci = = cosa, o = arccosx a goniometrické vzorce, dostaneme
T,.(z) = cos(narccosz) z € (—1,1) )

Diikaz:
To(z) = cos(Oarccosz) =1 V
Ti(z) =cos(larccosz) =z V
T, = cos(narccosz) ... dosadime do vztahu &
cos ((n + 1) arccos z) = 2z cos (n arccos z) — cos ((n — 1) arccos z)
@ B
Plati:
cosa+cosﬁ:2cosa;ﬁcosa;ﬁ v

Korfeny polynomi jsou
cos (narccosz) =0

T
7,arccos T — 5 +km, k€EZ



Numerické metody KMA/NM

Josef Danék 13.2.2013
2k+1 w
arccos Ty — - —
n 2
2k+1 7«
a:k:cos< i -—), k=0,1,...,n—1 Q
n 2

Poznédmka: Pro obecny interval {(a,b) pouzijeme transformaci

b—a a+b

Tg

=g 2

w(x) = (x —zo)(x —x1)...(x — xN)
< pro ekvidistantni uzly z;

pro neekvidistantni uzly z;

(kofeny Cebysevovych polynomti)

Priklad

Uvazujme funkci f(z) = In(z + 1) zadanou na intervalu (0, 5).

Pro zvoleny polet n uzlovych bodii proved'te interpolaci zadané funkce pro uzlové body, které jsou
a) ekvidistantni,
b) koteny Ceby3evovych polynomii.

Porovnejte chybu ziskanych interpolacnich polynomd.

1) n=2
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2 T T T 04 T T T T
——chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Ceby$evova polynomu)

0.3

161

1.2r

0.8

0.6 —— interpolace a)
® ekvidistantni uzly
0.4 — interpolace b) 1
o kofeny Cebysevova polynomu
0.2 . 7
—— zadana funkce
0 1 2 3 4 5
2) n=3
1.8 0.1 ‘ T ‘ T
——chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
1.67 —— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
1.4r 0.05
1.2r
1r 0
0.81
0.6 -0.05
0.4r —— interpolace a) i
0.2 ° ng|d|stantn| uzly | 01
— interpolace b)
® koreny Cebysevova polynomu |1
——zadana funkce
_02 L 1 1 1 _0- 1 5 L 1 L 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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1.8
1.6+
141
1.2+
1 -
0.8+
0.6+
04 — interpolace a)
® ckvidistantni uzly
0.2 — interpolace b)
@ kofeny Cebysevova polynomu
—— zadana funkce
_02 1 1 1
2 3 4
4) n=>5
1.8
161
141
1.2+
1 L
0.8r
0.6+
— interpolace a)
0.4 ® ekvidistantni uzly
0.2 ——interpolace b)
' e koreny Cebysevova polynomu
zadana funkce

2 3 4

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04
0

0.015

0.01}

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02
0

—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)

——chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
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1.2F

0.6

0.4

0.2

— interpolace a)
® ekvidistantni uzly
— interpolace b)
@ kofeny Cebysevova polynomu
—— zadana funkce

1 2 3 4 5

1.8

1.4r

1.2r

0.8

0.6

0.4

0.2

v uzlech uréenych jakozto koreny éebyéevovych polynomd.

—interpolace a)
® ekvidistantni uzly
—— interpolace b)
® kofeny Cebysevova polynomu
—— zadana funkce

1 2 3 4 5

13.2.2013
| X 10" | |
—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
—— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
0.5+ R
0 \//\_/QA
-0.5 8
-1 i
1.5+ B
_2 1 L 1 L
0 1 2 3 4 5

44

—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly) 1
—— chyba interpolace (kofeny Ceby$evova polynomu)

1 2 3 4 5

Nasledujici obrazek ukazuje pomér maximové normy chyby interpolaéniho polynomu vypocteného pro
hodnoty v ekvidistantnich uzlech ku maximové normé chyby interpolacniho polynomu vypocteného pro hodnoty
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10 2 4 6 8 10 12 14

pocet uzll interpolace

Poznamka:

Interpolacni polynomy vyssich fadi neni vhodné uzivat pro aproximaci hodnot funkce mimo interval obsa-
hujici uzly interpolace (tzv. extrapolaci), protoze absolutni hodnota polynomu nabyvé velkych hodnot.

Y P,(z

Pozndmka:

Neni obecné vhodné interpolovat polynomem funkci, ktera je dana velkym poctem svych hodnot. Stupen
interpolacniho polynomu by potom byl velky.
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Y

Pozndmka:

Pouzijeme-li vhodné zvolené neekvidistantni uzly, mizeme amplitudy chyby minimalizovat.
(Vhodnou volbou jsou uzly zvolené jako koreny tzv. CebySevovych polynomd.)

0l

Poznamka:

Interpolace polynomem neni obecné vhodna napt. pro funkce, které maji asymptotu.
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Y f(x)

Pokud chceme aproximovat funkci, kterd mé asymptotu, je vhodné misto linearni aproximace (polynomialni)
pouzit nelinearni aproximaci

_ Pu(z) potpz+t---+puz
Qn(z)  1+qz+---+gnz"

RM,N(m)

Poznamka:

Pokud mame dalsi informace napt. o derivaci dané funkce v uzlovych bodech, miizeme pouzit tzv. Her-
mitovu interpolaci.

Poznamka:

Vsimnéme si, ze v konstrukci interpola¢niho polynomu nezalezi na poradi zadanych tabulkovych bodd.

V fadé pripadl potfebujeme kromé a; vypocitat hodnotu polynomu v daném bodé a;, tj.
N,(a) =a¢o+ a1(a —zp) + az(a —zo)(a — 1) + -+ apn(a — zo) (. — z1) ... (@ — Zp_1).

P¥i vhodném uzavorkovani miizeme vypocet zefektivnit (zmensime pocet operaci s¢itani a nasobeni):

N.(a) =ao+ (o — zo)|a; + (o — ml)[ag + (ax—z3)[ag + ... [an]]H.

Tento postup mizeme samoziejmé pouzit jen tehdy, kdyz uz zname koeficienty a;.

Chceme-li vypocitat pouze hodnotu polynomu N,(a) v bodé a za co nejmensiho poltu operaci a ne-
potfebujeme-li koeficienty a;, pouzijeme tzv. Nevilledv algoritmus.

Princip je podobny jako v algoritmu pro urceni koeficienti Newtonova polynomu.

Nevilledv algoritmus
1. Pi,():f(flli), 7;:0,1,...,77,

Pi k—1 — P’L'fl k—1
2. PBy=PFyp 1+ (a—z;)— —
T; — Tk




KMA/NM
13.2.2013

Numerické metody
Josef Danék

Princip Nevilleova algoritmu je ukdzan v nasledujicim prikladu.

Pfiklad  Vypocltéte f(3.5), kde funkce f(z) je dana tabulkou:
z;||112] 4| 5
f(z:)|[1]8]64]125

Reseni:

Uzly z; je vyhodné usporadat podle rostouci vzdalenosti od bodu a, v némz chceme stanovit pribliznou

hodnotu funce f(z). Podle rozdilu hodnot P;; a P,_1,_1 (1 = 1,...,n) Ize rozhodnout o predéasném ukonceni
Nevilleova algoritmu, pop¥. o vhodnosti interpolace pomoci N, (z).
o — |z ()| | |
-05 (4| 64
8 — 64
15 |2| 8 |8+1,5
+ 2—4
=50
125 — 8 66,5 — b0
-1,5 | 5| 125 ||125-1,5 66,5-156 ——
5—2 5—4
= 66,5 = 41,75
1—125 78,5 — 66,5 48,5 — 78,5
2 1 1 142 7 256 ———— 1~ |4 25 —— '~
5 +25 — 8.5+25 —— 8.5+2,5 ———
— 785 — 485 = 42,875

Z nasledujicich obrazkd je patrny vyznam hodnot, které dostavame na diagonale.

Poznamka:

Vyjdéme z predpokladu, Ze mame priblizné interpolovat hodnotu tabulkou dané funkce v libovolném bodé.
Pokud nutné netrvdme na tom, Ze v tomto bodé chceme presné urcit hodnotu interpolacniho polynomu
prochazejicimi vsemi tabulkovymi body, pristupujeme k Nevilleovu algoritmu iteracné, tj. pokud bude rozdil
po sobé jdoucich diagonalnich prvki dostate¢né maly, ukoncime vypocet.

V tomto pripadé je ovSem rozumné seradit uzlové body podle rostouci vzdalenosti od zadaného bodu, ve
kterém interpolujeme hodnotu funkce.

V nasledujich pfikladech jsou demonstrovany vysledky pro stejné zadani, ovSem pfi pouziti rliznych serazeni
uzlovych bodi:
1) od nejblizsiho po nejvzdalenéjsi,
2) od nejvzdalenéjsiho po nejblizsi.

Priklad 1  Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé o = 3,6.
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Z;

1/ 2] 3

4

5/ 6| 7

f(fl?z)

-5114]19

16

121435

Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyz uvazujeme uzly sefazené podle vzdalenosti od o vzestupné:
vysledky ziskané v MATLABu

x (k) | £(k) |  Aproximace f(alfa)

4.0000 | 16.0000

3.0000 | 19.0000 | 17.2000

5.0000 | 12.0000 | 16.9000 | 17.3200

2.0000 | 14.0000 | 12.9333 | 19.2800 | 17.7120
6.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 11.4400 | 17.7120
1.0000 | -5.0000 | 4.8800 | 28.5920 | 17.4432
7.0000 | 35.0000 | 12.3333 | -13.0080 | 15.2800

| 17.7120
| 17.7926 | 17.7228
| 18.9574 | 17.9674 | 17.6901

Priklad 2  Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé a = 3,6.

z;

1/ 2] 3

4

5/ 6| 7

f(fl?z)

-5114 19

16

12|14 |35

Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyz uvazujeme uzly serazené podle vzdalenosti od o sestupné:

vysledky ziskané v MATLABu

x (k) | fk) |  Aproximace f(alfa)

7.0000 | 35.0000

1.0000 | -5.0000 | 12.3333

6.0000 | 14.0000 | 4.8800 | -13.0080

2.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 28.5920 | 15.2800

5.0000 | 12.0000 | 12.9333 | 11.4400 | 17.4432 | 18.9574

3.0000 | 19.0000 | 16.9000 | 19.2800 | 17.7120 | 17.7926 | 17.9674

4.0000 | 16.0000 | 17.2000 | 17.3200 | 17.7120 | 17.7120 | 17.7228 | 17.6901
Poznamka

Jak se da interpretovat libovolna (tj. i nediagonalni) hodnota v trojdhelnikové matici, kterou ziskavame

Nevilleovym algoritmem?

Interpolace spline funkcemi

Nejjednodussi spline funkci je tzv. linearni spline funkce; jde vlastné o lomenou Caru spojujici zadané
interpolované body.
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Méame danu funkci f tabulkou hodnot {z;, f;} t=0,1,...,n.

Funkci s(z) definovanou na intervalu (zg, z,) nazyvdme linearni spline interpolaci funkce f(z), ma-li
nasledujici vlastnosti:

i) na kazdém intervalu (z;,z;.1), 2=0,1,...,n — 1 je polynom prvniho stupné, tj.
+

s(z) = si(z), € (x4, Tiy1), kde [si(z) = a; + bi(z — ;)

(ii) splfiuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z;), tj.

si(mi):fi, i:O,l,...,n—l
Snfl(mn) = fn

(iii) je spojita na (zg, Z,), tj. i v uzlech z;

si(Tit1) = sipa(ziy1), 2=0,1,...,mn -2
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Y

i?o 1 i?z I3

Pozndmka: Témito pozadavky je funkce s(z) uréena jednoznalné.
(i) ... hleddme 2n koeficientl a; a b;
(ii) predstavuje (n + 1) podminek
(iii) predstavuje (n — 1) podminek

Plati: si(:z:):fi—l—%(az—mi), hi=z;1—2;, 1=0,1,...,n—1

Pokud bychom chtéli, aby byla aproximace spline funkci hladka, musime pouzit polynomy vyssiho stupné nez
1.

Nejvice pouzivanou je tzv. kubicka spline interpolace, kterd pouziva polynomy 3 stupné.
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si(z

fo

Y

:ijo X1 51:32 L3

Poznamenejme zde, Ze ostatni volby stupné polynomii nepfinasi lepsi vysledky a vypocCty jsou v pripadé
vyssich stupni slozité&jsi.

Kubicka spline interpolace

Funkce f je déana tabulkou {z;, f;}, ¢ =10,1,...,n

Funkci s(z) definovanou na intervalu (z¢,z,) nazyvdme kubickou spline interpolaci funkce f, ma-li
nasledujici vlastnosti:

(i) je na kazdém intervalu (z;,z;11), 2=0,1,...,n — 1 polynomem 3. stupné ve tvaru

si(z) = a; + bi(z — z;) + %(m —z;)?* + (éz(:z: —z;)°

(ii) spliuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z;), tj.

5@ = f(@), i=0,1,..,n—1
sn—l(mn) — fn

(iii) je spojitd na (zo, Zn), tj. v uzlech z; plati

Si($i+1) = Si+1($i+1)7 i:O,l,...,n—2

(iv) ma spojitou prvni derivaci na (zg, Z,,)

S;("E’i+1) = S;+1($i+1)7 IL.:OJlJ"'7n_2

(v) ma spojitou druhou derivaci na (zq, Z,,)

sgl(mi-i-l) — 5;I+1(5Ui+1), 1= 0)1)"';n_2
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Funkcé"‘;(m) neni podminkami (ii) — (v) uréena jednoznacné:
(ii) ... (n+1) podminek
(iii) ... (n—1) podminek
(iv) ... (n—1) podminek
(v) ... (n—1) podminek
celkem ... 4n — 2 podminek; (pocet koeficienti je ale 4n)
2 podminky je nutno dodat:
(A)  prirozené podminky
s"(zo) = s"(z,) =0
(B)  podminky periodicity (s periodou T' = z,, — )
s(zo) = s(z,) ... splnéna automaticky (fo = fn)
§'(z0) = §'(zn), 5"(z0) = s"(z)
(C)  podminky tecen
s'(zo) = vy, S'(zn) =79, | kde yg, vy, jsou dana Eisla
(D) viz MATLAB
Konstrukce kubické spline funkce
Funkci s(z) lze psat ve tvaru
s(z) = MoSo(x) + Mms1(z) + -+ + p_18n—1(2)
kde 7; = n;(z) jsou charakteristické funkce intervalu, tj.
M =1na(z;Ti11), M1 =1na(Tn1,Tn)
7; = 0 jinde
Snadno Ize odvodit:
s(@:) =ag, s (@)= b, st (@)= e, st () =dy, s (@ = d ey
Pomoci téchto vztahi prepiseme podminky (ii) az (v) (oznatime h; = z;11—z;, 1=0,1,...,mn—1)

(ii)  interpolaéni podminky

fizai, '1;20,1,...,72,—1

Cn—1 dnfl
5 a1+~ hno

fn =0Qn_1+ bnflhnfl +

(iii)  spojitost

d; .
—h3, i=0,1,...,n —2
6

[5i+1($i+1) = Si($i+1)]

C;
firn = a; + b;h; + Ehf I

(iv)  spojitost derivace

d; .
bi+Cihi—|—§h?:bi+1, ’LZO,].,...,?’I,—2

[82($¢+1) = S§+1($¢+1)]
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Ci+dih’izci+1; :0,1,...,??,—2

[3;/(33#1) = S§'+1($¢+1)]

Z téchto podminek lze sestavit soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro neznamé co, ..., c, a jejich
prostrednictvim vypoditat by, ...,b, a dg,...,d,. Po Gpravach dostaneme:
OkCh1 + 2Ck + BrCri1 = g%, k=12,...,n—1
kde
h
By = e
he + Ry 1
ap=1— b
iy = 6 Jerr — fr _fk_fk1]
hy + hyg 1 hy, hy 1

Vztahy predstavuji soustavu m — 1 rovnic pro n + 1 neznamych. Pro jednoznacnost je treba pridat jednu
z podminek (A), (B), (C). Soustava bude mit tvar:

2 ,50 _CO_ (90—
o 2 B C1 g1
oy 2 P

On_1 2 Ianl
(0% 2 Cn Lgn_

(¥) ... prvni a posledni Fadek soustavy predstavuje podminka (A) nebo (B),
pouziti podminky (C) znamena vyskrtnout 1. a posledni Fadek a sloupec

Poznamka:

Matice soustavy je tfidiagonalni a ostfe diagonadlné dominantni (ax + B = 1). = je regularni = 3!
feseni.
Soustavu reSime GEM pro tridiagonalni matice.

Odvozeni tridiagonalni matice pro vypocet koeficientt c;

Druhd derivace |s/(z) = ¢; + d;(z — z;) | je linedrni funkci, tj. zndme-li s"(z;) = ¢;, pak na {(z;,z;.1)

muizeme psat

Tin1— T T —T;
17 i+1 7
s;(z) =c———— 4 ¢i1

‘ h; h;

(z:) = ciy 8)(Tiy1) = Ciy1, si(z) je linedrni.)

®

(Ovéfeni: s
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A
el
5”(33)
Ci+1 }
Ti ~ ~Tit1
h

Integraci ® dostaneme

Tip1— ) T — z;)?
si(z) = o2 gh, . C¢+17( o S 4 ®®
Tiy1 — )3 z —z;)?
si(z) = cii( +éh~ ) + ci+1( - ) +A(z—z,)+ B;
Z interpolacnich podminek plyne (s(z;) = f;):
Cih2
B =fi——
4 6
Proz =z,
fiv1 = Cit1g + Ahi + fi —
—_———
B;
| g i fi (G = cih e
’ h; 6
Ze spojitosti prvni derivace | si(z;. 1) = si,1(2f,1), 1=0,1,...,n — 2| s uZitim ®® a ®®® plyne
$i(Ti+1)
c hi 4 fin—fi (civ1 — Gi)hi — ¢ hi + fiva = firn (cit2 — Cit1)hin
D hi 6 ok it 6
A; At
Si1(Tit1)
h; hi  hi  higx R hivi  fire—finn  finn— [
ng—i_CH—l(E E‘F 9 6 ) 2 e = P h;
. h; _ h’i+1
-3 -3
(o 6

Vynasobime ————— a dostaneme

hi+ hip
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h h; 6 it2 — fi it1 — fi
W s, o fio—firi  firn — f
hi+ hitq hi + hitq hi+ hitq hit1 h;
—_——

Minimalni vlastnost a odhad chyby

Ozna¢me S;1({a, b)) mnoZinu funkci f, které spliiuji podminky (2¢) az (v) a podminku (A) a jsou navic
na {(a,b) integrovatelné s kvadratem. Mezi vSemi funkcemi f € S;({a, b)) pravé prirozeny kubicky spline
udili nejmensi hodnotu integralu

b

1) = [ 1@ do |

a

J(f) ... mira celkové kfivosti kfivky y = f(z).

Véta
Necht funkce f ma spojité derivace az do Fadu 4 a ma omezenou 4. derivaci pro z € (a,b). Necht dale
plati:
h :
e <K, 1=0,1,...,n—1, h=max|z,;; — z,
Kdyz s(z) je spline interpolace funkce f v bodech z; a spliiuje podminky s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b), potom
pro z € (a,b) plati:
|f(z) — s(z)| < e KA*
f'(z) — s'(z)] < c2Kh®

|f"(z) — §"(z)| < cs Kh>.

Priklad

Urcete kubicky spline pro funkci zadanou tabulkou

T; 1/{2|3|4|5|6|7
Flz)||3]8|1|7]2]al3]
Pouzijte rizné dodatecné podminky. Pro spline s podminkami tecen pouzijte f'(1) =0 a f'(7) = 0.
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® Zadané body

—— Spline (Matlab)
—— Spline - prirozené podminky

—— Spline - podminky periodicity
—— Spline - podminky tecen
Interpolaéni polynom

20

15

T

10




