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i'tt':)hla'G. Vlastni cisla a vlastni vektory

Vypocet vlastnich cCisel a vlastnich vektori

S pojmem vlastniho cisla jsme se jiz setkali naptiklad u iteracnich metod pro feseni soustav linearnich
algebraickych rovnic. Velikosti vlastnich Cisel iteracni matice rozhodovaly o konvergenci prislusné iteraéni
metody. S dlohou na vlastni Cisla se setkame i v aplikacich pfi feseni fady technickych a fyzikalnich problémd.

Definice: Je dana &tvercova matice A ¥adu n. Cislo A, pro které ma soustava
Av=2Av resp. (A—-A)v=0

nenulové fesSeni, se nazyva vlastni Cislo matice A, jemu odpovidajici nenulové feseni v vlastni vektor
matice A.

Homogenni soustava ma nenulové feseni <  matice soustavy je singularni, tj. jeji determinant je
nulovy.

Vlastni Cisla Ay, Az, ..., A, jsou koteny charakteristické rovnice
pa(A) = det(A — AI) = 0.

Ke kazdému vlastnimu Cislu A; existuje alespon jeden vlastni vektor v;.
Pozndmka:  Charakteristicky polynom je stupné n =  dn vlastnich Cisel.

Definice: Matici A = diag(Ay, Az, ..., A,) nazyvame spektralni matici matice A.

Ulohy na nalezeni vlastnich ¢isel rozdélime do dvou skupin:
e Uplny problém - dloha najit vSechna vlastni ¢isla

° (v:éste(‘fny problém - dloha najit pouze nékterd vl. Cisla (obvykle s nejvétsi absolutni hodnotou)

Ulohu na vlastni Cisla si pfipomeneme na prikladu.

Priklad 1

Stanovte takova Cisla A, pro ktera ma homogenni soustava Av = Av nenulové feseni, déle urcete toto
reseni, pro matici

2 00
A=]12 21
11 2
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2-X 0 0 v 0
(A-XDv=| 2 2-x 1 v, | =0
1 1 2-Xx]| 0

Aby homogenni soustava méla nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy nulovy. Hledame proto
takova A, aby

det(A —AD) =(2—- AP —(2-A)=(2-2)[2-A’-1]=2-1)A-N)B-I) =0

Dostali jsme algebraickou rovnici stupné 3 a pouze pro jeji koreny

)\1:3, )\2:2, )\3:1

bude mit uvazovana soustava nenulové reseni.

Ke kazdému vlastnimu Cislu A; mlizeme najit nenulové feseni homogenni soustavy

(A-XI)v=0.
Napr. pro A; = 3 feSime soustavu
-1 0 O Uy 0
2 -1 1 Uy | =0
1 1 -1 U3 0

Matice soustavy je samozrejmé singularni a proto bude existovat cely systém feSeni v zavislosti na parametru
r € R. Kazdy vektor [0,7,7]T Yesi danou soustavu. Ze systému vybereme jednoho zéstupce, napt. v(1) =
[0,1,1]7, a fikame, ze v(1) je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu A;. Podobné bychom nalezli vlastni
vektory odpovidajici vlastnim Cislim Ay a A3.

Poznamka:

Vlastni &isla (horni) trojdhelnikové matice jsou rovna jejim diagonalnim prvkiim, nebot charakteristicky
polynom ma tvar:

pa(A) = (a1 — A)(aze — A) ... (Gpn — A).

Motivace

Vlastni vektor je takovy vektor, pro ktery plati, ze vynasobime-li matici A s timto vektorem, ziskdme
nasobek plivodniho vektoru. Mluvime o samodruznych prvcich.

Priklad: Osova soumérnost = zobrazeni y = Ax.
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V2

¥

AV2 = —V2

Priklad: Urcete vlastni €isla a vlastni vektory téchto matic:

2]/0]0 2 10
A= 20|, B=|0 2|0/,
0 7 | (0 0[2
[ 210 0] (2 1 0]
C=|o0/2 1|, D=]|o 1
0|0 2 0 0 2]

Regeni: Vsechny zadané matice maji stejny charakteristicky polynom
pa(A) = pe(A) = po(A) = Pp(A) = (2 - A)°,
Vidime, ze A = 2 je trojnasobné vl. cislo vsech ¢tyr matic.

Vlastni vektory:

A: v =11,0,0)7 Pozn.: matice A — I je nulova, tj. systém
v® =0, 1,0]7 vech FeSeni rovnice A — AI = 0 je lin.
v® =0,0,1]T kombinaci v, v(2), y().

[0 1 0]
(1) — T

12% U(B) B [(1)’8’1]7, Pozn.. B—AI=|0 0 O

v =10,0,1] (0 0 0
[0 0 0]
W — T

G [(1)’(1)’8]7, Pozn: C—Al=|0 0 1

v =[0,1,9 00 0]
0 1 0
D: v =[1,0,0)7 Pozn.. D—AI= |0 0 1
L0 0 0

Poznamka: Pocet linearné nezavislych vlastnich vektord mize byt mensi nez je rad matice.
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i *
Pripomenme si nékteré poznatky z linearni algebry.

\ i

Definice: Rikame, ¥e matice A a B jsou podobné, existuje-li regularni matice P takova, ze
P AP = B| resp.|A =PBP 1|

Véta Podobné matice maji stejna vlastni Cisla.

Véta: Necht A je redlna symetrickd matice. Potom existuje ortogonalni matice Q takova, Ze pro spektralni
matici plati

A=QTAQ|

det(P)
det(P)

det(A — AI) = det(A — AI)- = det(P ") - det(A — AI) -det(P) = det [P(A — A)P| =

=det | P "AP I
—_—

B
O
Véta Je-li v vlastni vektor matice A, potom P~1v je vlastni vektor matice B = P"1AP.
Dikaz:
Av = A\v
P'./ PBP'v=lv
BP 'v=)P'v
S—— S——
w W
O
Pozndmka: Pokud jsou vlastni vektory vq,Vvs, ..., Vv, linedrné nezavislé, potom plati:

X TAX=A (A =diag(A;,A2,---,As) ... spektralni matice)

Matice A je tedy podobna diagonalni matici. Matice X je matice, jejiz sloupce tvofi vlastni vektory
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A2
A Vi Vo Vi = Vi Vo Vn
_ | | 11 M |
X X A
A1vy Aaval| . | AV

Véta Necht A je Etvercova matice ¥adu n, A jeji vlastni &islo a v jeji vlastni vektor, tj. Av = Av. Potom
plati:
() keN (A% =A)

(i) A ... reguldami = A(A 1) =[MA)]

(iii) A(A®) = A(A)

(iv) vlastni ¢isla symetrické (hermitovské) matice jsou redlna

(v) vlastni vektory symetrické matice odpovidajici riznym vlastnim &isldm jsou ortogonalni

(vi) symetrickd pozitivné definitni matice ma vSechna vlastni Cisla kladna

Dikaz:
(1)
A-/ Av=)Iv = A*’v=) Av = \%v
~—
= AV
A / Arv = My = ARy = 2 Av = Mfly
~
= AV
(ii)
Av=)Xv = A TAv=)2A"lv

v=2"lv /:)l\

(iii) Oznaéme B = A — AL.  Plati

det BF = det BT = det B

det(A¥ — AI) = det(A — A\I) =0
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Av = Av
Wy = vEI(v) = vEAv = vIAHy = (VEAHEV)H = vE Av = AvEv = JvPy
— ~~ —~
cislo AV (*)

priddme ¥ a

(%) (VEV)H = vy = vy =

uH-/ Av = Av
/ Au = pu

} AEw A=A p=Ha A=A"

u?Av = aufly
v Au = puvu /H

u?A"v = pufly

0=(\—u)uv = ufv=0
£0

(vi)

Av = Av
vIiAv = Avlv

Plati (pro pozitivné definitni matici A):

Vv #o0: vIAv >0 = Aviv >0 = A>0
~——
>0
O

Pozndmka: Ortogonalni matice Q: QTQ =1 / Q7! QT =Q
Podminénost dlohy na vlastni cisla

Omezime se na pripad, kdy matice A ma n linearné nezavislych vlastnich vektorti vy, va,...,vn, od-
povidajicich vlastnim &islim A1, Aa,..., Ay

e Aa;; ... malézmény v prvcich a;; |Aa;;| <€

e porusend matice A(e)=A + AA mavlastni &isla  Ag(e) = Ap + A

e dale plati (viz literatura):

|Ax(€) — M| S se, kde

7% = Tcos oy

kde oy, je thel vy a vlastniho vektoru A¥ odpovidajicimu vlastnimu &islu A,
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ro symetrickou matici je
a, =20 = w, =1
|Ae(e) — Ax| <€ dobfe podminéna dloha
e Pro nesymetrickou matici je
ar # 0 = ¥,  muize byt velmi velké

spatné podminéna uloha

Priklad

script v MATLABu

A=[-1 50; 031; 00 2]
AH=ctranspose(A)

[v,cl=eig(A, ’nobalance’)
[vH,cH]=eig(AH, nobalance’)

disp(’ Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,’)
disp(’ cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel’)
for j=1:length(A)

lambda=c(j, j)
vlastni_vektor_ A=v(:,j)’
vlastni_vektor AH=vH(:,j)’
cosinus_uhlu=vlastni_vektor A*xvlastni_ vektor_ AH’...
/norm(vlastni_vektor A)/norm(vlastni_vektor AH)
uhel=acos(cosinus_uhlu);
uhel=uhel*180/pi
pause
end;

vysledky v MATLABu
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A =
=1 5
0 3 1
0 0
AH =
=1 0 0
5 3 0
0 1 2
v =
1.0000 1.0000 -1.0000
0 0.8000 -0.6000
0 0 0.6000
c =
-1 0 0
0 3 0
0 0 2
vH =
-0.8000 0.0000 -0.0000
1.0000 -1.0000 0.0000
-0.3333 -1.0000 1.0000
cH =
-1.0000 0 0
0 3.0000 0
0 0 2.0000

Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,
cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel

lambda =
-1
vlastni_vektor A =
1 0 0

vlastni vektor AH =

-0.8000 1.0000 -0.3333
cosinus_uhlu =

-0.6046
uhel =

127.1966

vlastni_vektor A =
1.0000 0.8000 0
vlastni_vektor AH =
0.0000 -1.0000 -1.0000
cosinus_uhlu =
-0.4417
uhel =
116.2141

vlastni vektor A =
-1.0000 -0.6000 0.6000
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Priklad 2

[20 20
19 20
18 20

Vypocet determinantu (A — AI) pomoci rozvoje podle posledniho fadku:

pa(A) =det(A — AI) = (20 — A)(19 — \)...(1 — X) — 20%%

proe =0 = Amin = 1

pro € = 20'2071% = 4,64 - 107

pa(A) = (20— X)(19—A)...(1—A) — 20720120 ¥ =X - (...)=0 = Amin = 0

konst.¢len = 20!

Malé zméné e odpovida velka zména vlastniho Cisla A4n.

Vlastni ¢isla nesymetrickych matic jsou citlivda na zménu prvkd

(citlivost roste s rostouci vzdalenosti od diagonaly).

Mocninna metoda
Chceme uréit vlastni &islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni ¢islo).

Predpoklady:
1. A ma n-linedrné nezavislych vlastnich vektord

2. existuje jediné dominantni vlastni Cislo
3. vlastni &isla Ize sefadit: |A1| > [Az| > |A3] > -+ > | Aal].
Odvozeni:

1. Zvolime y© jako linearni kombinaci vlastnich vektorii

YO =aivi+aava+ -+ apva.

2. Sestrojime posloupnost

y(k) = O(]_AkV]_ = a2AkV2 S oo oF anAkvn'
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y(k) = 0 )\Ilc vi + Ol2)\§V2 —+ ..+ an)\ﬁvn.
~—

*

4. Vytkneme dominantni vlastni islo (viz *)

— 0
——

n by k
1

1=2

e, — 0

5. Analogicky vyjad¥ime y(*+1).
6. Vybereme j-tou slozku y**1) a y(*¥), yydélime je a provedeme limitni prechod

— 0

M (o + Ey1y) _

(k+1)
J — )\1

lim = lim
ko0 y;-k) koo )\’f(al’ul,j + €x; )
~—~

— 0

Priklad

Mocninnou metodou stanovte dominantni vlastni &islo matice A, kde

A=

O = =

10
11 a  y9=11,1,1"
11

Reseni: Pouzijeme itera¢ni formuli

yE+) = Ay®)  pro k=0,1,...

y® =327 AV =453,

y®@ =5757 AP =1~ 23333

3
y® =[12;17;12)7 AP = 17 ~ 2, 4285,

y® = [20;41;29]7 AY = 4 ~ 2 4117,

y® = [70;99; 707 AP = 9 ~ 2,4146.

Poznamka:

Abychom zamezili preteceni, resp. podteCeni pfi zobrazeni Cisel v pocitaci je vhodné v kazdém kroku
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1).
) y(¥)
|y ™|
vysledky v MATLABu
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
A =
900 20 1
20 500 30
1 30 100
| k | y(1)_k | y(2) _k | y(3)_k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || I
| 1 | 9.210000e+002 | 5.500000e+002 | 1.310000e+002 || 921.0000000 |
| 2 | 8.400310e+005 | 2.973500e+005 | 3.052100e+004 || 912.0857763 |
| 3 | 7.620054e+008 | 1.663913e+008 | 1.281263e+007 || 907.1158338 |
| 4 | 6.891455e+011 | 9.882011e+010 | 7.035006e+009 || 904.3840077 |
| 5 | 6.222144e+014 | 6.340402e+013 | 4.357249e+012 || 902.8781109 |
| 6 | 5.612654e+017 | 4.427701e+016 | 2.960060e+015 || 902.0450147 |
| 7 | 5.060274e+020 | 3.345262e+019 | 2.185582e+018 || 901.5830307 |
| 8 | 4.560959e+023 | 2.691242e+022 | 1.728164e+021 || 901.3264854 |
| 9 | 4.110263e+026 | 2.262997e+025 | 1.436285e+024 || 901.1839104 |
|10 | 3.703777e+029 | 1.957860e+028 | 1.233554e+027 || 901.1046393 |
>> eig(A)
ans =
1.0e+002 *
0.977622158203950
5.012324900167472
9.010052941628578

vysledky v MATLABu
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A =
900 20 1
20 500 30
1 30 100
| k| y(1) _k
| 0 | 1.0000000
| 1 | 921.0000000
| | 1.0000000
| 2 | 912.0857763
| | 1.0000000
| 3 | 907.1158338
| I 1.0000000
| 4 | 904.3840077
| | 1.0000000
| 5 1 902.8781109
| | 1.0000000
| 6 | 902.0450147
| | 1.0000000
| 7 | 901.5830307
| | 1.0000000
| 8 | 901.3264854
| 1.0000000
| 9 | 901.1839104
| | 1.0000000
|10 | 901.1046393
| | 1.0000000

.0000000
.0000000
.5971770
.8555917
.3539750
.0775114
.2183597
.6842642
.1433951
.0038151
.1019006
.1603809
.0788878
.6021361
.0661083
.1837310
.0590061
.6167046
.0550572
.6334548
.0528612

O WO WO WO WOk O ot O v o

y(3)_k

.0000000
.0000000
. 1422367
.1389794
.0363332
.2525693
.0168144
.2322257
.0102083
.3226842
.0070028
. 7572988
.0052739
.8940255
.0043191
.4151593
.0037890
.1490857
.0034944
.0011561
.0033305

|| lambda_k

921.

000000

.085776

.1156834

.384008

.878111

.045015

.583031

. 326485

.183910

.104639

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

vysledky v MATLABu
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
A =
1/1000 -3/10000 -1/2000
1/5000 1/200 -1/10000
-1/1000 1/500 3/1000
| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3) _k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 2.000000e-004 | 5.100000e-003 | 4.000000e-003 || 0.0051000 |
| 2 | -3.330000e-006 | 2.514000e-005 | 2.200000e-005 || 0.0049294 |
| 3 | -2.187200e-008 | 1.228340e-007 | 1.196100e-007 || 0.0048860 |
| 4 | -1.185272e-010 | 5.978346e-010 | 6.263700e-010 || 0.0052368 |
| 5| -6.110626e-013 | 2.902831e-012 | 3.193306e-012 || 0.0050981 |
| 6 | -3.078565e-015 | 1.407261e-014 | 1.599664e-014 || 0.0050094 |
| 7 | -1.529867e-017 | 6.814767e-017 | 7.921371e-017 || 0.0049519 |
| 8 | -7.534983e-020 | 3.297572e-019 | 3.892351e-019 || 0.0049137 |
| 9 | -3.688946e-022 | 1.594793e-021 | 1.902570e-021 || 0.0048880 |
[10 | -1.798617e-024 | 7.709928e-024 | 9.266189e-024 || 0.0048704 |
>> eig(A)
ans =
0.000770409049726
0.003399468175334
0.004830122774940

vysledky v MATLABu
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci
A =

1/1000 -3/10000 -1/2000

1/5000 1/200 -1/10000

-1/1000 1/500 3/1000

| k | yWO k | y@_k | y@_k || lambda_k |
| 0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |
| 1 | 0.0002000 | 0.0051000 | 0.0040000 || 0.005100 |
| | 0.0392157 | 1.0000000 | 0.7843137 || |
| 2 | -0.0006529 | 0.0049294 | 0.0043137 || 0.004929 |
| | -0.1324582 | 1.0000000 | 0.8750994 || |
| 3 | -0.0008700 | 0.0048860 | 0.0047578 || 0.004886 |
| | -0.1780614 | 1.0000000 | 0.9737532 || |
| 4 | -0.0009649 | 0.0048670 | 0.0050993 || 0.005237 |
| | -0.1892287 | 0.9544432 | 1.0000000 || |
| 51 -0.0009756 | 0.0046344 | 0.0050981 || 0.005098 |
| | -0.1913573 | 0.9090360 | 1.0000000 || |
| 6 | -0.0009641 | 0.0044069 | 0.0050094 || 0.005009 |
| | -0.1924507 | 0.8797227 | 1.0000000 || |
| 7 | -0.0009564 | 0.0042601 | 0.0049519 || 0.004952 |
| | -0.1931316 | 0.8603014 | 1.0000000 || |
| 8 | =-0.0009512 | 0.0041629 | 0.0049137 || 0.004914 |
| | -0.1935843 | 0.8471929 | 1.0000000 || I
| 9 | -0.0009477 | 0.0040972 | 0.0048880 || 0.004888 |
| | -0.1938928 | 0.8382309 | 1.0000000 || |
|10 | -0.0009454 | 0.0040524 | 0.0048704 || 0.004870 |
| | -0.1941054 | 0.8320495 | 1.0000000 || |

Poznamka:

Nejlepsi aproximaci dostaneme, délime-li slozky, které maji nejvétsi absolutni hodnotu.

Obecné nelze pouzit libovolnou slozku vektoru y(¥) nebot odpovidajici vlastni vektor ji miiZze mit nulovou.

vysledky v MATLABu
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A =
1 1 0
2 0
0 0 3

v =
1 1 0
1 0
0 0 1
c =
1 0 0
2 0
0 0 3

| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3) _k | |lambda_k 1s || 2s || 3s |
| 0 | 2.000000e+00 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 || [ | |

| 1 | 3.000000e+00 | 2.000000e+00 | 3.000000e+00 || 1.5000000 || 2 || 3 |
| 2 | 5.000000e+00 | 4.000000e+00 | 9.000000e+00 || 1.6666667 || 2 || 3 |
| 3 | 9.000000e+00 | 8.000000e+00 | 2.700000e+01 || 1.8000000 || 2 || 3 |
| 4 | 1.700000e+01 | 1.600000e+01 | 8.100000e+01 || 1.8888889 || 2 || 3 |
| 5 | 3.300000e+01 | 3.200000e+01 | 2.430000e+02 || 1.9411765 || 2 || 3 |
| 6 | 6.500000e+01 | 6.400000e+01 | 7.290000e+02 || 1.9696970 || 2 || 3 |
| 7 | 1.290000e+02 | 1.280000e+02 | 2.187000e+03 || 1.9846154 || 2 || 3 |
| 8 | 2.570000e+02 | 2.560000e+02 | 6.561000e+03 || 1.9922481 || 2 || 3 |
| 9 | 5.130000e+02 | 5.120000e+02 | 1.968300e+04 || 1.9961089 || 2 || 3 |
[10 | 1.025000e+03 | 1.024000e+03 | 5.904900e+04 || 1.9980507 || 2 || 3 |

Poznamka:

Pri praktickém pouziti mocninné metody neovérujeme, zda jsou splnény predpoklady odvozeni.

Zadana matice nemusi mit jediné dominantni vlastni Cislo nebo
pocet linedrné nezavislych vlastnich vektorli miize byt mensi nez rad matice.

P¥i nesplnénych predpokladech odvozeni miize byt konvergence pomala.
Dalsi nevyhodou mocninné metody je potom odhad chyby ziskané aproximace.

vysledky v MATLABu
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A =
5 1 1
-1 1 0
0 0 1

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

V=

1.0000 -1.0000
-1.0000 1.0000
0 0

c =
2.0000 0
0 2.0000
0 0

0.0000
1.0000
1.0000

0
0
1.0000

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho

.000000e+000
.000000e+000
.600000e+001
.400000e+001
.120000e+002
.720000e+002
.400000e+002
.472000e+003
.328000e+003
.424000e+003
.638400e+004

© 00 N O Ok W N~ O
B N WE ONRF D = O

—
o

[100] 1.

[150| 3.

[200| 4.

|250| 6.

13001 9.

[1000]1.

.5566839e+016

914152e+032

225580e+047

836884e+062

802785e+077

187032e+092

608334e+304

.000000e+000

0.000000e+000

.000000e+000
.100000e+001
.500000e+001
.770000e+002
.490000e+002
.089000e+003
.561000e+003
.889000e+003
.331300e+004
.219069e+016
.876123e+032
.182762e+047
.788675e+062
. 748508e+077
.125921e+092

.605120e+304

.332031e+308

vlastniho cisla matice A

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

.000000e+000

N NDNNDDNDDNDNDDNDWOO

.0000000
.2000000
.7500000
.5454545
.4285714
.3529412
.3000000
.2608696
.2307692
.2068966

.0402685

.0200669

.0133630

.0100167

.0080107

.0066741

.0020007
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e
Z uvedeného prikladu je déle vidét, Ze je opravdu vhodné normovat vektor y*) a zabrénit tak pretecent.

i

Poznamka:

P¥i praktickém pouziti mocninné metody pouzijeme napiiklad polateéni volbu vektoru y(® =
1,1,1,...,1)7.

Je-li ovéem vektor y(9) takovou linearni kombinaci vlastnich vektorii, Ze koeficient u vlastniho vektoru
odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu ¢islu bude roven 0, potom mocninnd metoda nevypocte dominantni
vlastni Cislo, ale nejblizsi nizsi, u kterého u odpovidajiciho vlastniho vektoru bude nenulovy koeficient.

Pokud bychom provadéli vypocet dostatecné dlouho, dojde vlivem zaokrouhlovacich chyb k tomu, Ze u
prisludné iterace y(*) bude jiz zmiriovany koeficient u vlastniho vektoru odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu
Cislu jiz nenulovy a metoda nakonec dominantni vlastni Cislo nalezne.

vysledky v MATLABu
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i
A =
4 -3 2
0 2 0
0 -4 6

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

V=
1.0000 1.0000 -0.5000
0 0 -1.0000
0 1.0000 -1.0000

4 0 0

0 6 0

0 0 2
>> y=[11 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =
0.5000 0 -1.0000

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

kx| yWk | y@kx | y@ _k || lambda k |
| 0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |
| 1 | 3.0000000 | 2.0000000 | 2.0000000 || 3.000000 |
| | 1.0000000 | 0.6666667 | 0.6666667 || I
| 2 | 3.3333333 | 1.3333333 | 1.3333333 || 3.333333 |
I | 1.0000000 | 0.4000000 | 0.4000000 || |
| 3 | 3.6000000 | 0.8000000 | 0.8000000 || 3.600000 |
I | 1.0000000 | 0.2222222 | 0.2222222 || I
| 4 | 3.7777778 | 0.4444444 | 0.4444444 || 3.777778 |
I | 1.0000000 | 0.1176471 | 0.1176471 || I
| 5| 3.8823529 | 0.2352941 | 0.2352941 || 3.882353 |
I | 1.0000000 | 0.0606061 | 0.0606061 || I
| 6 | 3.9393939 | 0.1212121 | 0.1212121 || 3.939394 |
| | 1.0000000 | 0.0307692 | 0.0307692 || |
| 7 | 3.9692308 | 0.0615385 | 0.0615385 || 3.969231 |
I | 1.0000000 | 0.0155039 | 0.0155039 || I
| 8 | 3.9844961 | 0.0310078 | 0.0310078 || 3.984496 |
I | 1.0000000 | 0.0077821 | 0.0077821 || |
| 9 | 3.9922179 | 0.0155642 | 0.0155642 || 3.992218 |
| | 1.0000000 | 0.0038986 | 0.0038986 || I
[10 | 3.9961014 | 0.0077973 | 0.0077973 || 3.996101 |
I | 1.0000000 | 0.0019512 | 0.0019512 || I
[11 | 3.9980488 | 0.0039024 | 0.0039024 || 3.998049 |
| | 1.0000000 | 0.0009761 | 0.0009761 || I
[12 | 3.9990239 | 0.0019522 | 0.0019522 || 3.999024 |
I | 1.0000000 | 0.0004882 | 0.0004882 || I
[13 | 3.9995118 | 0.0009763 | 0.0009763 || 3.999512 |
| |  1.0000000 | 0.0002441 | 0.0002441 || |
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6r W
5.5

4.3

3

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
&+

4_+

3.5

0 50

k-ta iterace 100 150

Poznamka:

IteraCni proces ukoncujeme pouzitim zastavovaci podminky ve tvaru
A _AB) g |
Posud'te vysledky ziskané pro nasledujici pfiklad.  Kde je problém ?

vysledky v MATLABu
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=
A =
3 3 0
0 4 2
0 0 1

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

v =
1.0000 1.0000 1.0000
0 0.3333 -0.6667
0 0 1.0000
z =
3 0 0
0 4 0
0 0 1
>> y=[1 1 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
>> y=[1 0 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =
-2 2 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) _k | y(2) _k I y(3) _k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || I
| 1 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 |
| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 3 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
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>> y=[3 2 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) k | y(2) _k I y(3) _k || lambda k |
| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || I
| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

Vechny predpoklady byly spinény, byla pouZita i vhodna pocateéni volba vektoru y{®.
Jediné, co se stalo je skute€nost, ze v posloupnosti pfibliznych feseni generovanych mocninnou metodou
se objevily dva po sobé jdouci stejné Cleny, které zdaleka nebyly limitou této posloupnosti.

vysledky v MATLABu

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) k | y(2) _k | y(3) _k || lambda k |

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | |
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
I

| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 6.0000000 |
| 3 | 1.860000e+002 | 1.060000e+002 | 1.000000e+000 || 5.1666667 |
| 4 | 8.760000e+002 | 4.260000e+002 | 1.000000e+000 || 4.7096774 |
| 5 | 3.906000e+003 | 1.706000e+003 | 1.000000e+000 || 4.4589041 |
| 6 | 1.683600e+004 | 6.826000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3102919 |
| 7 | 7.098600e+004 | 2.730600e+004 | 1.000000e+000 || 4.2163222 |
| 8 | 2.948760e+005 | 1.092260e+005 | 1.000000e+000 || 4.1540022 |
| 9 | 1.212306e+006 | 4.369060e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112400 |
[10 | 4.947636e+006 | 1.747626e+006 | 1.000000e+000 || 4.0811775 |
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3 (9

5.5

4.3

4

k-ta iterace

6

10

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+001
.200000e+001

.000000e+000
.000000e+000
.500000e+001
.500000e+001

.510000e+002
.563000e+003
.735000e+003
.839500e+004
.179510e+005
.849230e+005
.979055e+006

[ I SO Jo SN

.700000e+002
.820000e+002
.730000e+003
.092200e+004
.369000e+004
.747620e+005
.990500e+005

[ = =

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000

.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000
.000000e+000

OO NN NN

.0000000
.0000000
.0000000

.6800000
.4529915
.3090211
.2160356
.1539356
.1112242
.0811737
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5 L _

4 5+ -

~ | i
3.5+ -

3 L |

2 4 6 8 10
k-ta iterace

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
I

| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 5.0000000 |
| 3 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 |
| 4 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 |
| 5 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211 |
| 6 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 |
| 7 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 |
| 8 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 |
| 9 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 |
[10 | 8.034315e+006 | 2.796202e+006 | 1.000000e+000 || 4.0596724 |
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4.8

4.6

3 (9

4.4}

4.2

4 2 4 6 8 10

k-ta iterace

Poznamka:

Pro urychlovani konvergence metody
e |ze pouzit napr. Aitkenlv proces,

e pokud plati, zZe A; a A; jsou si velmi blizka, rychlost konvergence mocninné metody bude malj;
predpokladame-li napf., ze jsou vsechna vlastni Cisla realna, Ize pouzit Wilkinsonovu metodu:
A ma vlastni Cisla Ay, Ag, ..., Ay

A=A —pl mivlastni&isla A\{ =D, Aa—D, ..., An — P

Uvazujme pro jednoduchost, ze jsou vsechna A; > 0.

Pomalou konvergenci zplsobuje podil )\—2 é 1.
1
A2 — A
Chceme tento podil co nejvice zmensit: A—0 < 2
Al—p A
A+ Ay . . Y
Jak musime volit p? e = 2 ; ... predstavuje posunuty pocatek
I I I I I —
0 A Ap—1 A4 Popt  As A




Numerické metody KMA/NM

Josef Danék 13.2.2013
vlastni ¢isla A\; = 100, Ay = 99, A3 = 11 =  Popt = 9 —; 11 =5b
11
45
A=A-_55]= 44 ... vlastni &isla A; = 45, Ay = 44, A3 = —44
—44
9 599 2_4. g
A1 100 A1 45
vysledky v MATLABu

n 0.99°n 0.9778"n

1 0.9900 0.9778

2 0.9801 0.9561

3 0.9703 0.9349

4 0.9606 0.9141

5 0.9510 0.8938

6 0.9415 0.8740

7 0.9321 0.8546

8 0.9227 0.8356

9 0.9135 0.8171

10 0.9044 0.7989

11 0.8953 0.7812

12 0.8864 0.7638

13 0.8775 0.7469

14 0.8687 0.7303

15 0.8601 0.7141

16 0.8515 0.6982

17 0.8429 0.6827

18 0.8345 0.6676

19 0.8262 0.6528

20 0.8179 0.6383

21 0.8097 0.6241

22 0.8016 0.6102

23 0.7936 0.5967

24 0.7857 0.5834

25 0.7778 0.5705

26 0.7700 0.5578

27 0.7623 0.5454

28 0.7547 0.5333

29 0.7472 0.5215

30 0.7397 0.5099
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0.8

0.7} 0.0778™

0.6/

0% 5 10 15 20 25 30

Metoda Rayleighova podilu

Chceme uréit vlastni &islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni ¢islo).

Pfi  odvozeni metody Rayleighova podilu budeme navic (oproti mocninné metodé)
predpokladat, Ze matice A je symetrickd (redlnd). Potom musi byt vlastni vektory ortonormalni

(V;IV]':O pro 1#j a vTvizl).

i

Odvozeni:

6. krok z odvozeni mocninné metody nahradime vyjadfenim soucinu y(k)Ty(k)

3% €k
BT ) — Ak T o N M\ r k = A\
y Oy =N avi 4> e [ ] vi | AT joavi 4+ Y aa (] vi| =
1=2 A1 i—2 A1
n 2%
= N¢lat+ ot (5]
i=2 A
1 €
a soutinu  y®Tyern)T
e €kl
BT (k1) — k[ 0T L N AT n A\
yF) y = A {alvl + > = v } A avi 4+ ) — Vi] =
1=2 1 =9 1

2k+1| 2 = 2 Ai s
el e (3)]
1

1=2

T
€ €k+1
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ostavéme:
— 0
—
T T
y (k) Ay (k) . y (k) y (kt1) B )\%k—&-l(a% + eTerr) B
Ty e ywTy® . AR ele) T

y y y y 1 1 k

— 0

Pozndmka: Souéin elfe, konverguje k nule (pro & — 00) zhruba dvakrét rychleji nez €, k nulovému
vektoru
= metoda Rayleighova podilu bude rychlejsi nez mocninnd metoda.

Priklad

Metodou Rayleighova podilu uréete dominantni vlastni Cislo matice A, kde

110
A=]111 a y9=J1;1;1).
011
Regeni:
©7T(1)
(1) _ 9.2.9T L _yry"Y
y) =[2;3;2] A =St g = 3~ 2,8333,
y'y
y® =[5757 AP =4 x2 4117,
_ S (3) _ 604119460 __ 239 .

y® =[12;17;12)]7 X = SIS0 — 28 2, 41417.

Ptiklad 3

Pro stejné zadani symetrické matice A porovnejme rychlost konvergence mocniné metody a metody
Rayleighova podilu.

60 20 10 1 1
_ (20080 10 2) g |10
10 10 30 5 1
1 2 5 10 1

vysledky v MATLABu
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N
A =
60 20 10 1
20 50 10 2
10 10 30 55
1 2 5 10
>> [v,c]l=eig(A, ’nobalance’)
v =
0.029201136324116 0.070393944798935 -0.657594927428575 -0.749507103097250
-0.002755406652908 0.347503151150767 0.720730957555407 -0.599817350945878
-0.241058474917619 -0.907169537175591 0.206770509289230 -0.276007606741715
0.970067272431118 -0.226560551059880 0.073224003781179 -0.047728910858600
c =
8.781938031360916 0 0 0
0 26.642118061325501 0 0
0 0 34.824093743363321 0
0 0 0 79.751850163950266
> y=[111 1]’
>> alpha=(v\y)’
alpha =
0.755454527184707 -0.715832992285768 0.343130543197241 -1.673060971643443
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k I y(4) _k || lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 91.000000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 84.263736%3
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 81.587115%
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 80.515385C
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 80.074417¢
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.889458¢
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.8109287
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.7773243
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.7628684
[10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.7566267
[11 | 1.040944e+021 | 8.330871e+020 | 3.833471e+020 | 6.629211e+019 || 79.7539244
[12 | 8.301813e+022 | 6.643928e+022 | 3.057218e+022 | 5.286774e+021 || 79.7527521
[13 | 6.620882e+024 | 5.298622e+024 | 2.438173e+024 | 4.216253e+023 || 79.7522427
[14 | 5.280287e+026 | 4.225737e+026 | 1.944484e+026 | 3.362525e+025 || 79.7520217
[15 | 4.211131e+028 | 3.370099e+028 | 1.550760e+028 | 2.681670e+027 || 79.7519247
|16 | 3.358456e+030 | 2.687715e+030 | 1.236759e+030 | 2.138680e+029 || 79.7518827
[17 | 2.678431e+032 | 2.143502e+032 | 9.863383e+031 | 1.705636e+031 || 79.7518643
[18 | 2.136099e+034 | 1.709482e+034 | 7.866230e+033 | 1.360276e+033 || 79.7518565
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Metoda Rayleighova podilu pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) k | y(2) _k I y(3)_k I y(4) _k || lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||

| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 61.500000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 78.1796884
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 79.5606714
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 79.725227C
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 79.747844€
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.7512057
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.751740€
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.7518308
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.7518466€
[10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.7518495

100
90+ iterace ziskané mocninnou metodou
gor _—= -
70r
iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu
60 | | | |
0 5 10 15 20

k-ta iterace
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iterace ziskané mocnhinnou metodou

79.85

79.8

79.75¢

iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu

9.7}

4 6 8 10 12 14 16
k-ta iterace

Poznamka:

Pokud jsme vypocitali A1, vi a chceme urcit dalsi vlastni Cisla, resp. vlastni vektory Az, va, Az, vs, ...
(ovSem ne vsechny), miizeme pouzit metody vyuzivajici znalosti A;, v; atd.

e Maticova redukce

Véta: Necht )\ je vlastni &islo matice A a v; jemu odpovidajici vlastni vektor. Necht w je libovolny vektor,
pro ktery wTv; = 1. Pak matice

W1 = A — )\1V1WT
ma stejna vlastni Cisla jako matice A, s vyjimkou vlastniho Cisla A;, které je nahrazeno Cislem 0

(W ... redukovana matice).

Otédzka: Jak volit vektor w ?
1. Hotellingova redukce

w ... levy vlastni vektor vlastniho &isla A;  (je normalizovan: wlv; = 1)
obvykle levy vlastni vektor nezndme a miize byt wZlv; =0
uzijeme tuto metodu pro symetrické matice, protoze potom w = vy

(tj. pravy a levy vlastni vektor odpovidajici stejnému vlastnimu islu je stejny)

2. Wielandtova redukce

(viz literatura)

3. podobnostni redukce

(viz literatura)

e Anihilacni postupy

Je-li w libovolny vektor a A, vi vlastni Cislo a vektor matice A, pak vektor
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nema slozku ve sméru vektoru v,

Cv. vyjadfime vektor w jako linedrni kombinaci vlastnich vektorl v; a ovéfime

n
w=> B
T

u=(A- AlI)(zn: Bivi) = zn:(,@z Av; — i \vi) = fiAivi — Bidivy + zn:(,@i)\iVi — MBivi) =
i—1 =1 ;: =2

=0-vi+ Y Bi(hi—A)vs
1=2
O

e Pouzijeme-li u jako vstup do mocninné metody, ziskdme A2, v (pozor na problém se zaokrouhlovacimi
chybami).

e Abychom odstranili tento problém, odbouravame stale slozku ve sméru v,

u=(A-X\Iu

Charakteristika metod na reseni tplného problému:

1) metody zalozené na vypoctech vlastnich &isel pomoci charakteristického polynomu

Nevyhodné pro velkd n (fad matice A), protoze je obtizné vypocitat pa(A) = det (A — AI) z definice
determinantu.

2) metody vyuZivajici podobnosti matic

Tato kategorie metod vyuziva faktu, ze podobné matice maji stejna vlastni Cisla.

Princip: konstruujeme posloupnost navzajem podobnych matic, kterad konverguje k matici, jejiz vlastni
Cisla se daji jednoduchym zplisobem urcit.

3) smiSené metody

zalozené na pfevodu obecné matice na matici t¥idiagonalni (nap¥. Givensova, Householderova a Lanczo-
sova metoda) a nasledny efektivni vypolet korenl charakteristického polynomu této upravené matice.

Metoda LU-rozkladu (LR-transformace, LR-algoritmus)
(Lower-Upper, Left-Right)

A =LU ... rozklad matice A na dolni trojihelnikovou matici L a horni trojdhelnikovou matici U, kde
na diagonale matice L jsou pro jednoznacnost rokladu jednotky.

Sestrojime matici B, ktera bude podobna matici A.

B=UL (U=L'A = B=UL=L'AL).
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Sestrojime posloupnost matic Ay:
i) Ag=A, k=0

(ii)  provedeme LU rozklad matice A = LUy
(iii)  sestrojime matici Ag;; = ULy
(iv)  je-li matice Agy1 horni trojihelnikovd = konec,
jinak £k = k+ 1 a jdi na (ii)
Poznamka:

Da se ukazat, ze kdyz matice By = LoL;...L; konverguji k regularni matici, potom matice A, také
konverguji, a to k horni trojihelnikové matici s vlastnimi Cisly na diagonale. Plati

Ak+1 = L;lAk Lk
——
Uk

a tedy

Poznamka:

Matice Bj konverguji k matici, jejiz sloupce tvori vlastni vektory matice A.
Pro symetrickou matici A je diikaz zrejmy

Bri1 Agyr = ABpys.
——
— A

Poznamka:

Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, provadime LU-rozklad ve smyslu Choleského rozkladu
(A = LLT). Potom lze ukazat, ze A} konverguje k diagonlni matici.

Nevyhody:

- pomala konvergence posloupnosti Ay
- velky pocet operaci pro matice vétsich radi
- nelze realizovat pro obecné matice A

Metody ortogonalnich transformaci

Pouzijeme podobny princip jako v predchozim ptipadé, tj. sestrojime posloupnost navzajem podobnych
matic Ag, A1, A,, ... tak, ze

Api = QFALQ:, k=0,1,2...

Pozadujeme, aby posloupnost A konvergovala k matici, jejiz vlastni Cisla lehce ur¢ime. Ortogonalni matici
Qg vybirame specialnim postupem. Vyhodou tohoto algoritmu je numericka stabilita.
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Poznamka:

A=QU Q... ortogonalni matice (QQ"T =1, tj. Q" = Q1)
U ... horni trojuhelnikovd matice

B =UQ (U=Q'A = B=Q!'AQ = B=QTAQ).

Motivacni priklad:

Prikladem ortogonalni matice je matice rovinné rotace o thel a:

Qa) = lcosa —sina]og l c —s].

sin o cos & s C

Pro matici
A= 2 1
1 3
stanovte matici B = QT(a)AQ(a) tak, aby b5, = 0.
ReZent:

Rozepiseme si prvky matice B:

b]_]_ b12 . cC S ) 2 1 . c —S .
b21 b22 - —S C 1 3 S c a
. 2cts c+3s| | c —s
| —2s4+¢c —s+3c s ¢

| 2+ cs+es+3s* —2cs— 52+ + 3cs
| —2es+ P —52+3cs 282 —cs—ecs+ 3 |

Pro splnéni podminky b5 = 0 musi platit
— s =5 - s == =& =10,

tj.
cos asin o — sin® a + cos® a = 0.

1 . + cos 2o
—sin 2
2

1 .
cos2a = 5 sin 2«

—2 = tan 2«

o = —0,5535

Po dosazeni dostaneme, Ze
_ | 3,6180 0

B .
0 1,3819

B je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale a stejna vlastni Cisla ma i matice A.

Pro obecnou matici pouzivdme metodu QU-rozkladu (QR-transformace).
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Podobné jako v predchozi metodé, pro dostate¢né velké k je Ay horni trojihelnikova matice a vlastni
vektory jsou (pfiblizné) sloupce matice QoQ; ... Qr 1.

Pozndmka:

Pro symetrickou matici A vede uvedeny postup na tzv. metodu Jacobiovy diagonalizace.

Jacobiova diagonalizace  (specialni pfipad QR-transformace)

Véta: Je-li A redlnd symetrickd matice, potom existuje ortogonalni matice Q tak, ze
QTAQ = A
(A ... spektralni matice = diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagonale).

Princip:  Matici Q ziskdme sou¢inem matic Q, (), kde

1
1
cosa ... ... ... —sina  pety Fadek
1
Qpq(a) =
1 : o
sina ... ... ... cosa < g-ty radek
1
L 1 |
T T
p-ty sloupec g-ty sloupec

a parametr o volime tak, abychom vynulovali prvek v pozici (p,q) a tedy iv pozici (g,p).

(Dev. QE(@)Qup(a)=T. )

B 2 [A; = QL(0)AQy(c)

: , T
by = [ cosa ... sina ] A [ —sina ... cosa ]
p-ty Yadek Q, g-ty sloupec Q,,
bpq = Gpg (COSO® — sina®) + (agq — app) COS SN X

pozadujeme, aby b,, =0 :
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1.
Apg COS 20 + (Ggq — Qpp) 5 sin 20 = 0 /-2

20,0820 = —(a4q — Qpp) SiD 202 / : COS 20 /  (@gq — Gpp)
2a
PP — tan2a = a=...
Gqq — Qpp

Pozndmka:

Pri vypoctech nemusime urCovat thel «, ale sta¢i nam vyjadrit sina a cosa. Lze odvodit vzorce pro

sina = ... cosa = ...

Celkovou matici ziskame takto |Q = H Qp ()| - postupné nulujeme vsechny nediagonalni prvky.
p.g

Pozndmka:

Zbyva zvolit strategii na volbu indexti p a q. Nejjednodussi je postupné nulovat vSechny mimodiagonalni
prvky (podobné jako v Gaussové eliminaéni metodé pro feSeni soustavy linedrnich rovnic). Uvédomme si ale, ze
se ziskané nuly z predchoziho kroku obecné nezachovaji. Dalsi moznosti je nulovat vzdy mimodiagonalni prvek,
ktery je nejvétsi v absolutni hodnoté (zde je tfeba v kazdé iteraci vyhledat tento prvek, coZ zpomali vypocet).
Iteracni proces zastavime, je-li norma trojihelnikové matice pod diagonalou mensi nez zadana tolerance.

1. varianta - postupné nulovani

2. varianta - nulovani nejvétsiho prvku (v abs. hodnoté)

Vlastni vektory:

A1 — QTAQI
A2 — QgAle

Ap = QP AL 1Qu

~ A=QTQT,...QT A Q.Q; ... Q.
N—
PT Py
PkAk :APk
~~ ~~

(%) (¥+)

(x) Ax — A (kK — 00) (xx) Pr — X ... jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A
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Givensova transformace
e Slouzi pro pfevod matice A na tfidiagonalni tvar (pfedpokladame, Zze A je symetricka)

e Opét pouzivdme podobnostni transformace
AT
Api1 = Qp Ar Qi

matice Q jsou opét maticemi rovinné rotace, ovsem jsou voleny tak, abychom zachovali jiz anulované
prvky

0 an
d d
a  an
Q= £ e d = /a3 + a3
1

L 1

A, = QTAQ; bude mit 0 v pozici (3,1) a (1,3)

1
ax  an
d d
1
a a
Q: = 21 ;1 d=\ a3, + a3

A; = QY A,Q; bude mit 0 v pozici (4,1) a (1,4)

atd.

Priklad: Prevedte matici A na tfidiagonalni tvar.

1
A=|4
3

S N
ol O W

a21:4, a31:3, d:\/42+32:5
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1
Q=10
0
QIQ: =17
(1 0 011
4 3
o - -21llo
5 5
3 4
0 — = 0
L 5 5 4L
(1 0 0]
4 3
TAQ = |0 T &
0 3 4
L 5 5
1 4 3111
26 39
= | 5 — — 0
5 5
18 2
0 — — 0
L 5 5 1L

ol W Ot o

o] o

ol W

o

Ot W ot

o

|
ol o1l W

ot B o1 W o

Ol i O] W (e

ol W Ot o

25

25

Efektivni vypocet hodnoty charakteristického polynomu pro tfidiagonalni matici

a €
by a
b3

f-1(A) =0
fo(A) =1

Co
as

fe(A) = (ax — A) fre1(A) — brce1 fa2(A)

fn(A) = pa(X)

C3

Crh—1
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_al — A Cq
bg ay) — A Co
b3 asz — A C3

bn—l an_1 — A Cn—1
b, ay, — A

rozvoj podle posledniho radku:

detM = (a, — A) det(M,, 1) — b, c, 1 det(M, »)
(M,_1; ... prvnich n —1F¥adkd a sloupci z M)

M1 = a; — A= det(Ml)
Mo =1
M_1 = 0

Podstata vypoctu vlastnich Cisel tfidiagonalni matice pomoci jednoduchého vyjadfovani hodnoty charak-
teristického polynomu metodou bisekce:

Priklad:
2 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 2
Zvolime interval (0,5) ... v ném olekdvame vechna vlastni Cisla
Vypoctem snadno uréime
72(0) = pa(0) = 4
f1(0)=0
f1(0) = (a1 —0) fo(0) — bico f1(0) =2
—~ —— —
f2(0) = (a2 =0) /1(0) = b a1 fo(0)=3
f3(0) = (3’3_2,—0) f2(0) — \ngl fg_,l f1(0) =4

f3(6) =pa(5) = -21

f-(8)=0

fo(5) =1

f1(5) = (\‘1/1_,_5) f&@ — bico f-1(5) = -3
=2 =1 =0
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AB) (229 f8) = B & fl5)=s
=2 = _3 =—1=-1 =1

FO=(a B &) - & & LE)="2
=2 =8 =_—l==1=_5g

Vypotteme stted intervalu, s = %% = 2,5 a uréime f3(2,5) ...



