Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Metody na feseni SLAR
e piimé (GEM, metoda LU-rozkladu)

e iteraéni (Jacobiova m., Gauss-Seidelova m., metoda SOR)

e gradientni

Motivace

Uvazujme kvadratickou funkci redlné proménné z:
L o
f(z) = 502 —bz+c¢ a>0.

Nutna a postalujici podminka minima funkce (f’(:z:) = O) ma tvar
az = b.

To znamena, ze misto feSeni linedrni rovnice mizZeme fesit Glohu najit minimum konvexni kvadratické
funkce f(z) (obé Glohy maji stejna Yeseni).

Uvédomme si, ze v pripadé funkce vice proménnych je treba splnit dalsi podminky kladené na matici
soustavy A, abychom zarudili konvexnost prislusné kvadratické funkce.

Uvazujeme soustavu (kde matice A je symetricka, pozitivné definitni)
Ax=b

Dale uvaZujeme kvadratickou formu, tzv. energeticky funkcional
1 7 a7
F(x) = 5 X Ax — b x.

Plati
grad F'(x) = A x — b.

Funkce F'(x) je konvexni a kvadratickd = F'(x) ma globalni minimum a pro bod minima X plati
grad F(X) = AX—b =0.

Bod minima X je tedy feSenim soustavy Ax = b.

Poznamka: Ulohy najit bod minima funkce F' a fesit soustavu Ax = b jsou ekvivalentni.

Pozndmka: V pFipadé soustavy 2 rovnic si Ize udélat geometrickou predstavu, nebot pro x € R? je grafem
funkce F'(x) elipticky paraboloid, jehoz vrstevnice jsou elipsy. Minima F(x) se nabyva ve vrcholu paraboloidu.
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Priklad 1

Uvazujme velmi jednoduchou soustavu Ax = b, kde

SRR -

Y

0,5 x”

Odpovidajici kvadraticka funkce je

1 1 25 0] |z | 1
Fx) = x"Ax - b™x= [z 4 [0 16] ly] —[25 8] LJ] = (252 + 16y%) — 25z — 8y.

Vrstevnice (hladiny):

F(x)=c

1
5(25:02 +16y*) — 25z — 8y = ¢

2522 + 16y% — 50z — 16y = 2¢
2 1 2
25(z — 1) —25+16(y—§) —4=2c

1
25(z — 1)* + 16(y — 5)2 =2c+29

v _ 371,
napf. pro ¢ = %=
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(m—1)2+(y—%)2_2c+29_1
42 52 400

Fv{ezy svislou rovinou Yy =Dpz +gq

1 1
F(z) = 5(25:c2 + 16y°%) — 25z — 8y = 5(25:c2 + 16(pz + q)?) — 25z — 8(pz + q) =

1
= 5(25:1:2 + 16(p*z? + 2pgz + ¢°)) — 25z — 8(pz + q) =
16

25
— (7 1 7192) z? + (16pg — 25 — 8p)z + 8¢° — 8¢
—_——

>0
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Princip

Stejné jako u kazdé iteraéni metody nejprve zvolime potateéni aproximaci Yedeni x(©).

Princip gradientnich metod spociva v tom, Ze zvolime smér a v tomto sméru se budeme chtit co nejvice
priblizit k presnému feseni. Gradientni metoda je tedy urcena volbou sméri, ve kterych minimalizujeme funkci
F.

Béhem jedné iterace se pohybujeme po povrchu grafu funkce F(x) tak, abychom se dostali na nizsi
vrstevnici.
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1)

V pfipadé soustavy dvou rovnic ziskdme promitnutim grafu funkce F(x) do roviny proménnych z,, z,
systém soustfednych elips - hladin (vrstevnic).

)

Metoda nejvétsiho spadu

Metodu nejvétsiho spadu ziskdme, pokud budeme za smérové vektory volit sméry nejvétsiho spadu, tj.
vektory
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d® = —grad F(x®) = b — Ax® |

Iteraéni formuli volime ve tvaru

B+ — (k) | 4(0)  q®)

v kazdém kroku metody uréime smér nejvétsiho spadu d*) a provedeme jednorozmérnou minimalizaci v
tomto sméru, tj.

min F(x® + ¢ d®).
£50

F(l.l) x?)

Minimalizovanou funkci proménné ¢t oznacime ¥ (%).

Potom plati:

1
F(X(k) + td(’“)) == (X(k) + td(k))TA(X(k) + td(’“)) _ bT(X(k) + 7501(’0) —
v(t)

_ %X(MTAx(k) 4 %tx(’“)TAd(’“) 4 %td(’“)TAx(’“) + %t2 d®T AQ®) — pTx®) _ ¢ pTq®)

%ﬁ’f) — % <®T AP + % d®T Ax®) 4 £ q®T AQHR) — pTq®)

Poznamka: Prvni 2 &leny, tj. x*)TAd® a d®TAx®) jsou skalary a jsou si pro symetrickou matici A
rovny.

()T A (k) _ (q)T A (bNT _ (T (k) _ (k)T AT 3(k)
d"" Ax (d*" Ax'™) (Ax'")"d x7ATd
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d\ffhgt) — 1 d®T Ag® 4 «®TAQ®) — pTa®)
x®TA — bT) d®
N———
_d®T
d‘zgt) = td®TAd® 4 x®T AR — pTd®)
(x®TA — bT) d®
N———
_dwT
dL(t) —+d®TAG® — g®T g® — o
dt
) _ d®T gk
d®TA g®

Poznamka:

Pokud by matice A nespliovala podminku symetrie, jaky vysledek by ndam dala metoda nejvétsiho spadu?

grad F(x) =0
1 . - 1, oo 1 1 . 1
grad F(x) = grad (§x Ax—b x)zi(x Af+ JAx—b=_ATx+ Ax-b=0

1
= i(AT—l—A)X:b

Algoritmus metody nejvétsiho spadu

1. wvolba x© ¢

2. vypocet sméru spadu  d®) = b — Ax(*)

d®T g®

P - (k) — d™ d
3. vypoclet koeficientu %) = 1T A g

4. vypolet nové iterace  x(*+1) = x(¥) 4 ¢(k)q(k)

5. k=k+1azpétna2) pokud ||x*E) —x*)|| > ¢

Poznamka: Abychom usetfili operace nasobeni matice a vektoru, uréime d*+1) takto:

d*t) — p — Ax(EH) —p — A(X(k) + t(k)d(k)) — d®) _ (&) A q*)
—
(%)
(x) toto se pocitalo v kroku 3 v predchozi
iteraci
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Véta: Metoda nejvétsiho spadu konverguje (pro symetrickou, pozitivné definitni matici A) pro libovolnou
volbu pocatetni aproximace x(®) k presnému Fedeni soustavy Ax = b.

Diikaz:
Konvergenci dokazeme v normé ||.||a = vVxTAx (tzv. energetickd norma).
||I|la je s euklidovskou normou ||.||2 ekvivalentni, tj. z toho jiz plyne i konvergence v ||.||» = vxTx
(Definice: X ... linedrni prostor, ||.||y a ||.|][z ... normy na X;
|| ]l1 a [|-]|2 jsou ekvivalentni, existuji-li ¢islac,C >0: Vxe X c|x][i <|x|]2 <C|x]|1)
tj. ma platit
AxTx < xTAx < C%Tx
xT(x < xTAx < x7(CI)x
plati pro ¢ = [Apin|, C = [Amaz|
x* presné feseni Ax = b
et = x(k) _x* . chyba k-té iterace

Odvod me nejprve vztah pro energetickou normu chyby k-té iterace.
F(x®) - F(x*) = F(x*+e®) - F(x*) = ... (%)

Obecné pro 2 body x, x + td plati:
1 1
F(x+td) — F(x) = E(X +td)TA(x +td) — bT(x + td) — EXTAX + b x =
1
=tx"Ad + 5t%lTAol —tb"d =

1
= tdT(Ax — b) + 5t%lTAol

Pro nas pripad x=x*t=1,d = e(®)

1
= P o) P = e Ad® = o) (%)
() + () = F(x®) - F(x') = fe" Ac® (45%)
(x%x) = F(x®) — F(x*) = %e(k+1)TAe(k+1) (k4k)

Odectenim (*x%x) a (**x) dostaneme
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F(X(k+1)) _ F(X(k)) _ ;e(k+1)TAe(k+1) _ ;e(k)TAe(k) , (&)

kde iterace x(**1) je vypoltena metodou nejvétsiho spadu, tj.

< B+D) — (B | 4(0) ().

Pro vyraz na levé strané opét pouZijeme zvyraznény vztah pro hodnoty x = x®) ¢t =t d = r(*)

F(x® 4 ¢0p®)) _ p(xk)) = t(k)r(k)T( Ax(® _ b) 4 L2 0T o (6) —
S—————— 2

D)

BT (%)

( t*) jsme potitali podle vztahu |t*) =

r(T Ap(k) )

®Tr®)2 1

1 (r0 T p(k))2

k)T (k))2
_ 1 (I‘( ) I'( )) r(k)T (k) _ - (‘)
r®TAr®) 2 (r®)T Ar(®)2 2 r(®T
Porovnanim (#) a (&) dostaneme
k)T (k)y2
C1EBTY 1 T ey LT A | (©)
2 r(TAp(E) 2 2
Nyni posledni rovnici
a) vynasobime 2
b) posledni ¢len prevedeme na druhou stranu
c) a vydélime jim rovnici
Dostaneme
e(k+1)T A o(k+1) (T ()2
*)T =T T Aot ()
e®)” Ael®) r()” Ar(®) e(k)” Ae )
N — r
Plati |Ae® =r®)| protoze Ax*—b=0 a 1 =p— Ax*)
r® =b —Ax® + Ax* —b
A(x* — x®)
———
k)
Dile z [Ae®) = r(*)| plyne e*) = A~1r(*) 3 tedy odhad
le®] < [[A7H] - [l
Pro () dostavame odhad:
ekt 1)T A lk+1) <1 (ROl . 1 1
~ — = —__— = q
e®T Ael) [A[] - [le®[2 - [JA=H] - [ IA]] - [JA=]
Tj.
ek DT A glitl) < g e Aelt) |, (M)

DT A e(k+1) < ¢ BT Ae®) v
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Jde o to odhadnout g v (H).

[e® VA < glle®h = e < ¢l
1 1 A)-1 A)-1
et SRR S IOV ES W PO
Al - [[A7] #(A) #(A) #(A)+1
S~—~— ——
:)\maa: . 1
B Armﬁn

Diikaz posledni nerovnosti:

(%(A)_l)z < J'f("A)_]' / (%(A)—l)

»(A)  — x(A)+1
e s/ oo
i(A)-1<i*A) ... OK

Geometricky vyznam metody nejvétsiho spadu
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Metoda nejvetsiho spadu
\ —— 1. rovnice
"I. —— 2. rovnice |k||$(k) |y(k) |
o iterace 0//9.0000(0
hladina 1(4.7425/1.0321
10 2(/5.5081|4.1902
31/ 4.2240|4.5015
414.4549|5.4541
514.0676|5.5480
8
6

Ox+2y=48

2x+3y=26

10
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Vlastnost rezidui

VEimnéme si faktu, Ze vzdy po sobé jdouci iterace sméru spadu, tj. d*) a d**1) jsou na sebe kolmé.

Cviteni: Ukaste, e plati [d®7T d+D = o],

d®T g+ — d(k)T (b — Ax(+1) =

= 97 (b — A +tMdW)) =
= (k)T (b— Ax® — M)A d®)) =
= d®T (d®) — WA d®) =
— d®Tq*) _ g g®T A k) —

T
_ geT gt _ (m AT A k) —

— d@Tak) _ g=Tak) = g

Pozndmka:

V pfipadé, ze budou hladiny (elipsy) ,velmi protahlé”, bude obecné metoda nejvétsiho spadu konvergovat
velmi pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt.

Na druhou stranu, pokud budou hladiny (elipsy) ,skoro kruznice”, bude metoda nejvétsiho spadu konver-
govat velmi rychle.

Nevyhodu cik-cak efektu odstrani nova metoda, tzv. metoda sdruzenych gradientt, kterd vyuziva
ddimyslnéjsi volby smérd minimalizace, a sice tak, aby se neopakovali, jak k tomu dochazelo u metody nejvétsiho
spadu.

Priklad 1 - pokracovani

Uvazovali jsme jednoduchou soustavu Ax = b, kde
A= 25 0 b= 25 Xt = 1 .
0 16 8 0,5

Jedna z vrstevnic méla tvar

pomér poloos:

\/)72:\/%%4:5%\/%:\/):

Poznamka:
e Pro pripad Ay > Ay ziskdme protahlé elipsy

e Pro pripad Ay & Ay  ziskame skoro kruznice
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Pomoci metody nejvétsiho spadu reste soustavu Ax = b, kde
A = o L . b= =< , pocateéni iterace x(0) = e .
0 200 2 0,6
Metoda nejvetsiho spadu
10~
— 1. rovnice
8 2. rovnice
O iterace
hladina
6_
4._
2_
o o
2+
-4 - 3x+0y=-8
0x+200y=2
6
_8
| | | | | | | | | |
50 —40 _30 —20 ~10 0 10 20 30 40 50
‘ k H (k) y*)

0 |[27.000000/0.600000

1 {/26.307758(-0.317804 vlastni ¢isla matice A:

2 |[25.139940/0.563008 AL=3 a A= 200

3 (124.491101|-0.297251

4 |23.396504(0.528335 _8

5 1122.788346/-0 277987 presné feseni soustavy je x* = [ q

100
250/-2.657606 | 0.010180
Priklad 3

40

A:[
0,1

0,1], .
41

Pomoci metody nejvétsiho spadu reste soustavu Ax = b, kde

—8 vii v o 0 _ |27
9 |’ pocatecni Iiterace x\"/ = .

0,6
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Metoda nejvetsiho spadu

40
——— 1. rovnice
—— 2. rovnice
30 O iterace
—— hladina
20
10
of -
-10+
=20
30k 40x+0.1y=-8
0.1x+41y=2
_40 1 1 1 1 1 1 1 |
-40 =30 -20 -10 0 10 20 30 40
k| z® y(¥) vlastni &isla matice A:
0/27.000000| 0.600000 A1 =39,99 a A, =41,01
1{/-0.197972|-0.032418
21/-0.199872|0.049274 presné Yedeni soustavy x* se s x(%)
3/-0.200123|0.049268 shoduje na 6 desetinych mist

Poznamky k rychlosti konvergence:

x(A) —1
) — x5 = (”) I — ||

o Je-li 3(A)>1,t]. Apaz > Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje pomalu

w(A)—1 x(A)—1+1-1 2 <
#(A)+1~  x(A)+1 T x(A)+1 R

—00 pro x(A)—o0

o Jeli #(A) 21, tj. Amaz & Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje rychle
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x(A)—-1 1 2 -
w(A)+1 w(A)+1
—_——

2
e Pokud jsou vrstevnice sféry (v R? kruZnice), potom metoda nejvétsiho spadu nalezne FeSeni (pfesné)
v jednom kroku.

Poznamka:

Smér, ve kterém provadime minimalizaci v rdmci jednoho kroku metody, mizeme volit i jinak nez smér
nejvétsiho spadu.

Obecné oznaéme pouzivané sméry s

Novou iteraci hledame ve tvaru

(k1) — (k) o ¢g(k)
Koeficient ¢ ziskdme z jednorozmérné minimalizace
min F(x® + ts*)
>0

®(t)

1
() = 5(X(k) +tsNTA(x® + sy — bT (x4 ¢sF)

d‘zz(ft) _ T A®) | x®T Ak _ pTs®  —

(x®TA —bT) s®

~——————

(Ax®) — b)T

= —r® (reziduum)

r(0)Tgk)

tk) — = =2
s8)T A g(k)

Volime-li za vektory s(*) postupné jednotkové vektory soutadnych os, ziskime Gauss-Seidelovu metodu !!!

Pokud na vektor x aplikujeme 1 iteraci gradientni metody se smérovym vektorem e; = [0, ...,0,1,0,...0]T
(na ¢-té pozici 1, jinak 0), dostaneme:

T

X=X + TAc, e;. (o)
Plati: el A ... i-ty Fadek matice A
el Ae; ... diagonalni prvek a;; matice A
r = b— Ax ... reziduum
r’e;, =r; ... 1-ta slozka vektoru r

n
Ti = bi — 3511 0455

Vztah (e) zvétsi i-tou slozku vektoru x o hodnotu 7;, tj.
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17

1 n
Tii=Ti + — bi— > ayz; |,
i=1

1 1—1 n
D= | b= ) auT; = ) 4T
j=1

@i j=itl

Script v MATLABu

function [vysledky_gs,vysledky gm]=gs gm(A,b,x0,iteraci);

%************************************************************

yA Porovnani Gauss-Seidelovy metody a
% gradientni metody, kde za smery volime
) jednotkove vektory souradnych os

O stk ok s sk o o sk sk ok o sk sk ok o sk sk o ok sk sk ok o sk sk ok ok ok sk ok o ok sk ok ok ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok ok
n=size(A,1);

%************************************************************

% Gauss—-Seidelova metoda
9k sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok ok sk o ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

x=x0;

vysledky_gs=x’;

D=diag(diag(A)); L=tril(A)-D; U=triu(A)-D;
H=-(L+D)\U;

g=(L+D)\b;

for i=1:iteraci

x=Hxx+g;

vysledky gs=[vysledky gs;x’];
end

%************************************************************

% Gradientni metoda
O sk stk ok o sk sk o o sk ok ok o sk sk ok o sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok o

x=x0;
vysledky_gm=x’;

for i=l:iteraci
for j=1:n
s=zeros(n,1);
s(j)=1;
r=—-A*x+b;
t=(r’*s)/ (s’ *A*xs) ;
X=xX+t*s;
end;
vysledky gm=[vysledky gm;x’];
end
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P¥i vhodné volbé smérovych vektorii s*) je mozné dojit do presného Fedeni za koneény polet kroki < n.
Musi existovat n vektorti s(*¥) tak, e

X — x© = 37 kg (%)
k=1

Jak volit sméry s(¥)?

e Zkusime takto: necht s(*) tvofi bazi (ortogonalni) m-rozmérného euklidovského prostoru, potom
vynasobenim (x) skalarné s s(*) a Gpravou ziskame

s (x* — x(0) = ¢BgE®T (k)

() _ s (x* — x(0)
 gmTgk)

. nesikovné !, obsahuje presné reseni

e je tfeba zvolit lepsi strategii volby vektori s(*)

Definice x(*) je optimalni vzhledem ke sméru s # 0, jestlize
F(x®)) < FP(x(F) +ts) VteR (%)

b —

x (k)

Pozndmka: Je-li x(*¥) optimélni vzhledem k libovolnému sméru z vektorového prostoru V', ¥ikame, Ze je
x(*) optimalni vzhledem k V.

Podle (x) se minima nabyva pro £ = 0, tzn. Ze derivace F' podle ¢ je v minimu (¢ = 0) rovna 0:

oF

L (X(k) + ts) =tsTAs +sT (Ax(k) — b)
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oF
— (X(k)) =sT (Ax(k) — b) =0
ot . ,
— (k)
s L r®

Pozndmka: Iterace x(**1) metody nejvétsiho spadu je optimalni vzhledem k reziduu r*) = b — Ax(¥)
. sméry, ve kterych minimalizujeme.

Nasim cilem je, aby se i v dalSich iteracich zachovavala optimalita k jiz pouzitym smérim.
To pro metodu nejvétsiho spadu bohuzel neplati.

NapF. pro soustavu ve 2D jsme ukazovali, Ze sméry nejvétsiho spadu (rezidui) jsou na sebe kolmé,

tj.  rl) Lplet) g pletl) | p(B42) o fp(R) || p(R42) | 11

= x(**2) je optimalni vzhledem k r**1) ale ji7 neni optimélni vzhledem k r(*)

Existuji sméry, které udrzuji optimalitu k predchozim?

Necht

x(kH1) = x(*) 4 g

Predpokladejme, 7e x(¥) ke optimalni vzhledem k v (tj. r(®) L v).
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Chceme-li, aby bylo i x(*+1) optimalni vzhledem k v, (tj. r*+) 1 v), musi platit:

0 = vTrlFt) = yT(b— AxF+)) = yT (b — A(x® 4 s)) =vT|b—Ax®) —As| =vT (r(k) — As) = —vTAs

()

Zavér

Chceme-li zachovat optimalitu vzhledem ke vSem pouzitym smériim, musi tyto sméry spliovat podminky
tzv. A-ortogonality, tj. pro 2 riizné sméry s a v musi platit:

vIiAs = 0|

Poznadmka: Vektoriim které jsou A-ortogonalni se také rikd A-sdruzené.

Metoda sdruzenych gradientii

Za sméry, ve kterych minimalizujeme, budeme brat A-ortogonalni vektory s(*),

Plati tedy:

sWTAs®) =0, k£1|

Chceme, aby platilo:

s®TA . / x* —x© = 3 ¢kIgH) (+)
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sOT A(x* — x@) = ) g0 A 5*)

—— ——
Ax* — AxO = Ax* —b-Ax® + b
T
k) — sl
s®)T A g(k)

Strategie volby sméri

e Mame-li ortogondlni bazi R", Ize z ni procesem A-ortogonalizace ziskat A-ortogonalni bazi.

e Za ortogonalni bazi budeme volit reziduové vektory.

Aby proces ortogonalizace ved| k cili, musime zarucit, zZe reziduové vektory tvofi bazi.
Ortogonalitu ukazeme vzapéti; mize se stat, ze se nékteré reziduum anuluje.

Potom ovsSem iteraéni proces konci - dosahli jsme presného feseni.
e Provadime tedy soucasné 2 procesy!

— iteracni proces

— proces A-ortogonalizace
e Vektory rezidui budeme znatit r(®), ziskané sdruzené sméry oznadime s(*)

— pro zadané x(® uréime r(® = b — Ax(®

— s(® polozime rovno r(®

— uréime x4 optimalni vzhledem k s(©

— urdime r)

— s uréujeme z (M tak, aby sWTAs©® = o

— atd.

Proces A-ortogonalizace

k—1
=1

(P¥i uréeni s*) vyjdeme z r(*). P¥i¢itame nasobky predchozich s(*) tak, abychom zaru&ili A-ortogonalitu.)

Koeficienty B; volime tak, aby

s®As®) =0, (1<k)

(ee) vynasobime sOTA /

s As®) = sOT Ar(®) 1 g, T A5

s®T Ap(k)

= ey
B sOT As()
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s -
Z vIastnostl A-ortogonality vyplyva rada skutecnosti.

i \ "
Véta 1 Plati

F0T  g6) —

BT g6 —

b/ A/ X = x4 g0

- CplErD) (k) (B A g(R)
= r(®) = (0 Zt JA sU)
vynésobime skalarné s s()
BTG — p@T6) _ 4G) 6T A )
—~
(%)
(%) pocitame (viz dfive) takto
0 T
t(]) _ r() S(J)
T Asld)
m
Diikaz: .
vztah (ee) vynasobime skalarné s As(?)
k-1
k) 4 Z Bhri s® (ee)
DT A s®) = gOT A p®) (3)
sV As =sY" Ar'"™ + ;ﬂk As
=0 (k< 7) —O(kSJ)
#0 (k=7)
m
Diikaz:
Uplnou matematickou indukci ukazeme, Ze rDTe® =0 pro 5> k|
Plati
P — b — Ax®HD) — b = A(x®) 4 tFpR)) = ) _ 48 A p(¥)
l.9=1= k=0
T T I (0T g(0) T
2RO = (1O 1 10 A 50)7 10 = (O 10) 44 TAL® = p @70 T 0T A 0 — g
A s(0)



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

LT L) — g

pGHDT LR — (r(j) 4 ) As(j))Tr(k) — Ok 4 ) DT A p®)
=0 (ptedpoklad) =0 (Véta 2)

b) | +DTr® = g

0T
LOHDTL6) — (r(j) FRFE) AS(j))Tr(j) — t DT 1 DgDT A ) = OTR0) — P‘(T) S(J)‘ T A )
s A s)
sOTAs0) = sOWTATL)  (Véta 2
rOTp0) — pOTg0) (Véta 1
O
Dikaz: Plati:
o sOT Ap(®)
BT 0T A 0
Pro Citatel plati:
SOT A 1) — 10T A o) — pmT L <r<i+1> _ r<i)),
t(®
kde se pouzil vztah ‘ ‘ ' ‘ A ‘
Plati
: . _®T (6 _ 0 L (
e prot < k—1: Citatel By =r (r —r ) roke 0 (Tvrzeni)
. T _ ®)T [ (k k—1 I wTou 1 k
e pro1 =k — 1: Citatel Brp1 = (%) (r( ) — xf )) D) = r(F)" )t(kil) #0 (pro r*) £ 0) .

Algoritmus (Metoda sdruzenych gradienti)

1. x ¢
2. 10 =p — AxO g0 = (0

3 g _ _SW®
' BT A gk)

5_ r(k+1) = I‘(k) + t(k)A S(k)

s(0)T A plk+1)

T T A 5K
7_ S(k+1) — r(k+1) + ﬂks(k)

8. If [[x( 1) —x(*)|| < ¢ then konec, else — add 3
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: 1’ Ge\QmetriCk)’(__vS(znam metody sdruzenych gradienti
o e
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Metoda sdruzenych gradientu

—— 1.rovnice |7€||-’11(k) |y(’“) |
———  2.rovnice o0 19.0000l0
O iterace
——  hladina 1(/4.7425]1.0321
2(/4.0000{6.0000

10

Ox+2y=48

2

2x+3y=26

—50 —

-100 —
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Poznamka: Gradientni metody patfi mezi nestacionarni metody.

napf. pro metodu nejvétsiho spadu plati

(k+1) — (k) o 4k q(k) — (k) o 4(k) (k) _ (k) (k) | 4(k)
x*) 4 ¢F)q +t(be)(1tA)x+tb
e (k)
H®) g
V kazdém kroku se méni matice H*).

Plati-li [[H®)|| — 0 (pro & — 00), dostaneme metody se superlinearni rychlosti konvergence.

Véta Necht A je symetricka pozitivné definitni. Potom metoda sdruZenych gradientii konverguje nejvyse po
n krocich. Navic chyba k-té iterace (k < n) je ortogonalni na sméry sU), 5 =0,1,...,k — 1 a plati:

[ = x*[|a <

— 14+ C%*
\Jx(A)—1
kde C:L (A)_ )\mam
w(A) + 1 min

1% — x*|a

Pozndmka: V metodé nejvétsiho spadu vystupuje ve vztahu pro chybu k-té iterace koeficient

x(A)—1 ¢

x(A)+1
Je zfejmé, Ze na rychlost konvergence ma vliv &islo 3(A), tj. Amaz @ Amin. Cim blize j& Amaz @ Amin, tim
rychleji metody konverguji.

Priklad 4
Reste soustavu , kde
1 1 v vy s w 1
A= , presné feseni x* = ;
lO 10000] llOOOO] ll]

= I

e pomér poloos elips je /10000 : /1 = 100 : 1 !l

o x(A)=10%=10000 = pomald konvergence!

1 0

0 1

Vezméme si matici P~! = l
10000

] (det(P~') # 0) a FeSme soustavu

|P-1Ax = P 1p|
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b JEI=1

e #(P7'A)=1=1 = rychld konvergence (1. iterace). Mluvime o tzv. pfedpodmiriovani.

Poznamka:

Chceme-li i novou (pfedpodminénou) soustavu Fesit metodou sdruzenych gradientd, musi byt jeji matice
symetricka pozitivné definitni.

Misto matice P~*A vezmeme matici (podobnou A) P~3AP 2 (P ... symetricka pozitivné definitni)
a feSime soustavu

Jak volit matice predpodminéni P 7

. fada moznosti, napf. P = diag(A)

Priklad 5

Porovnejte vlastni Cisla zadané matice A a matice ziskané pomoci diagonalniho predpodminéni.

(1000000 200 30 O
A 200 10000 40 O
- 30 40 100 O
|0 0 0 1
1000000 0 0 O]
o 0 10000 0 O
- 0 0 100 0
0 0 0 1
1 1
4/1000000 (1) 0 0 1000 . O 0
p-i_ 0 055 (1) 0 _ 0 & 0 0
L 1
0 0 Ji ? 0 0 + 0
0 0 0 T 0 0 0 %
1 1
oo O O O r1000000 200 30 0] |06 O O O
X_piapi_| 0 1w O Of| 200 10000 40 0| 0 g 0 Of _
Lo 30 40 100 0|0 o0 % 0
1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 i
1 0.002 0.003

0.003 0.04 1

0
0.002 1 0.04 O
0

0 0 0 1

vlastni Cisla matice A:
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A2 = 99,837534233; Az = 10000,121161153; A4 = 1000000,041304614

. 1000000,041304614

#(A) :

= 1000000,041304614

o .~ 1 _1
vlastni Cisla matice A =P AP =:

A1 = 0,959987454937999; A, = 0,999702401514713; A; = 1; As = 1,040310143547287

—~ 1,040310143547287
x(A) = = = 1,083670560689229
0,959987454937999




