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Kapitola 4. SLAR - iteračńı metody

Metody na řešeńı SLAR
� p̌ŕımé (GEM, metoda LU-rozkladu) X

� iteračńı
� gradientńı

Iteračńı metody najdou p̌resné řešeńı teoreticky až po nekonečně mnoha kroćıch.

Pamatujme si, že v numerické praxi použ́ıváme pro řešeńı soustav s plnou matićı p̌ŕımé metody, zat́ımco
pro speciálńı (̌ŕıdké) matice použ́ıváme iteračńı metody.

Toto rozděleńı je dáno výpočetńı složitost́ı těchto metod, tj. počtem matematických operaćı sč́ıtáńı,
odč́ıtáńı, násobeńı a děleńı nutných k źıskáńı výsledku.

Poznámka: V p̌ŕıpadě plné matice je výpočetńı cena v každé iteraci řádu n2, srovnáme-li toto s celkovou
výpočetńı cenou p̌ŕımých metod, tj. řádově 2=3 n3, vid́ıme, že má-li být výpočetńı složitost iteračńı metody
stejná jako u p̌ŕımé metody, musela by iteračńı metoda naj́ıt řešeńı (s p̌redem zadanou p̌resnost́ı) řádově po
n iteraćıch. Na druhou stranu v p̌ŕıpadě speciálńı (̌ŕıdké) matice je výhodné použ́ıt iteračńı metodu.

Př́ıklad

Uvažujme rovnici
9x = 9

Přesné řešeńı je
x� = 1

Rovnici lze p̌repsat nap̌r. na tvar
10x� x = 9

x =
9 + x

10

� viz metoda prosté iterace pro nelineárńı rovnice

� nyńı uvažujeme lineárńı rovnice, proto p̌redpis funkce '(x) může být lineárńı

� řešeńı hledáme pomoćı rekurentńı formule (voĺıme nap̌r. x(0) = 0 )

x(k+1) =
9 + x(k)

10

Dostáváme
x(1) = 0:9
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x(2) = 0:99

x(3) = 0:999

x(4) = 0:9999

Zastav́ıme nap̌r. pomoćı podḿınky na rozd́ıl dvou po sobě jdoućıch iteraćı jx(4) � x(3)j < " = 0:001

Uvedený postup realizujeme pro soustavy.

Podobně jako v metodě prosté iterace pro nelineárńı soustavy p̌reṕı̌seme soustavu

Ax� b = o  ! F(x) = o

na tvar
x = Hx + g  ! x = Φ(x)

Uvažujeme-li soustavu lineárńıch algebraických rovnic, tj. funkce F je lineárńı, můžeme potom naj́ıt lineárńı
p̌redpis pro funkci Φ.

Všechny iteračńı metody pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic budou použ́ıvat iteračńı formuli

x(k+1) = H � x(k) + g

samožrejmě s r̊uznou iteračńı matićı H a vektorem g a je žrejmé, že o kvalitě metody rozhoduj́ı právě
vlastnosti matice H.

Počátečńı aproximaci x(0) zvoĺıme a výpočet ukonč́ıme pomoćı zastavovaćı podḿınky

kx(k) � x(k�1)k < "

Jacobiova metoda

Princip:

Z i-té rovnice vyjáďŕıme i-tou složku vektoru x

i-tá rovnice: ai1x1 + ai2x2 + � � �+ ainxn = bi

pro aii 6= 0: xi =
1
aii

0
@bi � nX

j=1; j 6=i

aijxj

1
A

Iteračńı formule:

x
(k+1)
i = 1

aii

0
@bi � nX

j=1; j 6=i

aijx
(k)
j

1
A
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Gaussova-Seidelova metoda

Princip:

Stejný jako u Jacobiovy metody s t́ım rozd́ılem, že jestliže p̌ri výpočtu (k + 1)-iterace již
známe (k + 1)-iteraci některých složek, tak ji použijeme.

Z i-té rovnice vyjáďŕıme i-tou složku vektoru x

i-tá rovnice: ai1x1 + ai2x2 + � � �+ ainxn = bi

pro aii 6= 0: xi =
1
aii

0
@bi � nX

j=1; j 6=i

aijxj

1
A

Iteračńı formule:

x
(k+1)
i = 1

aii

0
@bi � i�1X

j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j

1
A

Relaxačńı metoda SOR

Princip:

Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jej́ıž iteračńı formule je

x
(k+1)
i =

1

aii

0
@bi � i�1X

j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j

1
A ;

dále vyjáďŕıme (k + 1)-ńı iteraci pomoćı k-té iterace a p̌ŕıslušné změny (tj. p̌ričteme a odečteme
x
(k)
i )

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

1

aii

0
@bi � i�1X

j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i

aijx
(k)
j

1
A

| {z }
= r

(k)
i

;

k urychleńı výpočtu použijeme ideu, že nep̌ričteme k p̌redchoźı iteraci změnu r
(k)
i , ale jej́ı násobek

!r
(k)
i

x
(k+1)
i = x

(k)
i + ! �

1

aii

�
bi �

i�1X
j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i

aijx
(k)
j| {z }

�aiix
(k)
i �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j

�

Iteračńı formule:
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x
(k+1)
i = (1� !)x

(k)
i + !

1

aii

0
@bi � i�1X

j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j

1
A

| {z }
x
(k+1)
i z G-S

Poznámka: (k + 1)-iterace metody SOR je lineárńı kombinaćı (k + 1)-iterace źıskané Gauss-Seidlovou
metodou a p̌redchoźı k-té iterace metody SOR

x
(k+1)
i = ! x

(k+1)
iGS + (1� !)x

(k)
i :

Maticový zápis iteračńıch metod

Nejprve rozlož́ıme matici A:
A = L + D + U ,

kde L je dolńı trojúhelńıková část matice A s nulami na diagonále, D je diagonálńı matice a U je horńı
trojúhelńıková část matice A s nulami na diagonále.

Jacobiova metoda
Ax = b

(L + D + U)x = b

Dx + (L + U)x = b

Dx = b� (L + U)x

x = �D�1(L + U)| {z }
HJ

x + D�1b| {z }
gJ

Gauss-Seidlova metoda

Ax = b

(L + D + U)x = b

(L + D)x + Ux = b

(L + D)x = b�Ux

x = �(L + D)�1U| {z }
HGS

x + (L + D)�1b| {z }
gGS

Relaxačńı metoda SOR
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Ax = b

!Ax = !b =+ Dx

(!A + D)x = !b + Dx

[!(L + D + U) + D)]x = !b + Dx

(!L + D)x = !b + Dx� !Dx� !Ux

(!L + D)x = [(1� !)D� !U]x + !b

x = (!L + D)�1 [(1� !)D� !U]| {z }
HSOR

x + (!L + D)�1!b| {z }
gSOR

Iteračńı metoda je dána formuĺı
x(k+1) = Hx(k) + g

Pro p̌resné řešeńı x� muśı platit

• x� = Hx� + g

• x� = A�1b
) A�1b = HA�1b + g (�)

Definice: Iteračńı metodu x(k+1) = Hx(k) + g nazveme konzistentńı, pokud plat́ı (�).

Poznámka: Uvedené metody jsou konzistentńı.
• nap̌r. pro Jacobiovu metodu muśı platit:

A�1b = �D�1(L + U)| {z }
HJ

A�1b + D�1b| {z }
gJ

A�1b = D�1

0
B@�(L + U) + A| {z }

D

1
CA

| {z }
I

A�1b

• D.cv: Ukažte, že Gauss-Seidelova metoda a metoda SOR jsou konzistentńı.

Definice: Iteračńı metoda x(k+1) = Hx(k) + g se nazývá konvergentńı, jestliže pro každou počátečńı
aproximaci x(0) 2 R plat́ı:

lim
k!1

x(k) = x� (= A�1b) :

Chyba k-té iterace:
e(k) = x(k) � x� :

Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence metody

iteračńı p̌redpis x(k) = Hx(k�1) + g

konzistentńı metoda x� = Hx� + g



Numerické metody
Josef Daněk
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po odečteńı dostáváme
x(k) � x� = H(x(k�1) � x�)

e(k) = He(k�1)

Plat́ı:

e(k) = He(k�1) = H2e(k�2) = : : : = Hke(0)

lim
k!1

x(k) = x� , lim
k!1

e(k) = 0

Věta: Daná konzistentńı iteračńı metoda xk+1 = Hx(k) + g konverguje pro libovolné x(0) 2 Rn právě tehdy,
když je stabilńı, tj.

%(H) = maxi j�i(H)j < 1 ,
kde č́ıslo %(H) nazýváme spektrálńı poloměr matice H a �i(H) jsou vlastńı č́ısla matice H.

Poznámka: Připomeňme souvislost s metodou prosté iterace pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Funkce
Φ(x) z p̌repisu x = Φ(x) musela splňovat podḿınku (b0) . . . (pokud byla diferencovatelná)

9q 2 h0; 1) : k�
0

(x)k � q 8x

V našem p̌ŕıpadě je Φ(x) = Hx + g ) Φ
0

(x) = H.

Tj.
kH k < 1 .

Spektrálńı poloměr %(H) je také normou matice H, tj. %(H) < 1 .

Předchoźı věta je silněǰśı (kritérium) ,

Věta pro prostou iteraci uváděla postačuj́ıćı podḿınky )

Poznámka: Určovat %(H) je celkem drahé, proto za chv́ıli uvedeme větu (postačuj́ıćı podḿınky) jej́ıž
p̌redpoklady se ově̌ŕı snadněji.

Definice:
Maticovou normu k : k nazveme multiplikativńı, splňuje-li pro všechny čtvercové matice A, B řádu n

vztah
kA �Bk � kAk � kBk

Př́ıklad 2
Řešme soustavu Ax = b Jacobiovou metodou.

A =

2
64 1 0; 9 0; 9

0; 9 1 0; 9

0; 9 0; 9 1

3
75, b =

2
642; 82; 8

2; 8

3
75, p̌resné řešeńı x� =

2
6411
1

3
75
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H =

2
64 0 �0; 9 �0; 9

�0; 9 0 �0; 9

�0; 9 �0; 9 0

3
75

: : : vlastńı č́ısla jsou �1; 8; 0; 9; 0; 9 ) %(H) = 1; 8 > 1 ) metoda diverguje !!!

Uvažujme normu kHkM = maxi;j jhijj

D.cv. Ukažte, že k:kM splňuje vlastnosti normy.
kHkM = 0; 9 < 1 !!!

k : kM neńı multiplikativńı:
nap̌r:

A =

"
1 1

1 1

#
, B =

"
2 2

2 2

#
, A �B =

"
4 4

4 4

#

kAkM = 1, kBkM = 2, kA �BkM = 4

kAkM � kBkM = 2 <|{z}
!!!

kA �BkM = 4

Věta: Pro každou multiplikativńı maticovou normu k : k a čtvercovou matici A plat́ı:
%(A) � kAk .

Důkaz:
%(A) = max

i
fj�ijg = j�pj

• necht’ č́ıslu �p odpov́ıdá normovaný vlastńı vektor vp (�(vp) = 1)

• potom
%(A) = j�pj � �(vp) = �(�pvp) = �(Avp)

vlastnost kompatibilńı maticové a vektorové normy:

�(Avp) � kAk � �(vp) = kAk � 1 = kAk

Pomocná věta: Ke každé multiplikativńı maticové normě � existuje kompatibilńı vektorová norma �.

Důkaz: Je dána maticová norma �.
Definujeme �(x) = �([x;0;0; : : : ;0]) . . . splňuje vlastnosti normy

? kompatibilita:
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�(Ax) = �([Ax;0;0; : : : ;0]) = �(A [x;0;0; : : : ;0]) �|{z}
(�)

�(A)�([x;0;0; : : : ;0]) = �(A) � �(x)

(�) � je multiplikativńı

Věta (Postačuj́ıćı podḿınka konvergence)

Je-li pro multiplikativńı normu splněna podḿınka kHk � q < 1 , potom posloupnost
n
x(k)

o
určená

konzistentńı formuĺı
x(k) = Hx(k�1) + g

konverguje p̌ri libovolné volbě vektoru x(0) 2 Rn a plat́ı
lim
k!1

x(k) = (I�H)�1g = x� .

Důkaz: Důsledek kritéria a p̌redchoźı věty (jiný důkaz viz skripta).

Odhad chyby

Předpokládáme, že je splněna postačuj́ıćı podḿınka konvergence

kHk � q < 1

x(k) � x� = H(x(k�1) � x�) =

= H(x(k�1) � x(k) + x(k) � x�) =

= H(x(k�1) � x(k)) + H(x(k) � x�)

Odtud dostáváme 


x(k) � x�



 � q




x(k) � x(k�1)



+ q




x(k) � x�





tj.
(1� q)| {z }

>0




x(k) � x�



 � q




x(k) � x(k�1)





a po vyděleńı




x(k) � x�



 � q

1� q




x(k) � x(k�1)



 .

Jestliže



x(k) � x(k�1)




 < ", potom




x(k) � x�



 � q

1� q
" .
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Př́ıklad 3
Jacobiovou metodou řešte soustavu Ax = b.

A =

2
648 4 2

1 10 1

0 0 2

3
75 ; b =

2
641412
2

3
75 ; x(0) =

2
6400
0

3
75

A =

2
640 0 0

1 0 0

0 0 0

3
75

| {z }
L

+

2
648 0 0

0 10 0

0 0 2

3
75

| {z }
D

+

2
640 4 2

0 0 1

0 0 0

3
75

| {z }
U

HJ = �D�1(L + U) =

2
64 0 �0; 5 �0; 25

�0; 1 0 �0; 1

0 0 0

3
75 ; gJ = D�1b =

2
641; 751; 2

1

3
75

Provedeme 5 iteraćı:

k xk1 xk2 xk3

0 0 0 0

1 1,75 1,2 1

2 0,9 0,925 1

3 1,0375 1,01 1

4 0,995 0,99625 1

5 1,001875 1,0005 1

x(5) � x(4)| {z }
= r(5)

=

2
640; 0068750; 004250

0; 000000

3
75

Odhadněme chybu x(5), tj.

kx(5) � x�k �
kHk

1� kHk
� kx(5) � x(4)k

maticová norma vektorová norma odhad chyby

kHkS = maxk(
P
i

hik) = 0; 5 kr(5)k1 =
P
i

jrij = 0; 011125
0; 5

1� 0; 5
� 0; 011125 = 0,011125

kHkR = maxi(
P
k

hik) = 0; 75 kr(5)k1 = maxi jrij = 0; 006875
0; 75

0; 25
� 0; 006875 = 0,0206

kHkSP = maxk �
1

2

k (H
HH)

:
= 0; 56 kr(5)k2 =

P
i

r2i
:
= 0; 0081

0; 56

0; 44
� 0; 0081 = 0,0103
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Geometrický význam

kx(5) � x�k2 � 0; 0103 vzdálenost x(5) a x� je menš́ı než vypočtená hodnota

kx(5) � x�k1 � 0; 0206

kx(5) � x�k1 � 0; 011125
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Rychlost konvergence
• Lineárńı rychlost konvergence

9q 2 (0; 1) 9k0 � 0 8k > k0 : kx(k+1) � x�k � qkx(k) � x�k

• Superlineárńı rychlost konvergence

kx(k+1) � x�k � qkkx
(k) � x�k; kde qk ! 0 (k!1)

• Konvergence řádu r

kx(k+1) � x�k � qkx(k) � x�kr

Poznámka:

• Jacobiova, Gauss-Seidelova i SOR metoda maj́ı lineárńı rychlost konvergence

x(k+1) � x� = H(x(k) � x�)

během výpočtu se neměńı iteračńı matice H, jedná se o stacionárńı metody

kHk � q, kHk . . . pevné č́ıslo

• Metody se superlineárńı rychlost́ı konvergence paťŕı mezi nestacionárńı procesy

x(k+1) = Hkx
(k) + gk

V každém kroku se mohou měnit Hk, gk.
Potom kHkk � qk, plat́ı-li qk ! 0 pak jde o superlineárńı metodu.

Definujeme asymptotickou rychlost konvergence
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R = � log
ke(k)k

ke(k�1)k
� � log kHk ,

ta určuje počet platných desetinných ḿıst źıskaných v jednom iteračńım kroku.

Prakticky:
ke(k)k

ke(k�1)k
=
kx(k) � x�k

kx(k�1) � x�k
�

q

1�q
q

1�q

kx(k) � x(k�1)k

kx(k�1) � x(k�2)k

Poznámka: Pro metody s lineárńı rychlost́ı konvergence (Jacobiova, Gauss-Seidelova, SOR metoda) lze pro
urychleńı použ́ıt Aitkenovu extrapolačńı formuli (viz ďŕıve).

Posloupnost chyb je geometrická
e(k) = He(k�1)

e
(k+1)
iz }| {

x
(k+1)
i � x�i

x
(k)
i � x�i| {z }
e
(k)
i

�

e
(k)
iz }| {

x
(k)
i � x�i

x
(k�1)
i � x�i| {z }
e
(k�1)
i

po úpravě:

x�i � x
(k+1)
i �

(x
(k+1)
i � x

(k)
i )2

x
(k+1)
i � 2x

(k)
i + x

(k�1)
i

Při odvozeńı metody SOR jsme se pokusili urychlit výpočet změnou iteračńı matice H tak, aby měla menš́ı
spektrálńı poloměr %(H). Č́ım menš́ı je %(H), t́ım je věťśı asymptotická rychlost konvergence.
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Věta: Spektrálńı poloměr %(HSOR) splňuje podḿınku

%(HSOR) � j! � 1j 8! 2 R

Důkaz:
HSOR = (!L + D)�1 [(1� !)D� !U]

Je známo, že součin vlastńıch č́ısel je roven determinantu
nY
i=1

�i = det(HSOR)

det(HSOR) = det
h
(!L + D)�1 [(1� !)D� !U]

i
= det

��
D(!D�1L + I)

��1
D
h
(1� !)I� !D�1U

i�
=

= det
�
(!D�1L+I)�1

h
(1� !)I� !D�1U

i �
= det (!D�1L + I| {z }

(�)

)�1�det
h
(1� !)I� !D�1U| {z }

(��)

i
= (1� !)n

(�) dolńı trojúhelńıková matice s 1 na diagonále
(��) horńı trojúhelńıková matice a prvky (1� !) na diagonále

nQ
i=1

�i = (1� !)n )|{z}
(���)

max
i
j�ij| {z }

%(HSOR)

� j1� !j

(���) Důkaz sporem: 8�i: j�ij < j1� !j
. nQ

i=1

nY
i=1

j�ij < j1� !jn

Důsledek: Aby SOR konvergovala, muśı platit:
j! � 1j � %(HSOR) < 1

j! � 1j < 1 ) ! 2 (0; 2)

Poznámky:

Parametr ! v relaxačńı metodě SOR voĺıme z intervalu (0; 2).

Pro ! = 1 p̌rejde relaxačńı metoda na Gauss-Seidlovu metodu.

Volba parametru ! samožrejmě ovlivńı rychlost konvergence iteračńıho procesu metody SOR.
Lze ukázat, že existuje optimálńı hodnota parametru omega

!opt =
2

1 +
q
1� %2(HJ)

;
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kde %(HJ) je spektrálńı poloměr Jacobiovy iteračńı matice HJ .
Pro spektrálńı poloměr iteračńı matice HSOR relaxačńı metody lze odvodit následuj́ıćı závislosti:
• závislost spektrálńıho poloměru iteračńı matice metody SOR na relaxačńım parametru !

• závislost spektrálńıho poloměru iteračńı matice metody SOR na spektrálńım poloměru iteračńı matice
Jacobiovy metody

Konvergenčńı věty

Dosud jsme udávali podḿınky pro iteračńı matici H. To je ovšem nepraktické. Uvedeme několik snadněji
ově̌ritelných podḿınek.
Věta 1 Je-li matice A osťre diagonálně-dominantńı, potom konverguje Jacobiova i Gauss-Seidelova metoda

pro libovolnou volbu x(0).

Věta 2 Je-li matice A symetrická a pozitivně-definitńı, potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pro
libovolnou volbu x(0).

Věta 3 Nutnou podḿınkou konvergence metody SOR je 0 < ! < 2. Přidáme-li symetrii a pozitivńı
definitnost matice A, dostaneme postačuj́ıćı podḿınky konvergence.

Důkaz Věty 1 pro Jacobiovu metodu:
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Ax = b; rozklad matice A = L + D + U

označ́ıme-li C = L + U, potom A = C + D

• Jacobiova metoda

x(k+1) = HJx
(k) + gJ

HJ = �D�1(L + U) = �D�1C a gJ = D�1b

• Matice A je osťre diagonálně-dominantńı, tj. plat́ı

jaiij >
nX

j=1;j 6=i

jaijj i = 1; 2; : : : ; n

• Pro náš rozklad A = C + D tedy plat́ı:

jdiij >
nX
j=1

jcijj i = 1; 2; : : : ; n
.

: jdiij 6= 0

�
kdyby jdiij = 0, potom by byl celý řádek nulový . . . A je ale regulárńı�

• Plat́ı:

nX
j=1

jcijj

jdiij
< 1 pro i = 1; 2; : : : ; n (�)

• Pro iteračńı matici plat́ı:

HJ = �D�1C = �

2
666664

1
d11

1
d22 . . .

1
dnn

3
777775 �

2
64 cij

3
75 = �

2
664 cij

dii

3
775

• Řádková norma matice HJ :

kHJk = max
i

nX
j=1

����cijdii
���� < 1 plyne z (�)

Geometrický význam Jacobiovy metody

9x + 2y = 48

2x + 3y = 26

x(k+1) = 1
9
(48� 2y(k))

y(k+1) = 1
3
(26� 2x(k))

k x(k) y(k)

0 9.0000 0
1 5.3333 2.6667
2 4.7407 5.1111
3 4.1975 5.5062
4 4.1097 5.8683
5 4.0293 5.9268
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Geometrický význam Gauss-Seidelovy metody

9x + 2y = 48

2x + 3y = 26

x(k+1) = 1
9
(48� 2y(k))

y(k+1) = 1
3
(26� 2x(k+1))

k x(k) y(k)

0 9.0000 0
1 5.3333 5.1111
2 4.1975 5.8683
3 4.0293 5.9805
4 4.0043 5.9971
5 4.0006 5.9996
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Geometrický význam metody SOR (! < 1)

9x + 2y = 48

2x + 3y = 26

x
(k+1)
GS = 1

9
(48� 2y(k))

y
(k+1)
GS = 1

3
(26� 2x(k+1))

x(k+1) = ! 1
9
(48� 2y(k)) + (1� !)x(k)

y(k+1) = ! 1
3
(26� 2x(k+1)) + (1� !)y(k)

k x(k) y(k)

0 9.0000 0
1 6.0667 3.6978
2 4.8226 5.1008
3 4.3244 5.6472
4 4.1276 5.8614
5 4.0502 5.9455
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Geometrický význam metody SOR (! > 1)

9x + 2y = 48

2x + 3y = 26

x
(k+1)
GS = 1

9
(48� 2y(k))

y
(k+1)
GS = 1

3
(26� 2x(k+1))

x(k+1) = ! 1
9
(48� 2y(k)) + (1� !)x(k)

y(k+1) = ! 1
3
(26� 2x(k+1)) + (1� !)y(k)

k x(k) y(k)

0 9.0000 0
1 4.6000 6.7200
2 3.6880 6.1056
3 4.0342 5.9515
4 4.0061 6.0048
5 3.9975 6.0010
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