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Metody na feseni SLAR

e piimé (GEM, metoda LU-rozkladu)
e iteracni

e gradientni

Iteracni metody najdou presné feseni teoreticky az po nekone¢né mnoha krocich.

Pamatujme si, Ze v numerické praxi pouzivdme pro resSeni soustav s plnou matici pfimé metody, zatimco
pro specidlni (¥idké) matice pouzivame iteracni metody.

Toto rozdéleni je dano vypocetni slozitosti téchto metod, tj. poCtem matematickych operaci scitani,
odcitani, nasobeni a déleni nutnych k ziskani vysledku.

Pozndmka: V pfipadé plné matice je vypoletni cena v kazdé iteraci fadu m?, srovname-li toto s celkovou
vypocetni cenou pfimych metod, tj. Fadové 2/3 n3, vidime, Ze mé-li byt vypoletni sloZitost iteralni metody
stejna jako u pfimé metody, musela by iteraéni metoda najit feseni (s pfedem zadanou presnosti) Fadové po
n iteracich. Na druhou stranu v ptipadé specialni (fidké) matice je vyhodné pouzit iteraéni metodu.

Priklad
UvaZujme rovnici
9z =9
Presné Feseni je
zr=1
Rovnici lze prepsat napf. na tvar
10z —z=9
9+«
Tr =
10

e viz metoda prosté iterace pro nelinearni rovnice
e nyni uvazujeme linedrni rovnice, proto predpis funkce @(z) mize byt linedrni

e feseni hleddme pomoci rekurentni formule (volime napt. z(® =0 )

z( =
10

Dostavame
M =0.9



Numerické metody KMA/NM

]~ Josef Danék 13.2.2013
z® =0.99
2 = 0.999
z*) = 0.9999

Zastavime nap¥. pomoci podminky na rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci |z(*) — 23| < ¢ = 0.001

Uvedeny postup realizujeme pro soustavy.
Podobné jako v metodé prosté iterace pro nelinearni soustavy prepiseme soustavu

Ax—b=o0 — F(x)=o

na tvar
x=Hx+g et x = P(x)

Uvazujeme-li soustavu linearnich algebraickych rovnic, tj. funkce F je linedrni, mizeme potom najit lineadrni
predpis pro funkci ®.

Vsechny iteracni metody pro feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic budou pouzivat iteracni formuli

samozrejmé s rlznou iteracni matici H a vektorem g a je zfejmé, Ze o kvalité metody rozhoduji pravé
vlastnosti matice H.
Pocate¢ni aproximaci x(® zvolime a vypolet ukon&ime pomoci zastavovaci podminky

) - x ) < &

Jacobiova metoda
Princip:
Z 1-té rovnice vyjadfime 2-tou slozku vektoru x
1-ta rovnice: Q;1T1 + QppTo + - -+ + QinTy, = b;
1 n
pro a;; ;é 0: I, — % bi — Z A;;T;
=1, 3#4

[terac¢ni formule:
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Gaussova Seidelova metoda
Princip:

Stejny jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem, ze jestlize pFi vypoctu (k + 1)-iterace jiz
zname (k + 1)-iteraci nékterych slozek, tak ji pouzijeme.

Z 1-té rovnice vyjadfime i-tou slozku vektoru x
1-ta rovnice: ai1T1 + AnTo + -+ - + AinT, = b;
1 n
pro a;; # 0: T; — a; bi — ‘ Z 4(11‘]':[3]'
J=1, j#1

Iteraéni formule:

:ng-l-l) (b _Za” k+1 Z aijxg'k)>

j=it+1

Relaxaéni metoda SOR
Princip:

Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jejiz iteracni formule je

:I:Ek+1) a <b _§ B k+1 z a%] >’

g=i 7=1+1

déle vyjad¥ime (k + 1)-ni iteraci pomoci k-té iterace a pFislusné zmény  (tj. pfi¢teme a odeCteme

z;")

(k-+1) % . 1 = k+1

g, =+ |- ) a Za” :
Qi =1
= ’f‘Ek)
k urychleni vypoCtu pouzijeme ideu, Ze nepri¢teme k predchozi iteraci zménu rEk), ale jeji nasobek
(k)
wr;

m§k+1) (k:)+w = ( Zan (k+1) . Zaijxg-k) )
1 7=t

—04T Z a”L]

7=1+1

Iteraéni formule:
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2 7=1 7j=1+1

i—1

zF 2G-S

7

Poznédmka: (k + 1)-iterace metody SOR je linedrni kombinaci (k + 1)-iterace ziskané Gauss-Seidlovou
metodou a predchozi k-té iterace metody SOR

2 = wais) + (1 -w) el

Maticovy zapis iteracnich metod

Nejprve rozlozime matici A:

A=L+D+U |
kde L je dolni trojuhelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale, D je diagonalni matice a U je horni
trojuhelnikova cast matice A s nulami na diagonale.

Jacobiova metoda

Ax = b
(L+D+U)x = b
Dx+(L+U)x = b

Dx = b—(L+U)x

x = -DYL+U)x+D'b
Hj gJ
Gauss-Seidlova metoda
Ax = b

(L+D+U)x = b
(L+D)x+Ux = b
(L+D)x = b—Ux
x = —(L+D)'Ux+(L+D) '

Hgs gGs

Relaxaéni metoda SOR
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Ax = b
wb / + Dx
(wA+D)x = wb+Dx

wAx

wL+D+U)+D)]x = wb+Dx
(wL+D)x = wb+ Dx— wDx —wUx
(wL+D)x = [(1-w)D—-wU]x+wb
x = (wL+D)'[(1—w)D—wU]x+ (wL+ D) 'wb

Hsor 8SOR

Iterani metoda je dana formuli

Pro presné reseni x* musi platit

e x*=Hx*+g

= A'b=HA b+g (%)

e x*=A"1
Definice: Itera¢ni metodu x*+1) = Hx(*) 4 g nazveme konzistentni, pokud plati (x).

Pozndmka: Uvedené metody jsou konzistentni.
e napr. pro Jacobiovu metodu musi platit:

-1y, _ -1 -1 -1
Ab=-DYL+U)A 'b+D b
Hjy gJ

A7b=D"'|(L+U)+A|A
D

I

e D.cv: Ukazte, Ze Gauss-Seidelova metoda a metoda SOR jsou konzistentni.

(k+1)

Definice: Iteracni metoda x = Hx(*) + g se nazyvad konvergentni, jestlize pro kazdou pocate¢ni

aproximaci x(® € R plati:

lim x* =x* (= A 'b)|

k— oo

Chyba k-té iterace:

elt) = x(k) _ x*|

Nutna a postacujici podminka konvergence metody

iteracni predpis x(*) = Hx(*1) 4 g

konzistentni metoda x*=Hx"+g
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X(k',) —x* = H(X(kfl) . X*)

Plati:

e®) — Hel*—D) = H?e(*2) = | | = HFe®

lim x* =x* < lime® =0
k—oo k—oo

Véta: Dané konzistentni iteraéni metoda x**1 = Hx(*) 4 g konverguje pro libovolné x(®) € R™ pravé tehdy,
kdyz je stabilni, tj.

o(H) = max; |N;(H)| < 1 |,
kde &islo p(H) nazyvame spektralni polomér matice H a A;(H) jsou vlastni Cisla matice H.

Pozndmka: Pripomenme souvislost s metodou prosté iterace pro feSeni soustav nelinearnich rovnic. Funkce
®(x) z prepisu x = ®(x) musela spliiovat podminku (b') ... (pokud byla diferencovatelna)

Jg€(0,1): |[®(2)|<q Vz

V nasem pripadé je d(x)=Hx+g = &'(x)=H.

Tj.

||H|| <1}

Spektralni polomér po(H) je také normou matice H, tj. |o(H) < 1|.

Ptedchozi véta je silngjsi (kritérium) &
Véta pro prostou iteraci uvadéla postacujici podminky =

Poznadmka: Urcovat g(H) je celkem drahé, proto za chvili uvedeme vétu (postalujici podminky) jejiz
predpoklady se ovéri snadnéji.

Definice:
Maticovou normu || .|| nazveme multiplikativni, spliiuje-li pro vSechny Ctvercové matice A, B fadu n
vztah
|A-Bl < |lA[l- B
Ptiklad 2
Re$me soustavu Ax = b Jacobiovou metodou.

1 0,9 0,9 2,8 1
A=10,9 1 0,9/, b=2,8|, presnéreSenix* = |1
0,9 0,9 1 2,8 1



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

0 -0,9 —0,9
H=|-09 0 -0,9
0,9 —-0,9 0

vlastni Cisla jsou  —1,8;0,9;0,9 = p(H)=1,8>1 = metoda diverguje !!!

Uvazujme normu ||H||ys = max; ; |hj|

D.cv. Ukazte, Ze ||.||ar splfiuje vlastnosti normy.
|IH||sx =0,9<1 M

. ||ar neni multiplikativni:

napr:
Azll,B:22,A~B:44
11 2 2 4 4
[Alle =1, [Bllw =2 [A By =4
ALl IBllar =2 < A Bl =4
if
Véta: Pro kazdou multiplikativni maticovou normu || .|| a étvercovou matici A plati:

o(A) < ||A]l}

Dikaz:

o(A) = max{|[Ai[} = [ Ay
e necht &islu A, odpovida normovany vlastni vektor v,  (v(v,) = 1)

e potom
o(A) = [Ap| - v(vp) = v(Apvp) = V(Avy)

vlastnost kompatibilni maticové a vektorové normy:

V(Avp) S [[A[l-v(vp)| = l|All- 1 = [[A]]

Pomocna véta: Ke kazdé multiplikativni maticové normé u existuje kompatibilni vektorova norma v.

Diikaz: Je ddna maticova norma p.

Definujeme v(x) = u([x,0,0,...,0]) ... spliiuje vlastnosti normy

? kompatibilita:
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v(Ax) = u([Ax,0,0,...,0]) = 4(A [x,0,0,...,0) < u(A)u(x,0,0,...,0]) = u(A) - v(x)

(x) p je multiplikativni

Véta (Postadujici podminka konvergence)

Je-li pro multiplikativni normu splnéna podminka |||H|| < g < 1|, potom posloupnost {X(k)} uréena

konzistentni formuli
konverguje pri libovolné volbé vektoru x(© € R™ a plati
lim x*) = (I - H) !g = x*

k— o0

Dikaz: Duasledek kritéria a predchozi véty (jiny dikaz viz skripta).

Odhad chyby
Predpokladame, Ze je splnéna postacujici podminka konvergence

[H|l < ¢ <1

x®) — x* = H(x*Y —x*) =

Odtud dostavame

0] < =g -
tj.
| @0 [ -] < o<+

>0
a po vydéleni

] < T =)
Jestlize HX(’“) — X(k_l)H < €, potom

HX(k) —x* < 7 .

1—gq
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't Ptiklad 3

Jacobiovou metodou reste soustavu Ax = b.

8 4 2 14 0
A=11 10 1|, b=|12|, x9=]o0
0 0 2] 2 0
0 0 0] 8 0 0 0 4
A=|(1 0 0|+ |0 10 0|+ |0 O 1
0 0 0 0 0 2 0 0
L D U
0 -0,5 —0,25 1,75
H;=-D'(L+U)=|-0,1 0 -0,1], g;=D"'b=]1,2
0 0 0 1
Provedeme 5 iteraci:
0||0 0 0
1]/1,75 1,2 1
21109 0,925 1
31,0375 1,01 1
410,995 0,99625 |1
51{/1,001875 |1,0005 1
0, 006875
x(® — x(*) = |0, 004250
————
— ® 0, 000000
Odhadnéme chybu x(®), tj.
|| H| 5) (4
I — x| < X — x|
1—|[H]|

maticova norma

vektorova norma

odhad chyby

|H||s = maxy(> hs) = 0,5
IH||r = max@ hi) =0,75

1
HH”SP = ImMaXy )\i (HHH) = 0, 56

[£®||; = 3 |r;] = 0,011125
|£®)||oo = max; |r;| = 0, 006875

[t®)]|, = 72 = 0, 0081

1

0,5
1-0,5
0,75
0, 25

0, 56
0, 44

. 0,011125 = 0,01112

- 0,006875 = 0,0206

- 0,0081 = 0,0103
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|Ix® — x*||, < 0,0103

[x(5) — x*[|oo < 0,0206

||x®) — x*||; <0,011125

vzdalenost x(®) a x* je mensi nez vypoctena hodnota




Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Rychlost konvergence
e Linearni rychlost konvergence

Jg € (0,1) Fko > 0 VE > ko: |[|xEHD — x*|| < q||x®) — x*||

e Superlinearni rychlost konvergence

Ix*HD) — x*|| < gi||x®) — x*||, kde gx — 0 (k — 00)

e Konvergence fadu r

[+ — x| < gf]x®) — x*||"

Pozndmka:

e Jacobiova, Gauss-Seidelova i SOR metoda maji linearni rychlost konvergence

X(k+1) —x* = H(X(k) . X*)
béhem vypoctu se neméni itera¢ni matice H, jedna se o stacionarni metody
|IH|| <gq, [|H|| ... pevné &islo

e Metody se superlinearni rychlosti konvergence patfi mezi nestacionarni procesy

X(k‘H-) = Hkx(k) _|_ gk

V kazdém kroku se mohou ménit Hy, g.

Potom ||Hg|| < g, plati-li g — 0 pak jde o superlinedrni metodu.

Definujeme asymptotickou rychlost konvergence
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le®]
et

ta uréuje pocet platnych desetinnych mist ziskanych v jednom iteracnim kroku.

R = —log > —log||H]

Prakticky:

Je®) _ [x® ) g | - xt)
et = [0 ] T [ — 2]

Pozndmka: Pro metody s linedrni rychlosti konvergence (Jacobiova, Gauss-Seidelova, SOR metoda) Ize pro
urychleni pouzit Aitkenovu extrapolacni formuli (viz dfive).

Posloupnost chyb je geometricka

egk+1) egk)
mEkH) —z; :Z:Sk) —
R >
egk) ) egk—n
po Upraveé:
ot gFTY (z" ™ — 2y
i i $Ek+1) — 2$Ek) n mgk—n

P¥i odvozeni metody SOR jsme se pokusili urychlit vypocet zménou iteraéni matice H tak, aby méla mensi
spektralni polomér p(H). Cim mensi je o(H), tim je vétsi asymptoticka rychlost konvergence.

- log x
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g 4

® Véta: Spektralni polomér o(Hgogr) splfiuje podminku

Q(HSOR) Z |w — ].| Yw ER

Dikaz:

Hsor = (WL + D) ' [(1 — w)D — wU]

Je zndmo, Ze soucin vlastnich Cisel je roven determinantu

H )\i = det(HSOR)

=1

det(Hsor) = det [(wL + D)™ [(1 — w)D — wU]| = det [(D(wD‘lL +1) D[l -w)l- wD_lUH -

_ 1 ~1 . . _1 _ ~1 = . . 1 (1 _
— det {(wD L+I) (1 - w)I - wD UH det (wD (I;+I) det [(1 —w)I —wD'U| = (1 - w)
. )

(x) dolni trojihelnikova matice s 1 na diagonale
(%) horni trojihelnikova matice a prvky (1 — w) na diagonéle

Z1;[1)\1-:(1—(41) = mzax|)\i]2 11 — w|
() N——
o(Hsor)

(x*x) Dulkaz sporem: VA;: |A] < |1 — w] /ﬁ
=1

[Nl < —wl”
=1

Disledek: Aby SOR konvergovala, musi platit:
jw—1] <|e(Hsor) <1

w—1<1 = |we (0,2)

Poznamky:
Parametr w v relaxaéni metodé SOR volime z intervalu (0, 2).
Pro w = 1 prejde relaxani metoda na Gauss-Seidlovu metodu.

Volba parametru w samozrejmé ovlivni rychlost konvergence iteraéniho procesu metody SOR.
Lze ukazat, ze existuje optimalni hodnota parametru omega

2

Wopt = )
11— (|
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Pro spektralni polomér itera¢ni matice Hgsor relaxacni metody Ize odvodit nasledujici zavislosti:
e zavislost spektralniho poloméru iteraéni matice metody SOR na relaxanim parametru w

o(Hsor)

0 1 Wopt 2

e zavislost spektralniho poloméru iteracni matice metody SOR na spektralnim poloméru iteracni matice
Jacobiovy metody

o(Hsor)

0 o(Hy) 1

Konvergencni véty

Dosud jsme udavali podminky pro iteracni matici H. To je ovSem nepraktické. Uvedeme nékolik snadnéji

ovéritelnych podminek.
Veéta 1 Je-li matice A ostfe diagonalné-dominantni, potom konverguje Jacobiova i Gauss-Seidelova metoda

pro libovolnou volbu x(9).

Veéta 2 Je-li matice A symetrickd a pozitivné-definitni, potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pro
libovolnou volbu x(©).

Véta 3 Nutnou podminkou konvergence metody SOR je 0 < w < 2. Pridame-li symetrii a pozitivni
definitnost matice A, dostaneme postacujici podminky konvergence.

Diikaz Véty 1 pro Jacobiovu metodu:
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Ax =D, rozklad matice A=L+D+ U
oznac¢ime-li C =L+ U, potom A=C+D

e Jacobiova metoda

XD = H,x® 4 g,
H;=-DY(L+U)=-D"'C a g;=D7"

e Matice A je ostre diagonalné-dominantni, tj. plati

n
lai| > Y |ay] 1=1,2,...,n
J=13#1

e Pro nds rozklad A = C + D tedy plati:
’dii’>Z’C¢j‘ 1=1,2,...,n /‘dm‘7£0
j=1

( kdyby |d;;| = 0, potom by byl cely fadek nulovy ... A je ale regularni

)

o Plati:
= e :
Z]d'»]<1 proi=1,2,...,n (%)
j=1 1%
e Pro iteraéni matici plati:
1
di1
o Cis
HJ = —DflC = — o . . C,;j = = ﬁ
1
dnn,
e Radkova norma matice H:
IH,|| = IIl?.XZ d—” <1 plyne z (%)
j=1"'%n

Geometricky vyznam Jacobiovy metody

4.1097|5.8683
4.0293]5.9268

k[z®  [y® ]
0([9.0000[0
9z + 2y = 48 ) = 1(48 — 2y(k)) 1(/5.3333(2.6667
2(14.7407]5.1111
2z + 3y = 26 y(*1) = (26 — 2z(*)) 3([4.1975/5.5062
4
5
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Jacobiova metoda

12} EE— 1. rovnice
2. rovnice
0] iterace

10

Ox+2y=48
-2 2x+3y=26

Geometricky vyznam Gauss-Seidelovy metody

4.0043|5.9971
4.0006|5.9996

A ESFCE
0//9.0000/0
9z + 2y = 48 g 1) = 1(48 — 2y(®)) 1(/5.3333]5.1111
214.1975/5.8683
2z + 3y = 26 yE1) = (26 — 2z(-+D) 3([4.0293[5.9805
4
5
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Gauss—Seidelova metoda

12

1. rovnice
2. rovnice
0] iterace

10

Ox+2y=48
-2 2x+3y=26

Geometricky vyznam metody SOR (w < 1)

9z + 2y = 48 zha) = 1(48 — 2y¥)

2z + 3y = 26 yg;”:%(%_gg;(kﬂ))
HECFCE
0[[9.0000[0

2D = 1 (48 — 2y®) + (1 — w)e® 6.0667|3.6978
4.8226/5.1008
4.3244/5.6472
4.1276/5.8614

4.0502|5.9455

y* ) = wl(26 — 22FD) 4 (1 — w)y®

Gl P WIN| =
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Metoda SOR

12 1. rovnice
2. rovnice

0] iterace

10

Ox+2y=48
-2 2x+3y=26

omega=0.8

0 2 4 6 8 10

Geometricky vyznam metody SOR (w > 1)
k+1
9z + 2y = 48 zha) = 1(48 — 2y¥)

2z + 3y = 26 yg;”:%(%_gg;(kﬂ))

HEREVEE
0][9.00000

4.6000]6.7200
3.6880/6.1056
4.0342|5.9515
4.0061[6.0048
3.9975/6.0010

g* ) = w148 — 2y)) 4 (1 — w)z®)

y* ) = wl(26 — 22FD) 4 (1 — w)y®

Gl WIN=
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Ox+2y=48
2x+3y=26

omega=1.2

Metoda SOR

1. rovnice
2. rovnice
iterace

10



