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Kapitola 3. SLAR - p̌ŕımé metody

Formulace:
Je dána čtvercová matice A = [aij]

n
i;j=1 a vektor pravé strany b = [b1; b2; : : : ; bn]

T .
Hledáme vektor x = [x1; x2; : : : ; xn]

T tak, aby platilo

Ax = b;

rozepsáno po složkách
a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2

...
an1x1 + an2x2 + � � �+ annxn = bn

Předpokládáme, že je matice A regulárńı (tj. soustava má právě jedno řešeńı).

Máme dva základńı typy soustav:
� soustavy s obecnou matićı
� soustavy se speciálńı matićı (symetrická, pozitivně definitńı, ř́ıdká, pásová apod.)

Pro prvńı skupinu se věťsinou použ́ıvaj́ı p̌ŕımé metody, pro druhou skupinu metody iteračńı nebo speciálńı
modifikace p̌ŕımých metod.

Cramerovo pravidlo

neznámá složka řešeńı xi =
det Ai

det A
počet operaćı:
Je nutné vypoč́ıtat (n+ 1) determinant̊u.
Pro výpočet determinantu je ťreba n! sč́ıtáńı a v každém sč́ıtanci je (n� 1) násobeńı.
Dostáváme:

(n+ 1) [(n� 1)n! + n!] = n(n+ 1)!

např: pro n = 30, 106 operaćı za sekundu ! výpočet trvá 7; 82 � 1021 let

Idea daľśıch p̌ŕımých metod vycházej́ı z faktu, že soustavy
Ax = b a TAx = Tb ,

kde T je regulárńı matice, maj́ı totéž řešeńı, tj. jsou ekvivalentńı.
Touto transformaćı lze źıskat trojúhelńıkovou soustavu

Ux = y : U = TA; y = Tb



Numerické metody
Josef Daněk
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p̌r: 264u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33

375
264x1x2
x3

375 =

264y1y2
y3

375

Trojúhelńıkovou soustavu lze velmi snadno řešit zpětnou substitućı. Realizovaný proces se nazývá
zpětný chod.

Gaussova eliminačńı metoda

Ax = b rozepsáno po složkách

264 a11 a12 a13 b1
a21 a22 a23 b2
a31 a32 a33 b3

375
Definujeme multiplikátory m21 = �a21

a11
, m31 = �a31

a11

ř(1)1 = ř1 b
(1)
1 = b1

ř(1)2 = ř2 +m21ř1 b
(1)
2 = b2 +m21b1

ř(1)3 = ř3 +m31ř1 b
(1)
3 = b3 +m31b1

Źıskáme novou soustavu : : : 1. fáze eliminace

A(1)x = b(1)

266664
a11 a12 a13 b1

0 a
(1)
22 a

(1)
23 b

(1)
2

0 a
(1)
32 a

(1)
33 b

(1)
3

377775

Definujeme multiplikátor m32 = �a
(1)
32

a
(1)
22

ř(2)1 = ř(1)1 b
(2)
1 = b

(1)
1

ř(2)2 = ř(1)2 b
(2)
2 = b

(1)
2

ř(2)3 = ř(1)3 +m32ř(1)2 b
(2)
3 = b

(1)
3 +m32b

(1)
2

Źıskáme novou soustavu : : : 2. fáze eliminace

A(2)x = b(2)

266664
a11 a12 a13 b1

0 a
(1)
22 a

(1)
23 b

(1)
2

0 0 a
(2)
33 b

(2)
3

377775

Celý tento postup nazýváme p̌ŕımý chod. Trojúhelńıkovou soustavu řeš́ıme zpětným chodem.
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Efektivnost algoritmu GEM

Bereme v úvahu pouze operace násobeńı a děleńı (počet operaćı sč́ıtáńı je p̌ribližně stejný).
(N . . . je řád matice A)
• Celkem je N � 1 fáźı eliminace. V K-té fázi poč́ıtáme N �K multiplikátor̊u (tj. N �K děleńı)

N�1X
K=1

(N �K) = (N � 1)N �
N�1X
K=1

K = (N � 1)N � 1

2
(N � 1)N =

1

2
(N � 1)N

• Každým multiplikátorem vynásob́ıme (N �K + 1) prvk̊u rozš́ı̌rené matice (jeden rozš́ı̌rený řádek),
tj. (N �K)(N �K + 1) v K-té fázi

N�1X
K=1

(N �K)(N �K + 1) =
N�1X
K=1

h
(N2 +N)�K(2N + 1) +K2

i
=

= (N � 1)(N2 +N)� 1

2
N(N � 1)(2N + 1) +

1

6
(N � 1)N(2N � 1) =

= N3 �N2 +N2 �N �N3 +
1

2
N2 +

1

2
N +

1

3
N3 � 1

2
N2 +

1

6
N =

=
1

3
N3 � 1

3
N

• Zpětný chod

1 + ( 1|{z}
děleńı

+ 1|{z}
násobeńı

) + (1 + 2) + � � �+ (1 +N � 1) =
NX

K=1

K =
1

2
N(N + 1)

Celkem

1

2
N(N � 1)| {z }

výpočet multiplikátor̊u

+
1

3
N3 � 1

3
N| {z }

p̌ŕımý chod

+
1

2
N(N + 1)| {z }
zpětný chod

=
1

3
N3 +N2 � 1

3
N

Př́ıklad 1
Řešte soustavu rovnic

x + 2y + 3z = 14

2x + 4y + 5z = 25

7x + 8y + 9z = 50

; tj.

264 1 2 3

2 4 5

7 8 9

375 �
264 x

y

z

375 =

264 14

25

50

375

Řešeńı
Pro zápis budeme použ́ıvat tvar matice roz�s���ren�e:
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2664
1 2 3 14

2 4 5 25

7 8 9 50

3775
= � (�2

1) �
 
�
+

= � (�7
1) �

 

1A+

26664
1 2 3 14

0 0 �1 �3
0 �6 �12 �48

37775 = � (�6
0) �
 
�
+ !!! děĺıme 0

� Algoritmus Gaussovy eliminačńı metody pro tento p̌ŕıklad neńı realizovatelný.

� Snadno se p̌resvědč́ıme, že má daná soustava řešeńı

x = 1; y = 2 a z = 3:

Gaussova eliminačńı metoda ale selhala.

Otázka 1: Pro jaké matice A má soustava Ax = b právě jedno řešeńı?

! matice A muśı být regulárńı, tj.

všechna vlastńı č́ısla muśı být r̊uzná od nuly
jinak řečeno řádky matice A muśı být lineárně nezávislé
jinak řečeno sloupce matice A muśı být lineárně nezávislé
jinak řečeno det A 6= 0

Poznámka: Vlastńı č́ıslo matice A je č́ıslo � splňuj́ıćı rovnici Av = �v, kde v je vlastńı vektor
odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu �. Č́ıslo � tedy určitým způsobem charakterizuje matici A.

Otázka 2: Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy eliminačńı metody realizovatelný?

! Věta: Je-li matice A ostře diagonálně dominantńı, pak je algoritmus GEM realizovatelný.

Poznámka: Matice A = [aij]i;j=1;:::;n je osťre diagonálně dominantńı, plat́ı-li

jaiij >
nX

j=1;j 6=i
jaijj;

tj. absolutńı hodnota diagonálńıho prvku je věťśı než součet absolutńıch hodnot ostatńıch prvk̊u v řádku.

Nap̌r.:

A =

264 7 1 2

1 4 1

2 4 9

375 :
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! Věta: Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı, pak je algoritmus GEM realizovatelný.

Poznámka: Matice A je symetrická, plat́ı-li pro jej́ı prvky

aij = aji 8i; j = 1; 2; : : : ; n:

Poznámka: Matice A je pozitivně definitńı,

má-li všechna vlastńı č́ısla kladná
nebo jinak řečeno 8x 6= o : xTAx > 0.

Poznámka: Pro soustavu s matićı, která splňuje p̌redpoklady některé z uvedených vět, je možné dop̌redu
ř́ıci, že půjde řešit pomoćı Gaussovy eliminačńı metody. Obráceně to ovšem neplat́ı, tj. neńı-li nap̌r.
matice soustavy osťre diagonálně dominantńı, ještě to obecně neznamená, že nepůjde pomoćı Gaussovy
eliminačńı metody řešit.

Poznámka: Abychom zaručili, že soustava půjde vy̌rešit pro libovolnou regulárńı matici, muśıme algo-
ritmus Gaussovy eliminačńı metody upravit. Zavedeme tzv. výběr hlavńıho prvku (pivotaci).

Poznámka: Pivot (hlavńı prvek) . . . prvńı nenulový prvek v daném řádku matice.

Př́ıklad 2
Pomoćı GEM se sloupcovou pivotaćı vy̌rešte soustavu rovnic z Př́ıkladu 1, kde selhala klasická GEM,

tj. řeš́ıme soustavu Ax = b, kde

A =

264 1 2 3

2 4 5

7 8 9

375 a b =

264 14

25

50

375 :

Řešeńı
1. sloupec
#

vyměň

24!
!

0BBB@
1 2 3 14

2 4 5 25

7 8 9 50

1CCCA ;

0BBB@
7 8 9 50

2 4 5 25

1 2 3 14

1CCCA
= � (�2

7
) �
 
�
+

= � (�1
7
) �

 

1A+

2. sloupec
#

neńı
ťreba
měnit

!

0BBBB@
7 8 9 50

0 12
7

17
7

75
7

0 6
7

12
7

48
7

1CCCCA
= � (� 6

7
12

7

) = �1
2
�

 

!
+
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7 8 9 50

0 12
7

17
7

75
7

0 0 1
2

3
2

1CCCCA =) x =

264 1

2

3

375

Poznámky:
• Při sloupcové pivotaci jsme postupně v každém sloupci (resp. jeho části pod diagonálou včetně) vyb́ırali

č́ıslo, které bylo maximálńı v absolutńı hodnotě a v p̌ŕıpadě, že toto č́ıslo neleželo na diagonále, vyměnili
jsme p̌ŕıslušné 2 rovnice. Dále jsme pokračovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty
pod diagonálou.

• Sloupcová pivotace neńı jediná možnost. Podobně můžeme vyb́ırat i maximálńı prvek v absolutńı hodnotě
z p̌ŕıslušného řádku (resp. jeho části) a poté vyměnit p̌ŕıslušné sloupce. Pozor! Je ovšem ťreba zaměnit
i p̌ŕıslušné složky řešeńı x. V tomto p̌ŕıpadě hovǒŕıme o řádkové pivotaci.

• Daľśı možnost́ı je vyb́ırat maximálńı prvek v absolutńı hodnotě z celé matice A (resp. p̌ŕıslušné podma-
tice). V tomto p̌ŕıpadě hovǒŕıme o úplné pivotaci. Opět je ťreba ḿıt na paměti, že je ťreba zaměnit
složky ve vektoru řešeńı. Nevýhodou úplné pivotace je pomaleǰśı výpočet nebot’ hlavńı prvek vyhledáváme
z celé dosud neupravené části.

• Libovolnou pivotaćı dosáhneme realizovatelnosti GEM pro libovolnou regulárńı matici A.

Metoda LU-rozkladu
Opět uvažujeme regulárńı matici A řádu N . Matici A lze rozložit na součin A = LU ,
kde L je dolńı trojúhelńıková matice řádu N a U je horńı trojúhelńıková matice řádu N .

Nap̌r: 264a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

375 =

264l11 0 0

l21 l22 0

l31 l32 l33

375 �
264u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33

375

Tento rozklad neńı dán jednoznačně (12 neznámých a 9 podḿınek), jednoznačnosti dosáhneme nap̌r. t́ım,
že polož́ıme lii = 1; i = 1; 2; : : : ; N .

Algoritmus: (viz skripta)
je odvozen z postupného násobeńı řádk̊u matice L a sloupc̊u matice U

(1; 1) u11 = a11 (2; 1) a21 = l21u11 (3; 1) a31 = l31u11

(1; 2) u12 = a12 (2; 2) a22 = l21u12 + u22 (3; 2) a32 = l31u12 + l32u22

(1; 3) u13 = a13 (2; 3) a23 = l21u13 + u23 (3; 3) a33 = l31u13 + l32u23 + u33

Řešeńı soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1. Realizace LU-rozkladu: A = LU

2. Řešeńı trojúhelńıkové soustavy: Ly = b L Ux|{z}
y

= b

3. Řešeńı trojúhelńıkové soustavy: Ux = y
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Souvislost GEM a metody LU-rozkladu

Gaussovu eliminaci lze popsat pomoćı násobeńı regulárńımi maticemi.

Prvńı fázi poṕı̌seme takto : : : A(1) = M1A , kde M1 =

266666666664

1

m21 1

m31 1

m41 1
... . . .

mn1 1

377777777775
266666664

a11 a12 a13 : : : a1n
m21a11 + a21 m21a12 + a22 m21a13 + a23 : : : m21a1n + a2n
m31a11 + a31 m31a12 + a32 m31a13 + a33 : : : m31a1n + a3n

... ... ... ...
mn1a11 + an1 mn1a12 + an2 mn1a13 + an3 : : : mn1a1n + ann

377777775 =

=

266666666664

1

m21 1

m31 1

m41 1
... . . .

mn1 1

377777777775
�

266666664

a11 a12 a13 : : : a1n
a21 a22 a23 : : : a2n
a31 a32 a33 : : : a3n

... ... ... ...
an1 an2 an3 : : : ann

377777775

Druhou fázi poṕı̌seme takto : : : A(2) = M2A
(1) , kde M2 =

266666666664

1

1

m32 1

m42 1
... . . .

mn2 1

377777777775
...

Nakonec (n� 1) fázi poṕı̌seme : : : A(n�1) = Mn�1A
(n�2) , kde Mn�1 =266666666664

1

1

1
. . .

1

mn;n�1 1

377777777775

Dostali jsme horńı trojúhelńıkovou matici, označ́ıme ji nap̌r. V

V = A(n�1) = Mn�1Mn�2Mn�3 : : :M2M1| {z }
ozn.M

A ) A = M�1V
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M�1 = M�1
1 M�1

2 : : :M�1
n�1

Jak vypadá nap̌r. M�1
2 ?

M2 =

266666666664

1

1

m32 1

m42 1
... . . .

mn2 1

377777777775
! M�1

2 =

266666666666666664

1

1

�m32 1

�m42 1
... . . .

�mn2 1

377777777777777775

protože po vynásobeńı:
• i-tý řádek � j-tý sloupec (j 6= i)

– bud’ m42 � 1 + 1 � (�m42) = 0

– nebo m42 � 0 + 0 � 1 + 1 � 0 = 0

• i-tý řádek � i-tý sloupec

– m42 � 0 + 1 � 1 = 1

tj. M2 �M�1
2 = I

Jak vypadá M�1 ?

M�1 =

266666664

1

�m21 1

�m31 �m32 1
... . . .

�mn1 �mn2 �mn3 : : : 1

377777775
Př.: 264 1 0 0

�m21 1 0

�m31 0 1

375
2641 0 0

0 1 0

0 �m32 1

375 =

264 1 0 0

�m21 1 0

�m31 �m32 1

375

Plat́ı
A = M�1| {z }

(�)
� V|{z}
(��)
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(*) dolńı trojúhelńıková s 1 na diagonále
(**) horńı trojúhelńıková

) jedná se o LU-rozklad (rozklad je jednoznačný) L = M�1 a U = V

Výpočet determinant̊u
1. Užit́ı GEM

U = MN�1MN�2 : : :M2M1A

detU = detMN�1| {z }
=1

detMN�2| {z }
=1

: : :detM2| {z }
=1

detM1| {z }
=1

detA

detA = detU =
NY
i=1

uii

2. Užit́ı LU-rozkladu

detA = detL detU =
NY
i=1

uii

Výpočet inverzńı matice

1. Užit́ı GEM
A X = I (maticová soustava)

X = A�1

2. Užit́ı LU-rozkladu
A = L U

A�1 = U�1 L�1

Numerické aspekty GEM a metody LU-rozkladu

Při numerické realizaci nevypočteme p̌resně matice L a U, ale p̌ribližné matice eL a fU.
Teoreticky plat́ı A = LU.
Označ́ıme fA = eLfU . . . dopočteno pro źıskané matice eL a fU.
Budeme zkoumat rozd́ıl fA�A.
Označme E a F matice chyb takové, že plat́ı:

eL = L + E; fU = U + F

Potom:

fA�A = eLfU� LU = (L + E)(U + F)� LU = EU + LF + EF
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Odtud plyne závěr: Pokud jsou multiplikátory v absolutńı hodnotě velké, pak prvky L jsou v absolutńı
hodnotě velké ) chyba může být velká. Toto je jeden z důvodů realizace pivotace.

Př́ımé metody pro soustavy se speciálńı matićı

Uvažujeme matice:
• symetrická

• symetrická a pozitivně definitńı

• diagonálně dominantńı

• pásová

Plat́ı: Je-li matice A symetrická a A(k) jsou matice źıskané GEM v základńı verzi, pak podmatice A(k)

jsou také symetrické.
p̌r: 266664

a b c

b d e

c e f

377775
= � (� b

a
) �
 
�
+

= � (� c
a
) �

 

1A+

26666664
a b c

0 d� b2

a
e� bc

a

0 e� bc
a

f � c2

a

37777775
Lze pak použ́ıt symetrickou verzi GEM a LU-rozkladu.

Je-li matice A nav́ıc pozitivně definitńı, pak lze realizovat Choleského metodu rozkladu
A = UTU

Poznámka: V algoritmu je poťreba realizovat výpočet odmocnin a to lze pouze pro pozitivně definitńı
matice.

p̌r: 264a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

375 =

264u11 0 0

u21 u22 0

u31 u32 u33

375 �
264u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33

375

(1; 1) : a11 = u2
11 (2; 1) : a21 = u12 � u11 (3; 1) : a31 = u13 � u11

(1; 2) : a12 = u11 � u12 (2; 2) : a22 = u2
12 + u2

22 (3; 2) : a32 = u13 � u12 + u23 � u22

(1; 3) : a13 = u11 � u13 (2; 3) : a23 = u12 � u13 + u22 � u23 (3; 3) : a33 = u2
13 + u2

23 + u2
33

Metoda LU-rozkladu pro pásové matice

Uvažujeme matici A takovou, že aij = 0 , když ji� jj > p (̌śı̌rka pásu je 2p+ 1).



Numerické metody
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Pokud lze realizovat LU-rozklad, pak

lij = 0, když j > i a j < i� p,
uij = 0, když j < i a j > i+ p.

Poznámka: V p̌ŕıpadě obecné matice však nelze čekat, že matice L a U bude ḿıt nulový prvek v téže
pozici jako jej měla matice A.

Pro pásové, symetrické, pozitivně definitńı matice použ́ıváme speciálńı verzi Choleského rozkladu.

Metoda faktorizace pro ťŕıdiagonálńı matici

Uvažujeme soustavu n+ 1 lineárńıch algebraických rovnic A �Y = F ve tvaru:

0BBBBBBBBBBBB@

c0 �b0 f0
�a1 c1 �b1 f1

�a2 c2 �b2 f2
�a3 c3 �b3 f3

. . . . . . . . . ...
�an�1 cn+1 �bn�1 fn�1

�an cn fn

1CCCCCCCCCCCCA
Označ́ıme

�1 =
b0
c0

; �1 =
f0
c0

Prvńı dvě rovnice (prvńı rovnice je vydělená c0) lze psát ve tvaru:

y0 � �1y1 = �1

�a1y0 + c1y1 � b1y2 = f1

= � a1 �
 
�
+

(c1 � a1�1) y1 � b1 y2 = f1 + a1 �1
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Přeṕı̌seme (rovnice vydělená koeficientem u y1) na tvar:

y1 � �2 y2 = �2
kde

�2 =
b1

c1 � a1�1
; �2 =

f1 + a1�1
c1 � a1�1

Po zobecněńı:

• PŘ́IMÝ CHOD

�1 =
b0
c0

�1 =
f0
c0

�i+1 =
bi

ci� ai ��i

i = 1; 2; : : : ; n� 1 �i+1 =
fi+ ai ��i
ci� ai ��i

i = 1; 2; : : : ; n

• ZPĚTNÝ CHOD

Pro posledńı dvě rovnice źıskáme:

yn�1 � �nyn = �n

�anyn�1 + cnyn | = fn

= � an �
 
�
+

(cn � an �n) yn = fn + an �n

| ve druhé rovnici již neńı člen �bnyn+1

Vyjáďŕıme posledńı složku řešeńı:

yn =
fn + an�n
cn � an�n

=: �n+1

Zpětně dosazujeme:

yi�1 = �i+�i � yi i = n; n� 1; : : : ; 1 (�)

Efektivnost algoritmu
děleńı 2n+ 1 (1 + n� 1 + 1 + n)

násobeńı � 3n (n+ n+ n)

sč́ıtáńı a odč́ıtáńı � 3n (n+ n+ n)

celkem (8n+ 1) operaćı

Poznámka: Pokud budeme řešit tuto soustavu pro r̊uzné pravé strany F, nemuśıme již znovu vyjaďrovat
koeficienty �i, protože nezáviśı na F. Stač́ı tedy p̌repoč́ıtat �i.
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Zat́ım jsme neuvedli p̌redpoklady pro metodu faktorizace
• je ťreba zajistit, aby jmenovatel ci � ai�i byl nenulový pro i = 1; 2; : : : ; n

• yi se určuje z rekurentńı formule (�), p̌ritom může doj́ıt k akumulaci zaokrouhlovaćıch chyb.

Necht’ �i, �i jsou dokonce p̌resně vypoč́ıtané a necht’ máme eyn = yn + "n (s chybou "n).

Potom postupně vypoč́ıtáme podle (�)

eyi�1 = �i + �i eyi ; i = n; n� 1; : : : ; 1

Označ́ıme-li "i = eyi � yi chybu, bude jistě splňovat homogenńı rovnici

"i�1 = �i"i ; i = n; n� 1; : : : ; 1

(protože p̌resné hodnoty yi splňuj́ı yi�1 = �i + �iyi)

) Pokud by byly koeficienty j�ij > 1, dojde k velkému nár̊ustu chyby "0 !!!

Pro j�ij � 1; i = 1; 2; :::; n| {z }
(�)

je algoritmus stabilńı.

Postačuj́ıćı podḿınky pro zajǐstěńı (�): Matice soustavy je osťre diagonálně dominantńı.
Důkaz viz literatura.

Př́ıklady aplikaćı, které vedou na soustavu s ťŕıdiagonálńı matićı

1. Řešeńı okrajové úlohy

(k(x)u0(x))0 � q(x)u(x) = �f(x) x 2 (0; l)

u(0) = 0

u(l) = 0

k(x) > 0

q(x) � 0

x na h0; li diskretizujeme : : : śıt’ xi

původńı úlohu nahrad́ıme úlohou s diferenčńı rovnićı a použijeme vzorec pro poměrnou diferenci

2. Diferenčńı schémata pro rovnici vedeńı tepla
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@u

@t
=

@2u

@x2
x 2 (0; l) ; t > 0

u(0; t) = �1(t)

u(l; t) = �2(t)

u(x; 0) = u0(x)

3. Soustava pro výpočet koeficient̊u kubického spline
(aproximace funkce) . . . budeme prob́ırat

Podḿıněnost úlohy řešit SLAR

Uvažujeme opět soustavu Ax = b, A . . . n� n regulárńı, b 2 Rn.
Označeńı:

�A . . . malá změna matice A

�b . . . malá změna vektoru b

�x . . . odpov́ıdaj́ıćı změna vektoru neznámých

x� . . . p̌resné řešeńı soustavy Ax = b

Plat́ı:
(A +�A)(x� +�x) = b +�b

1. Uvažujme situaci �A = 0, tj. A je zadána p̌resně

Otázka: Jakou změnu řešeńı vyvolá změna pravé strany?

Ax� + A�x = b +�b

A�x = �b
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�x = A�1�b

Z vlastnost́ı maticové normy plyne:

Ax� = b ) kbk � kAk � kx�k ) 1

kx�k �
kAk
kbk

�x = A�1�b ) k�xk � kA�1k � k�bk

k�xk
kx�k �

kA�1k � k�bk � kAk
kbk

Cp =

k�xk
kx�k
k�bk
kbk

� kA�1k � kAk

2. Př́ıpad, kdy �b = 0, tj. b je zadána p̌resně

(A +�A)(x� +�x) = b

Ax� +�Ax� + A�x +�A�x = b

A�x = ��A(x� +�x)

�x = �A�1�A(x� +�x)

k�xk � kA�1k � k�Ak � kx� +�xk � kAkkAk

k�xk
kx� +�xk � kA

�1k � kAk| {z }
�Cp

�k�Ak
kAk

Cp =

k�xk
kx� +�xk
k�Ak
kAk

� kA�1k � kAk

3. Rozmyslete obecný p̌ŕıpad �b 6= 0, �A 6= 0 viz skripta (D.cv.)

Poznámka: Pro symetrické matice je č́ıslo podḿıněnosti pod́ıl nejvěťśı a nejmenš́ı absolutńı hodnoty
vlastńıho č́ısla.

Cp = kA�1k| {z }
1

�min

� kAk| {z }
�max

=
j�maxj
j�minj

(Pro symetrické matice plat́ı, že maj́ı reálná vlastńı č́ısla.)
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Geometrická interpretace - dob̌re podḿıněná úloha (2D)

x+ y = 3

x� y = 1
) y = 3� x

y = x� 1

9=; řešeńı
x� = 2

y� = 1

A =

"
1 1

1 �1
#
; b =

"
3

1

#

Dob̌re podḿıněná úloha - malá relativńı změna vstupńıch dat vyvolá malou relativńı změnu výstupńıch
dat.

Cp = kA�1k � kAk

A�1 =

"
0; 5 0; 5

0; 5 �0; 5
#
= 0; 5A

Cp = 1 � 2 = 2 (̌rádková, sloupcová norma); Cp =
1p
2

p
2 = 1 (spektrálńı norma) 

ATA =

"
2 0

0 2

#
kAkSP =

p
2; kA�1kSP = 1p

2

!

1. změna pravé strany (změna matice �A = 0)

�b =

"
0; 1

0; 2

#
; b +�b =

"
3; 1

1; 2

#
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změněná soustava y = 3; 1 � x; y = x� 1; 2

2. změna matice soustavy (změna pravé strany �b = 0)

�A =

"
0 0; 1

0; 2 0

#
; A +�A =

"
1 1; 1

1; 2 �1
#

změněná soustava y = 1
1;1

(3� x); y = 1; 2x� 1
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KMA/NM
13.2.2o13

Geometrická interpretace - špatně podḿıněná úloha (2D)

x+ y = 2

x+ 1; 1 y = 2; 1
)

y = 2� x

y = 1
1;1

(2; 1� x)

9=; řešeńı
x� = 1

y� = 1

A =

"
1 1

1 1; 1

#
; b =

"
2

2; 1

#

Špatně podḿıněná úloha - malá relativńı změna vstupńıch dat vyvolá velkou relativńı změnu výstupńıch
dat.

Cp = kA�1k � kAk

A�1 =

"
11 �10
�10 10

#

Cp = 2; 1 � 21 = 44,1 (̌rádková, sloupcová norma); Cp = 2; 0512 � 20; 5125 = 42,07 (spektrálńı norma)

1. změna pravé strany (změna matice �A = 0)

�b =

"
0; 1

0; 2

#
; b +�b =

"
2; 1

2; 3

#
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změněná soustava y = 2; 1 � x; y = 1
1;1

(2; 3� x)

2. změna matice soustavy (změna pravé strany �b = 0)

�A =

"
0 0

0 �0; 05
#
; A +�A =

"
1 1

1 1; 05

#

změněná soustava y = 2� x; y = 1
1;05

(2; 1 � x)
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Poznámka: Jiný výpočet č́ısla podḿıněnosti (prakticky)

Ax = b

změna na vstupu : : : �A

vyvolá změnu na výstupu : : : �x

(A +�A)(x +�x) = b

Cp =

k�xk
kxk
k�Ak
kAk

Př́ıklad
A =

"
50 �100
50 �101

#
; b =

"
0

�1
#
; x =

"
2

1

#
změna matice soustavy

�A =

"
0 0; 1

0; 2 0

#
) fA = A +�A =

"
50 �99; 9
50; 2 �101

#

ex = fA�1b =

"
2; 8527

1; 4278

#

�x = x� ex =

"
2

1

#
�
"
2; 8527

1; 4278

#
=

"�0; 8527
�0; 4278

#

k:k 1.vektorová / sloupcová maximová / řádková euklidovská / spektrálńı

�x =

"�0; 8527
�0; 4278

#
1,2805 0,8527 0,9539

x =

"
2

1

#
3 2 2,2361

�A =

"
0 0; 1

0; 2 0

#
0,2 0,2 0,2

A =

"
50 �100
50 �101

#
201 151 158,7479

Cp 428,97 321,89 338,6
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kxk1 =
X
i

jxij ; kxk1 = max
i
jxij ; kxk2 =

sX
i

x2i

kAkS = max
k

X
i

jaikj ; kAkR = max
i

X
k

jaikj ; kAkSP = max
k

�
1

2

k (A
HA)

(Při použit́ı r̊uzných norem dostáváme obecně r̊uzná č́ısla podḿıněnosti.)

Cp = kA�1k � kAk

A�1 =

"
2; 02 �2
1 �1

#

Cp = 151 � 4; 02 = 607; 02 (̌rádková k:k);

Cp = 201 � 3; 02 = 607; 02 (sloupcová k:k);

Cp = 158; 7479 � 3; 1750 :
= 504; 03 (spektrálńı k:k)

Poznámky k podḿıněnosti
• Stále p̌redpokládáme, že A je regulárńı matice.

Soustava Ax = b má potom právě jedno řešeńı.
Předpokládejme, že je matice A normalizována tak, že jej́ı max. prvek v absolutńı hodnotě je roven 1.
Je-li soustava špatně podḿıněná, potom matice A�1 muśı obsahovat velké prvky.

nap̌r:

A =

"
1 1

1 0; 99999

#
) A�1 =

"�99999 100000

100000 �100000
#

To odpov́ıdá faktu, že č́ıslo podḿıněnosti je velké Cp = kAk � kA�1k (norma kA�1k je velká).

• Rozbor chyb

Ax = b , x� . . . p̌resné, xc : : : vypočtené

) chybu můžeme mě̌rit pomoćı rezidua r = Axc � b (pro p̌resné řešeńı je r = Ax��b =

0)

Plat́ı: Je-li xc bĺızko x� ) reziduum je malé. Bohužel to neplat́ı obráceně !!!

r = A(xc � x�)

xc � x� = A�1r
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Pro špatně podḿıněnou úlohu obsahuje A�1 velké prvky, které i pro malé hodnoty r mohou znamenat
velkou chybu.

p̌r:

A =

"
1 1

1 0; 99999

#
; b =

"
2

1; 99999

#

p̌resné řešeńı: x� = [1; 1]T

vypočtené může být: xc = [�98; 100]T

r = Axc � b =

"
2

1; 999

#
�
"

2

1; 99999

#
=

"
0

�0; 00099
#

) je lepš́ı pokoušet se odhadovat kxc � x�k.
Bohužel se v odhadech vždy vyskytuje norma kA�1k !!! Podrobněji viz literatura.


