Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

Formulace:
Je déna &tvercova matice A = [ay;]7;_; a vektor pravé strany b = [by, by, ..., bn]".
Hleddme vektor x = [z1, Zs,...,T,|T tak, aby platilo

Ax = b,

rozepsano po slozkach
1171 + Q12T2 + -+ + Q1 Ty = by

A21T1 + A2oTo + -+ + Ao T, = by

An1T1 + AnaTo + -+ - + AupnTn = bn

Predpokladame, Ze je matice A regularni  (tj. soustava ma pravé jedno reseni).

Mame dva zakladni typy soustav:

e soustavy s obecnou matici

e soustavy se specialni matici (symetricka, pozitivné definitni, ¥idka, pasova apod.)

Pro prvni skupinu se vétsSinou pouzivaji pfimé metody, pro druhou skupinu metody iteracni nebo specialni
modifikace pfimych metod.

Cramerovo pravidlo

. det A.L'
~ detA

neznama slozka reseni T;

pocet operaci:

Je nutné vypoditat (n + 1) determinanti.
Pro vypolet determinantu je tfeba n! s¢itani a v kazdém séitanci je (n — 1) nasobeni.

Dostavame:
(n+1)[(n—1)n!+n!l=n(n+ 1)

napf: pro n = 30, 10° operaci za sekundu — vypocet trva 7,82 - 102! let

Idea dalSich primych metod vychazeji z faktu, ze soustavy
[Ax=b| a [TAx =Tb]|
kde T je regularni matice, maji totéz reseni, tj. jsou ekvivalentni.

Touto transformaci Ize ziskat trojihelnikovou soustavu

Ux=y: U=TA, y =Tb
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U1 U2 Ui3| |21 Y1
Ugz U3| (T2 = |Y2
0 0  usz3] LT3 Ys

Trojuhelnikovou soustavu lze velmi snadno fesit zpétnou substituci. Realizovany proces se nazyva
zpétny chod.

Gaussova eliminacéni metoda

a11 Q12 Qi3 | by
Ax =Db rozepsano po slozkach Qo1 Aoz Aoz | by
az; Az asz | b3

.. s a a
Definujeme multiplikatory |mo = ——= |, |mg = ——=
a11 aii
H =t Bt = by
(1 g v 1
rg ) = Iy + Ma1l bg ) = bg -+ m21b1
(1 . v 1
rZ(S ) = 3 + Mayry b;(3 ) = b3 = m31b1
Ziskame novou soustavu ... 1. faze eliminace

a1 Q2 Q13 | by
Ay — p®) 0 ag? a.g? bgl)

0 o) o |8

(1)
Definujeme multiplikator |mss = —%
as2
ng) _ F31) bgz) _ bg1)
ng) _ Fg) bgz) _ bg1)
B ) 6D = B 4 gt
Ziskdme novou soustavu ... 2. faze eliminace

a1 Q2 Q13 | by
ABCx — b2 0 aglz) a%) bgl)
0 0 o |

Cely tento postup nazyvame primy chod. Trojihelnikovou soustavu feSime zpétnym chodem.
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g Efektlvnost algoritmu GEM

Bereme v (ivahu pouze operace nasobeni a déleni (pocet operaci s¢itani je priblizné stejny).
(N ... je Fad matice A)
e Celkem je N — 1 fazi eliminace. V K-té fazi pocitame N — K multiplikatord (tj. N — K délen)

N-1
1 1
Z(N K) ON—-S K=(N—-1)N- (N-1)N=_(N-1)N
K=1 2 2
o Kazdym multiplikdtorem vynasobime (N — K + 1) prvki rozsitené matice (jeden rozsiteny fadek),
tj. (N — K)(N — K + 1) v K-té fazi

-1 1

NZN K)(N — K+1:N [(N?+ N)— K(2N +1) + K?| =

_ (N = 1)(N? + N) — ;N(N _1)EeN 1)+ é(N _1)N@N —1) =

1 1 1 1 1
:N3—N2+N2—N—N3+§N2+§N+§N3—§N2+7N:

6
1 1
=_N*--N
3 3
e Zpétny chod
N
1+( L+ 1 )+0+2)+-+(1+N-1)= ) K=_N(N+1)
déleni nasobeni K=1 :
Celkem
1 1 1 1 1 1
—N(N -1 N)*—-N4+ZN(N+1)=|=N*4+N?_Z°N
2 ( ) +3 3 +2 ( +) 3 + 3
vypocet multiplikator primy chod zpétny chod
Priklad 1
Redte soustavu rovnic
T + 2y + 3z = 14 1 2 3 T 14
2r + 4y + 5z = 25, tj. 2 4 5 y | =] 25
7T + 8y + 9z = b0 7 8 9 z 50

Reseni

Pro zapis budeme pouZivat tvar matice rozsirené:
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/-(=3)
1 2 3|14 1 <_)+
2 4 5|25 +
7 8 9|50
2 3| 14

0 -1 -3 /-(—8(:)4r !!!déh’meO

e Algoritmus Gaussovy eliminac¢ni metody pro tento pfiklad neni realizovatelny.

e Snadno se presvédCime, ze ma dana soustava reseni
z=1, y=2 a z=3.

Gaussova eliminaéni metoda ale selhala.
Otazka 1: Pro jaké matice A ma soustava Ax = b pravé jedno feseni?

— matice A musi byt regularni, tj.
vSechna vlastni Cisla musi byt rizn4 od nuly
jinak fec¢eno radky matice A musi byt linedrné nezavislé
jinak feceno sloupce matice A musi byt linedrné nezavislé

jinak feceno det A # 0

Pozndmka: Vlastni Cislo matice A je Cislo A splnujici rovnici Av = Av, kde v je vlastni vektor
odpovidajici vlastnimu islu A. Cislo A tedy urcitym zpiisobem charakterizuje matici A.

Otazka 2: Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy eliminaéni metody realizovatelny?

— Véta: Je-li matice A ostie diagonalné dominantni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.

Poznamka: Matice A = [a;;]; j—1,.. . je ostfe diagondlné dominantni, plati-li

n
las] > > lail,

=1,

tj. absolutni hodnota diagonalniho prvku je vétsi nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvki v radku.

Napt.:

Il
N =~
[ NG S
O = N
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— Véta: Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.

Pozndmka: Matice A je symetricka, plati-li pro jeji prvky

a;; = Qy; Vi,j:1,2,...,n.

Pozndmka: Matice A je pozitivné definitni,

ma-li vdechna vlastni &isla kladna

nebo jinak fe€eno Vx # o : xFAx > 0.

Poznamka: Pro soustavu s matici, ktera splnuje predpoklady nékteré z uvedenych vét, je mozné dopredu
fici, Ze pljde fesSit pomoci Gaussovy eliminaéni metody. Obracené to ovSsem neplati, tj. neni-li napr.
matice soustavy ostre diagonalné dominantni, jesté to obecné neznamena, ze nepiijde pomoci Gaussovy
eliminacni metody fesit.

Pozndmka: Abychom zarudili, Ze soustava pljde vyresit pro libovolnou regularni matici, musime algo-
ritmus Gaussovy eliminaéni metody upravit. Zavedeme tzv. vybér hlavniho prvku (pivotaci).

Pozndmka: Pivot (hlavni prvek) ... prvni nenulovy prvek v daném fadku matice.

Priklad 2

Pomoci GEM se sloupcovou pivotaci vyreste soustavu rovnic z Pfikladu 1, kde selhala klasickd GEM,
tj. reSime soustavu Ax = b, kde

1 2 3 14
A=|2 4 5 a b= 25
7 8 9 50
Reseni
1. sloupec
i
2 1y _
2 3|14 7 8 9|50 /(—7)—)Jr /(=7
&h = +
vymén 25 ~ 2 4 5|25
9 |50 1 2 3|14
2. sloupec
d
neni 7 8 9|50 9
7 _ 1
tteba — | g 12 17|75 /'(‘@)——5—
2 7 7|7 g
menit J+

o
~| o
—
(V]
S
[0}
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7 8 9 |50 1
o2 m(n | x|,
o o 1 3 =
2 | 2

Poznamky:

e P¥i sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp. jeho &asti pod diagonalou véetné) vybirali
Cislo, které bylo maximalni v absolutni hodnoté a v pripadé, Ze toto Cislo nelezelo na diagonale, vyménili
jsme prislusné 2 rovnice. Déle jsme pokracovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty
pod diagonalou.

e Sloupcova pivotace neni jedind moznost. Podobné miizeme vybirat i maximalni prvek v absolutni hodnoté
z prislusného fadku (resp. jeho &asti) a poté vyménit pFislusné sloupce. Pozor! Je oviem tfeba zaménit
i prislusné slozky reseni x. V tomto pripadé hovofime o radkové pivotaci.

e Dalsi moznosti je vybirat maximalni prvek v absolutni hodnoté z celé matice A (resp. pfislusné podma-
tice). V tomto pfipadé hovofime o tplné pivotaci. Opét je treba mit na paméti, Ze je tfeba zaménit
slozky ve vektoru feSeni. Nevyhodou (ipIné pivotace je pomalejsi vypocet nebot hlavni prvek vyhledavame
z celé dosud neupravené Casti.

e Libovolnou pivotaci dosdhneme realizovatelnosti GEM pro libovolnou regularni matici A.

Metoda LU-rozkladu

Opét uvazujeme reguldrni matici A ¥adu N. Matici A Ize rozloit na soutin [A = LU |,
kde L je dolni trojuhelnikovad matice fadu N a U je horni trojlihelnikovd matice radu N.

Napr:
Q11 Q12 Q13 liy O 0 U1 U2 U3
Qo1 Q22 Qo3| = |lag loa O | O uxp ugs
a31 Q32 Q33 l31 I3 I3 0 0 ‘uss

v

Tento rozklad neni dan jednozna¢né (12 neznamych a 9 podminek), jednoznaénosti dosdhneme nap¥. tim,

ze polozime |l;; =1, 1 =1,2,...,N|

Algoritmus: (viz skripta)

je odvozen z postupného nasobeni radki matice L a sloupcli matice U

(1, 1) U1 = 011 (2, 1) a1 = lnun (37 1) az; = layun
(1, 2) U2 = Q12 (2, 2) Qoo = lo1U1n + U (3, 2) a3z = l31U12 + l30Uoo
(1,3) w1z = a13 (2,3) azs = lo1U1s + Uss (3,3) asz = lz1u13 + l32Uaz + Usz

Regenf soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1. Realizace LU-rozkladu: A =LU

2. Regenf trojuhelnikové soustavy: Ly =b L =b

Ux
~~
y

3. Regent trojihelnikové soustavy: Ux =y
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i e, i) RN S
Souvislost GEM a metody LU-rozkladu
Gaussovu eliminaci lze popsat pomoci nasobeni regularnimi maticemi.
F }
moq 1
;ofr_- v (1) M3y 1
Prvni fazi popiseme takto AV =M;A| kde M; =
My 1
_mnl 1_
[ a1 a2 Q13 Qin |
M21G11 + Q21 M21Q12 + Q22 Ma21Q13 + Qo3 M21Q1, + Qon
M31Q11 + Q31 M31Q12 + Q32 M31Q13 + A33 M31Q1n + A3p
[Mp1811 + An1 Mp1Q12 + A2 Mp1Q13 + Gn3 Mp1Q1n + Qnp
) T ]
Q11 G2 G13 ... Qin
moq 1
Qo1 Q22 Q23 ... GQ2p
ma1 1
= - [@31 Q32 A33 ... Q3p
mMay 1
_mnl 1_ |Gn1 Qn2 QAp3 ... Qpp|
g -
1
/- v (2) (1) M3 1
Druhou fazi popiseme takto AY = M,AY | kde Mj = m 1
42
L mn2 1—
Nakonec (n —1) fazi popiéeme A=Y =M, A2 | kde M, =
g -
1
1
1
L mn,n—l ]-_

Dostali jsme horni trojihelnikovou matici, oznacime ji napt. V

V=ArY=-M, M, M, 5.. M,M;A| = [A=M1V

ozn.M
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=1

M '=M;'M,'... M1,

) ) 1
1
1
mao 1 1 1
Mg = — M2_ =
Myo 1 1
L Mn2 1 i
L 1_
protoze po vynasobeni:
o -ty fadek x 7-ty sloupec (7 # 2)
— bUd, Myo 1+1- (—m42) =0
—nebo My -04+0-1+1-0=0
e 1-ty radek X 1-ty sloupec
— Mep-0+1-1=1
tj. My -M;' =1
Jak vypadd M~ ?
- }
— Moy 1
M= |-ms —msa 1
L—Mn1 Mpo —Mp3 1_
Pr.:
1 0 0] [1 0 0 1 0 0
—MmMoy 1 0 0 1 0] = —MmMo1 1 0
—MmM31 01 0 —T1M32 1 —MmM3; —MM32 1
Plati
A=M1'V
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S
(?) dolni trojuhelnikova s 1 na diagonale

(**) horni trojihelnikova

= jedna se o LU-rozklad (rozklad je jednoznacny) |L =M1!1aU=V

Vypocet determinanti
1. Uziti GEM

U = MN,]_MN,Q ... MngA

detU =det My_;det Mpy_»...det M, det M; det A
1 1
=1 =il = =

N
det A =detU = [ uy

=1

2. Uziti LU-rozkladu

N
det A =detL detU = [] us

i=1
Vypocet inverzni matice
1. Uziti GEM
AX =1 (maticova soustava)
X=A"
2. Uziti LU-rozkladu
A=LU
A—l — U—l L—l

Numerické aspekty GEM a metody LU-rozkladu

P¥i numerické realizaci nevypotteme presné matice L a U, ale pfiblizné matice L a U.
Teoreticky plati A = LU.

Oznatime A =LU ... dopotteno pro ziskané matice L a U.

Budeme zkoumat rozdil A — A.

Oznacme E a F matice chyb takové, Ze plati:

L=L+E, U=U+F

Potom:

A-A=LU-LU=(L+E)(U+F)-LU=EU+LF +EF
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ot
pTyne zavér: Pokud jsou multiplikatory v absolutni hodnoté velké, pak prvky L jsou v absolutni
hodnoté velké = chyba miZze byt velkd. Toto je jeden z divodi realizace pivotace.

Pfimé metody pro soustavy se specialni matici

Uvazujeme matice:
e symetricka

e symetricka a pozitivné definitni
e diagonalné dominantni
e pasova

Plati: Je-li matice A symetrickad a A*) jsou matice ziskané GEM v zakladni verzi, pak podmatice A(*)
jsou také symetrické.

pi:

a b c /(_2 ;>+ /(:))+

b d e

c e f
a b c
0 d— 2 e— %
0 e-% -2

Lze pak pouzit symetrickou verzi GEM a LU-rozkladu.
Je-li matice A navic pozitivné definitni, pak Ize realizovat Choleského metodu rozkladu
A =UTU

Poznamka: V algoritmu je potfeba realizovat vypocet odmocnin a to lze pouze pro pozitivné definitni
matice.

¥

Q11 Q12 Q13 u;; O 0 Upr U2 U3

@21 Q22 Q23| = |U21 U2z O |- | O Uz Uzs

G31 Q32 (33 U3l Uszz Uss 0 0 a3
(1, ].) A= u%l (2, 1) . Qo1 = Uyo * Ut (3, l) . Q31 = U3 * U11
(1,2) 1 az = U1 - Up2 (2,2) 1 ax =ui, +ud, (3,2) 1 asy = U1z - Uy + Uz - U
(1, 3) . Q13 = U1 * Uz3 (2, 3) I Qo3 = Uin * Uiz + Uas * Uog (3, 3) . Q33 = ufs = ugs T u§3

Metoda LU-rozkladu pro pasové matice

UvaZujeme matici A takovou, Ze |a;; = 0| kdyz | |i — j| > p| (3itka pasu je 2p+ 1).
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pt+1

p+1

Pokud Ize realizovat LU-rozklad, pak

li;; =0, kdyz 7>1 a 3<t1—p,
u; =0, kdyz <1 a j7>1+0p.

Pozndmka: V pripadé obecné matice vsak nelze Cekat, ze matice L a U bude mit nulovy prvek v téze
pozici jako jej méla matice A.

Pro pasové, symetrické, pozitivné definitni matice pouzivame specialni verzi Choleského rozkladu.

Metoda faktorizace pro tfidiagonalni matici

Uvazujeme soustavu n + 1 linearnich algebraickych rovnic ve tvaru:

co —bo fo
—a7 Cy —b]_ fl
—Q9 Co —b2 f2

—as Ci3 —bs f3

—Qp_1 Cnit1 _bnfl fnfl

_a'n Cn fn
Oznadime
bo fo
o = — | /51 —
Co Co

Prvni dvé rovnice (prvni rovnice je vydélend cp) lze psat ve tvaru:

— o = /-a1 =
Yo 1Y1 B1 J"'

—a1% + ayi — by, = fi

(c1 —a1a1)yr — biys = f1 + a1 Bu
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Y1 — OaYs = B

kde
_ b, it aB
="\ |fo=T""T—
C1— 0100 C1 — 010
Po zobecnéni:
e PRIMY CHOD
b
ay = = P = &
Co Co
b; . it a;- Py
a2 =—1=12,...,n—-1 ,Biﬂzu 1=1,2,...,n
C;,—Q; 04 C; —Q; O
e ZPETNY CHOD
Pro posledni dvé rovnice ziskame:
n— — OrlYn — n / "Qn —
Yn—1 (] B (_) .
—A0npYn—1 + CnlYn * — f’n
(Cn - anan)yn — fn + anﬂn
& ve druhé rovnici jiz neni clen —b, Y, 1
Vyjadrime posledni slozku feseni:
fn + GnBn
Cn — GOy
Zpétné dosazujeme:
yi—lzﬂi+ai'yi i:n,n—l,...,l (*)
Efektivnost algoritmu
déleni 2n +1 (1+n—-14+1+mn)
nasobeni : 3n (n+n+mn)
s¢itani a od¢itani + 3n (n+n+n)
celkem (8n + 1) operaci

Pozndmka: Pokud budeme feSit tuto soustavu pro riizné pravé strany F, nemusime jiz znovu vyjadrovat
koeficienty o, protoze nezavisi na F. Stadi tedy prepocitat B;.
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Zatim jsme neuvedli predpoklady pro metodu faktorizace
e je tfeba zajistit, aby jmenovatel c¢; — a;o; byl nenulovy pro 1 =1,2,...,n

e y; se urCuje z rekurentni formule (x), pfitom mize dojit k akumulaci zaokrouhlovacich chyb.

Necht o, B; jsou dokonce presné vypoditané a necht mame ¥, = y, + €, (s chybou €,,).

Potom postupné vypocitame podle (x)

ﬂi,lzﬂﬁ—aiﬂi, i:n,n—l,...,l

Oznacime-li |e; = §; — y; | chybu, bude jisté spliovat homogenni rovnici

EEI REL R

(protoze presné hodnoty y; splnuji y;_1 = B; + a;¥y;)

= Pokud by byly koeficienty |o;| > 1, dojde k velkému nérdstu chyby o !!!

Pro||oy| <1,2=1,2,...,n|je algoritmus stabilni.

(*)

Postacujici podminky pro zajisténi (e):  Matice soustavy je ostfe diagonalné dominantni.

Dikaz viz literatura.

Ptiklady aplikaci, které vedou na soustavu s tridiagonalni matici

1. Redeni okrajové ulohy

= —f(iE) S (07l)

)
u(0) = 0
u(l) = 0
k(z) > 0
g(z) = 0O
P A—

z na (0, 1) diskretizujeme ... sitz;

plvodni dlohu nahradime tGlohou s diferencni rovnici a pouzijeme vzorec pro pomérnou diferenci

2. Diferencni schémata pro rovnici vedeni tepla
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du o*u
w(0,8) = pu(t)

u(z,0) = wuo(z)

3. Soustava pro vypocet koeficienti kubického spline

(aproximace funkce) ... budeme probirat

Podminénost ulohy fesit SLAR

Uvazujeme opét soustavu Ax =Db, A ... n X n regularni, b € R".

Oznaceni:
AA ... mald zména matice A

Ab ... malad zména vektoru b
Ax ... odpovidajici zména vektoru neznamych

X* ... presné feSeni soustavy Ax = b

Plati:

(A+ AA)(x*+ Ax) =b+ Ab

1. Uvazujme situaci AA =0, tj. A je zadana presné
Otazka: Jakou zménu FeSeni vyvola zména pravé strany?

Ax* + AAx=b+ Ab
AAx = Ab
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Ax = A'Ab

Z vlastnosti maticové normy plyne:

1 _ Al

Ax*=b = [[b]| < [[A[l- x| = =]

Ax=A"Ab = [|Ax] <[[A Y- Ab]

[Ax]| _ [IA]|- [|Ab]l - [lA]]

B =Bl
[Ax]
x" -
C = qlxplr < A1 -IAl
[l

2. Pripad, kdy Ab =0, tj. b je zadana presné

(A + AA)(x* + Ax) =

Ax* + AAX* + AAx+ AAAx=Db

AAx = —AA(x" + Ax)

Ax = —A TAA(x* + Ax)

i g A
8] < A~ [AAY - o + ] - iy
x| 1 pag JAAL
L <A JAl
e+ o = 222 AT
||Axﬂ
X + AX _
G, = Xl <A )
TAT

3. Rozmyslete obecny pfipad Ab # 0, AA # 0 viz skripta (D.cv.)

Poznamka: Pro symetrické matice je Cislo podminénosti podil nejvétsi a nejmensi absolutni hodnoty
vlastniho ¢Eisla.

| Ama:c |
‘ )\min |

Cp=||A- Al =
—_——

1
min

Amaz

A

7~ a8 7 . " s v as s 7 1 I ] \
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Geometricka interpretace - dobfe podminéna dloha (2D)

=
z—y=1 ==

:\/
) \

A=l A o=l

Dobre podminéna Gloha - mald relativni zména vstupnich dat vyvold malou relativni zménu vystupnich
dat.

z+y=3 yzB—x} =2

Cp = [IA7H] - l|All

0,5 0,5
A= " | =0,5A
lo,5 —0,5] ’

Cp, = 1-2 =2 (fadkova, sloupcova norma); C, = %\/5 = 1 (spektralni norma)

2 0
(ATA:[ ] IAllsr = 3, ||A1||sp:¢%)

1. zména pravé strany  (zména matice AA = 0)

Ab = lo’ll, b+ Ab = l‘?”l]
0,2 1,2

’
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zménéna soustava y=3,1 —z;y —z — 1,2

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

aa—[0 01 aiaa_[1 U1
0,2 0 1,2 -1

zmé&néna soustava y=:;5(83—z);y = 1,2z 1
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i ] L]
Geometricka interpretace - Spatné podminéna uloha (2D)

. reseni
z+1,1y=2,1 y=1::(2,1-2)

2.5r

0.5r

N
oL
-
)
w

S R
1 1,1 2,1

Spatné podminéna lloha - mala relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich
dat.

Cp=[lAM - l|All

Al 11 —10
- |—=10 10

Cp, =2,1-21 = 44,1 (fadkova, sloupcova norma); C, = 2,0512 - 20,5125 = 42,07 (spektralni norma)

1. zména pravé strany (zména matice AA = 0)

Ab = [0’1], b+ Ab = [2’1]
0,2 2,3

?
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zménéna soustava Yy =2,1 —z;y = (2,3 — 2)

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

AA:[O 0 ] A+AA:[1 1]

0 —0,05 1 1,05

2.5r

1.5

zménénd soustava Yy =2 —z;y — (2,1 — )
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= e
, 8

"

X%
. .© Poznamka: Jiny vypocet Cisla podminénosti (prakticky)

Ax=Db
zména na vstupu ... AA
vyvold zménu na vystupu ... Ax
(A+AA)(x+Ax)=Db
HﬁxﬁH
X
C, =
P AA]
[A]]
Priklad
A:50 _100,b O’ x:2
50 —101 -1 1
zména matice soustavy
0 0,1 —~ 50 —99,9
AA = ! A=A+ AA= ’
l0,2 0 ] = + [50,2 —101]
$— A 1p— 2,8527
1,4278

oot

1|~ |1,4278] ~ |—0,4278
1]l 1.vektorova / sloupcova| maximova / fadkova |euklidovska / spektralni
—0, 8527
Ax = ’ 1,2 2
X l—0’4278] ,2805 0,8527 0,9539
2
X = [1] 3 2 2,23601
0 01
AA = ! 2 2 2
[0,2 0 ] & & g
50 -100
A= 201 151 158,747
|ﬁO —101] 0 > >8 )
Cp 428,97 321,89 338,6
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el =3 lzl s [lxlloo = max fz], [|x]l2 =, /> 22
1 1

1
|Alls = max Y lawl, [[Alls=maxYlawl, [Allsr = maxAi(4”4)
7 k

(P¥i pouziti rliznych norem dostavame obecné riizna ¢&isla podminénosti.)

Cp = [|ATH] - lA]l

Al 2,02 —2
1 -1

C, =151 - 4,02 = 607,02 (adkova ||.||);
C, =201 - 3,02 = 607,02 (sloupcova |[|.||);

C, = 158, 7479 - 3,1750 = 504,03 (spektrélni ||.|))

Poznamky k podminénosti

e Stale predpokladame, ze A je regularni matice.

Soustava ma potom pravé jedno reseni.
Predpokladejme, ze je matice A normalizovana tak, ze jeji max. prvek v absolutni hodnoté je roven 1.

Je-li soustava $patné podminéna, potom matice A~! musi obsahovat velké prvky.

napr:
1 1 1 —99999 100000
1 0,99999 100000 —100000
To odpovida faktu, Ze &islo podminénosti je velké |C, = ||A]| - [JA Y| (norma [[A ]| je velkd).

e Rozbor chyb

Ax =Db| x* ... presné, X, ... vypoctené
=  chybu mizeme méfit pomoci rezidua |r=Ax.—Db (pro presné feseni je r = Ax* —b =
0)
Plati: Je-li x. blizko x* = reziduum je malé. Bohuzel to neplati obracené !!!
r=A(x, — x*)

X.—x*=A"r
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e
Pro $patné podminénou tlohu obsahuje A ! velké prvky, které i pro malé hodnoty r mohou znamenat
velkou chybu.
pi:
A= 1 1 b= 2
1 0,99999 1,99999

presné Yedeni: x* = [1,1]"
vypoctené miize byt:  x. = [—98,100]"
r=Ax.—b= 2 | 2 = 0
1,999  |1,99999 —0, 00099

= je lepsi pokouset se odhadovat ||x. — x*||.

BohuZel se v odhadech vzdy vyskytuje norma ||[A || !l Podrobnéji viz literatura.



