Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Formulace:

Je déana funkce f : R — R definovana na intervalu (a,b). Hleddme z € (a, b) tak, aby f(z) = 0.
(z ...kofen rovnice)

Poznamka:

Najit presné feseni analyticky je mozné jen ve velmi jednoduchych pfipadech, napf. pti feseni linearni
rovnice 12z — 3 = 0, p¥i redeni kvadratické rovnice 422 — 5z +8 = 0 nebo nap¥. pti fedeni rovnice sin 5z = .
Proto je nutné pro nalezeni kofenli pouzit néjakou numerickou metodu.

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat jsou zalozeny na iteracnich principech. Pro kazdou
iteraCni metodu nas budou zajimat odpovédi na dvé otazky:
e Konverguje posloupnost iteraci ke hledanému korenu?

e Jestlize ano, jak rychle?

Véta:
Predpokladejme, ze
(i) realna funkce f je spojita pro z € (a, b),

(ii) f(a).f(b) <O.

Potom existuje aspori jedno feSeni & rovnice f(z) = 0 na (a,b).

Vétu ilustruje nasledujici obrazek.
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metoda prosté iterace

Zpresnujici metody

Newtonova metoda

metoda secen

Mullerova metoda

Metoda prosté iterace

Vsechny (jednobodové) iteraéni metody Ize pokladat za specialni p¥ipad této metody.

Princip:

e pivodni rovnici | f(z) =0| prepiSeme na tvar |z = ¢(z)

e existuje celd fada moznosti, jak to udélat!

e na konkrétni volbé funkce ¢ zavisi
konvergence metody
rychlost konvergence

Algoritnus:

1) Zadame z, € (a,b), € > 0

2) Try1 = o(T4)

3) Je-li |zpy1 — zi| < €, pak £ = 2411, KONEC
jinak jdi na 2)



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

o S

Y A

o

) A

—
i
Priklad 1
Metodou prosté iterace najdéte na intervalu (1,4) feSeni rovnice
10
z?+lnz— — =0.
T
Za pocatecni iteraci volte stfed zadaného intervalu, tj. zo = 2,5.
Reseni
UkaZeme si 4 zplisoby prepisu rovnice f(z) = 0 na tvar z = p(z).
1. zpdsob:
0 (10 $2>
10 2 — =
lnm:?—:zzz = |z=el& — %) ti. p(z)=e\T
" - .
- Jiz prvni iterace z; je mimo zadany interval,
- navic druha iterace z5 je velmi velké Cislo
1 0.1054

a proto metoda prosté iterace nekonverguje.

2 | 1.5845 - 104!
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2. zplsob:
10 10 10
2 .
z+hz=— = = tj. )= ———
+ z T iz - ¢(@) z2 +lnz
0 2.5 Y . Y R
Podobné jako v predchozim pripadé, zde
1| 1.3954 . . . ,
je 2. iterace o mimo zadany interval a
2| 4.3852 L. Y .
metoda prosté iterace opét nekonverguje.
3| 0.4829
4| —20.2122
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V tomto pfipadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z, rychlost “zahustovani” byla oviem

mala.
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V tomto poslednim pripadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z velmi rychle. To dokazuje
ten fakt, ze kdybychom pouzili pro zastaveni podminku, aby absolutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich
iteraci byla mensi nez 1071% potiebovali bychom k tomu pouze 10 iteraci.

Poznamka:
Chovani metody prosté iterace je zavislé na zvoleném predpisu pro funkci ¢ = @(z). Porovnanim grafii z
predchoziho prikladu Ize usoudit, Ze je vhodné, aby se funkce ¢(z) co nejvice blizila konstantni funkci.

Véta (Postalujici podminky konvergence metody prosté iterace.)
Predpokladejme, ze je funkce ¢ na intervalu I = (a,b) spojitd a plati:
(a)Vzel:p(z)el (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),
(b) 3g € (0,1) : |p(z) — )| <qlz—y| Vz,yel (funkce ¢ je kontrakce).
Potom
1) v intervalu I existuje pravé jeden kofen o rovnice z = ¢(z),
2) posloupnost {zx}2, uréenad formuli z, = @(zx—_1) konverguje pro kazdé zo € I a limg_,00 Tr = .

Dukaz

1) je disledkem podminky (a) a spojitosti ¢
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lze, lze

a

= ¢(z)=a, p(z)<b Vze (0

=  musi platit
p(a) >a, p(b) <b

p(a) <b, p(b) > a

jednoznadnost | plyne z vlastnosti (b)

DK sporem: Predpokladejme, ze existuji 2 riizné hodnoty a; # a takové, ze

+spojitost

y=x

ar = p(o), az = p(a)
Potom plati:
ax — ai| = [p(az) — w(al)!éq- oty — 0‘1\\</\O‘2 —a
(b) spor
2) Plati

po odecteni:

Tr = 90(331#1)

a = p(a)

Zr — a = 9(zr-1) — ()

Ty — o = |p(zr_1) — @(a)]

T, —a|<qg |z —a|<¢ |z —a
Iz —a| < ¢* |z —a| Vzo € (a,b)
S

(%)

konst

(xx) g* = 0 pro k — oo (lg| < 1)
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Poznamka:

Podivejte se na souvislost predpokladli predchozi véty a volby funkce ¢ v jednotlivych pripadech prikladu

Poznamka:
Pro diferencovatelnou funkci ¢ Ize podminku (b) nahradit podminkou
(b)3g€(0,1): |¢(a)|<q Vzel

Poznamka:

Rychlost konvergence metody prosté iterace je charakterizovana |¢'(zy)|, jelikoz Ize psat

§) A o(r+1) — p(zk) _ Tr+2 = Tietr

!
¢'(z
Tr+1 — Tk Tp+1 — Tk

Pozndmka:

Souvislost “zahustovani iteraci” a hodnoté ¢

a) é 1 = |£Ek — $k_1| é |$k—1 — :Bk—2|

b) ¢~0 = |zp—Zp 1] < [To1— Tk 2

Poznamka:

Jak bylo feceno hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci neodpovida obecné chybé priblizného feSeni.
Geometricky si to lze predstavit takto:

| |
L

Tplg-1Tg—2 X

8)

Odhad chyby metody prosté iterace
e Mame konvergentni proces zp = p(zx_1), k=1,2,...

e Presné FeSeni a spliiuje vztah o = ¢(a), klim T = o
—00
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Po odetteni dostaneme 7 — a = (zx_1) — (a)
tj. |ze — ol = [p(zr-1) — ()| «
e Predpokladame, Ze ¢ je lipchitzovska s konstantou g € (0, 1), tj. musi platit:
(k1) — p(a)| < g [zk—1 — @ —
e Dale pouzijeme A nerovnost:
[Ze—1 — &f = [Teo1 — T + e — af < [Teo1 — T[ + 2k — —

e /Z poslednich 3 vztah( dostaneme:

|z —a| < g |ze—1 — zk| + ¢ |2 —

1

(1-q) |zx —af <q-|Te—1 — i /'17_q>0
q
\a:k — a] S 17 : |$k71 - mk‘
—4q

e Pouzijeme-li zastavovaci podminku

\a:k — $k71‘ < g,

potom plati odhad chyby
q
Ty —a| < €
o —af < — .
Priklad 2

Pomoci metody prosté iterace Feste na intervalu (0, 4) rovnici

z—+vz+4=0.
presné resent

r=+z+4 /?

P=z+4
g2 —z—4=0
14+ /17
Ti12 = T = I~ 2,5615 x,~ —1,5615 ¢ <0,4>
e Rovnici prepi§eme na tvar: = =+/z+4
——
o(z)
e Ovéfime splnéni predpokladii véty o postacujicich podminkach konvergence metody prosté iterace:
(a) Vz € (0,4) : 0<vVz+4<4
0<z+4<16

—4<z<12
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AN i

Vz € (0,4) : lo'(z)| <1

1
— <1
‘2\/:c+4‘

1
2v/T + 4
1< 2v/x+ 4

1 <4z + 16
—15 < 4z

<1

e Vlastni vypocet:

volime o = 2 a pro zastavovaci podminku hodnotu € = 0.001.

2.5395 = T = z5 = 2.5613.

e Odhadnéme velikost chyby priblizného feseni predchoziho prikladu.

Graf funkce ¢(z):

—4
Plati:
o = L kladna klesajici funkce
C 2y/z+4
(¢ = (GGla+4) 8 = —gla+ 4 F = - <)
2 4 4z +4)y/z + 4

U
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1
/ . ! _ - s 1
0123;{4“0 (z)| = |¢'(0)| = -9 - podminka (b")

Zvolili jsme € = 0,001 a proto plati odhad chyby:

1
5 — a < 5 .0,001 = 0,000333

4

Definice: Rikame, Ze posloupnost z;, konverguje k Cislu o rychlosti 7, jestlize pro k — oo
_ — _ r O _ r+1
|Zr41 — af = ¢z — af + O(|z — o ™).

Mluvime o asymptotické rychlosti konvergence (kK — 00).

Pozndmka:
_ f=@)| . , ,
f(z) =0(g(z)) proz - a < (@) je omezena (a nenulova) pro z — a.
Priklady:
5 gi
a) z°-sinz = O(z°) pro =z — 0| & z 51113: = |sinz| <1 proz — o0
T
z° -sinz sinz

b) 25 -sinz = O(z®) pro z—0 5 = —1 proz—0

Rychlost konvergence metody prosté iterace

Je-li funkce ¢ dostatec¢né hladka, mizeme napsat jeji Tayloriiv rozvoj v bodé o a potom pro z = z;_;

plati:
p(zis) = pl@) + (@) (mers ~ )+ L D(as —af + T (s
Ty —a = ¢'(a)(zr1 — a) + ¢'la) (Tp 1 —a)* + L(éb)(a:k,l —a)?

2 6

o je-li ¢'(a) # 0, potom
zi — o = ¢'(@)(zr-1 — @) + O((Tk—1 — @)°)

= rychlost konvergence je fadu 1

e je-li ¢'(a) =0 a ¢"(a) # 0, potom

I
e — = 2

(ze-1 — @) + O((z4—1 — @)*)

= rychlost konvergence je fadu 2

Newtonova metoda

Predpoklady:

Necht v intervalu I = (a, b) leZi jediny jednoduchy koten Z rovnice f(z) = 0. JelikoZ mluvime o zpFesfiujici
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. e T , . . , . V. vy
metode, predpokladame, Ze mame zadanu nultou iteraci o € I, ktera je relativné blizko hledanému Feseni.

.
' Vyjadfime Tayloriiv rozvoj funkce f v bodé z,. Pfitom predpokladame, ze existuji prislusné derivace funkce f.

£(@) = £(@0) + £'(@0)(& — 7o) + 21" (E)(z — o)’
Rovnici f(z) = 0 nahradime linedrni rovnici
f(@o) + f'(zo)(z — 20) =0

Ta ma koren

Ty = Tg — f($0)
f'(zo)
Cely postup opakujeme a dostavame iteracni formuli
f(zx)

P = B f'(zx)

Geometricky vyznam Newtonovy metody:

Kfivku y = f(z) nahradime tecnou ke grafu v bodé z; a hodnotu zy 1 ziskdme jako priselik te¢ny s osou
z. Proto se také Newtonova metoda nazyvd metoda tecen nebo metoda linearizace.

Pozndmka:

Jako zastavovaci podminku lIze nap¥. volit |zx 1 — zx| < € nebo |f(zi)| < 6.

Poznamka:
Algoritmus Newtonovy metody je specialnim pfipadem metody prosté iterace. Za funkci ¢ jsme volili funkci

I (C)
B =2 ey
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Rychlost konvergence Newtonovy metody

1. zplisob odvozeni (Newtonova metoda jako specialni p¥ipad metody prosté iterace)

Rychlost konvergence zavisi na ¢'(a), resp. ¢"(a) ... (viz dFive).

Plati: f(@)
=2 )

NN S Y S
L ) R )R 02

¢'(a) =0, protoze f(a) =0

Plati:
o = (f 1+ f ) = f 2
(1)
N3 i "
o'(a) = (]E])”)Z = J;c,((z)), protoze f(a) =0

Plati tedy ¢'(a) =0 a obecné ¢"(a) #0 = rychlost konvergence je ¥adu 2.

2. zplsob odvozeni

Pomoci Taylorova rozvoje funkce f v bodé zo (necht existuji f'(z) a f"(z) v I):
1
f(z) = f(zo) + f'(@0) - (z — o) + 5 f"(&) - (z — zo)?
Dosadime za z presné feseni o (tj. f(a) = 0)

£(0) = £(@) + £(20) - (@ = 20) + 5 £(6) - (o= 2o’

=0

Vydélime f'(zo) # O:

fe) 1P,
= ) T T 3 gy ™)

R N E
Proces opakujeme:
"
e T8 e
chyba k + 1 iterace kvadrat chyby
k-té iterace
= rychlost konvergence = 2

Necht plati
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117"(€)
2| f'(m)

‘SC VEnel

(Urcit C miize byt obecné problém.

Oznaéime-li €, = z — a chybu k-té iterace, potom z (x) plyne

lex+1] < Clexl’, ti [Cerpa| < [Cenl?

|Ce1| < |Ceol?
|052| < |Cf‘31|2 < (|050|2)2
Ces| < [Cea|® < ((ICe0l?)?)?

ICex| < |Ceol**

Dostavame odhad chyby:

1
el < =|Ceol

Postacujici podminka konvergence:

Plati  |e1] < Cleo|? = Cleo| |eo]
N——

#
Pokud bude # < 1, dostaneme kontrakci.

|Ceol =||C(a — zp)| < 1

ICa—z1)| <|C(a—1z)| <1, tj. |Ce| <1
—_—— —_——

€1 =200}

Pro “velkou” hodnotu C' musi byt pocatecni iterace o “velmi presna”.

Véta (Postalujici podminky konvergence Newtonovy metody.)

f(0)
f'(b)

Je-li f'(z) # 0, f” neméni znaménko v I = (a, b), plati-li f(a)-f(b) < 0a ‘]{’((?1))‘ < b—a,

‘< b—a,

potom Newtonova metoda konverguje Vz, € I

Platnost tvrzeni |ze ovéfit pomoci nasledujiciho obrazku.
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=0

. I®-F0 _ _ S
napr. ?—f(b) = b_c_f’(b)

Praktické pravidlo pro odhad presnosti:

Je-li |a — x| < 107¢ potom |a — zp, 1| < 10724,

(pokud jsou splnény predpoklady pro odvozeni metody)

Poznamka:

Dosud jsme FesSili nelinearni rovnici pouze v R. Algoritmus Newtonovy metody mizeme vSak pouzit i pro

feSeni dané rovnice v oboru komplexnich cisel.

Priklad 1
Newtonovou metodou feste v komplexnim oboru rovnici

g =0, z=z+1y, zT,y€R

[tera¢ni formule bude mit tvar .
Zk + Zk

Rk+1 — 2k — —4z2 11

Je zrejmé, ze dana rovnice bude mit 4 resent:

0, -1, -+ =-Y%

V3. 1 /3.
2 2 2

N —
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-

(—2;2), dostaneme jedno ze ¢tyf uvedenych feseni. Obarvime-li bod predstavujici pocateéni aproximaci rtiznou
barvou, podle toho k jakému teseni dospéjeme, ziskame fraktalovou strukturu.

2

0.5

-0.5

15 1 05 0 0.5 1 15 2

Pokud vykreslime pro kazdy pocatecni bod pocet iteraci nutnych k rozhodnuti, ke kterému z moznych
kofenli metoda konverguje, dostaneme nésledujici obrazek (tmavé odstiny znamenaji maly pocet iteraci, svétlé
odstiny velky pocet iteraci).
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Priklad 2

Newtonovou metodou feSte v komplexnim oboru na ¢tverci (—1.2;1.2) x (—1.2;1.2) rovnici

212 4 744/6112% — 86/160572* + 25/357 = 0

Koreny:

—0.75 4+ 0.752
—0.75 — 0.75¢
0.75+ 0.752
0.75 — 0.75¢
—0.65 + 0.257
—0.65 — 0.257
—0.25 + 0.6512
—0.25 — 0.657
0.25 + 0.652
0.25 — 0.657
0.65 + 0.252
0.65 — 0.25¢

0.8

0.6

0.2
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Poznamka:

P¥i odvozovani Newtonovy metody jsme predpokladali, ze f'(a) # 0, tj. a je jednoduchy koten.

Priklad:

Pomoci Newtonovy metody najdéte koren rovnice |z® = 0.

y ! 5
z a=0 ... trojndsobny koren
f(zx)
Thr1 = T —
k+1 k (@)
oo g Tk
‘ k+1 — Tk 322
r 2
Tpi1 = ga:k = rychlost konvergence je 1 !!!
2 2 2
Zesr = ST A a= o = (Thpr — @) = g(mk —a)t
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Definice:  Koten a rovnice f(z) = 0 ma nasobnost s, jestlize |0 # g(a) < 00|, kde [g(z) = (a;f(:IZ)s

Modifikovan3 iterac¢ni formule

T
Tpi1 =Tk — S f,( :) jiz opét kvadraticky iteraCni proces
f'(zx)
.
pro predchozi priklad: Tpi1 = Tp — 3% =z, — T, =0
k

nevyhoda - musime znat nasobnost s

Jiny pristup pro hledani nasobnych koreni

Je-li o s-nésobny kofen rovnice f(z) = 0, potom je a (s — 1)-ndsobnym kofenem rovnice f'(z) =0 a
tedy jednoduchym kofenem rovnice
flz) _

W)= i)

D.cv: ¢'(z) =7

Aitkeniiv proces

Konverguje-li iteraéni metoda lineadrné, Ize pomoci Aitkenova procesu urychlit konvergenci.
Plati:

a—zTi =Crala—zi), |Ckl<1

kde |Cx| — C je asymptoticka konstanta chyby.

Jsme-li blizko limity, jsou Cisla C} priblizné stejna a lze psat
a—z 1~ Cla—1z), IC|=C

Pro dalsi iteraci
o — Tpio ~ Cla— Tiir)

Po vylouceni C:

O —Tpy1 O — Tpy2
o — Tk O — Tp

(o — Tpr2)(a — 1) & (@ — Tpyp)?
o — a(Tx + Tpi2) + TiTri2 X O° — 20Tp 1 + Th g

2
TkThiz — Tiy1 N (T — 2Tpi1 + Thoo)

2
TrTrt2 — Tiya
T — 2Tp41 + Trqo

(0
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Zo,T1,To — O =:23

ZT3,Ts,Ts — O =. Tg

Priklad 3

Pomoci metody prosté iterace reste rovnici 22 — £ = 0. PouZijte prepis |z = /T | pocatelni iteraci
j]

To = 3 a zastavovaci podminku |z — zx_1| < 107°.

vysledky ziskané v MATLABu

| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 3.000000 | | |
| 1| 1.732051 | -1.267949 |

| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
I 3 | 1.147203 | -0.168871 | 0.405963 |
| 4 | 1.071075 | -0.076127 | 0.450800 |
| 5 | 1.034928 | -0.036148 | 0.474833 |
| 6 | 1.017314 | -0.017614 | 0.487272 |
| 7 | 1.008620 | -0.008694 | 0.493600 |
I 8 | 1.004301 | -0.004319 | 0.496791 |
| 9 | 1.002148 | -0.002153 | 0.498393 |
| 10 | 1.001073 | -0.001075 | 0.499196 |
| 11 | 1.000537 | -0.000537 | 0.499598 |
| 12 | 1.000268 | -0.000268 | 0.499799 |
I 13 | 1.000134 | -0.000134 | 0.499899 |
I 14 | 1.000067 | -0.000067 | 0.499950 |
| 15 | 1.000034 | -0.000034 | 0.499975 |
| 16 | 1.000017 | -0.000017 | 0.499987 |
| 17 | 1.000008 | -0.000008 | 0.499994 |

Predchozi vypocet urychlete pouzitim Aitkenova procesu.

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
| 0 | 3.000000 | | |
| 1| 1.732051 | -1.267949 | |
| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 3 | 1.112973 | -0.203101 | 0.488251 |
I 4 | 1.054975 | -0.057997 | 0.285559 |
| 5 | 1.027120 | -0.027855 I 0.480285 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
I 6 | 1.001378 | -0.025742 | 0.924133 |
| 7 | 1.000689 | -0.000689 | 0.026771 |
I 8 | 1.000344 | -0.000344 | 0.499742 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 9 | 1.000000 | -0.000344 I 0.998968 |
| 10 | 1.000000 | -0.000000 | 0.000344 |

Priklad 4

Pomoci Newtonovy metody Yeste rovnici 2 — £ = 0. PouZijte pocatedni iteraci o = 3 a zastavovaci

podminku |z — Tx 1| < 1075.

vysledky ziskané v MATLABu

3.000000
1.800000
1.246154
1.040603
1.001525
1.000002
1.000000

| dx(k)=x(k)-x(k-1)

-1.200000
-0.553846
-0.205551
-0.039078
-0.001522
-0.000002

dx (k) /dx(k-1)

0.461538
0.371134
0.190113
0.038959
0.001522

Rychlost konvergence Newtonovy metody je 2, tj. pro urychleni nelze pouzit Aitkenliv proces. Pokud

bychom jej pouzili, vypocet se naopak zpomali.

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1)

I 0 | 3.000000 | |

| 1| 1.800000 | -1.200000 |

| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 3 | 0.771429 | -0.474725 | 0.857143

| 4 | 1.096241 | 0.324812 | -0.684211

| 5 | 1.007767 | -0.088473 | -0.272383
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 6 | 1.026707 | 0.018940 | -0.214073

| 7 | 1.000677 | -0.026030 | -1.374350

| 8 | 1.000000 | -0.000677 | 0.025995
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 9 | 0.999982 | -0.000018 | 0.026688

| 10 | 1.000000 | 0.000018 | -0.974664

| 11 | 1.000000 | -0.000000 | -0.000018

Nevyhody Newtonovy metody

e zadana funkce f musi byt diferencovatelna
e derivace se primo vyskytuje v itera¢ni formuli
e v kazdé iteraci musime kromé funkéni hodnoty pocitat také hodnotu derivace

Pro odbourani posledni vlastnosti mizeme za predpokladu, Ze se derivace f' na okoli kofene pfiliz neméni,
Newtonovu metodu modifikovat tak, ze hodnotu derivace vypocteme pouze jednou, tj. v bodé zo a polozime

f'(ze) ~ f(2o).

Dostaneme iteracni formuli modifikované Newtonovy metody

f($k)

P = T f'(zo) '

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné, nahradime v iteracni

formuli derivaci f'(zx) diferenénim podilem

(z2) — f(z21)

T — Tk—1

fl(ze) ~ i

Dostaneme iteracni formuli metody secen

T — Tr—1

f(ze) — f(ze-a) |

Trt1 — Tp — f(ka)

Geometricky vyznam modifikované Newtonovy metody

Tecny ke grafu v bodech [z, f(zx)] nahrazujeme pfimkami rovnobéznymi s te¢nou ke grafu funkce y =
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f(zo)].

Y

Pozndmka:

V této modifikaci politdme pouze jednu hodnotu derivace f'(zy), a proto je tento postup vhodny je-li
derivace f'(z) slozita. Neméni-li f'(z) a f"(z) znaménko, je mozné dokazat konvergenci této metody.

Geometricky vyznam metody secen
Méjme dvé dobré aproximace zj 1 a zj kofene & rovnice f(z) = 0. K¥ivku y = f(z) nahradime pfimkou

(se¢nou), kterd prochazi body [zi_1, f(zr_1)] a [zk, f(zk)]-
Dalsi iteraci z.1 ziskdme jako prisecik se¢ny s osou .
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Poznamka:

Pro zahajeni vypoCtu potrebujeme znat 2 pocatecni aproximace, ale na rozdil od Newtonovy metody
pocitame v kazdém kroku pouze jednu novou funkéni hodnotu, coz je Gspora Casu.

Poznamka:

Metoda seCen méa obdobny algoritmus jako metoda regula falsi, nepozadujeme vSak splnéni podminky

f(zr1) - f(zx) <O.

Rychlost konvergence metody secen

Odvozuje se podobné jako u Newtonovy metody. Necht plati

1‘f”(§)
2| f'(m)

‘SC’ VE,nel|

Potom
lext1] < C - ler] - |ep—1].

Naznak odvozeni:
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ot “ = Oznatme dy = Clex| , potom

dpt1 < dp di_1.

Necht &isla dy a d; jsou rovna &islu d < 1 nebo mensi, potom dosa-
zovanim dostavame

dzgdldogdd:dz

d3 Sdgdl Sdzd:d3
d4§d3d2§d3d2:d5
d5 §d4d3 §d5d3:d8

dk+1 S dnk'H, kde Ng1 = N + Ng—1, N1 = 1, Ng = 1.

Rekurentné dana posloupnost n; definuje tzv. Fibonacciova cisla.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

o =p+1

Pro jeji kofeny plati:

01,2

B 11\/§;{ 1,618

2 —-0,618 °
Snadno se ovéfi, Ze explicitni vyjadreni pro n; je nasledujici

) (5]

1
N = —F—

V5

Hledany rad metody r potom ziskdme ze vztahu

2 2

dk-l-l ~ dz’
tj. po zlogaritmovani

_logdii1r  logd™+ mpqg
~ logd,  logdre

, prok — oo.

1 <1+\/§)k+2 _ (1_\/g>k+2
. Mgy . B 2

lim —* — lim

k— oo Ny keooi

V5

_1+vE
RN

2

Pro rychlost konvergence tedy dostavame
1 .
r=_(1+ VvB) = 1,618  (pro k — 00).

Poznamka:

Metoda seCen je tzv. dvoukrokova interpola¢ni metoda, analogicky Ize odvodit tfikrokovou interpolaéni
metodu, kterou nazyvdme Mullerova metoda.
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.eometricky vyznam Mullerovy metody
Méjme tfi dobré aproximace Zy_», Tx_1 a T korene x rovnice
f(z)=o0.
Kfivku y = f(z) nahradime parabolou (kvadratickou funkci), kterd prochézi body

[Tk—2, f(Tr—2)] [Tr—1, f(Tr-1)] @ [Tk, f(zk)]-

Dalsi iteraci 1 ziskdme jako prisecik paraboly s osou z. (Ten, ktery je blize k zy.)

Y y = f()

Prostredky MATLABuU pro feseni nelinearnich rovnic

fzero pro obecnou nelinearni rovnici
roots pro kofeny polynomu

Priklad:

Reste soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé (a € R ... parametr)

z2—y+a=0
—z+y*+a=0
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1
1 2) a=-
4
5r A ST A
Y , Y
{ f
ar }.'lll 4 ."l‘(
/ /
x"'j ,
2 ,«"i 2 /
\\ // !f
1 g . \\ //f
x N LA x

y! )
a ."“‘ 4r /
I'f
. / s /
A‘Jll ‘IJI
f}’l 2 ’.-"J
4 1 "“\‘. Q } l,."{
1 \
\ / \, / T
\ / / €T o N ¢
0 Réi// - \ /
v‘.._. _//
-1 =~
R 1 0 1 2 3 4 5 = -1 o 1 2 3 4 5
Formulace:

Jsou dany funkce F;: R* - R, 2=1,...,n definované na (a;,b;).
Oznaéme I = (a;,by) x (@z,b3) X -+ X (Qn, by).
Hleddme x = (z1,%o,...,2,)T € I tak, aby

F]_(iL']_,ZEg, . .,:z:n)
FQ(ZEl,QEQ, - .,ZEn)

0
0

Fn(xl,mz, 000 ,:En) =0

Vektorové:
F(x)=0, kde F=(F,F,...,F,)".
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i/éta (Postacujici podminky konvergence metody prosté iterace.)
Predpokladejme, zZe je funkce ® na I spojita a plati:

(a) VxeI: ®(x) eI (funkce @ zobrazuje I do sebe),

(b) Jg€(0,1): [[®(x) - (¥l <gllx -yl Vx,y €I (funkce ® je kontrakce).
Potom

1. v mnoziné I existuje pravé jedno FeSeni x soustavy rovnic x = ®(x),
2. posloupnost {x*}2 | uréen4 formuli x* = ®(x*~1) konverguje pro kazdé x° € I a limy ;0 X* = x.

Metoda prosté iterace

Soustavu rovnic [ F(x) = 0| nahradime soustavou rovnic |x = ®(x) | (vice moznosti).

Algoritmus:

1) Zadédme x° € I, € > 0

2) Xk = &(x*)

3) Je-li ||x*1 — x*|| < g, pak x = x**!, KONEC
jinak jdi na 2)

Priklad 5

Reste metodou prosté iterace soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

724+ 4y -8y =0
2 —y+1=0

1. rovnice je rovnici eplipsy 2 +4(y—1)y2 =4

Tt

2. rovnici upravime na tvar y=z+1
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_ 1. rovnice ’y
— 2. rovnice

reseni

05—

xT
0
05+
oy -é -1 {5 ‘; —; -ofs 0 0{5 1I 1 {5 é 2?5
Z 2.rovnice vyjadfime z: Z 1.rovnice vyjadfime y:
i=y—1 4y? = 8y — z?
z=y-1 y=3V8y—2’
Rekurentni formule:

Trt1 = VY — 1 Yki1 = 31/8Y — T

vysledky ziskané v MATLABu
| krok | x_1(k) | x_2(k) | xR -xk-1)1] |
I 0 | 1.000000 | 1.000000 | I
| 1 | 0.000000 | 1.322876 | 1.050832 |
| 2 | 0.686033 | 1.626577 | 0.750250 |
| 3 | 0.855706 | 1.770732 | 0.222643 |
| 4 | 0.916856 | 1.832595 | 0.086985 |
I 5 | 0.940758 | 1.858772 | 0.035448 I
| 6 | 0.950516 | 1.869836 | 0.014752 |
| 7 | 0.954580 | 1.874514 | 0.006197 |
| 8 | 0.956288 | 1.876492 | 0.002613 |
| 9 | 0.957009 | 1.877328 | 0.001104 |
| 10 | 0.957313 | 1.877682 | 0.000467 |

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x_1(k) I x_2(k) | xR =x&-D 1] |
I 0 | -1.000000 I 0.000000 I I
| 1 | 0.500000 I 0.000000 I 1.802776 I
| 2 | 0.651123 | 0.677644 | 2.108913 |
I 3| 0.670383 | 1.241743 | 1.749676 I
I 4 | 0.716783 | 1.573937 | 1.015477 I
I 5 | 0.838816 | 1.743370 | 0.454007 I
| 6 | 0.906819 | 1.820267 | 0.181812 I
| 7 | 0.936234 | 1.853465 | 0.074113 |
I 8 | 0.948577 | 1.867581 | 0.030794 I
I 9 | 0.953759 | 1.873559 | 0.012921
| 10 | 0.955941 | 1.876088 | 0.005446 I
| 11 | 0.956862 I 1.877158 | 0.002300 I
| 12 | 0.957251 | 1.877610 | 0.000972 |
Poznamka:

Pozor na defini¢ni obory funkci.
Pozor na zapis funkci v MATLABuU.

ans =

>> (-8)7(1/3)

1.0000 + 1.73211

vysledky ziskané v MATLABu

Poznadmka: Pokud chceme v predchozim prikladé najit druhé feseni, je tfeba zvolit jiny predpis pro funkci

P.
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Metoda proste iterace pro reseni soustavy nelinearnich rovnic
F(x)=0 S vyuzitim prepisu na tvar x=Phi (x)

pro pocatecni aproximaci x0=[1,1] a

zastavovaci podminku ||x(k)-x(k-1)]|[<0.001
Funkce Phi(x) je zadana takto:

function out=Phi(in);
x=1in(1);
y=in(2);

if (y-1)>=0

out (1)=(y-1)"(1/3);

else

out (1)=-(1-y) " (1/3);

end;

out (2)=(x"2+4xy~2)/8;

out=out’;

| krok | x_1(k) I x_2(k) | xR -x(&k=-D ] |
I 0 | 1.000000 | 1.000000 | I
| 1| 0.000000 | 0.625000 | 1.068000 |
| 2 | -0.721125 | 0.195312 | 0.839436 |
| 3 | -0.930127 | 0.084076 | 0.236761 |
| 4 | -0.971150 | 0.111677 | 0.049444 |
I 5 | -0.961296 | 0.124127 | 0.015879 I
| 6 | -0.956783 | 0.123215 | 0.004604 |
| 7 | -0.957116 | 0.122020 | 0.001240 |
| 8 | -0.957550 | 0.121953 | 0.000440 |

Newtonova metoda

Odvozeni je opét analogické pripadu funkce jedné realné proménné.
Vyjad¥ime si Taylorliv rozvoj funkce F v bod& x*.
(Predpokladame, ze existuji derivace !)
Soustavu rovnic F(x) = 0 nahradime soustavou linedrnich rovnic
F(x*) + F(x*)(x—x*) =0
Jeji Yedeni oznadime x**1, tj.
F(Xk) + F/(Xk) (Xk+1 o Xk) -0

N————
hk

Dostavame soustavu

F'(x")h* = —F(x"),

kterd ma reseni

h* = —[F'(x*)] 'F(x")
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o
Novou iteraci x**1 ziskame ze vztahu
xEF — x4k

Poznamka:

F’(x*) je Jacobiho matice funkce F(x) v bod& x*.
Je zfejmé, Ze musi byt regularni (musi existovat matice k ni inverzni).

Priklad 6
Reste Newtonovou metodou soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

724+ 4y -8y =0

2 —y+1=0
z2 4 492 — 8y
Faa)=| T
oz oy
oz oy
2z 8y —8
1. iterace

=L+ Lk

h* = —[F'(2°,°)] 'F(",y?)

Plati

Abychom nemuseli poéitat inverzni matici, vypo¢teme h® jako fedeni soustavy

F/(2%,3")h0 = ~F(a",3)

| IS

wen-[3] rean-[4

Dostaneme

—0.6 5" 77"
h' = = —
-0.2 y! °

—0.6
—-0.2

Rl ]
h3

|

1,4

1,8

2. iterace
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=15 A

h' = _[F/("El) yl)]_lF("El: yl)

Plati

Abychom nemuseli po&itat inverzni matici, vypoé¢teme h! jako Feeni soustavy

F/(xl’ yl)hl = _F(ml) yl)

rew=[ L] rew=[0n 0]
Dostaneme
ht_ [ —0, 3206 |
| 0,059 |
[ [ ], [ ue] [ 8208 _[Lomee]
L] Lol [m] Llusl | oose0 | [1,8500 |

Dalsi iterace bychom pocitali podobné. V nasleduji tabulce jsou shrnuty 4. iterace Newtonovy metody.

|

‘ Tk ‘ Yk ‘||Xk—Xk—1H‘
2.0000|2.0000
1.4000|1.8000 0.6325
1.0794 1.8590 0.3260
0.9703|1.8763 0.1105
0.9577|1.8779 0.0127

ArlWINIRIO| &

Normy vektorii a matic
Ptripomenuti:

Norma je zobrazeni n linedrniho vektorového prostoru £ do Ry :
1. n(z)=0 & =0 (definitnost)

2. n(Az) = |A|n(z) (homogenita)

3. n(z+y) <n(z)+n(y) (A nerovnost)
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VEKTORY:
x|l = (X |z4[P)?

... p-ta vektorova norma

Ix[ls = 2 | =
... prvni vektorova norma

x|l = /2 3 o

. euklidovska vektorova norma

1%/l = max; |z;] . YN
= lim, o0 (i [2:[P)?
. maximova norma

Poznamky:

AH

Cislu a

. hermitovsky transponovana matice;

AH = [oH

MATICE:

|Alls = maxp{3; |a:x|}

. sloupcova maticova norma

[Allsp = max,{A; (A7 A)}
. spektralni norma

[Aflr = max; {3y @[}

... radkova maticova norma

H o = ... P— v v s V7
5] = [@;]; @ je komplexné sdruzené Cislo k

Symbol <+ znaci vazbu mezi vektorovou a maticovou normou.
Pfislusnd maticovd norma je generovana prislusnou vektorovou normou.

Priklad

Pro zadanou matici A a vektor x urcete vysSe uvedené normy.

A-[21]
0o 3
[Alls = max{[2[ + |Of; | — 1] + [3[} = max{2;4} = 4

|Allr = max{|2[ + [ — 1[; 0] + |3|} = max{3;3} = 3

|Al|sp:
AEA = 20| [2 -1]_ 4 —2
| -1 3 0 3| | -2 10
4— )\ -2
det( Al ‘ - 10_)\‘

=(4-2)(10—2)—4=X>—-141+ 36

144+/142 —4-36
. -

=7+V7?—-36=7++13

)\172 (AHA) -

max\)\l,g\ =7+ +v13

|A|lsp = /74 /13 = 3,2566

=[]

Ix[la=16]+]-1/=7

[X[loo = max{|6],| — 1} = 6

Ix]|2 = /6% + (—1)% = /37 = 6,0827
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' eoméricky vyznam vektorovych norem
jednotkové koule v R? ...  mnoZina (bodl) prvki s normou < 1:
-1 <1 [~z <1 [ lloo <1
1 1 1
0

—1 1 -1 0 1 -1 0 1

-1 -1 —1

L lxll = il = || + ly| < 1

2. lxlla =y/Xizi=va?+ 17 <1

3. |Ixlleo = max; |z;| = max{|z], [y} <1



