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Kapitola 2. Nelineárńı rovnice

Formulace:
Je dána funkce f : R! R definovaná na intervalu ha; bi. Hledáme x 2 ha; bi tak, aby f(x) = 0.
(x . . . kǒren rovnice)

Poznámka:
Naj́ıt p̌resné řešeńı analyticky je možné jen ve velmi jednoduchých p̌ŕıpadech, nap̌r. p̌ri řešeńı lineárńı

rovnice 12x�3 = 0, p̌ri řešeńı kvadratické rovnice 4x2�5x+8 = 0 nebo nap̌r. p̌ri řešeńı rovnice sin 5x = �.
Proto je nutné pro nalezeńı kǒrenů použ́ıt nějakou numerickou metodu.

Numerické metody, kterými se budeme zabývat jsou založeny na iteračńıch principech. Pro každou
iteračńı metodu nás budou zaj́ımat odpovědi na dvě otázky:

� Konverguje posloupnost iteraćı ke hledanému kǒrenu?
� Jestliže ano, jak rychle?

Věta:
Předpokládejme, že

(i) reálná funkce f je spojitá pro x 2 ha; bi,
(ii) f(a):f(b) < 0.

Potom existuje aspoň jedno řešeńı x rovnice f(x) = 0 na ha; bi.

Větu ilustruje následuj́ıćı obrázek.

Startovaćı metody

� metoda půleńı intervalu



Numerické metody
Josef Daněk

KMA/NM
13.2.2o13

� regula falsi

� metoda prosté iterace

Zp̌resňuj́ıćı metody

� Newtonova metoda

� metoda sečen

� Mullerova metoda

Metoda prosté iterace

Všechny (jednobodové) iteračńı metody lze pokládat za speciálńı p̌ŕıpad této metody.

Princip:

� původńı rovnici f(x) = 0 p̌reṕı̌seme na tvar x = '(x)

� existuje celá řada možnost́ı, jak to udělat!
� na konkrétńı volbě funkce ' záviśı

konvergence metody

rychlost konvergence

Algoritnus:

1) Zadáme x0 2 ha; bi, " > 0

2) xk+1 = '(xk)

3) Je-li jxk+1 � xkj < ", pak x = xk+1, KONEC
jinak jdi na 2)
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Př́ıklad 1
Metodou prosté iterace najděte na intervalu h1; 4i řešeńı rovnice

x2 + lnx� 10

x
= 0:

Za počátečńı iteraci volte sťred zadaného intervalu, tj. x0 = 2;5.

Řešeńı
Ukážeme si 4 způsoby p̌repisu rovnice f(x) = 0 na tvar x = '(x).

1. způsob:

lnx =
10

x
� x2 ) x = e(

10
x
� x2) tj. '(x) = e

�
10

x
� x2

�

k xk

0 2:5

1 0:1054

2 1:5845 � 1041

Již prvńı iterace x1 je mimo zadaný interval,
nav́ıc druhá iterace x2 je velmi velké č́ıslo
a proto metoda prosté iterace nekonverguje.
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2. způsob:

x2 + lnx =
10

x
) x =

10

x2 + lnx
tj. '(x) =

10

x2 + lnx

k xk

0 2:5

1 1:3954

2 4:3852

3 0:4829

4 �20:2122

Podobně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě, zde
je 2. iterace x2 mimo zadaný interval a
metoda prosté iterace opět nekonverguje.
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3. způsob:

x2 =
10

x
� lnx ) x =

s
10

x
� lnx tj. '(x) =

s
10

x
� lnx

k xk

0 2:5

1 1:7560

2 2:2653

3 1:8965

4 2:1524

5 1:9696

6 2:0974

7 2:0067

8 2:0704

9 2:0254

10 2:0571

11 2:0347

12 2:0505

13 2:0393

14 2:0472

15 2:0416

16 2:0455

17 2:0428

18 2:0447

19 2:0434

V tomto p̌ŕıpadě metoda prosté iterace konvergovala k výsledku bx, rychlost “zahušt’ováńı” byla ovšem
malá.
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4. způsob:

x3 + x lnx� 10 = 0 ) x = 3
p
10� x lnx tj. '(x) =

3
p
10� x lnx

k xk

0 2:5

1 1:9755

2 2:0532

3 2:0427

4 2:0441

5 2:0439

V tomto posledńım p̌ŕıpadě metoda prosté iterace konvergovala k výsledku bx velmi rychle. To dokazuje
ten fakt, že kdybychom použili pro zastaveńı podḿınku, aby absolutńı hodnota rozd́ılu dvou po sobě jdoućıch
iteraćı byla menš́ı než 10�10 poťrebovali bychom k tomu pouze 10 iteraćı.

Poznámka:
Chováńı metody prosté iterace je závislé na zvoleném p̌redpisu pro funkci ' = '(x). Porovnáńım graf̊u z

p̌redchoźıho p̌ŕıkladu lze usoudit, že je vhodné, aby se funkce '(x) co nejv́ıce bĺıžila konstantńı funkci.

Věta (Postačuj́ıćı podḿınky konvergence metody prosté iterace.)

Předpokládejme, že je funkce ' na intervalu I = ha; bi spojitá a plat́ı:
(a) 8x 2 I : '(x) 2 I (funkce ' zobrazuje I do sebe),
(b) 9q 2 h0; 1) : j'(x)� '(y)j � qjx� yj 8x; y 2 I (funkce ' je kontrakce).

Potom
1) v intervalu I existuje právě jeden kǒren � rovnice x = '(x),
2) posloupnost fxkg1k=1 určená formuĺı xk = '(xk�1) konverguje pro každé x0 2 I a limk!1 xk = �.

Důkaz

1) existence je důsledkem podḿınky (a) a spojitosti '
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) '(x) � a; '(x) � b 8x 2 ha; bi
) muśı platit

'(a) � a; '(b) � b

'(a) � b; '(b) � a

jednoznačnost plyne z vlastnosti (b)

DK sporem: Předpokládejme, že existuj́ı 2 r̊uzné hodnoty �1 6= �2 takové, že

�1 = '(�1); �2 = '(�2)

Potom plat́ı:
j�2 � �1j = j'(�2)� '(�1)j �|{z}

(b)

q � j�2 � �1j <|{z}
spor

j�2 � �1j

2) Plat́ı:
xk = '(xk�1)

� = '(�)

po odečteńı:
xk � � = '(xk�1)� '(�)

jxk � �j = j'(xk�1)� '(�)j �|{z}
(b)

q � jxk�1 � �j (�)

(�) ) jx1 � �j � q � jx0 � �j
jx2 � �j � q � jx1 � �j � q2 � jx0 � �j

:::

jxk � �j � qk|{z}
(��)

jx0 � �j| {z }
konst

8x0 2 ha; bi

(��) qk ! 0 pro k!1 (jqj < 1)

lim
k!1
jxk � �j = 0 8x0 2 ha; bi



Numerické metody
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Poznámka:
Pod́ıvejte se na souvislost p̌redpokladů p̌redchoźı věty a volby funkce ' v jednotlivých p̌ŕıpadech p̌ŕıkladu

1.

Poznámka:
Pro diferencovatelnou funkci ' lze podḿınku (b) nahradit podḿınkou

(b’) 9q 2 h0; 1) : j'0(x)j � q 8x 2 I

Poznámka:
Rychlost konvergence metody prosté iterace je charakterizována j'0(xk)j, jelikož lze psát

'0(xk) � '(xk+1)� '(xk)

xk+1 � xk
=

xk+2 � xk+1
xk+1 � xk

:

Poznámka:
Souvislost “zahušt’ováńı iteraćı” a hodnotě '0

a) q / 1 ) jxk � xk�1j / jxk�1 � xk�2j

b) q � 0 ) jxk � xk�1j � jxk�1 � xk�2j

Poznámka:
Jak bylo řečeno hodnota rozd́ılu dvou po sobě jdoućıch iteraćı neodpov́ıdá obecně chybě p̌ribližného řešeńı.

Geometricky si to lze p̌redstavit takto:

Odhad chyby metody prosté iterace

� Máme konvergentńı proces xk = '(xk�1); k = 1; 2; : : :

� Přesné řešeńı � splňuje vztah � = '(�); lim
k!1

xk = �
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� Po odečteńı dostaneme xk � � = '(xk�1)� '(�)

tj. jxk � �j = j'(xk�1)� '(�)j  

� Předpokládáme, že ' je lipchitzovská s konstantou q 2 (0; 1), tj. muśı platit:
j'(xk�1)� '(�)j � q � jxk�1 � �j  

� Dále použijeme 4 nerovnost:
jxk�1 � �j = jxk�1 � xk + xk � �j � jxk�1 � xkj+ jxk � �j  

� Z posledńıch 3 vztahů dostaneme:

jxk � �j � q � jxk�1 � xkj+ q � jxk � �j

(1� q) � jxk � �j � q � jxk�1 � xkj = � 1

1� q
> 0

jxk � �j � q

1� q
� jxk�1 � xkj

� Použijeme-li zastavovaćı podḿınku

jxk � xk�1j < ";

potom plat́ı odhad chyby

jxk � �j � q

1� q
"

Př́ıklad 2
Pomoćı metody prosté iterace řešte na intervalu h0; 4i rovnici

x�px+ 4 = 0:

p�resn�e �re�sen��:

x =
p
x+ 4 =2

x2 = x+ 4

x2 � x� 4 = 0

x1;2 =
1�p17

2
) x1 � 2; 5615; x2 � �1; 5615 62 h0; 4i

• Rovnici p̌reṕı̌seme na tvar: x =
p
x+ 4| {z }
'(x)

• Ově̌ŕıme splněńı p̌redpokladů věty o postačuj́ıćıch podḿınkách konvergence metody prosté iterace:
(a) 8x 2 h0; 4i : 0 � px+ 4 � 4

0 � x+ 4 � 16

�4 � x � 12
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(b0) 8x 2 h0; 4i : j'0(x)j < 1����� 1

2
p
x+ 4

����� < 1

1

2
p
x+ 4

< 1

1 < 2
p
x+ 4

1 < 4x+ 16

�15 < 4x

• Vlastńı výpočet:
voĺıme x0 = 2 a pro zastavovaćı podḿınku hodnotu " = 0:001.

k xk

0 2

1 2:4494

2 2:5395

3 2:5572

4 2:5607

5 2:5613

) ~x = x5 = 2:5613:

• Odhadněme velikost chyby p̌ribližného řešeńı p̌redchoźıho p̌ŕıkladu.

Graf funkce '(x):

Plat́ı:

'0 =
1

2
p
x+ 4

: : : kladná klesaj́ıćı funkce

('00 = (
1

2
(x+ 4)�

1

2 )0 = �1

4
(x+ 4)�

3

2 = � 1

4(x+ 4)
p
x+ 4

< 0)

+
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max
0�x�4

j'0(x)j = j'0(0)j = 1

4
= q : : : podḿınka (b’)

Zvolili jsme " = 0; 001 a proto plat́ı odhad chyby:

jx5 � �j �
1
4

1� 1
4

: 0; 001 = 0; 000333

Definice: Ř́ıkáme, že posloupnost xk konverguje k č́ıslu � rychlost́ı r, jestliže pro k!1

jxk+1 � �j = cjxk � �jr +O(jxk � �jr+1):

Mluv́ıme o asymptotické rychlosti konvergence (k!1).

Poznámka:

f(x) = O(g(x)) pro x! a ,
�����f(x)g(x)

����� je omezená (a nenulová) pro x! a.

Př́ıklady:

a) x5 � sinx = O(x5) pro x!1 ,
�����x5 � sinxx5

����� = jsinxj � 1 pro x!1

b) x5 � sinx = O(x6) pro x! 0 ,
�����x5 � sinxx6

����� =
�����sinxx

�����! 1 pro x! 0

Rychlost konvergence metody prosté iterace

Je-li funkce ' dostatečně hladká, můžeme napsat jej́ı Taylor̊uv rozvoj v bodě � a potom pro x = xk�1
plat́ı:

'(xk�1) = '(�) + '0(�)(xk�1 � �) +
'00(�)

2
(xk�1 � �)2 +

'000(�)
6

(xk�1 � �)3

xk � � = '0(�)(xk�1 � �) +
'00(�)

2
(xk�1 � �)2 +

'000(�)
6

(xk�1 � �)3

• je-li '0(�) 6= 0, potom
xk � � = '0(�)(xk�1 � �)1 +O((xk�1 � �)2)

) rychlost konvergence je řádu 1

• je-li '0(�) = 0 a '00(�) 6= 0, potom

xk � � =
'00(�)

2
(xk�1 � �)2 +O((xk�1 � �)3)

) rychlost konvergence je řádu 2

Newtonova metoda

Předpoklady:
Necht’ v intervalu I = ha; bi lež́ı jediný jednoduchý kǒren bx rovnice f(x) = 0. Jelikož mluv́ıme o zp̌resňuj́ıćı
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metodě, p̌redpokládáme, že máme zadánu nultou iteraci x0 2 I, která je relativně bĺızko hledanému řešeńı.
Vyjáďŕıme Taylor̊uv rozvoj funkce f v bodě x0. Přitom p̌redpokládáme, že existuj́ı p̌ŕıslušné derivace funkce f .

f(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) +
1

2
f 00(�)(x� x0)

2

Rovnici f(x) = 0 nahrad́ıme lineárńı rovnićı

f(x0) + f 0(x0)(x� x0) = 0

Ta má kǒren
x1 = x0 � f(x0)

f 0(x0)

Celý postup opakujeme a dostáváme iteračńı formuli

xk+1 = xk � f(xk)

f 0(xk)

Geometrický význam Newtonovy metody:

Křivku y = f(x) nahrad́ıme tečnou ke grafu v bodě xk a hodnotu xk+1 źıskáme jako pr̊useč́ık tečny s osou
x. Proto se také Newtonova metoda nazývá metoda tečen nebo metoda linearizace.

Poznámka:
Jako zastavovaćı podḿınku lze nap̌r. volit jxk+1 � xkj < " nebo jf(xk)j < �.

Poznámka:
Algoritmus Newtonovy metody je speciálńım p̌ŕıpadem metody prosté iterace. Za funkci ' jsme volili funkci

'(x) = x� f(x)

f 0(x)
:
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Rychlost konvergence Newtonovy metody

1. způsob odvozeńı (Newtonova metoda jako speciálńı p̌ŕıpad metody prosté iterace)

Rychlost konvergence záviśı na '0(�), resp. '00(�) . . . (viz ďŕıve).
Plat́ı:

'(x) = x� f(x)

f 0(x)

'0 = 1� f 0:f 0 � f:f 00

(f 0)2
= 1� 1 +

f:f 00

(f 0)2
=

f:f 00

(f 0)2

'0(�) = 0, protože f(�) = 0

Plat́ı:
'00 =

(f 0:f 00 + f:f 000):(f 0)2 � f:f 00:2:f 0:f 00

(f 0)4

'00(�) =
(f 0)3:f 00

(f 0)4
=

f 00(�)
f 0(�)

, protože f(�) = 0

Plat́ı tedy '0(�) = 0 a obecně '00(�) 6= 0 ) rychlost konvergence je řádu 2.

2. způsob odvozeńı

Pomoćı Taylorova rozvoje funkce f v bodě x0 (necht’ existuj́ı f 0(x) a f 00(x) v I):

f(x) = f(x0) + f 0(x0) � (x� x0) +
1

2
� f 00(�0) � (x� x0)

2

Dosad́ıme za x p̌resné řešeńı � (tj. f(�) = 0)

f(�)| {z }
=0

= f(x0) + f 0(x0) � (�� x0) +
1

2
� f 00(�0) � (�� x0)

2

Vyděĺıme f 0(x0) 6= 0:

0 =
f(x0)

f 0(x0)
+ � �x0 +

1

2

f 00(�0)
f 0(x0)

(�� x0)
2

= �x1

x1 � � =
1

2

f 00(�0)
f 0(x0)

(�� x0)
2

Proces opakujeme:

xk+1 � �| {z }
chyba k + 1 iterace

=
1

2

f 00(�k)
f 0(xk)

(�� xk)
2| {z }

kvadrát chyby
k-té iterace

(�)

) rychlost konvergence = 2

Necht’ plat́ı
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1

2

�����f 00(�)f 0(�)

����� � C 8�; � 2 I

(Určit C může být obecně problém.)
Označ́ıme-li "k = xk � � chybu k-té iterace, potom z (�) plyne

j"k+1j � Cj"kj2; tj. jC"k+1j � jC"kj2

jC"1j � jC"0j2

jC"2j � jC"1j2 � (jC"0j2)2

jC"3j � jC"2j2 � ((jC"0j2)2)2
...

jC"kj � jC"0j2k

Dostáváme odhad chyby:

j"kj � 1

C
jC"0j2k

Postačuj́ıćı podḿınka konvergence:
Plat́ı j"1j � Cj"0j2 = Cj"0j| {z }

#

j"0j

Pokud bude # < 1, dostaneme kontrakci.

jC"0j = jC(�� x0)j < 1

jC (�� x1)| {z }
"1

j � jC (�� x0)| {z }
"0

j < 1; tj. jC"1j < 1

...

Pro “velkou” hodnotu C muśı být počátečńı iterace x0 “velmi p̌resná”.

Věta (Postačuj́ıćı podḿınky konvergence Newtonovy metody.)

Je-li f 0(x) 6= 0, f 00 neměńı znaménko v I = ha; bi, plat́ı-li f(a)�f(b) < 0 a
����� f(a)f 0(a)

����� < b�a,
����� f(b)f 0(b)

����� < b�a,

potom Newtonova metoda konverguje 8x0 2 I

Platnost tvrzeńı lze ově̌rit pomoćı následuj́ıćıho obrázku.
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nap̌r. f(b)�
=0z }| {
f(c)

b� c
= f 0(b) ) b� c =

f(b)

f 0(b)

Praktické pravidlo pro odhad p̌resnosti:
Je-li j�� xkj < 10�d potom j�� xk+1j < 10�2d.

(pokud jsou splněny p̌redpoklady pro odvozeńı metody)

Poznámka:
Dosud jsme řešili nelineárńı rovnici pouze v R. Algoritmus Newtonovy metody můžeme však použ́ıt i pro

řešeńı dané rovnice v oboru komplexńıch č́ısel.

Př́ıklad 1
Newtonovou metodou řešte v komplexńım oboru rovnici

z4 + z = 0; z = x+ iy; x; y 2 R

Iteračńı formule bude ḿıt tvar
zk+1 = zk � z4k + zk

4z3k + 1

Je žrejmé, že daná rovnice bude ḿıt 4 řešeńı:

0; �1; 1

2
+

p
3

2
i;

1

2
�
p
3

2
i
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Řeš́ıme-li danou rovnici Newtonovou metodou pro konkrétńı počátečńı aproximaci ze čtverce h�2; 2i �
h�2; 2i, dostaneme jedno ze čty̌r uvedených řešeńı. Obarv́ıme-li bod p̌redstavuj́ıćı počátečńı aproximaci r̊uznou
barvou, podle toho k jakému řešeńı dospějeme, źıskáme fraktálovou strukturu.

Pokud vykresĺıme pro každý počátečńı bod počet iteraćı nutných k rozhodnut́ı, ke kterému z možných
kǒrenů metoda konverguje, dostaneme následuj́ıćı obrázek (tmavé odst́ıny znamenaj́ı malý počet iteraćı, světlé
odst́ıny velký počet iteraćı).
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Př́ıklad 2
Newtonovou metodou řešte v komplexńım oboru na čtverci h�1:2; 1:2i � h�1:2; 1:2i rovnici

z12 + 744=611z8 � 86=16057z4 + 25=357 = 0

Kǒreny:

�0:75 + 0:75i

�0:75� 0:75i

0:75 + 0:75i

0:75� 0:75i

�0:65 + 0:25i

�0:65� 0:25i

�0:25 + 0:65i

�0:25� 0:65i

0:25 + 0:65i

0:25� 0:65i

0:65 + 0:25i

0:65� 0:25i
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Poznámka:
Při odvozováńı Newtonovy metody jsme p̌redpokládali, že f 0(�) 6= 0, tj. � je jednoduchý kǒren.

Př́ıklad:
Pomoćı Newtonovy metody najděte kǒren rovnice x3 = 0 .

� = 0 : : : trojnásobný kǒren

xk+1 = xk � f(xk)

f 0(xk)

xk+1 = xk � x3k
3x2k

xk+1 =
2

3
xk ) rychlost konvergence je 1 !!!

xk+1 =
2

3
xk ^ � =

2

3
� ) (xk+1 � �) =

2

3
(xk � �)1
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Definice: Kǒren � rovnice f(x) = 0 má násobnost s, jestliže 0 6= g(�) <1 , kde g(x) =
f(x)

(x� �)s

Modifikovaná iteračńı formule

xk+1 = xk � s
f(xk)

f 0(xk)
: : : již opět kvadratický iteračńı proces

pro p̌redchoźı p̌ŕıklad: xk+1 = xk � 3
x3k
3x2k

= xk � xk = 0

nevýhoda - muśıme znát násobnost s

Jiný p̌ŕıstup pro hledáńı násobných kǒrenů
Je-li � s-násobný kǒren rovnice f(x) = 0, potom je � (s � 1)-násobným kǒrenem rovnice f 0(x) = 0 a

tedy jednoduchým kǒrenem rovnice
g(x) =

f(x)

f 0(x)
= 0:

D.cv: g0(x) =?

Aitken̊uv proces

Konverguje-li iteračńı metoda lineárně, lze pomoćı Aitkenova procesu urychlit konvergenci.
Plat́ı:

�� xk+1 = Ck+1(�� xk); jCkj < 1

kde jCkj ! C je asymptotická konstanta chyby.
Jsme-li bĺızko limity, jsou č́ısla Ck p̌ribližně stejná a lze psát

�� xk+1 � �C(�� xk); j �Cj = C

Pro daľśı iteraci
�� xk+2 � �C(�� xk+1)

Po vyloučeńı �C:
�� xk+1
�� xk

� �� xk+2
�� xk+1

(�� xk+2)(�� xk) � (�� xk+1)
2

�2 � �(xk + xk+2) + xkxk+2 � �2 � 2�xk+1 + x2k+1

xkxk+2 � x2k+1 � �(xk � 2xk+1 + xk+2)

� � xkxk+2 � x2k+1
xk � 2xk+1 + xk+2



Numerické metody
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Prakticky:
x0; x1; x2 ! � =: x3

x3; x4; x5 ! � =: x6

:::

Př́ıklad 3
Pomoćı metody prosté iterace řešte rovnici x2 � x = 0. Použijte p̌repis x =

p
x , počátečńı iteraci

x0 = 3 a zastavovaćı podḿınku jxk � xk�1j < 10�5.

výsledky źıskané v MATLABu

| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
--------------------------------------------------------------------
| 0 | 3.000000 | | |
| 1 | 1.732051 | -1.267949 | |
| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
| 3 | 1.147203 | -0.168871 | 0.405963 |
| 4 | 1.071075 | -0.076127 | 0.450800 |
| 5 | 1.034928 | -0.036148 | 0.474833 |
| 6 | 1.017314 | -0.017614 | 0.487272 |
| 7 | 1.008620 | -0.008694 | 0.493600 |
| 8 | 1.004301 | -0.004319 | 0.496791 |
| 9 | 1.002148 | -0.002153 | 0.498393 |
| 10 | 1.001073 | -0.001075 | 0.499196 |
| 11 | 1.000537 | -0.000537 | 0.499598 |
| 12 | 1.000268 | -0.000268 | 0.499799 |
| 13 | 1.000134 | -0.000134 | 0.499899 |
| 14 | 1.000067 | -0.000067 | 0.499950 |
| 15 | 1.000034 | -0.000034 | 0.499975 |
| 16 | 1.000017 | -0.000017 | 0.499987 |
| 17 | 1.000008 | -0.000008 | 0.499994 |

Předchoźı výpočet urychlete použit́ım Aitkenova procesu.

výsledky źıskané v MATLABu
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| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
--------------------------------------------------------------------
| 0 | 3.000000 | | |
| 1 | 1.732051 | -1.267949 | |
| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 3 | 1.112973 | -0.203101 | 0.488251 |
| 4 | 1.054975 | -0.057997 | 0.285559 |
| 5 | 1.027120 | -0.027855 | 0.480285 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 6 | 1.001378 | -0.025742 | 0.924133 |
| 7 | 1.000689 | -0.000689 | 0.026771 |
| 8 | 1.000344 | -0.000344 | 0.499742 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 9 | 1.000000 | -0.000344 | 0.998968 |
| 10 | 1.000000 | -0.000000 | 0.000344 |

Př́ıklad 4
Pomoćı Newtonovy metody řešte rovnici x2 � x = 0. Použijte počátečńı iteraci x0 = 3 a zastavovaćı

podḿınku jxk � xk�1j < 10�5.

výsledky źıskané v MATLABu

| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
--------------------------------------------------------------------
| 0 | 3.000000 | | |
| 1 | 1.800000 | -1.200000 | |
| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538 |
| 3 | 1.040603 | -0.205551 | 0.371134 |
| 4 | 1.001525 | -0.039078 | 0.190113 |
| 5 | 1.000002 | -0.001522 | 0.038959 |
| 6 | 1.000000 | -0.000002 | 0.001522 |

Rychlost konvergence Newtonovy metody je 2, tj. pro urychleńı nelze použ́ıt Aitkenův proces. Pokud
bychom jej použili, výpočet se naopak zpomaĺı.

výsledky źıskané v MATLABu
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| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
--------------------------------------------------------------------
| 0 | 3.000000 | | |
| 1 | 1.800000 | -1.200000 | |
| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 3 | 0.771429 | -0.474725 | 0.857143 |
| 4 | 1.096241 | 0.324812 | -0.684211 |
| 5 | 1.007767 | -0.088473 | -0.272383 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 6 | 1.026707 | 0.018940 | -0.214073 |
| 7 | 1.000677 | -0.026030 | -1.374350 |
| 8 | 1.000000 | -0.000677 | 0.025995 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 9 | 0.999982 | -0.000018 | 0.026688 |
| 10 | 1.000000 | 0.000018 | -0.974664 |
| 11 | 1.000000 | -0.000000 | -0.000018 |

Nevýhody Newtonovy metody

� zadaná funkce f muśı být diferencovatelná
� derivace se p̌ŕımo vyskytuje v iteračńı formuli
� v každé iteraci muśıme kromě funkčńı hodnoty poč́ıtat také hodnotu derivace

Pro odbouráńı posledńı vlastnosti můžeme za p̌redpokladu, že se derivace f 0 na okoĺı kǒrene p̌ŕıliž neměńı,
Newtonovu metodu modifikovat tak, že hodnotu derivace vypočteme pouze jednou, tj. v bodě x0 a polož́ıme

f 0(xk) � f 0(x0):

Dostaneme iteračńı formuli modifikované Newtonovy metody

xk+1 = xk � f(xk)

f 0(x0)
:

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné, nahrad́ıme v iteračńı
formuli derivaci f 0(xk) diferenčńım pod́ılem

f 0(xk) � f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

:

Dostaneme iteračńı formuli metody sečen

xk+1 = xk � f(xk)
xk � xk�1

f(xk)� f(xk�1)
:

Geometrický význam modifikované Newtonovy metody

Tečny ke grafu v bodech [xk; f(xk)] nahrazujeme p̌ŕımkami rovnoběžnými s tečnou ke grafu funkce y =



Numerické metody
Josef Daněk
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f(x) v bodě [x0; f(x0)].

Poznámka:
V této modifikaci poč́ıtáme pouze jednu hodnotu derivace f 0(x0), a proto je tento postup vhodný je-li

derivace f 0(x) složitá. Neměńı-li f 0(x) a f 00(x) znaménko, je možné dokázat konvergenci této metody.

Geometrický význam metody sečen

Mějme dvě dobré aproximace xk�1 a xk kǒrene x̂ rovnice f(x) = 0. Křivku y = f(x) nahrad́ıme p̌ŕımkou
(sečnou), která procháźı body [xk�1; f(xk�1)] a [xk; f(xk)].

Daľśı iteraci xk+1 źıskáme jako pr̊useč́ık sečny s osou x.
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Poznámka:
Pro zahájeńı výpočtu poťrebujeme znát 2 počátečńı aproximace, ale na rozd́ıl od Newtonovy metody

poč́ıtáme v každém kroku pouze jednu novou funkčńı hodnotu, což je úspora času.

Poznámka:
Metoda sečen má obdobný algoritmus jako metoda regula falsi, nepožadujeme však splněńı podḿınky

f(xk�1) � f(xk) < 0.

Rychlost konvergence metody sečen
Odvozuje se podobně jako u Newtonovy metody. Necht’ plat́ı

1

2

�����f 00(�)f 0(�)

����� � C 8�; � 2 I .

Potom
j"k+1j � C � j"kj � j"k�1j:

Náznak odvozeńı:
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Označme dk = Cj"kj , potom

dk+1 � dk dk�1:

Necht’ č́ısla d0 a d1 jsou rovna č́ıslu d < 1 nebo menš́ı, potom dosa-
zováńım dostáváme

d2 � d1 d0 � d d = d2

d3 � d2 d1 � d2 d = d3

d4 � d3 d2 � d3 d2 = d5

d5 � d4 d3 � d5 d3 = d8

...

dk+1 � dnk+1; kde nk+1 = nk + nk�1; n1 = 1; n0 = 1:

Rekurentně daná posloupnost nk definuje tzv. Fibonacciova č́ısla.
Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

%2 = %+ 1:

Pro jej́ı kǒreny plat́ı:

%1;2 =
1�p5

2
_=

(
1;618

�0;618 :

Snadno se ově̌ŕı, že explicitńı vyjáďreńı pro nk je následuj́ıćı

nk =
1p
5

24 1 +
p
5

2

!k+1

�
 
1�p5

2

!k+1
35 :

Hledaný řád metody r potom źıskáme ze vztahu

dk+1 � drk;

tj. po zlogaritmováńı

r =
log dk+1
log dk

=
log dnk+1

log dnk
=

nk+1

nk

; pro k!1:

lim
k!1

nk+1

nk

= lim
k!1

1p
5

��
1+
p
5

2

�k+2 � �1�p5
2

�k+2�
1p
5

��
1+
p
5

2

�k+1 � �1�p5
2

�k+1� =
1 +
p
5

2

Pro rychlost konvergence tedy dostáváme

r =
1

2
(1 +

p
5) _= 1;618 (pro k!1):

Poznámka:
Metoda sečen je tzv. dvoukroková interpolačńı metoda, analogicky lze odvodit ťŕıkrokovou interpolačńı

metodu, kterou nazýváme Mullerova metoda.
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Geometrický význam Mullerovy metody

Mějme ťri dobré aproximace xk�2, xk�1 a xk kǒrene x rovnice

f(x) = 0:

Křivku y = f(x) nahrad́ıme parabolou (kvadratickou funkćı), která procháźı body
[xk�2; f(xk�2)] [xk�1; f(xk�1)] a [xk; f(xk)].
Daľśı iteraci xk+1 źıskáme jako pr̊useč́ık paraboly s osou x. (Ten, který je bĺıže k xk.)

Prosťredky MATLABu pro řešeńı nelineárńıch rovnic
fzero pro obecnou nelineárńı rovnici
roots pro kǒreny polynomu

Př́ıklad:
Řešte soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé (a 2 R : : : parametr)

x2 � y + a = 0

�x+ y2 + a = 0
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Formulace:
Jsou dány funkce Fi : R

n ! R, i = 1; : : : ; n definované na hai; bii.
Označme I = ha1; b1i � ha2; b2i � � � � � han; bni.
Hledáme x = (x1; x2; : : : ; xn)

T 2 I tak, aby

F1(x1; x2; : : : ; xn) = 0

F2(x1; x2; : : : ; xn) = 0
...

Fn(x1; x2; : : : ; xn) = 0

Vektorově:
F(x) = 0; kde F = (F1; F2; : : : ; Fn)

T :
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Věta (Postačuj́ıćı podḿınky konvergence metody prosté iterace.)
Předpokládejme, že je funkce Φ na I spojitá a plat́ı:

(a) 8x 2 I : Φ(x) 2 I (funkce Φ zobrazuje I do sebe),
(b) 9q 2 h0; 1) : kΦ(x)�Φ(y)k � qkx� yk 8x;y 2 I (funkce Φ je kontrakce).

Potom
1. v množině I existuje právě jedno řešeńı x soustavy rovnic x = Φ(x),
2. posloupnost fxkg1k=1 určená formuĺı xk = Φ(xk�1) konverguje pro každé x0 2 I a limk!1 xk = x.

Metoda prosté iterace

Soustavu rovnic F(x) = 0 nahrad́ıme soustavou rovnic x = Φ(x) (v́ıce možnost́ı).

Algoritmus:
1) Zadáme x0 2 I, " > 0

2) xk+1 = Φ(xk)

3) Je-li kxk+1 � xkk < ", pak x = xk+1, KONEC
jinak jdi na 2)

Př́ıklad 5
Řešte metodou prosté iterace soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé

x2 + 4y2 � 8y = 0

x3 � y + 1 = 0

1. rovnice je rovnićı eplipsy x2 + 4(y � 1)2 = 4�
x

2

�2
+ (y � 1)2 = 1

2. rovnici uprav́ıme na tvar y = x3 + 1
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Z 2.rovnice vyjáďŕıme x: Z 1.rovnice vyjáďŕıme y:

x3 = y � 1 4y2 = 8y � x2

x = 3
p
y � 1 y = 1

2

p
8y � x2

Rekurentńı formule:
xk+1 = 3

p
yk � 1 yk+1 =

1
2

q
8yk � x2k(+1)

výsledky źıskané v MATLABu

| krok | x_1(k) | x_2(k) | ||x(k)-x(k-1)|| |
-------------------------------------------------------------------
| 0 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 1 | 0.000000 | 1.322876 | 1.050832 |
| 2 | 0.686033 | 1.626577 | 0.750250 |
| 3 | 0.855706 | 1.770732 | 0.222643 |
| 4 | 0.916856 | 1.832595 | 0.086985 |
| 5 | 0.940758 | 1.858772 | 0.035448 |
| 6 | 0.950516 | 1.869836 | 0.014752 |
| 7 | 0.954580 | 1.874514 | 0.006197 |
| 8 | 0.956288 | 1.876492 | 0.002613 |
| 9 | 0.957009 | 1.877328 | 0.001104 |
| 10 | 0.957313 | 1.877682 | 0.000467 |

výsledky źıskané v MATLABu
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KMA/NM
13.2.2o13

| krok | x_1(k) | x_2(k) | ||x(k)-x(k-1)|| |
-------------------------------------------------------------------
| 0 | -1.000000 | 0.000000 | |
| 1 | 0.500000 | 0.000000 | 1.802776 |
| 2 | 0.651123 | 0.677644 | 2.108913 |
| 3 | 0.670383 | 1.241743 | 1.749676 |
| 4 | 0.716783 | 1.573937 | 1.015477 |
| 5 | 0.838816 | 1.743370 | 0.454007 |
| 6 | 0.906819 | 1.820267 | 0.181812 |
| 7 | 0.936234 | 1.853465 | 0.074113 |
| 8 | 0.948577 | 1.867581 | 0.030794 |
| 9 | 0.953759 | 1.873559 | 0.012921 |
| 10 | 0.955941 | 1.876088 | 0.005446 |
| 11 | 0.956862 | 1.877158 | 0.002300 |
| 12 | 0.957251 | 1.877610 | 0.000972 |

Poznámka:
Pozor na definičńı obory funkćı.
Pozor na zápis funkćı v MATLABu.

>> (-8)ˆ(1/3)
ans =

1.0000 + 1.7321i

Poznámka: Pokud chceme v p̌redchoźım p̌ŕıkladě naj́ıt druhé řešeńı, je ťreba zvolit jiný p̌redpis pro funkci
Φ.

výsledky źıskané v MATLABu
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Metoda proste iterace pro reseni soustavy nelinearnich rovnic
F(x)=0 s vyuzitim prepisu na tvar x=Phi(x)

pro pocatecni aproximaci x0=[1,1] a
zastavovaci podminku ||x(k)-x(k-1)||<0.001

Funkce Phi(x) je zadana takto:

function out=Phi(in);
x=in(1);
y=in(2);
if (y-1)>=0
out(1)=(y-1)ˆ(1/3);

else
out(1)=-(1-y)ˆ(1/3);

end;
out(2)=(xˆ2+4*yˆ2)/8;
out=out’;

| krok | x_1(k) | x_2(k) | ||x(k)-x(k-1)|| |
-------------------------------------------------------------------
| 0 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 1 | 0.000000 | 0.625000 | 1.068000 |
| 2 | -0.721125 | 0.195312 | 0.839436 |
| 3 | -0.930127 | 0.084076 | 0.236761 |
| 4 | -0.971150 | 0.111677 | 0.049444 |
| 5 | -0.961296 | 0.124127 | 0.015879 |
| 6 | -0.956783 | 0.123215 | 0.004604 |
| 7 | -0.957116 | 0.122020 | 0.001240 |
| 8 | -0.957550 | 0.121953 | 0.000440 |

Newtonova metoda

Odvozeńı je opět analogické p̌ŕıpadu funkce jedné reálné proměnné.
Vyjáďŕıme si Taylor̊uv rozvoj funkce F v bodě xk.
(Předpokládáme, že existuj́ı derivace !)
Soustavu rovnic F(x) = 0 nahrad́ıme soustavou lineárńıch rovnic

F(xk) + F0(xk)(x� xk) = 0

Jej́ı řešeńı označ́ıme xk+1, tj.

F(xk) + F0(xk) (xk+1 � xk)| {z }
hk

= 0

Dostáváme soustavu

F0(xk)hk = �F(xk);

která má řešeńı

hk = �[F0(xk)]�1F(xk)
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Novou iteraci xk+1 źıskáme ze vztahu
xk+1 = xk + hk

Poznámka:
F0(xk) je Jacobiho matice funkce F(x) v bodě xk.
Je žrejmé, že muśı být regulárńı (muśı existovat matice k ńı inverzńı).

Př́ıklad 6
Řešte Newtonovou metodou soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé

x2 + 4y2 � 8y = 0

x3 � y + 1 = 0

F(x; y) =

"
x2 + 4y2 � 8y

x3 � y + 1

#

@F1(x; y)

@x
= 2x

@F1(x; y)

@y
= 8y � 8

@F2(x; y)

@x
= 3x2

@F2(x; y)

@y
= �1

F0(x; y) =

"
2x 8y � 8

3x2 �1
#

1. iterace "
x1

y1

#
=

"
x0

y0

#
+

"
h01
h02

#

Plat́ı
h0 = �[F0(x0; y0)]�1F(x0; y0)

Abychom nemuseli poč́ıtat inverzńı matici, vypočteme h0 jako řešeńı soustavy

F0(x0; y0)h0 = �F(x0; y0)
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4
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2. iterace
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x2

y2

#
=

"
x1

y1

#
+

"
h11
h12

#

Plat́ı
h1 = �[F0(x1; y1)]�1F(x1; y1)

Abychom nemuseli poč́ıtat inverzńı matici, vypočteme h1 jako řešeńı soustavy

F0(x1; y1)h1 = �F(x1; y1)

F(x1; y1) =

"
0; 52

1; 944

#
F0(x1; y1) =

"
2; 8 6; 4

5; 88 �1
#

Dostaneme

h1 =

24 �0; 3206
0; 0590

35
24 x2

y2

35 =

24 x1

y1

35+

24 h11

h12

35 =

24 1; 4

1; 8

35+

24 �0; 3206
0; 0590

35 =

24 1; 0794

1; 8590

35

Daľśı iterace bychom poč́ıtali podobně. V následuj́ı tabulce jsou shrnuty 4. iterace Newtonovy metody.

k xk yk kxk � xk�1k
0 2.0000 2.0000
1 1.4000 1.8000 0.6325
2 1.0794 1.8590 0.3260
3 0.9703 1.8763 0.1105
4 0.9577 1.8779 0.0127

Normy vektor̊u a matic

Připomenut́ı:
Norma je zobrazeńı n lineárńıho vektorového prostoru L do R+

0 :
1. n(x) = 0 , x = 0 (definitnost)

2. n(�x) = j�jn(x) (homogenita)

3. n(x+ y) � n(x) + n(y) (4 nerovnost)
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VEKTORY: MATICE:
kxkp = (

P
i jxijp)

1

p

: : : p-tá vektorová norma

kxk1 = P
i jxij $ kAkS = maxkfPi jaikjg

: : : prvńı vektorová norma : : : sloupcová maticová norma

kxk2 =
qP

i x
2
i $ kAkSP = maxkf�

1

2

k (A
HA)g

: : : euklidovská vektorová norma : : : spektrálńı norma

kxk1 = maxi jxij $ kAkR = maxifPk jaikjg
= limp!1 (

P
i jxijp)

1

p

: : : maximová norma : : : řádková maticová norma

Poznámky:
AH : : : hermitovsky transponovaná matice; AH = [aHij ] = [�aji]; �a je komplexně sdružené č́ıslo k

č́ıslu a

Symbol $ znač́ı vazbu mezi vektorovou a maticovou normou.
Př́ıslušná maticová norma je generovaná p̌ŕıslušnou vektorovou normou.

Př́ıklad
Pro zadanou matici A a vektor x určete výše uvedené normy.

A =

"
2 �1
0 3

#
; x =

"
6

�1
#
:

kAkS = maxfj2j+ j0j; j � 1j+ j3jg = maxf2; 4g = 4

kAkR = maxfj2j+ j � 1j; j0j+ j3jg = maxf3; 3g = 3

kAkSP :

AHA =

"
2 0

�1 3

#
�
"
2 �1
0 3

#
=

"
4 �2
�2 10

#

det(AHA� �I) =

����� 4� � �2
�2 10� �

����� =
= (4� �)(10� �)� 4 = �2 � 14�+ 36

�1;2(A
HA) =

14�p142 � 4 � 36
2

=

= 7�
p
72 � 36 = 7�

p
13

max j�1;2j = 7 +
p
13

kAkSP =
q
7 +
p
13

:
= 3;2566

kxk1 = j6j+ j � 1j = 7

kxk1 = maxfj6j; j � 1jg = 6

kxk2 =
q
62 + (�1)2 = p37 :

= 6;0827
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Geometrický význam vektorových norem

jednotkové koule v R2 : : : množina (bodů) prvk̊u s normou � 1:

1. kxk1 = P
i jxij = jxj+ jyj � 1

2. kxk2 =
qP

i x
2
i =
p
x2 + y2 � 1

3. kxk1 = maxi jxij = maxfjxj; jyjg � 1


