Numerické metody KMA/NM
- Josef Danék 13.2.2013

‘Kapitola 1. Uvod do numerické matematiky

Numerickd matematika = véda, ktera se zabyva feSenim matematicky formulovanych Gloh pomoci lo-
gickych operaci a aritmetickych operaci s Cisly o kone¢né délce.

realny problém

- ' chyba matematického modelu

zakony zachovani

matematicky model konstitutivni vztahy

i

matematicka uloha

urceni, které veli¢iny zname
a které pocitame

i‘i - chyba metody (diskretizace)

nezname metodu pro
nalezeni presného reseni,
volime pribliznou metodu

l 4

algoritmus ’ prima numericka

numericka uloha

(numerické metody) simulace
|

v

specialni SW l<
(Matlab, knihovny)

[ ) -"""’"v;:l:l\}ba ve vstupnich datech a
. zaokrouhlovaci chyhy
implementace — T e o

:

» analyza vysledkl

Ptiklad
Realny problém intravendzni davkovani léku

Matematicky model

e nezavisle proménna je pouze Cas t

Vv Ve

e Siteni latky neni zavislé na prostorovych proménnych

' _»_7_4_'_-- T R _7“_'_..‘
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.. e popis pomoci diferencialni rovnice

dCc
dt

kde C je koncentrace latky v krvi a kK > 0 je absorpcni koeficient

—k-C

e pocatecni podminka

C(0) = C,

chyba matematického modelu odpovida zjednodusujicim predpokladim

Matematicka iloha

e chceme vypocitat hodnotu koncentrace latky v ase t €< 0,T >

Numericka uloha

e feseni hleddme pouze v konecné mnoha bodech
(diskretizujeme ¢&as, to =0, t, =n - % tvn=T)
N je pocet déleni intervalu < 0,T >
chyba diskretizace (metody)

Numericka metoda

.. dC . . . ,
e derivaci o aproximujeme pomérnou diferenci

chyba diskretizace (metody)
Vypocet

T
On+1 = (1 — ﬁ . k) . Cn, Co dano

zaokrouhlovaci chyby

Analytické Feseni
C(t)=Cy-e*

napi: C(0)=10, k=1, T=5 N =10
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0 1 2 3 4 4
Reélné hodnoty 777
CHYBY
x ... presna hodnota
Z ... priblizna hodnota
absolutni chyba ... A(z) = |z — Z| < a(z)
——"
odhad
A
relativni chyba ... R(z) = (z) < r(z)
\113] —~—
odhad

Pozn.: P¥i odeéitani ,blizkych* Cisel roste relativni chyba (ztrata platnych Eislic)
a(z +y) = a(z) + a(y)

(z+y) - (E£9)| <|z—Z[+ 7 -yl

a(z) + a(y)
|z + y|

rzty) = |z £y| — 0, M

Pozn.: Nasobeni a déleni nemohou podstatné zvétsit relativni chybu
a(z - y) = |z| - a(y) + ly| - a(z)

oy — &G =lzy - Ty + Ty — 2G| = y(z - E)+ & (v — DI < |y|- [z — Z| + [z]- | y — 7|

~ T

r(z-y) =r(z) + r(y)
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|zla(y) + |yla(z) _ a(y) N a(z)
|zy| Y| 4

] () _ [zl a(v) + v|-a(a)

Y Y2
zr I 1 L. 1 . .
— == LE =8y =|- (@ =3y ey = i) =
y 7 Yy y g
N~
Ry

(lz| - ly = g + |yl - |z — &|)

QL\J"_‘

:\;g(w@—y)w(x—i))\s

r (i) = r(z) + (v)

2la(y)+ yla(a)

y _a) _ a(e)
z vl e
Y

Definice: Méjme dany dvé mnoziny X (vstupni data) a Y (vystupni data). Predpokladejme, ze X, Y jsou
Banachovy prostory. Ulohou rozumime relaci

y=U(z), z€ X, yevY.

Definice: Rekneme, e (iloha je korektni na dvojici prostorii (X,Y), kdyz
eVzeXdyeY: y=U(z) (zobrazeni),

e feseni y spojité zavisi na vstupnich datech

Vz,}: 2z =z, U@n) =Yn: Yo — y=U(z).

Poznamka: Banachiiv prostor = lplny + normovany
Uplny prostor: metricky prostor, kde V Cauchyovska posl. u, C X ma limitu u € X
normovany prostor = mnozina X:
a) X je linearnt;
b) Vu € X — ||ul|:
lull 20, [lul| =0 u=0;
low|l = la] - |lull  Va € R;
lw + ]| < {Jull + [lv]l;
c) d(u,v) = [|u — v

Pozndmka: Protoze X,Y jsou Banachovy prostory, Ize spojitost zarucit podminkou

192 = ylly < Lllzn — zl|x-
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Poznamka: Nekorektni tGlohy jsou ulohy, které nejsou korektni.
Nékdy je nekorektnost zptisobena pouze nevhodnou formulaci.

Definice: Uloha je dobfe podminéna, jestlize mala relativni zména ve vstupnich datech vyvola malou relativni
zménu feseni.

Cislo podminénosti dlohy y = U(z)
|Ay]]

<

T, =

Poznamka: Je-li C), &~ 1 je tloha velmi dobfe podminéna.

V praxi hovofime o $patné podminéné iiloze pro C, Z, 100.

ulohy
korektni nekorektni
dobre Spatné
podminéné podminéné

Priklad 1

Posud'te podminénost Glohy uréit hodnotu funkce y = sin(z)
a) v bodé 3,14;
b) v bodé -0,01.

a) Volime z=3,14, Az =0,01 <« mald zména na vstupu

(y =) sinz =sin 3,14 = 0,0015926
(y + Ay =) sin(z + Az) = sin 3,15 = —0,0084072

Ay =sin(z + Az) —sinz = —0,0099998 <+ 2zména na vystupu

Az
Relativni chyba na vstupu: % = 0,0031847
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A
Relativni chyba na vystupu: M = 6,2789149

Y|

Cp,=1971,6 — Spatné podminénd Uloha

b) Volime z = —0,01, Az = 0,01
sinz = —0, 0099998
sin(z + Az) =sin0 =0

Ay = 0,099998
Az
Relativni chyba na vstupu: ||$|| =1
A
Relativni chyba na vystupu: “y?‘J' =1

Cp=1 — velmi dobfe podminénd dloha

Poznamka: Podivejme se na predchozi p¥iklad obecngji. Uloha ma tvar y = f(z).

Podle véty o stredni hodnoté plati:
|Ay| ~ |f'(z)] - |Az]

odtud:
‘ @) - Az ||z f'(z)|]| |Az
()| f(z) z
Tedy
. !
¢, ~ |2/ @
f(z)
v naSem pripadé: y=sinz = ¢y =cosz
TCOSZT
C, ~ = t
P sin ¢ [z cotg 2l
6f
af
2f
-6 4 PN [ 4 6
2f
11m zcotgr = +o0
z—mt
lim mc?sa: =cosO0- llmi =1-1=1

z—0+ Sing z—0 81N T
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c zf'(z) _ zaz® ! a
"] f=) ze
b) |f(z) =arcsinz, z — 1, z<1
—1
——
o _ |2f(@)] _ T A _ |t ( z ) oo,
P f(z) arcsinz V1 — z2 \arcsinz
——_———
—0+
c) |flz)=z—-1,z—1
z-1 ‘
e — 00
=1

P¥iklad 2
Posud'te podminénost Glohy FeSit soustavu linedrnich algebraickych rovnic (pro oo # +1)

z+ay=1
az+y=0
z(l-a®)=1

Necht vstup je hodnota a a vystup hodnota z.

Pak Ac]
z 2a
= & d _ s
o _ Jol AN||2da|| _ |T0=oP|_ 22
P7 Aol T 2 ||~ L | T 1—0?
Tal s

= pro a? — 1 je tato tloha patné podminéna!

*  viz predchozi pozndmka

v Bk () = (ent)

Pozn.:  Matice vySe uvedené soustavy je pro hodnoty o blizké +1 skoro singularni.

STABILITA (PODMINENOST) ALGORITMU
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muluji tak, ze dojde ke katastrofalni ztraté presnosti numerického reseni dlohy.”

- P¥i vypoltu dochazi k zaokrouhlovacim chybam. Je proto vhodné vybirat algoritmy malo citlivé na
zaokrouhlovaci chyby.

Stabilni algoritmus
e dobre podminény - malo citlivy na poruchy ve vstupnich datech

e numericky stabilni - malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb

Poznamka:
U stabilnich metod roste chyba vysledku s poctem krokd N nejvysSe linearné
(v idedlnim ptipadé, kdy je znaménko chyby nadhodné, zaokrouhlovaci chyba roste ~ +/N).

U nestabilnich metod roste zaokrouhlovaci chyba rychleji, nap¥. geometrickou fadou ~ g%, kde |g| > 1.

Priklad 3

Reste diferenéni rovnici (rekurentni formule, nestabilni rekurze)

13:1: 43: :1:—1:1:—1
3n 371.717 0o — 4 1—3

Tnt1 =

o S um 1 ’
Snadno se ukaze, Ze feSeni je T, = (dosazenim).

BEE

P¥i numerickém vypoctu dojdeme k problémim (viz obr). Hodnoty z,, zatnou velmi rychle klesat.
Pro vysvétleni ukazeme obecné feseni zadané diferencni rovnice.

e charakteristicky polynom

A2 = g)\ — %
3 3
(predpokladame Fedeni A™: A" = 133)\" - i)\”l)
e koreny
Al = 133:'2\/@: 133:'22 131, tj. A = 1,)\2:4

e obecné reseni

1 0
:1;0:1:A-(3> +B-4°=A+B=1
1
3
= A=1 B=0

1 13! 1
173 (3) + 3 4T

Pres pocate¢ni podminku B = 0 vzniknou vlivem zaokrouhlovacich chyb malé druhé komponenty reseni

Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT, pevna carka na 5 Cislic
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format short;
n=30;

x(1)=1;
x(2)=1/3;

for i=2:n
x(i+1)=13/3*x(i)-4/3*x(i-1);

end

plot(l:n+1,x,’b-’,1:n+1,x,’ro0’);

Priklad 4

Vypoctéte priblizné hodnotu

Plati: . . .
n 1 5 n n—

/x”’ldzz: —/ @819 :/ z d:1:+5/ Y e
. T+5 . z+5 . z+5
N———
1 L 1 Jn Jnfl
2.
n 0 n

Dale:

Rekurentni formule:
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Nestabilni algoritmus ! ... vzdy dng: J,, <0 !

Proto je |épe postupovat odzadu:

e dokadzeme, ze| lim J, =0
n—oco

1 1
|Jn| = O/J::I_::Sd:z: SO/ :1::1—::5‘ dz < %/Olmnd:r: ﬁ — oo 0
e napf. zvolime Jigp = 0 a poditdme J,_; = —%(Jn — %)
Jioo =0
b

Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT E

clc;
clear;
format short e;

n=24;

J(1)=1og(6/5);
JJ(n)=0;

for i=1:n-1
J(i+1) = -5xJ(i) + 1/1;
end
for i=n-1:-1:1
JI(E) = (1/i - JI(i+1)) / 5;
end

[J> 33’1
plot(1:n,J,’b-?,1:n,J,’r0’);
hold on
plot(1:n,JJ,’m-’,1:n,JJ,’g*’);
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06

0&-

04-

03+

02+

01
0

Zobrazeni cisel

N PD»P O 0O O, F P EFPFRPFEPEFEPEFEFENDMNDNDWNDOOI OO

|
e

.8232e-001
.8392e-002
.8039e-002
.3139e-002
.4306e-002
.8468e-002
.4325e-002
.1233e-002
.8837e-002
.6926e-002
.5368e-002
.4071e-002
.2977e-002
.2040e-002
.1229e-002
.05622e-002
.8903e-003
.3719e-003
.6960e-003
.1515e-003
.2426e-003
.6406e-002
.6575e-002
.7635e-001

100000
Motivace:
k=1

> — =9998,55664
10

e Lidé pouzivaji desitkovou soustavu.

e Pocitace dvojkovou.

0O N 00 0000 O©W OKF F FRFPFEFEFFEFEPEFEFDNDNNDNDWD OO

JJ

.8232e-001
.8392e-002
.8039e-002
.3139e-002
.4306e-002
.8468e-002
.4325e-002
.1233e-002
.8837e-002
.6926e-002
.5368e-002
.4071e-002
.2977e-002
.2040e-002
.1229e-002
.0521e-002
.8964e-003
.3414e-003
.8485e-003
.3893e-003
.0535e-003
.3518e-003
.6957e-003

0

25
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[ il

o v/, v
omunikace s pocitacem

- Zadani v 10-soustavé.

Soustavy

e desitkova

Pfevod do 2-soustavy (poéitac).

Vypocet (pocitac).

Vysledek v 10-soustavé.

Zpétny prevod do 10-soustavy (pocitac).

1563 = (1-10%) + (5-102) + (6 - 10') + (3 - 10°)

obecné

N = (ay - 10*) + (ag_1 - 10F71) + - -

(NeN), a,€{0,1,2,...,9}

znaceni

N —aiar_ 10, o...a109

e dvojkova

+ (al : 101) + ((10 : 100)

1563 = (1-2'0)+(1-2%)4(0-28)+(0-27)+(0-2%)+(0-25)+(1-2%)+(1-2%)+(0-2%) +(1-21)+(1-2°)

(1563)10

(11000011011),

Binarni zlomky

Ize vyjadrit jako sumu se zapornymi mocninami dvou

ReR

O<R<1

d; € {0,1}

R=(d;-27Y)+(d2-273)4+...+(d,-27") +...

R:(O,dldz

Zapis Cisel

dy ..)s

- V desitkové soustavé (védecka notace)
0,000747 = 7,47 - 10~*
313,815 = 3, 13815 - 10°

- Strojova disla

normalizovand pohybliva fadova ¢arka (REAL)

x=+4q-2"

1 <qg<1... mantisa,

n... exponent

Pozndmka: Mnoho redlnych Cisel, které Ize v desitkové soustavé zapsat pomoci kone¢ného poctu cifer,
pro zapis ve dvojkové soustavé vyzaduje nekone¢né mnoho cifer.
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(0,7)10 = (0,10110), = 1- 271 + > 1.27(F#) 4 577 . o=(444h) -
k=0

=21423. % (2*4)'“ 2t (2%) =+

k=0

Priklad:

(o]

(o]

k=0

k 1

1 15+4+2 21

15

30

k=0

1

11 B
8 1-L 16 15
N——

zT=q-2"

kdeq:O,d1d2d3d4 ]

ne{-3-2-1,0,1,2,3,4}

Sestrojte vSechna strojova Cisla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4, tj.

Abychom si |épe uvédomili jakou mantisou a jakym exponentem je urceno ziskané Cislo, uvedeme si je v

nasledujici tabulce.

q\n -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.1000, || 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8
0.1001, | 0.0703125 0,140625 0,28125 0,5625 1,125 2,25 45 9
0.1010,(0.078125 0,15625 0,3125 0,625 125 25 5 10
0.1011,|/0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1,375 2,75 55 11
0.1100, || 0.09375 0,1875 0,375 0,75 15 3 6 12
0.1101,|/0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3,25 6,5 13
0.1110,(/0.109375 0,21875 0,4375 0875 175 3,5 7 14
0.1111,|/0.1171875 0,234375 0,46875 09375 1875 3,75 75 15

Ziskana Cisla si je také vhodné vykreslit na Ciselnou osu, ziskame tak prehled o jejich rozlozeni. Snadno

zjistime, ze Cisla nejsou rozlozena rovnomérné.

1 T

T T T T
0.5 b
or — EEEERRRCO000050 © © © ©
-0.5+ b

-1 L L L L L L
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

pomocna funkce v MATLABu
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function [A,P]=stroj_cisla(cisel _mantisy,exponent,zobraz) ;
%
% [A,P]=stroj cisla(4,-3:4,1);

for i=1:length(exponent)

for j=0:2"(cisel_mantisy-1)-1
zaklad=dec2bin(j);
zakladstr=num2str (zaklad) ;
for k=1:cisel mantisy-length(zakladstr)-1

zakladstr=strcat(’0’,zakladstr);

end;
zakladstr=strcat(’1’,zakladstr);
zaklad=bin2dec(zakladstr)*2~ (-cisel mantisy);
A(j+1,i)=zaklad*2"exponent (i) ;

end;

end;

[k,1]=size(A);
P=sort(reshape(A,1,k*1));

if zobraz==
figure(1);
plot(P,zeros(size(P)),’ro’);
pr=(P(k*1)-P(1))/20;
hold on;
plot ([P(1)-pr,P(k*1)+pr]l, [0 0],’b-");
end;

format short g;

Priklad 5:

Uvazujme mnozinu strojovych Cisel vygenerovanou v predchozim prikladu

(tj. strojova Cisla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

vvvvvv

zobrazit, v pripadé shody na vétsi.

. T S
Ukazme si, jak se v tomto stroji seCtou Cisla 10 a £

Vysledky ziskané z MATLABu
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Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp min do Exp_max
Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.100000 0.1101 x 2°-3 0.1015625
B = 0.200000 0.1101 x 27-2 0.203125
obrazA+obrazB=
0.3046875 0.1010 x 27-1 0.3125
A+B= 0.300000 0.1010 x 27-1 0.3125
Pozndmka:

V tomto prikladé se shodoval obraz presného vysledku s obrazem souctu obrazi jednotlivych scitanci.

Priklad 6:

Uvazujme mnozinu strojovych Cisel vygenerovanou v predchozim prikladu

(tj. strojova Cisla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

VVVVVV

zobrazit, v pripadé shody na vétsi.

. - oy oy, 31
Ukazme si, jak se v tomto stroji setou Cisla i a i

Vysledky ziskané z MATLABu
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Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max
Cislo A = 0.300000

Cislo B = 0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.300000 0.1010 x 27-1 0.3125
B = 0.166667 0.1011 x 27-2 0.171875
obrazA+obrazB=
0.484375 0.1000 x 270 0.5
A+B= 0.466667 0.1011 x 270 0.46875
Poznamka:

V tomto prikladé se obraz presného vysledku s obrazem souctu

obrazli jednotlivych s¢itancli neshodoval !

Chyba vypoctu:

7 14 — 15 1 _
— —0,1000, - 2° = =——=-0,03
15 30 30
Relativné:
%= 1
M — = =y 4 m
= 147 %

Presnost pocitace
e Vymezime-li pro mantisu 24 bitl, ziskdme 7 desetinnych mist (22* = 16 777216).

o Vymezime-li pro mantisu 32 bitd, ziskdme 9 desetinnych mist (232 = 4294 967 296).

Zakladni forméaty:

’FormétH Bytes‘ Bitd pro mantisu ‘ Bitl pro exponent‘
Single 4 24 8
Double|| 8 53 11

Priklad:

e Uvazujme format SINGLE , tj. 24 biti pro mantisu.

% = 0,00011, ~ 0,110011001100110011001100, - 273,

Chyba zobrazenf je 0,1100, - 2727(= = - 27%*) & 5,96 - 10°.
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100000 1

T dostaneme ve formatu SINGLE 9.998, 55664.

k=1

Chyba musi byt vé&tsi nez 100000 - 5,96 - 107° = 5,96 - 10~4.

Ve skuteénosti je chyba jesté v&tsi, nebot se v priib&hu vypoltu musi ¢aste¢né suma zaokrouhlovat doli

nebo nahoru, jak suma roste, pozdéji pri¢itana Cisla -~ jsou oproti sumé mensi a jsou tedy pocitany s mensi

L
10

presnosti (viz nasledujici priklad).

Priklad:

Ve formatu SINGLE sec¢téte &isla 10000 a 0,1.

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy na O desetinnych mist
Cela cast ........... 10000
Desetinna cast ...... 0.000000

10000 : 2 = 5000 : 2 = 2600 : 2 =1260 : 2 =626 : 2 =312 : 2 =
0 0 0 0 1 0

1l
-J
o
S
1}
w
w
[\
1l
=
w
i
1l

= 166 : 2 : : 9 :2=4:2=2.:2=1
0 0 1 1 1 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do Z-soustavy je 10011100010000.

(10000)y, = (10011100010000), = 0,100111001 - 24
(214 = 16384)

10000 ... 0,1001 1100 10000000 0000 0000 - 2'*
0,1 ... 0,110011001100110011001100 - 273

0,1 po SHIFTu ... 0,000000000000000001100110 - 2%

—(01100110), -2 24. 21 = (64 + 324+ 4 +2) - 2 10 =

__ 102 __
= 102 _ 0,099609375

10000 + 0,1 ... 0,100111001000000001100110 - 2%

Cislo 10000 je zobrazeno presné.
Chyba zobrazeni 0,1 po SHIFTU je i — 1% — 0,1 — 0,099609375 = 3,90625 - 10~*

Shrnuti:

10 1024

10000 + 0,1 — vysledek s chybou 3,90625 - 10~*

(v sumé z motivaéniho prikladu jde o jeden krok)




Numerické metody KMA/NM
- Josef Dangk 13.2.2013

VATLABuU

s=0;
h=single(1/10);

for i=1:100000
s=s+h;
end;




