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Kapitola 12. Počátečńı úlohy pro ODR - II

V́ıcekrokové metody

V p̌ŕıpadě jednokrokových metod vystupovaly ve formuli pouze hodnoty yk; yk+1.
V p̌ŕıpadě v́ıcekrokových metod vypoč́ıtáváme hodnotu yk+1 pomoćı hodnot

yk�n; yk�n+1; : : : ; yk�1; yk;
�
yk+1

�

Poznámka: Pokud nepoužijeme hodnotu yk+1, jedná se o explicitńı metody, v opačném p̌ŕıpadě mluv́ıme

o implicitńıch metodách.

Opět vyjdeme z rovnosti
y0 = f(x; y(x))

Muśı tedy platit i rovnost integrál̊u
xk+1Z
xk

y0(x) dx =

xk+1Z
xk

f(x; y(x)) dx .

Tedy

y(xk+1) = y(xk) +

xk+1Z
xk

f(x; y(x))| {z }
ozn
= g(x)

dx . (?)

Dále postupujeme tak, že funkci g(x) aproximujeme interpolačńım polynomem Gn(x), který zintegrujeme
p̌resně.

Poznámka: Připomeňme si odvozeńı jednokrokové Eulerovy metody.

Funkci g(x) ze vztahu (?) aproximujeme konstantńı funkćı G0(x)
a)

G0(x) = g(xk) , x 2 (xk; xk+1i
Dostáváme:

yk+1 = yk +

xk+1Z
xk

G0(x) dx

yk+1 = yk + hg(xk)

yk+1 = yk + hf(xk; yk)

Eulerova metoda
: : : explicitńı jednokroková metoda, řád 1
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b)

G0(x) = g(xk+1) , x 2 (xk; xk+1i
Dostáváme:

yk+1 = yk +

xk+1Z
xk

G0(x) dx

yk+1 = yk + hg(xk+1)

yk+1 = yk + hf(xk+1; yk+1)

Implicitńı Eulerova metoda
: : : implicitńı jednokroková metoda, řád 1

Poznámka:
Při použit́ı implicitńı metody je ťreba zvolit počátečńı aproximaci y[0]k+1 a dále realizovat iteračńı proces

y
[l+1]
k+1 = yk + hf(xk+1; y

[l]
k+1)

Odvozeńı dvoukrokových metod

Funkci g(x) ze vztahu (?) aproximujeme lineárńı funkćı G1(x)
a)

G1(x) = g(xk) +
g(xk)� g(xk�1)

h
(x� xk) ,

x 2 (xk; xk+1i
xk+1Z
xk

G1(x) dx = g(xk)h+
h

2

h
g(xk)� g(xk�1)

i
=

=
h

2

h
3g(xk)� g(xk�1)

i

yk+1 = yk +
h

2

h
3f(xk; yk)� f(xk�1; yk�1)

i

Adams-Bashforthova metoda
: : : explicitńı dvoukroková metoda, řád 2

b)
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G1(x) = g(xk) +
g(xk+1)� g(xk)

h
(x� xk) ,

x 2 (xk; xk+1i
xk+1Z
xk

G1(x) dx = g(xk)h+
h

2

h
g(xk+1)� g(xk)

i
=

=
h

2

h
g(xk) + g(xk+1)

i

yk+1 = yk +
h

2

h
f(xk; yk) + f(xk+1; yk+1)

i

Adams-Moultonova metoda
: : : implicitńı dvoukroková metoda, řád 2

Odvozeńı ťŕıkrokových metod

Funkci g(x) ze vztahu (?) aproximujeme kvadratickou funkćı G2(x)
a)

G2(x) = : : : polynom procházej́ıćı bodyh
xk�2; g(xk�2)

i
;
h
xk�1; g(xk�1)

i h
xk; g(xk)

i

x 2 (xk; xk+1i
xk+1Z
xk

G2(x) dx = : : : D.cv.

yk+1 = yk +
h

12

h
23f(xk; yk)�16f(xk�1; yk�1)+5f(xk�2; yk�2)

i

Adams-Bashforthova metoda
: : : explicitńı ťŕıkroková metoda, řád 3

b)

G2(x) = : : : polynom procházej́ıćı bodyh
xk�1; g(xk�1)

i
;
h
xk; g(xk)

i h
xk+1; g(xk+1)

i

x 2 (xk; xk+1i
xk+1Z
xk

G2(x) dx = : : : D.cv.

yk+1 = yk +
h

12

h
5f(xk+1; yk+1)+8f(xk; yk)�f(xk�1; yk�1)

i

Adams-Moultonova metoda
: : : implicitńı ťŕıkroková metoda, řád 3
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Poznámky:

(i) U n-krokových metod je ťreba znát n hodnot

yk�n+1; yk�n; : : : ; yk

Na začátku výpočtu však tyto hodnoty, tj. Y1; : : : ; Yn�1, nejsou známy.

Pro jejich výpočet je ťreba už́ıt explicitńı jednokrokové metody odpov́ıdaj́ıćıho řádu.

(ii) U implicitńıch metod je ťreba určit aproximaci y[0]k+1 a realizovat metodu prosté iterace

y
[l+1]
k+1 = yk + : : : y

[l]
k+1

Obecný zápis metod

V́ıcekrokovou (i jednokrokovou) metodu lze obecně zapsat ve tvaru
rX

j=0

�jyk+j = h
rX

j=0

�j f(xk+j; yk+j)| {z }
� y0(xk+j)

.

• Explicitńı Eulerova metoda (�0 = �1, �1 = 1, �0 = 1, �1 = 0)

yk+1 � yk = hf(xk; yk)

• Implicitńı Eulerova metoda (�0 = �1, �1 = 1, �0 = 0, �1 = 1)

yk+1 � yk = hf(xk+1; yk+1)

• Adams-Bashforthova metoda - dvoukroková

(�0 = 0; �1 = �1; �2 = 1; �0 = �1

2
; �1 =

3

2
; �2 = 0)

yk+2 � yk+1 =
h

2

h
3f(xk+1; yk+1)� f(xk; yk)

i
(k := k + 1)

• Adams-Moultonova metoda - dvoukroková

(�0 = �1; �1 = 1; �0 =
1

2
; �1 =

1

2
)

yk+1 � yk =
h

2

h
f(xk; yk) + f(xk+1; yk+1)

i

• Adams-Bashforthova metoda - ťŕıkroková

(�0 = 0; �1 = 0; �2 = �1; �3 = 1; �0 =
5

12
; �1 = �4

3
; �2 =

23

12
)
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yk+3 � yk+2 =
h

12

h
23f(xk+2; yk+2)�16f(xk+1; yk+1)+5f(xk; yk)

i
(k :=

k + 2)
• Adams-Moultonova metoda - ťŕıkroková

(�0 = 0; �1 = �1; �2 = 1; �0 = � 1

12
; �1 =

2

3
; �2 =

5

12
)

yk+2 � yk+1 =
h

12

h
5f(xk+2; yk+2)+8f(xk+1; yk+1)�f(xk; yk)

i
(k :=

k + 1)

Definice: Lokálńı diskretizačńı chybou metody rozuḿıme

�k =
1

h

h rX
j=0

�jy(xk+j)� h
rX

j=0

�jy
0(xk+j)

i
.

Definice: Řekneme, že metoda je konzistentńı, je-li splněna podḿınka
�k(h)! 0 pro h! 0 .

Použijeme-li Taylor̊uv rozvoj, źıskáme:

y(xk) = y(xk)

y(xk+1) = y(xk) + hy0(xk) +
1

2
h2y00(xk) + : : :

y(xk+2) = y(xk) + 2hy0(xk) +
1

2
(2h)2y00(xk) + : : :

y(xk+3) = y(xk) + 3hy0(xk) +
1

2
(3h)2y00(xk) + : : :

...

y(xk+j) = y(xk) + jhy0(xk) +
1

2
(jh)2y00(xk) + : : :

a analogicky pro derivaci (formálně p̌riṕı̌seme 0):

y0(xk) = y0(xk)

y0(xk+1) = y0(xk) + hy00(xk) +
1

2
h2y000(xk) + : : :

y0(xk+2) = y0(xk) + 2hy00(xk) +
1

2
(2h)2y000(xk) + : : :

y0(xk+3) = y0(xk) + 3hy00(xk) +
1

2
(3h)2y000(xk) + : : :

...

y0(xk+j) = y0(xk) + jhy00(xk) +
1

2
(jh)2y000(xk) + : : :
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Tj. jde vždy polynom v proměnné h () i �k).

Dosazeńım do vztahu pro lokálńı diskretizačńı chybu

�k =
1

h

h rX
j=0

�jy(xk+j)� h
rX

j=0

�jy
0(xk+j)

i
,

tj.

�k =
1

h

��
�0y(xk)+�1y(xk+1)+�2y(xk+2)+� � �+�ry(xk+r)

�
�h

�
�0y

0(xk)+�1y
0(xk+1)+� � �+�ry0(xk+r)

��
;

dostaneme

�k =
1

h

�
y(xk)

� rX
j=0

�j

�
| {z }

konstantńı členy

+hy0(xk)
� rX
j=0

(j�j � �j)
�

| {z }
lineárńı členy

+h2y00(xk)
�1
2

rX
j=0

j2�j �
rX

j=0

j�j
�

| {z }
kvadratické členy

+h3y000(xk)( : : : )| {z }
kubické členy

+ : : :
�
:

Po roznásobeńı:

�k =
1

h
y(xk)

� rX
j=0

�j

�
+ y0(xk)

� rX
j=0

(j�j � �j)
�
+ h

�
: : :

�
+ h2

�
: : :

�
+ : : :

D.cv: Ukažte, že ďŕıve odvozené metody jsou konzistentńı.

Definice: Polynomy v proměnných v a w ve tvaru

�(v) =
rX

j=0

�jv
j a �(w) =

rX
j=0

�jw
j

nazýváme charakteristické polynomy metody.

Poznámka: Metoda je konzistentńı, plat́ı-li
�(1) = 0 a �0(1) = �(1)

Poznámka:
Nestabilita - do výsledku je vnášena chyba, jej́ıž vliv zesiluje až celý výpočet znehodnot́ı.
Př́ıčiny - špatná podḿıněnost úlohy (nezáviśı na volbě metody); nevhodná metoda nebo p̌ŕılǐs velký krok.

Definice: Mějme dánu počátečńı úlohu s lipschitzovskou funkćı f :
y0 = f(x; y); x 2 (0; T i
y(0) = �

Řekneme, že metoda je konvergentńı, když plat́ı:
lim
h! 0

Nh = T

yN = y(T )

a
lim
h!0

yk = � pro k = 0; 1; : : : ; r � 1

pro každé pevné T (uvažujeme r-krokovou metodu).



Numerické metody
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Poznámka: Je žrejmé, že nutnou podḿınkou konvergence je konzistence metody. Je i podḿınkou
postačuj́ıćı?

Věta Uvažujme úlohu
y0 = �y; x 2 (0; T i
y(0) = �

.

Eulerova metoda je pro tuto úlohu konvergentńı.

Důkaz:

y(xk+1) = y(xk) + h

= y0(xk)z }| {
�y(xk) + h�k

yk+1 = yk + h �yk

y(xk+1)� yk+1| {z }
Ek+1

= y(xk)� yk| {z }
Ek

+ h� (y(xk)� yk)| {z }
Ek

+ h�k

Ek+1 = Ek(1 + h�) + h�k
Tj.

E1 =

= 0z }| {
E0(1 + h�)+h�0

E2 = E1(1 + h�) + h�1
...

Obecně lze psát:

Ek = (1 + h�)kE0| {z }
(1 + h�)k�1E1

+h
kX

m=1

(1 + h�)k�m�m�1

Dále plat́ı (z Taylorova rozvoje ex):
j1 + h�j � ehj�j

a tedy
(1 + h�)k�m � e(k�m)hj�j � ekhj�j � eT j�j

Potom

jEkj � ej�jT
h= 0z}|{
jE0j|{z}
(�)

+hk max
1�m�k

j�m�1j| {z }
(��)

i

(�) jE1j = jh�0j ! 0 pro h! 0.
(��)! 0 pro h! 0, protože je Eulerova metoda konzistentńı.

2

Důkaz:

Plat́ı
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y(xk+1) = y(xk) + hf(xk; y(xk)) + h�k

yk+1 = yk + hf(xk; yk)

y(xk+1)� yk+1| {z }
Ek+1

= y(xk)� yk| {z }
Ek

+ h
h
f(xk; y(xk))� f(xk; yk)

i
+ h�k

Funkce f je lipschitzovsky spojitá:

jf(xk; y(xk))� f(xk; yk)j � L � jy(xk)� ykj 8xk 2 h0; T i

Pak lze psát:
jEk+1j � jEkj+ hL jEkj+ h j�kj :

Dále je důkaz stejný (j�j = L)

jEkj � eLT
h
jE0j|{z}
= 0

+hk max
1�m�k

j�m�1j| {z }
!0 (h!0)

i

2

Konvergence v́ıcekrokových metod

Př́ıklad: Uvažujme v́ıcekrokovou metodu ve tvaru
yk+2 = 3yk+1 � 2yk � hf(xk; yk) .

Obecný zápis byl
rX

j=0

�jyk+j = h
rX

j=0

�jf(xk+j; yk+j):

Plat́ı:
�0 = 2; �1 = �3; �2 = 1;

2X
j=0

�j = 0

�0 = �1; �1 = 0; �2 = 0;
2X

j=0

�j = �1 ?
=

2X
j=0

j�j = 0��0+1��1+2��2 = 0+(�3)+2 = �1

) metoda je konzistentńı.

Touto metodou budeme řešit počátečńı úlohu
y0 = 0; x 2 (0; T i
y(0) = 0

.

Pro tuto úlohu má metoda tvar
yk+2 = 3yk+1 � 2yk .

Obecně lze psát:
yk = 2y0 � y1 + 2k(y1 � y0) .

Důkaz: (pomoćı úplné matematické indukce)

1. k = 2, k = 3

y2 = 2y0 � y1 + 22(y1 � y0) = 3y1 � 2y0 X

y3 = 2y0 � y1 + 23(y1 � y0) = 7y1 � 6y0
?
= 3y2 � 2y1 = 3

�
3y1 � 2y0

�
� 2y1 X
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2.
yk = 2y0 � y1 + 2k(y1 � y0)

yk+1 = 2y0 � y1 + 2k+1(y1 � y0)

9=
; ?) yk+2 = 2y0 � y1 + 2k+2(y1 � y0)

yk+2 = 3yk+1 � 2yk = 3
�
2y0 � y1 + 2k+1(y1 � y0)

�
� 2

�
2y0 � y1 + 2k(y1 � y0)

�
=

= 2y0 � y1 + (6� 2)| {z }
= 22

2k(y1 � y0) X

2

Problém:
Pokud y1 = y0 = y(0) = 0 ) yk = 0 8k. X

Pokud se y1 bude lǐsit (i když velmi málo) od 0, pak pro k!1 : yk !1. �

Považujeme-li rovnost yk+2 = 3yk+1 � 2yk za diferenčńı rovnici, můžeme ji řešit.
Předpokládáme, že yk = Cvk. Pak lze psát

Cvk+2 = 3Cvk+1 � 2Cvk

Cv2 = 3Cv � 2C

v2 � 3v + 2 = 0 (?)

v1;2 =
3�p9� 8

2

v1 = 2; v2 = 1

yk = C12
k � C2

Dále v́ıme, že pro
k = 0 : y0 = C1 + C2

k = 1 : y1 = 2C1 + C2

) C1 = y1 � y0;
C2 = y0 � c1 = y0 � y1 + y0 = 2y0 � y1

yk = (y1 � y0)2
k + 2y0 � y1

yk = (y1 � y0) 2|{z}
=v1

k + (2y0 � y1) 1|{z}
=v2

k

Připomeňme, že v́ıcekrokovou metodu jsme zapisovali ve tvaru
rX

j=0

�jyk+j = h
rX

j=0

�jf(xk+j; yk+j)

a charakteristické polynomy jsme definovali

�(v) =
rP

j=0
�jv

j a �(w) =
rP

j=0
�jw

j .

O stabilitě výpočtu rozhoduj́ı kǒreny polynomu �(v) (viz (?)).

Pro kǒreny �vj polynomu �(v) muśı platit j�vjj � 1 .
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Definice: Řekneme, že metoda je D-stabilńı, pokud kǒreny charakteristického polynomu �(v) splňuj́ı
podḿınky:
(i) j�vjj � 1 pro j = 1; 2; : : : ; r,

(ii) je-li �vj násobný kǒren, potom j�vjj < 1.

Poznámky:
• Je-li metoda D-stabilńı, nebude v pr̊uběhu výpočtu radikálně zvěťsovat jednokrokovou chybu.

• Uvažujme Eulerovu metodu

yk+1 � yk = h f(xk; yk)

�(v) = v � 1 = 0 ) �v = 1

) Eulerova metoda je D-stabilńı.

Odhad chyby metodou polovičńıho kroku

Pro globálńı chybu metody lze psát
y(x)| {z }

p̌resné
= y(x; h)| {z }

(�)
+ Eh|{z}
Chp

+ Fh|{z}
O(hr); r > p

(�)

(�) y(x; h) = yk(h); x 2 hxk; xk+1i; k = 0; 1; : : : ; N � 1

pro polovičńı krok

y(x) = y
�
x;
h

2

�
+ Eh

2

+ Fh

2

(��)
Po odečteńı (�) � (��):

0 = y(x; h)� y
�
x;
h

2

�
+ Eh � Eh

2

+ : : :

0 � y(x; h)� y
�
x;
h

2

�
+ (2p � 1)Eh

2

Eh

2

=
y
�
x; h

2

�
� y(x; h)

2p � 1

) y(x) � y
�
x;
h

2

�
+ Eh

2

Poznámka: Opět lze použ́ıt Richardsonovu extrapolaci

• aktivńı extrapolace
extrapolaci provád́ıme v každém kroku (extrapolované yk použijeme pro výpočet yk+1)

• pasivńı extrapolace
vypočteme yk, k = 0; 1; : : : ; N � 1 s r̊uznými parametry h potom provedeme extrapolaci

Algoritmus prediktor-korektor
Poznámka: Jde o obecné schéma výpočtu.

Princip:
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Předpokládejme, že máme dostatečně p̌resně vypoč́ıtány hodnoty y0; y1; : : : ; yk�1 nějakou explicitńı
jednokrokovou metodou.
Nyńı chceme poč́ıtat yk.

1) Nejprve nějakou explicitńı metodou urč́ıme nultou iteraci y[0]k jako vstupńı hodnotu pro daľśı výpočet
(PREDIKTOR).

2) Vypočteme hodnotu pravé strany F
[s]
k = f(xk; y

[s]
k ).

3) Vypočteme lepš́ı aproximaci y[s+1]
k pomoćı nějaké implicitńı metody s využit́ım F

[s]
k =: fk

(KOREKTOR).

Pomoćı krok̊u 2) a 3) urč́ıme N iteraćı y[1]k ; y
[2]
k ; : : : ; y

[N ]
k (N – dáno).

Na závěr p̌rǐrad́ıme yk = y
[N ]
k .

Stejný postup opakujeme pro yk+1; yk+2; : : : .

Poznámka: Dané schéma lze použ́ıt na r̊uzné metody. Je žádoućı použ́ıt explicitńı a explicitńı metodu
stejného řádu (pro zachováńı p̌resnosti). Volba konkrétńıch metod je na nás.

Poznámka: Označ́ıme-li operaci:
a) P . . . prediktor
b) E . . . vyč́ısleńı (evaluation)
c) C . . . korektor

Můžeme toto schéma zapsat ve tvaru:

P (EC)N p̌ŕıpadně P (EC)NE, vyč́ıslujeme-li ještě Fk = f(xk; y
[N ]
k ) (což je lepš́ı).

Dostaneme pak r̊uzné varianty tohoto schématu:

PEC , PECE

P (EC)2 , P (EC)2E

P (EC)3 , P (EC)3E
... , ...

Př́ıklad: Řešte algoritmem prediktor-korektor založeném na Adamsových metodách druhého řádu na
intervalu h0; 0; 6i počátečńı úlohu:

y0 = y + ex; tj. f(x; y(x)) = y + ex

y(0) = �1

Přesné řešeńı: y = ex(x� 1).

Použijeme algoritmus typu PEC.
Vzorec prediktoru má tvar:

y
[0]
n+1 = yn +

h

2
(3Fn � Fn�1)

Korektor:
yn+1 = yn +

h

2
(F

[0]
n+1 + Fn)

Volte krok h = 0; 2.
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n xn

p̌resnéz }| {
y(xn) y[0]n F [0]

n yn en

0 0 �1 �� 0 �1 - 0

1 0;2 �0;9771 �� 0;2425 � � 0;9789 - 0;0018

2 0;4 �0;8950 P � 0;9061 E 0;5857,! C � 0;8960,! 0;0010

3 0; 6 �0;7288 P � 0;7445 E 1;0776,! C � 0;7296,! 0;0008

�

Pro určeńı hodnoty y1 použijeme nap̌r.
jednokrokovou modifikovanou Eulerovu metodu (2. řádu):

k1 = f(x0; y0) = y0 + ex0 =
= �1 + 1 = 0

k2 = f(x0 + h=2; y0 + h=2 � k1) =
= �1 + e0;1 :

= 0;1051

y1 = y0 + h � k2 :
=

:
= �1 + 0;2 � 0;1051 = �0;9789

��

Urč́ıme hodnoty F0 a F1.

Odhad chyby pomoćı algoritmu prediktor-korektor

Za p̌redpokladu, že se hodnota derivace y(p+1), kde p je řád metody, p̌ŕılǐs neměńı, lze odvodit odhad pro
lokálńı chybu algoritmu

dk �
cCp+1

cPp+1 � cCp+1

(yCk+1 � yPk+1)

kde

cPp+1, cCp+1 : : : konstanty v lokálńı chybě metody, tj. dk = cp+1 h
p+1 yp+1(xk)

yCk+1 : : : vypočteno korektorem

yPk+1 : : : vypočteno prediktorem

Podḿıněnost úlohy a stabilita metody

Př́ıklad Řešme počátečńı úlohu

y0 = y � x

3
� 2

3
; x 2 (0; T i

y(0) = 1
.

řešeńı této počátečńı úlohy má tvar y =
x

3
+ 1

obecné řešeńı dané rovnice je y = Aex + x

3
+ 1
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) úloha je špatně podḿıněná!
(y(0) = 1 + " ! y = "ex + x

3
+ 1)

pro řešeńı je ťreba použ́ıt metodu vyš̌śıho řádu a dostatečně p̌resnou aritmetiku

Př́ıklad Pomoćı Eulerovy metody řešme počátečńı úlohu
y0 = � y; x 2 (0; T i
y(0) = 1

. (|)

p̌resné řešeńı úlohy je y(x) = e�x

v tomto p̌ŕıpadě má Eulerova metoda tvar

yk+1 = yk + h�yk

yk+1 = (1 + h�|{z}
= �h

)yk

Je-li
���1 + �h

��� < 1, pak je posloupnost yk omezená a klesaj́ıćı.

Je-li
���1 + �h

��� > 1, pak posloupnost yk neomezeně roste (osciluje).

���1 + �h
��� < 1 , �h = h� 2 (�2; 0)

Pro konkrétńı úlohu:

y0 = �5 y; x 2 (0; 1i
y(0) = 1

a krok h pomoćı Eulerovy metody dostaneme:
1) h = 0; 1

yk+1 = (1� 0; 1 � 5)| {z }
= 0; 5

yk

xk 0 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9 1

yk 1:0000 0:5000 0:2500 0:1250 0:0625 0:0313 0:0156 0:0078 0:0039 0:0020 0:0010



Numerické metody
Josef Daněk
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2) h = 0; 3
yk+1 = (1� 0; 3 � 5)| {z }

= �0; 5
yk

xk 0 0:3 0:6 0:9 1:2 1:5

yk 1:0000 �0:5000 0:2500 �0:1250 0:0625 �0:0313
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3) h = 0; 5
yk+1 = (1� 0; 5 � 5)| {z }

= �1; 5
yk

xk 0 0:5 1:0 1:5

yk 1:0000 �1:5000 2:2500 �3:3750
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Tj. v p̌ŕıpadě velké záporné hodnoty � = �2000 ! h < 2
2000

= 0; 0001

řešeńı y(x) = e�2000x ! 0 pro x!1
yk = (1 + h�)ky0 = (1� 2000h)k ! 0 pro k!1

Poznámka:
Řekneme, že metoda je pro �h absolutně stabilńı, jestliže p̌ri h a �: h� = �h, všechna p̌ribližná řešeńı

maj́ı pro k!1 limitu rovnou 0 (yk ! 0).
Úlohu (|) uvažujeme proto, že rovnice y0 = f(x; y) po linearizováńı p̌rejde na tvar y0 =

@f

@y|{z}
= �

y.

) Stabilita záviśı jak na metodě, tak na úloze.

Připomeňme, že plat́ı:

y(xk+1) = y(xk) + h�y(xk) + h�k

yk+1 = yk + h�yk

Ek+1 = Ek + h�Ek + h�k

jEk+1j � j1 + h�j � jEkj+ hj�kj

Chceme-li, aby jEkj ! 0 pro k!1, muśıme požadovat
j1 + h�j < 1 .
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Tuto úvahu můžeme učinit i pro obecnou v́ıcekrokovou metodu
rX

j=0

�jyk+j = h
rX

j=0

�j�yk+j

rX
j=0

(�j � �h�j)yk+j = 0

Definujeme polynom stability:

�(u; �h) =
rX

j=0

(�j � �h�j)u
j .

Definice: Oblast́ı absolutńı stability metody nazýváme množinu

A =
n
�h 2 C : j�ujj � 1 8�uj : �(�uj; �h) = 0

o
j�ujj < 1 pro násobné kǒreny

tj. ”množina hodnot �h v komplexńı rovině, pro které kǒreny polynomu �(u; �h) splňuj́ı podḿınku
j�ujj < 1“

Př́ıklady
1. (explicitńı) Eulerova metoda

yk+1 � yk = hf(xk; yk)

Koeficienty metody
�0 = �1; �1 = 1; �0 = 1; �1 = 0

Polynom stability

�(u; �h) =
rX

j=0

(�j � �h�j)u
j

�(u; �h) = (�1� �h) + u = u� 1� �h

Kǒren
�u = 1 + �h; j�uj =

���1 + �h
��� � 1

Oblast absolutńı stability metody



Numerické metody
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2. implicitńı Eulerova metoda
yk+1 � yk = hf(xk+1; yk+1)

Koeficienty metody
�0 = �1; �1 = 1; �0 = 0; �1 = 1

Polynom stability
�(u; �h) = �1 + (1� �h)u = (1� �h)u� 1

Kǒren
j�uj = 1���1� �h

��� � 1;
���1� �h

��� � 1

Oblast absolutńı stability metody

Intervaly absolutńı stability
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Eulerova metoda (�2; 0)
Implicitńı Eulerova metoda (�1; 0) [ (2;1)

Př́ıklad Stanovte oblast absolutńı stability pro tzv. obdélńıkové pravidlo, tj. metodu s p̌redpisem

yk+1 = yk�1 + 2hf(xk; yk):

Koeficienty metody
�0 = �1; �1 = 0; �2 = 1; �0 = 0; �1 = 2; �2 = 0

Polynom stability
�(u; �h) = �1� 2�hu+ u2

Kǒreny

u1;2 =
2�h�

q
4�h2 + 4

2
= �h�

q
�h2 + 1

Pro oblast absolutńı stability muśı platit (D.cv.)

ju1j < 1 ^ ju2j < 1

Př́ıklad Stanovte oblast absolutńı stability pro tzv. lichoběžńıkové pravidlo, tj. metodu s p̌redpisem

yk+1 = yk +
h

2
[f(xk; yk) + f(xk+1; yk+1)] :

Koeficienty metody
�0 = �1; �1 = 1; �0 =

1

2
; �1 =

1

2

Polynom stability
�(u; �h) = (�1� 1

2
h) + (1� 1

2
h)u

Kǒren
u =

2 + �h

2� �h
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Plat́ı
juj < 1 pro Re �h < 0

Nebot’ �����
2 + �h

2� �h

����� < 1 ,
���2 + �h

��� < ���2� �h
��� , ����h� (�2)

��� < ����h� 2
��� ;

tj. vzdálenost �h od �2 je menš́ı než vzdálenost od 2.
Oblast absolutńı stability metody


