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\bitola 11. Potatetni tilohy pro ODR - |

v

Pocatecni alohy pro obycejné diferencialni rovnice 1. fadu

Formulace:
Je dana funkce dvou proménnych f = f(z,y), y € R, z € {(a,b) a Cisla 2 € {(a,b) a yp € R.
Chceme najit takovou funkci y = y(z), ¢ € (zo,b), kterad na intervalu (zo,b) vyhovuje rovnici

y' = f(z,y)

a splnuje pocatecni podminku

Y(Zo) = %o |
Funkci y = y(z), kterd spliiuje pocate¢ni podminku a rovnost ¥’ = f(z,y(z)) na pislusném intervalu,
nazyvame resenim ulohy.

V nékterych pripadech budeme uvaZovat specialni Glohu s rovnici
y' = a(z)y + b(z)

nebo s rovnici

¥ =2yl

Velmi podstatnou tlohu v nasich dalsich Gvahach bude hrat predpoklad, ze funkce f je na néjakém intervalu
lipschitzovsky spojita (v druhé proménné), tj. plati:
|f(z,y1) — f(z,92)| < Llyr —y2| Vz €(a,b) Vy,y2 €R

Priklad 1

Uvazujme ulohu

y/ — y2
y(0)=7n>0
Funkce f(z,y) = y? je lipschitzovsky spojita na libovolném kone¢ném intervalu (n — K,n + K).
Konstanta L = 2(n + K).

vt — 43| < 2(n + K) |9 — vl
lyr + 12| <2(n+ K) Vz € {(a,b), Vy,y € (n—K,n+ K)

Y1 + 9 <yl + |yl <n+K+n+K=2(n+K) Vzecab), Yy,y.€(n—-Kn+K)
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n+K
n
n—K
Regime pomoci separace proménnych
dv_
dz
d
—Z =dz
Y
1
——=z+c
. 1
Y= Tt e
y(0) =17
1 —
c 1
c=——
n
Regenf této tlohy ma tvar
_ 1
y(z) = I_ o
U
. 1 _
Kdyz z — (E) , pak § — o0.
= Pro vSechna y1,y> € R nelze najit jednu konstantu L a
feSeni neexistuje pro libovolné z (Feseni existuje pouze do urlitého Casu).
Priklad 2
Uvazujme dlohu
Y=y
y(0)=0
_ , 0f(z,y) 1
Funkce f(z,y) = ,/y neni lipschitzovsky spojita v okoli 0, protoze = — 00 pro
VY oy 2,/Y
Yy — 0+.
Z véty o stredni hodnoté plyne:
0f(z,¢)
(@) — flz,y2) = a—y(yl — Y2)

Reseni této dlohy neni jednoznacné:
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1171($) =0
ga(2) = ~a°
9:(2) = 42
dy
= VY

HYy=0 OK 2) y#0

a4y _
VY
2/y=z+c

T
\/@ZE—FC

T 2
y—(5+9

y(0) =0

c? =

dz

c=20
y=73

Priklad 3

Uvazujme ulohu

Y =Xy

y(0) =1
Funkce f(z,y) = Ay je lipschitzovsky spojita pro vSechna y € R s konstantou L = ).

Ay — AYa| = A |yr — 2| < [A]|yr — 92

Tato Gloha ma pravé jedno FeSeni pro viechna z € (0,00) ve tvaru

37(1:) — eAm
dy
i
dz 0
d
%~ dz
Y
Inlyl=Az+c
In|y| =lne* +1nc

y =ce’®
y(0) =1

c=1

Az

y=2¢
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K
T

.. T Nas e-u‘j?cf pfiklady ukazuji vyznam Lipschitzovy konstanty.

Priklad 4

Uvazujme Ulohu ve tvaru

y = g(z)
y(0)=n

Redeni mé tvar g(z) = n+ /g(f) d¢ a Lipschnitzova konstanta L = 0.
0

K¥ivky feseni mohou vypadat treba takto:

Y

IS I3 ﬁ
il
— N W

Zménime-li pocatecni podminku 77, potom nové reseni je pouhé posunuti plvodniho do hodnoty 7.

Priklad 5
Uvazujme tlohy
Yy = 3y y' =3y
a
y(0)=n y(0) =7
Dostaneme reseni
g(z) = ne* a g(z) = ne™**

X

\
——

V obou pripadech je Lipschitzova konstanta L = 3. Jeji velikost vSak mize ovliviiovat chovani konkrétni
numerické metody pro konkrétni tlohu.
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T
Véta Necht funkce f(z,y) ma nésledujici vlastnosti:
(2) je definovédna v pasu S = (a,b) x R (a,b ... konecné),

(74) je spojitd v proménné = € (a,b) pro kazdé y € R,
(747) splfuje Lipschitzovu podminku v proménné y, tj. existuje Cislo L takové, Ze plati nerovnost
|f(z,y1) — f(@,92)| S Llyr — 2| Vz € (a,b) Yy, 32 €R
Potom pro kazdé z, € (a,b) a libovolné yy € R existuje pravé jedna funkce y = y(z) s vlastnostmi:
a) y(z) je spojitd a spojité diferencovatelna pro z € (a, b),
b) plati rovnost y'(z) = f(z,y(z)) pro Vz € (a,b),

c) ¥(zo) = %o.

Numerické metody Ize délit podle riznych kritérii:
A) metody zaloZené na numerické derivaci X  na numerické integraci

B) jednokrokové metody X  vicekrokové metody

)
C) explicitni metody X implicitni metody
)

D) metody s konstantnim krokem X metody s proménnym krokem

Princip:

Zakladem metod je diskretizace proménnych.

Priblizné feseni nehleddme jako spojitou funkci, ale nagenerujeme body x4, 1, zo, . . .
a urCujeme &isla Yo, Y1, Y2, - - -, kterd aproximuji y(zo), y(z1), y(z2), - . - .

Pro jednoduchost miizeme uvazovat ekvidistantni déleni, tj. h = z511; — zx, Vk.

Eulerova metoda
- nejjednodussi jednokrokova explicitni metoda; Ize odvodit fadou postupi
e 1.odvozeni

Yo ... dano

Y1 ... pocitdme extrapolaci z hodnoty yo, pficemz se na intervalu (o, ;) feSeni aproximuje pfimkou,

ktera prochazi bodem [zg, ¥o] a ma smérnici ¥ = f(zo, o).

Ta mé rovnici y — yo = (z — Zo) f(Z0, Yo). Tj. pro z; dostavame:

Y1 = Yo + (Z1 — z0) f(To, Yo)
h

Obecné dostaneme rekurentni vztah

Yre+1 :yk+hkf($k)yk)7 k2011121"'




Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Yy presné feSeni ... y(x)

I I ) s I

e 2.odvozeni Pomoci Taylorova rozvoje.

1
Y(zri) = y(ze) + e y'(zk) +Shiy" (&), & € (Th, Tora)
S—— 2
:f(:ck,y(iﬂk)) (*)

(*) zanedbame a dostaneme vztah pro pfiblizné feSeni

Yea1 :yk-f—hkf(illk,yk), k:0,1,2,...

Yo ... pocatecni podminka

e 3.odvozeni Pivodni diferencialni rovnici nahradime diferenéni rovnici (aproximujeme derivaci).

yI:f($7y) — w:f.(xk)yk)a k2011121"'
k

e 4.odvozeni Pulvodni diferencialni rovnici zintegrujeme a aproximujeme urcity integral.

V=f@y) - yem)-y@) = [ f@y@)d
2 (*)

(x) y(z) na (zy,Try1) aproximujeme konstantou yy
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f(xk:, yk:) f(xayk;)/

yk—l—l_yk:hkf(mk)yk)) k:0)1)2)"' .

Pozndmka:

Eulerova metoda je

e jednokrokovd metoda (yx — Yri1)

K vypocltu Y1 pouzijeme pouze predchozi hodnotu y.

e explicitni metoda (na pravé strané neni y.1)

V ziskané formuli je explicitné vyjadiena hodnota Y 1.

Priklad
Pomoci Eulerovy metody Feste nasledujici Glohu na intervalu (0;0,6) s konstantnimi kroky A = 0,2 a
h=0,1.
y=z-y
y(0) =1
ReZeni:

(PYesné feseni:  y(z) =2e*+z—1).

Eulerova metoda je déna rekurentnim vztahem:

Yitr = Yk + h - f(Zk, Yr)-
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h=0,2 h=0,1
Ty ‘ y(zx) Yk €k Yk €k
0 1,000 1,000 0,000 1,000 0,000
0,1 0,910 0,900 0,010
0,2 0,837 0,800 0,037 0,820 0,017
0,3 0,782 0,758 0,024
0,4 0,741 0,680 0,061 0,712 0,029
0,5 0,713 0,681 0,032
0,6 0,698 0,624 0,074 0,663 0,035
15 \
y i
1k
: S ... pfesné feSeni
66— & __? ... TeSeni pro h = 0,1
' © ... feSeni pro h = 0,2
05k
T
0 -
-0.1 0 OI1 UI2 UI3 O.Id» DI5 DIE OIT UIB
Poznamky:

1) Vidime, Ze je chyba imérna h.

2) Chyba s rostoucim z vzrista.

Definice: Lokalni diskretizacni chyba d; na intervalu (zx, Zx,1) je nepresnost, s niz hodnoty teoretického
feSeni dané ulohy splnuji rekurentni vztah, ze kterého se pocita hodnota y. .

Pro Eulerovu metodu je lokalni diskretizacni chyba dy:
Y(@ri1) = y(zx) + hx f(zr, y(z£)) + di

Pozndmka:

Lokalni diskretizacni chyba se nazyva lokalni proto, Ze dj lze interpretovat také jako chybu jednoho kroku
metody (pFi vypoltu ¥y 1) za predpokladu, Ze vSechny hodnoty ¥k, Yx 1,... potfebné k vypoltu yx 1 jsou
presné.



Numerické metody KMA/NM
- Josef Dangk 13.2.2013

Yy presné feseni ... y(z)

T I o I3 T4

Definice: Globalni diskretizacni chyba je e; = y(zx) — v, tj. rozdil teoretické hodnoty feseni a vypoltené
hodnoty reseni v daném bodé z.
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Yy presné feseni ... y(z)

I I o I3 T4

Globalni diskretizacni chyba Eulerovy metody (pro konstantni krok k)

Priblizné feseni:

Yo = y(zo)
Yerr = Yk + h f(ze, ) k=0,1,...

Presné resSeni:

y($k+1) = y(xk)+hf($kay($k))+dk k= 0,1,...

Po odecteni:
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6020

exy1 =€+ h (f(fﬂk,'y(fEk)) — f(z, yk)) + di

tj. v kazdém kroku se ke globalni chybé e, pripocita lokalni chyba dy, a ¢len h-(...), ktery pfedstavuje
nepresnosti z minulych kroka.

Priklad:

Specialni pripad, kdy f nezavisi na y:
y = f(z) k
Y(zo) = Yo el

tj. globalni chyba je souctem lokalnich chyb.

Poznamka:

Lokalni chyba Eulerovy metody je O(h?) (viz dal3i slide).

. z 24 o o P r—a
Protoze ® ma k scitancl a protoze pro pevné z je k = — plyne z ®
const
e(z,h) = n -O(h*) = O(h)

podobné jako u zakladnich a slozenych kvadraturnich vzorci.

Pozndmka:

Lokalni i globalni diskretiza¢ni chyba jsou chyby aproximace, tj. neuvazovali jsme zaokrouhlovaci chyby.
Definice: Rad diferenéni metody je nejvétsi prirozené Cislo p takové, ze pro danou metodu aplikovanou na
libovolou pocatecni tGlohu s dostatecné hladkym fesenim plati pfi kazdém pevném k a hy — 0 odhad

dp = O(hZ™).

Rad Eulerovy metody

Ze vztahu pro lokalni diskretizaéni chybu di plyne:

di = Y(Tr+1) — y(2r) — he - Y' (k)
N——
=f(zk,y(zk))

y(Zx11) vyjadfime pomoci Taylorova rozvoje (predpokladadme, ze y ma 2. derivaci)

Y(oann) = ¥(on) + hay/(28) + 5 MEY'(E) € € (T Tans)

Po dosazeni:

1
dy = 2 hey"(€) | = O(h3)
2=p+1 = tad Eulerovy metody je p=1.
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Obecna jednokrokova metoda

Eulerova metoda je sice velmi jednoducha (fad je 1), ale k dosazeni urcité pfesnosti musime pouzivat
velmi malé kroky hj. Chceme-li jednokrokovou metodu vyssiho Fadu, musime se zrici linearity

yk+1:yk+hnf(mk)yk) k:O)1)21"'

yk+1:yk+¢($kaykahk7f) k:071727"'

Metody Taylorova typu

Hodnotu y(zx,1) budeme aproximovat pomoci Taylorova rozvoje vyssiho fadu p
(v Eulerové metodé byl pouzit Fad 1), tj.

h2 hP hp+1
Y(Tr1) = Y(@uthe) = y(@e)+he v (T6) + - o1 Y "(zn)+ - +j,c ¥ (zy, )+m yP(E) & € (Thy Tur1)

Je treba dosadit za derivace y v bodé z,. Derivace uréime postupnym derivovanim funkce f.

y = f(z,y(z))
w_0f  of dy

- = ozn. [1]
:y/
no__ af[ af dy _ £[1] [1] ozn.
:y/
Obecné lze odvodit rekurenci
y ) = iz, y(z)) = fr(z, y(z)) + fI Uz, y(2) - fz,9(z)) r=1,2,...

Po dosazeni (uvazujme konstantni krok h) dostavame
h? h? .
Yer1 = Yo + B F(Tk, Ye) + o e, ve) + -+ o FP Y (e, i)

Poznamka:

Metody Taylorova typu se v praxi nepouzivaji pravé z diivodu nutnosti vyjadrovat derivace 3", y",

Priklad Odvodte metodu Taylorova typu 2.Fadu pro Yeeni nasledujici Glohy na intervalu (0;0,6) s kon-
stantnim krokem h = 0, 2

Yy =z-1,
y(0) =1

Reseni:

(Ptesné feseni:  y(z) =2e*+z —1).
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flz,y)=z—y
fm(:l:,y):fm+fy~f:1+(—1)-f(:ll,y):1—:E+y.

Dostavame rekurentni vztah:

1
yk+1:yk+h($k—yk)+§h2(1—$k+yk)

2

Ty Y(zx) Yk h(zr — yx) 3(1 — Tk + Yx) ey

0 1,000 1,000 -0,200 0,040 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,128 0,033 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,069 0,027 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznamka:

Vidime, ze metoda Taylorova typu 2. fddu pro h = 0,2 dava presnéjsi vysledky nez Eulerova metoda s
h=0,1.

Metody Runge-Kuttova typu

e Univerzalnéjsi metody nez metody Taylorova typu.

e Vychazi také z Taylorova polynomu, ale nepouziva se ho pfimo, aby nebylo nutné explicitné vyjadrovat
derivace funkce f = f(z,y(z)) a pocitat jejich hodnoty. Hledanad aproximace je kombinaci nékolika
hodnot funkce f vypocitanych v nékolika strategicky volenych bodech (z,y) na intervalu (zg, Zg11).

Poznadmka: Téchto metod je velké mnozstvi!

Heunova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. fadu)

— vztah ¥y = f(z,y(z)) zintegrujeme pres interval (zg,ZTg 1)

Tk41 Tr41

[ v@de= [ f(zy@)de

Tk Tk

Th41

y(:z:k+1) — y(xk) = / f(:z:,y(:c)) dz

Tk

— pouzijeme lichobéznikové pravidlo

Y(@es) = ¥(zw) = 5 [f@nu@) + (@ v@n)] + O)

N——
viz chyba
lich. pr.

— na pravé strané vystupuje hodnota y(zx.1), jeji aproximaci uréime pomoci Eulerovy metody

Y(zrr1) = y(zx) + b f(zr, y(z0)) + O(R?)

— dostavame metodu ve tvaru
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ki1 = Ye + h [ (T, Ur)

h —
Yet1 = Y + 5 [f(fEk, Yr) + f(Zr1, yk+1)]

Pozndmka: LokalIni diskretizaéni chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je d, = O(h?). Globalni chyba

je potom o ¥ad nizsi, tj. e, = O(h?), protoze chyba metody se zvétSuje lineadrné s pottem kroki k ~ -

Modifikovana Eulerova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. fadu)

- vztah y' = f(z,y(z)) opét zintegrujeme pres interval (Zy, Zgo1)

Th41 Th+1
[ v@do= [ fz,y())ds
Tr41

y(@r) —y@) = [ f(z,y()do

Tk

— pouzijeme obdélnikové pravidlo

y(owen) ~ 9o = b F(m+ oyt D)+ O(R?)

———
viz chyba
obd. pr.

— hodnotu y(zx + %) uréime pomoci Eulerovy metody

y(on + 2) = y(@) + o fony(@) + O(K)

— dostavame metodu ve tvaru

h
Yl =Y T 5 F(@x, yx)

h
Yer1 = Yk + A f(ze + E,ykJr%)

Pozndmka: Lokalni diskretizaéni chyba je opét d;, = O(h®). Globélni chyba je potom o ¥ad nizsi, tj.

er = O(h?), protoZe chyba metody se zvétSuje linedrné s pottem krokl k ~ .

Ukazme si jiné odvozeni predchozich dvou Runge-Kuttovych metod 2. radu.

Odvozeni vychazi z geometrické interpretace.
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v M,

P/

M,

“‘\.

L
=~ - —_= =
=

Ip I I

(]

Véta

Necht oblouk My M; je &asti paraboly. Potom plati:
1. Te¢na v bodé P je rovnobézna s tétivou My M.

2. Smérnice tétivy My M je aritmetickym primérem smérnic teCen v M; a M.

Diikaz:
Rovnice paraboly (polynomu 2.stupné): y—b=c(z—a)?

y y—b=clr—a)

y=c(z—a)+b
=

Yy =2c(z —a)

1. Smérnice tecny v bodé P:

y/(fﬂo + 5131) _ 2c($o + 4

5 5 —a):c(a:o+m1—2a)

Smérnice tétivy MoM; je:
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y(z1) — y(zo) _ c(z1—a)’ +b—c(zo—a)’ —b
1 — Xy B Iy — To

cz? — 2acz; + a’c+ b — ¢z + 2aczy — a’c — b

1 — o

. <:1:% — 22 — 2a(z; — o)

1 — Xy

) = ¢(z1 + To — 2).

2. Smérnice teCny v bodé M, je:
y'(z0) = 2¢(zo — a)
Smérnice tecny v bodé M, je:
y'(z1) = 2¢(z1 — a)
Jejich aritmeticky priimér:
Y'(zo) + ' (1)  2¢c(zo — a) + 2¢(z1 — a)
2 B 2
=c(zo—a+ 1z —a) =c(zo+ z; — 2a).

Nyni pouzijeme vlastnost 1.

Zname souradnice bodu Mj. Jestlize bychom znali y-souradnici bodu P, pak staéi udélat te€nu a bodem
M, vést rovnobézku a dostaneme y-souradnici bodu M;. My ale y-souradnici bodu P nezname, takze ji
vyjadfime priblizné. Bod P nahradime bodem P’, ktery ma stejnou z-ovou soufadnici a lezi na tecné k M.

M,
Y P P’ ma souradnice:

h h
[:1:0+?0,y0+?0-f(:120,y0)]
—_———

 ' ') yo(zo)
P

Teéna v bodé P’ ma smérnici:

h .
y'(zo + ?0) t).

[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ho
| / oy _
|
|
:
r

|
|
|
,.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

To + 11

2

Stejnou smérnici by vSak méla mit i tétiva MyM; = soutadnice bodu M; jsou:

M, 0, k1
of h hy —
| . f(IEo—i—*o,yo“f’*o'f(mo;yO))-
: a 2 2
To L]

$1:$0+h0

k2
——Y

h
Y1 ="Yo+ ho ¥'(zo+ ?0)

Tyto vztahy lze prepsat do tvaru (obecné)



Numerické metody

7~ Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

ki = f(Tk, Yx)

b
2

Yer1 = Yk + i - ko

h
kzzf(xk'i‘*,yk'i‘?k'kl)

Nyni pouzijeme vlastnost 2.

modifikovana Eulerova metoda

Zname soufadnice bodu Mpy. ProtoZe nezname y-soutadnici bodu M;, nahradime ho bodem M, ktery ma

stejnou z-soufadnici a lezi na tecné prochazejici bodem Mj.

M

|y

M,

(
|
|

M ma soufadnice:

ozn.

= kl
[330 + ho, Yo + ho - f(mo,yo)}
- =y'(z0)

Smérnice tecny v M je:

ozn.

= ko

f(@o + ho, Yo + ho - f(Zo, Yo))

Io

I

Bod M; dostaneme z podminky, ze smérnice tétivy MyM; je aritmetickym primérem smérnic tecen v

Mo a M{, tj.

M ma souradnice:

Obecné:

Poznamka:

$1:$0+h0

1
U1 :y0+h0-§(k1—|—k2)

ki = f(Tw,yx)

ks = f(zx + he, Ye + he - k1)
ki +k

yk+1=yk+hk'(122)

Klasicka Runge-Kuttova metodu 4. radu

— jedna z nejvice pouzivanych metod tohoto typu

— predpis metody:

Heunova metoda

Obé tyto metody jsou 2.¥adu (aproximovali jsme parabolou).
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ki = f(zr, Yx)
h h
k2:f($k+§;yk+§'kl)

h h
k3:f($k+§xyk+§'k2)

ki= f(zp+ h,yx + h - k3)

h
Yrr1 = Yr + 6 (k1 + 2ks + 2ks; + k4)

Pozndmka: Lokalni diskretizaéni chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je dj, = O(h®). Globalni chyba

je potom o Fad nizsi, tj. ey = O(h*), protoze chyba metody se zvétsuje linedrné s poctem kroki k ~ =

Priklad

Pomoci Heunovy metody, modifikované Eulerovy metody a klasické Runge-Kuttovy metody 4.
fadu feste nasledujici Glohu na intervalu (0;0, 6) s konstantnim krokem h = 0, 2

Yy =z-y,
y(0) =1
Regent:
(PYesné feseni:  y(z)=2e*+z —1).
Predpis pro Heunovu metodu:
ki = f(2x, Y)
ko= f(zr + h,ye + h - k1)
ki +k
Ykt1 =Y+ h- - 5 2
ki +k
Tk y(zk) Y k1 ko h. = = 2 ek
0 1,000 1,000 -1,000 -0,600 -0.160 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,640 -0,312 -0.095 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,345 -0,076 -0.042 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Predpis pro modifikovanou Eulerovu metodu:

ki = f(Tk, Uk)
h h
k2:f(3k+§,yk+§'k1)

Yer1 = Y + h - k2




Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013
Ty y(z) Yk k1 ko h- ko €k
0 1,000 1,000 -1,000 -0,800 -0.160 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,640 -0,476 -0.095 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,345 -0,210 -0.042 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznamka:

Vidime, Ze vysledky Heunovy i modifikované Eulerovy

metody odpovidaji vysledkiim ziskanym metodou

Taylorova typu 2. Fadu (uvedené metody jsou 2. Fadu).

Predpis pro klasickou Runge-Kuttovu metodu 4. fadu:

ki = f(zw, Yx)
h h
kzzf($k+§;yk+§'k1)

h h
k3:f($k+§;yk+§'k2)

ks = f(z+ h,yx + h - k3)

h
Ykt1 = Yr + - (k1 + 2ks + 2k3 + k4)

Ty y(ka) Yk k1 ko ks ks €k

0 1.00000000 1,00000000 -1,000000 -0,800000 -0.820000 -0.636000 0,00000000
0,2 0.83746150 0.83746666 -0.637466 -0.473720 -0.490094 -0.339447 0.00000516
0,4 0.74064009 0.74004854 -0.340648 -0.206583 -0.219990 -0.096650 0.00000845
0,6 0.69762327 0.69763364 0.00001037

Nékolik otazek k zamysleni:

1.

2.

Uved'te priklad pocate¢ni tlohy pro obyéejnou diferencialni rovnici 1. ¥adu (s nenulovym YeSenim), pro
kterou budou vysledky Eulerovy metody totozné s vysledky metody Taylorova typu 2. fadu.

Uved'te priklad pocatecni dlohy pro obyéejnou diferencialni rovnici 1. ¥adu (s nenulovym YeSenim), pro
kterou bude metoda Taylorova typu 2. fadu totozna s metodou Taylorova typu 3. fadu, ale riizna
od Eulerovy metody.

Uved'te priklad pocatedni dlohy pro obyéejnou diferencialni rovnici 1. ¥adu (s nenulovym YeSenim), pro
kterou bude modifikovana Eulerova metoda totozna s Heunovou metodou, ale riizna od Eulerovy
metody.



