Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Numericky vypocet hodnoty urcitého integralu

Formulace: Méjme na (a, b) danu integrovatelnou funkci f = f(z). Nasim cilem je ur¢it pfibliznou hodnotu

urcitého integralu b
1(f) = | f(a)ds.

Poznamka:

Geometricky vyznam integralu I(f) (viz obrézek) je obsah plochy mezi grafem funkce f a osou z na
intervalu (a, ).

_—

a L

Numerické metody vypoltu integralu uzivime zejména tehdy, kdyz I(f) neni mozno spocitat analyticky
(velmi Casty ptipad) nebo je sice analytické FeSeni mozné, ale je velmi pracné. V p¥ipadé, ze mame zadanu
funkci f tabulkou, nenfi ani jiny pfistup mozny.

Pfirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychazi z aproximace funkce. Danou funkci f
nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu I(f) prohlasime hodnotu integralu I(¢p), tj.

1)~ I(0) = [ pla)dz

Pozndmka:

Narozdil od vypocCtu derivace je vypocet integralu stabilni, protoze je-li ¢ dobrou aproximaci funkce f na
intervalu (a, b), je integral I(y) dobrou aproximaci I(f).
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< [ 1@) - o@)] dz < (o - a) sup |f(2) - p(@)

z€(a,b)

f@)ds— [ p(z)do

a

@

Princip vétSiny metod na vypocet urcitého integralu

[ 7@z

je zaloZen na tom, Ze interval (a,b) rozdélime na N podintervall (zx, Tx.1) tak, Ze
a:$o<$1<$2<"'<$N71<$N:b.
Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a integrujeme tento polynom.

Vzorce pro vypocet urcitého integralu (tzv. kvadraturni vzorce) délime na:
na intervalech (zx, Zg:1) ... zakladni

pres cely interval (a,b) ... sloZzeny (slozeny kv. vzorec je sou¢tem zakladnich kv. vzorci)

Pro jednoduchost predpokladame, Ze jsou vSechny podintervaly (zx, Zx 1) stejné velké.

Ekvidistantni uzly potom vyjadfime takto

b_
Ty =To+kh, kde k=01,... N—1 a h= N“.

Newtonovy-Cotesovy zakladni kvadraturni vzorce

1) Obdélnikové pravidlo (f nahrazujeme konstantni funkci ¢)

5 Y f
Tht1 h | |
k o , 2r
= Rz(f,h) 7
1t / : x
0 Lk Tk + — xk—|—1

2) Lichobéznikové pravidlo (f nahrazujeme linearni funkci @)
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5 Yy f
) [/
Tht1 h 8
[ @) de ~ S [f(@) + f(men) | P
=Tz(f,h)

/ T

0 Lk Lk+1

3) Simpsonovo pravidlo (f nahrazujeme kvadratickou funkci @)

/;:Hz f(z)dz ~ g [f(zi) + 4f(Zhi1) + F(Zrio)]
= SZ(f: h’)

X
Lk Tk41 LTk+2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

|
|
|
|
|
| |

| |

| |

1F | | |
| | |

| | |

| | |

Odvozeni Simpsonova pravidla

Napf. pomoci Lagrangeova interpolaéniho polynomu:

Py(z) = f(a)la(z) + F(B)ls(z) + f(c)le(z) Py(z)
_(z—=b)(z—c) (z—-b)(z—c)
L@ = e T 2n
_(z—a)(z—c) (z—a)(z—0)
G s s
1(z) = (z —a)(z —b) _ (z—a)(z—b) - 7 -

"~ (c—a)(c—1D) 2h2
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/CPz(x)dx:f(a) c(ar:—b)(:c d:z:— /:v—a)a:—c d:r—i—()/c(:v—a)(a:—b)da::

2h? J 2h?
i) [+ o O o) [ o ©
=52 |3 ?(b—f—c)—i—mbc a—? == ?(a—i—c)—kmac —|—2—h2 == ?(a—f—b)—i—mab =
f(a) [ a® ¢ a? f() [ a,3 2 a?
=ore |3 3 (2 7)) brarlemake =S lg -5 o5 T g ) (et tle—ajec+
(%) (%)
f(e) [ a® ¢t a?
eHe ¥ (£ & b) + (c — a)ab
o |33 |z g)latdtle-ap
()
1
(%) 6(c —a) [2c2 +ac+2a*—3(a+c)(b+c)+ 6bc} =
2h
[2c + 2ac + 2a® — 3(a + b)c — 3¢* — 3ab + 6bc] =
2h
5 [ c® — ac + 3bc + 2a° —3ab]
2h
:F[ a® —c? +3b(c—a)+a(a—c)]:
(a—c)(a+c) 2h —2h
~——
—2h
2h
= F[_ (a+ c)2h + 2h3b — 2ha| =
4h?
= —?[a—FC—Bb—l—a} =
4 2
= —i(2a— 2b+c— b) =
6 —— N~
—2h h
(xx) ... = _6(2h)3 viz pomocny vypocet pro odvozeni lichobéznikového pravidla (slide 10.5.)
2
(xx%) ... = ghs stejné jako () — plyne ze symetrie

[Py = D800 B0 Cam 4 S0 < Sls@+as@) + @) = Tu(sm

Priklad:
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1,2
/ e” dz.
1

Ptesné Fegeni je [e®]h? = el — e! = 0,601835.
J 1

Redeni:

Rz(e®; 0,2) = 0, 2e-! = 0,600833 chyba: 0,001002

Ty (e®; 0,2) = %2(eM0 4 €M) = 0,603839 chyba: 0,002003

Sz(e®; 0,1) = % (e + 4eb?! + e'?) = 0,601835 chyba: 0,000000

Poznamka:
Vsimnéme si chyb. U obdélnikového pravidla vysla chyba mensi nez u lichobéznikového, prestoze u li-

chobéznikového pravidla jsme funkci f aproximovali ,lepsi* funkci ¢ (linearni). Chyba u Simpsonova pravidla
vysla mensi nez u ostatnich. Tyto vysledky potvrzuji vztahy pro chyby jednotlivych vzorcii. Fakt, Ze obdélnikové

pravidlo je presnéjsi nez lichobéznikové mizeme demonstrovat na obrazku:

Y

Zakladni vzorce se odvodi snadno na zakladé geometrické interpretace.
Pokud chceme vyjadrit soucasné i vztahy pro chyby téchto vzorcl, musime pouzit k odvozeni Tayloriiv

rozvoj.

Thi1 3
[ f@as = Rati,m)+ 3, @)
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Tht1 3
[ f@de =1or,0) - 1 510

Thio hb
[ @) de = s5(5,) - o

k

£

Odvozeni pro obdélnikové pravidlo

Predpokladejme, Ze je integrovana funkce f dostatecné hladka a pouzijeme Taylorlv polynom.

f(z)

Lk Yk ik+1
R
Oznacime T b1
hy = Tpy1 — Te, Yr = %
1 .
flz) = flye) + (2 — ye) f'(ye) + 5(33 —uk)2f"(é), & € int {yx, 2}
Potom plati:
hi R
e T +.’E ]. /—L /—’L T +$
/ f(z)dz = hkf(%) + 5[($k+1 —yi)” — (T — yk)ﬂﬂ(%)‘l‘
Tk
hi _hi
. 8 8
+1" (@) [ (@i — ) = (@ — 0’
Tht1
_ Tk + Tr+1 hz "
/ f(z)dz = hkf(T) + ﬂf (&)
T —_———

Rz(f, hi) chyba metody

Odvozeni pro lichobéznikové pravidlo

Funkci f aproximujeme na (zy, 1) linedrni funkci, tj. interpolaénim polynomem 1. stupné.
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Lk Th+1
-

Z aproximaci funkce zname:

f”(fk)

f(z) = Pi(z) + ——(z — z1)(T — Tk41), &k € (Ths Tat1)

Potom plati:

Tk41

[ #(@)ds = (5@ + F@n)) +

Tk

Tr41

f” /(:1: Zp)(T — Ty1) dz

pomocny vypocet

b

/b(ib‘—a)(fc—b)@:/(azz—:r(a+b)+ab)d:c:

a

b3 3 b2 2
:g—%—<§—a—>(a+b)+(b—a)ab_

= (- o)(¥ +ab+a?) — (b a)(a+ B + (b a)ab=

1
= E(b —a) [2b2 + 2ab + 2a® — 3a® — 6ab — 3b* + 6ab] =

— %(b —a)[-a® +2ab— ?] = —é(b —a)®

Th+1

[ 1@ ds =" (5@ + flae) ()

~

Tk

Tz(f, he) chyba metody

Komenta¥r pro Simpsonovo pravidlo

Funkci f aproximujeme na (zy, Zx2) kvadratickou funkci, tj. interpolaénim polynomem 2. stupné.

(&) = Pufa) + L0

(z — z&)(T — Zos1)(T — Tro2)
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Lk+2

(z —zi)(z — Zp1)(T — Tp2)dz ...

[ f@)dz = s3(s,m) + T30

Tk Tk

Aékoliv z uvedeného vychazi, ze chyba by fadové méla byt h*, je chyba o jeden ¥ad vyssi. Diivod je podobny
jako u odvozeni chyby obdélnikového pravidla (integrujeme funkci symetrickou podle stfedu intervalu).

(@ — 1) (@ — Trt1) (T — Tht2)

JelikoZ vyraz pro chybu zakladniho Simpsonova pravidla obsahuje 4-tou derivaci, je zrejmé, ze Simpsonovo
pravidlo bude presné integrovat polynomy az do stupné 3, protoZe pro né je 4-ta derivace identicky nulova.

Newton-Cotesovy slozené kvadraturni vzorce

SloZené kvadraturni vzorce ziskdme sec¢tenim zakladnich kvadraturnich vzorci:

b N-1 .o, N1 g,
/ flz)dz = Z/ f(z)dz ~ Z/ o(z)dz
@ k=0 Tk k=0 Tk

R(f,h) = h~:§§f(mk+;")

T(f,h) = 2[feo) +27(@) +2f(@) + -+ 2f(@wor) + flon)] =
L) + Nz F(@0)+ = faw)

SUR) = 3[f(@0) +47(z:) +2£(@2) + 4 (zs)
+o o+ 2f(an2) + 4 (n) + flaw))]

Pro chyby slozenych vzorcl potom plati:
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1) = RAW)+(0-a) o 1(¢)

1) = TR -6-a) & £

1) = SR - B—a) o )

3 h3 B
24

Zf”(é PN ()=

chyba zakladniho
vzorce na (Ty 1, Tk)

f"(&)

> ()

i=1

n

f"(&1)

Primér hodnot lezi mezi minimalni a maximalni hodnotou:

min /(&) < 2 76) < mexs(6)
Ze spojitosti funkce f"'(z) vyplyne:

% e (mnon): 116 = 5 26
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Ze vzorcl Ize odhadnout velikost chyby, ptipadné urcit krok h tak, aby chyba byla mensi nez predem
zadana tolerance.

Priklad Urcete h tak, aby chyba slozeného lichobéznikového pravidla pro vypocet

Izz/(mil)da:

byla nejvyde 1073,

Musi platit:

(b—a)
12

h%* max |f"(z)| < 1073
e ] <

= je nutné odhadnout f":

1
U — —_——
I ="
2
f” == W na <2,3> je f” > 0 (kladné)
3
"= “@o1p <0 = f"je klesajici
~ max |f'(z) = f'(2) = o =2
z€(2,3) (2-1)3
1
Eh?-zg 1073 = h?<6-10°
. y-P-a L 12,0 = neplistivgi [N=13] = |h=-_
= = = nejblizsi vyssi = = —
h 6-10-3 ! . y 13
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LI NG — f(x)=1/(x-1)

0.6+ ~—

1 1

3
Ptesna hodnota: I = [1n |z — 1]]2 =In2-1Inl=1In2=0,69315
Skute¢na chyba: 3,7-107*< 103

Nevyhody tohoto postupu:

e vyrazy pro chybu obsahuji derivace (Casto vysokého Fadu), které neni lehké odhadnout
e vysledné odhady jsou vétsSinou velmi pesimistické

e Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni

(zvySujeme-li ¥ad vzorce, nemusi konvergovat aproximace integrall k teoretické hodnoté)

e pro odhad chyby je vhodné uzit metodu polovi¢niho kroku (Richardsonova extrapolace)
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Richardsonova extrapolace
Stru¢né si pfipomenme princip Richardsonovy extrapolace, kterou jsme jiz pouzivali pro zpresnovani pti
vypoctu hodnoty derivace funkce.

Predpokladejme, ze vyraz pro chybu ma tvar

e(f) = htM, h=2"0°

Presna hodnota integralu je potom
I =K(h)+ RhFM. (%)

Integral vypoCteme stejnym vzorcem, ale s krokem g Dostaneme

k
h h g2k
I=K|[= | M | —
(2)+(2) . = > (55)
ozZn. €

Dosadime-li A* do (%), ziskdme
e2* M

I=K(h
OFE

(k%)

Predpokladame-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu pFilis neméni (tj. M ~ M), potom

M , .
— &1 apro (%) a (xx%) musi platit
M,

h
K <2> +e ~ K(h)+ 2k
Odtud plyne odhad chyby €

() ool

a presnéjsi hodnota integralu je potom

1= x(%) gl (}) 5o

k ... rad eliminované chyby

Algoritmus (Pro slozené lichobéznikové pravidlo)

Pros=0,1,2,...,S ho=b—a
1
Ts’g — T(f, hs) hl — Eho
Prok=1,2,...,s :
Fopi = Yo a 1
Ts :Ts — ’ ’ = —
7 k-1t T hs 2 ho

Schéma
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% Ty Tu
% Ty To T
% Tyo Ts1 Tsx Tis

V&echny hodnoty T . jsou aproximacemi piivodniho integralu.

Pro funkci f integrovatelnou v Riemannové smyslu plati

T — I(f) pros — o0, k=0,1,...
a také
T — I(f) pro k — oo.

Déle se da ukazat, ze celd procedura je numericky stabilni.

Priklad

5
Pomoci lichobéznikového pravidla vypoctéte / In z dz. Ke zpfesnéni pouzijte Richardsonovu extrapolaci.
1

Reeni: Pro rozvoj chyby lichobéznikového pravidla plati

I=T(f,h)+ a1h® + ayh* +ash®+...
—— ——
tab. k=2  tab. k=4

Vysledky opét zapiSeme do tabulky

h|T(f, h) 1. zpresnéni (k =2) | 2. zpresnéni (k = 4)

4
4| (n1+In5)=3,2188

3,8066 — 3,2188

2
5(1n1—|—21n3+1n5) =

2 3
=3,8066 | +3,8066 = 4,0025
1 3,9827 — 3,8066 4,0414 — 4,0025
. 5(1111—|—21n2—|—21113+ 3 + 15 +

+2ln4 +1nb5) = 3,9827 | +3,9827 = 4,0414 +4,0414 = 4,04399
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5
lnzdz =

1

Poznamka

Metoda Richardsonovy extrapolace pro lichobéznikové pravidlo se nazyvd Rombergova metoda.

Adaptivni integrovani
e intervaly integrace nejsou dany dopredu
e urcuji se na zakladé splnéni testu chyby zalozeném na odhadu pomoci metody polovi¢niho kroku

Motivace: Pokud ma integrovana funkce napr. tento priibéh

a b

je zrejmé, ze na druhé Casti intervalu staci pro splnéni zadané tolerance uvazovat vétsi kroky, nez v prvni
Casti.

Stavy

interval, na kterém je zajisténo splnéni chybového testu
A ... aktivni interval integrace

N ... interval, pres ktery se jeSté nezapocital dil¢i integral
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+

Zmény stavu:

(1) Je spInéna podminka na velikost chyby na intervalu A
(2) Neni splnéna podminka na velikost chyby na intervalu A
Test chyby: (pomoci metody poloviéniho kroku) — interval (@, B) rozpllime a pouZijeme stejny vzorec
1 h ..
ef(a, B) ~ S I<a,,3>(§) — Iiupy(h)| , k — tad chyby vzorce
B —
es(a <eg
f( ’:6) = b _a

e — celkova pozadovana presnost

Algoritmus

na zacatku:

A= (a,b)

N=0

S=0 )

Is=0 (Is ~ / f(z)dz)

(1) je splnén TEST CHYBY:

(’L) IS = .[5—|—IA
(it) S=SUA, A=N
(2) neni splnén TEST CHYBY:
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a+ B
2

)

(z) A rozpilime, tj. A = (e,

a+p

() N:= NU(ZZE,

B)

(113) novy TEST CHYBY

(1) a (2) opakujeme dokud S # (a, b)

Priklad

Pouzijte adaptivni pFistup pro vypocet

3 1 1
_6d
/o (032 —0,1° + 0,01  (z—057 10,04 ° %

tak, aby vysledna chyba aproximace integralu byla mensi nez 0,25.

Pro vypocet pouzijte obdélnikové, lichobéZznikové i Simpsonovo pravidlo.

Obdélnikové pravidlo

120

\
\

40—

20

20} %‘ ‘ -
0

vysledky v MATLABu
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x-.5)"2+.04) -6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije obdelnikove pravidlo I_O.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.784747
Skutecna chyba ................. 0.016184
Odhadnuta chyba ................ 0.110713
Pocet podintervalu ............. 17
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 94

Lichobéznikové pravidlo

120

100~

80 -

40—

20

vysledky v MATLABu
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x-.5)"2+.04) -6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije lichobeznikove pravidlo I L.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.686611
Skutecna chyba ................. 0.114320
Odhadnuta chyba ................ -0.084305
Pocet podintervalu ............. 17
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 89

Simpsonovo pravidlo

120

100~ -

80— -

40 .

20 -

1
1
05 1 15 2 25 3

vysledky v MATLABu
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x~.5) "2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije Simpsonovo pravidlo I_S.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.849993
Skutecna chyba ................. -0.049061
Odhadnuta chyba ................ -0.073144
Pocet podintervalu ............. 4
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 11

Poznamka

Odhadujeme-li chybu pomoci metody polovicniho kroku, nemusi byt skutecnd chyba mensi nez zadana
tolerance.

Priklady v nichz je spinén TEST CHYBY, ale chyba je ve skuteCnosti vétsi nez zadana tolerance
e Obdélnikové pravidlo:

lop= 1,

<

DI~
DI
o
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Iop
In
T
h h 2 3 h

e Lichobéznikové pravidlo:

Napf:
4T
/cosx dz, tolerance & =10"°
0
14
0 27 4
—1
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I47r:1'4:7T I27|—:1'27T+1'27T:47T

Odhad chyby je
(.[271- — I47r) R— 0

Presna hodnota je

47
/cosmd:z: =0
0

Chyba skutecna je
41

Poznamka:

Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji (m + 1) ekvidistantnich uzli a integruji presné polynomy az do
m-tého, pfipadné. (m + 1)-niho stupné (mame na mysli zdkladni vzorce na intervalu (zx, Zrim)).

Pro zvyseni presnosti by se mohlo zdat vyhodné pouzit vice uzll a funkci f aproximovat polynomem vyssiho
fadu. Ze zkusenosti z aproximace funkce polynomem ovsem vime, ze limitni pfipad polynomu stupné m — oo
nemusi odpovidat pivodni funkci (fikdme, ze Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni).

Gaussovy kvadraturni vzorce

Princip: SnaZime se , aby kvadraturni vzorec integroval presné polynomy co mozna nejvyssiho radu.

Obecné kvadraturni vzorec (zékladni) uvazujeme ve tvaru

kde w; jsou tzv. vahy a z; jsou uzly.

Mame-li na zakladnim intervalu m + 1 bod(, potom nejvyssi mozny stupen polynomu, ktery jesté kvad-
raturni vzorec integruje pfesné, je 2m + 1 (mluvime o tzv. algebraickém ¥Fadu pfesnosti).

Pocet parametr(i kvadraturniho vzorce je 2m + 2
— polovina pro vahy w;

— polovina pro uzly z;

(Newton-Cotesovy vzorce integrovaly presné polynomy do stupné ~ m.)

Vv

Cenou za vyssi presnost budou ovsem neekvidistantni uzly.

Priklad: Odvod'te pro interval (—1,1) zakladni Gaussiv kvadraturni vzorec pro m = 0 (tj. v intervalu
uvazujeme pouze jeden uzel).

Reseni:
Kvadraturni vzorec pro m = 0 ma tvar

K(f) = wof(zo),

kde vystupuji 2 neznamé wy a .
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_mr T
Vzorec musi presné integrovat:

1) konstantu
b

; poz ——
/bd:c:2b = wy- f(zg) = wo=2.
1

2) linearni funkci

1 5 1 azo+b

T a a o. i

/(aa:+b)da:: [a;%—bx] :§—§+2bp: wp - (o)
—1 -1 N——

=0

= 2b=2(azo+b) = z7=0.

Jednobodovy zakladni Gaussliv kvadraturni vzorec je

K(f) = [ f@)de =2£(0) + 31(€)

Y

- —1 U |

Priklad: Odvod'te pro interval (—1,1) zakladni Gaussiv kvadraturni vzorec pro m = 1 (tj. v intervalu
uvazujeme 2 uzly).

Regeni:
Kvadraturni vzorec pro m = 1 ma tvar
K(f) = wof(2o) + w1 f(z1),
kde vystupuji 4 neznamé wy, wy, To a T;.

Vzorec musi presné integrovat polynom az 3 stupné:
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1 4 3 2 1 9 v
/ (az® + b2® + cz + d) dz = laz—l—b3+c$2+da:] :o-a+§-b+0-c+2-dpiz'
—1
1

0Z.
P22 wo (amg + bx2 + czg + d) +w; (a:z:i’ + bx? + czq + d) = K(f).

f(zo) f(z1)

Soustava nelinearnich rovnic pro 4 neznamé:

a: WoZs + wizd = 0 (1)

b: word + wyzi = 2 (2)

c: WoTo + w1y = 0 (3)

d: wy +w =2 (4)
(1) - (3): woZo(z3 — 1) + wizy (23 — 1) = 0.

(2) - (4): wo(zd — 1)+ wi(z?—1) = -4 / (=)t / - (—xo)

f wo(zo — z1)(25 — 1) = 5z
: wi(zy — zo)(2? —1) = %z
(3)a(4)= w = 2— 1w =~
WoZo + (2—wo)zy = O
wo(Zo — Z1) = -2
—_————
4 4 2 1
2y -1)=m 5 2= s > d-1=—2 = =2
1
= Ty = — g
analogicky:
(3)3(4):> Wo = 2—'1111
(2—-w)zo+wrzy = 0O N
wi(z1 — Zo) —
—_————
2 2 4 2 2 1
—2zo(zi — 1) = -2¢ = —2(:1:1—1):5 = zi—-1=— = T =3
1
= T, = g
3)a(4): wo+ws = 2



Numerické metody
Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

Dvoubodovy zakladni Gaussiiv kvadraturni vzorec je

k(= [ 1@ = (-

7

3
3

) + f (?) ()

135
chyba

Y

/

f

_/

Poznamka:

Dalsi zakladni Gausstiv kvadraturni vzorec (tfibodovy, tj. pro m = 2) vypada na intervalu (—1,1) takto:

a= [ o= () o5 (|3

1
_—  ¢(6
+ 15750f

chyba

'}
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¢ P ®
~ aior _\ ivrl 7 \a \232 /
wo w1 w2

Poznamka: Koeficienty a uzly vzorcl vyssich radi jsou uvedeny v tabulkach.

Pozndmka: To, Ze jsme vyjadrili / f(z) dz neubira nic na obecnosti, mizeme totiz libovolny interval
-1
(a,b) transformovat na (—1,1) a pouzit odvozené vztahy.

Poznamka: Gaussovy kvadraturni vzorce jsou konvergentni.

Priklad

12
VypocCtéte / e” dz pouzitim jedno- a dvoubodového zakladniho Gaussova kvadraturniho vzorce.
1

Redeni:

8

~
o

e
—
A
~-
t

&

1 2o 1,1 2 1,2

22 fz)do ~ 0,2 £(1,1) =

—0.9.ebl — zp0=1,14+0,1-0=1,1
_ 0,600833 wy=0,1-2=0,2
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_ R Y &
2 f(z) dz ~ Zo = L1401 ( 3)_
1 ~Y

i =1,1-0,1/%,
%0,1[f(l,l—0,1%)+f(1,1+0,1\%)} = \[

z; = 1,1+0,1,/%,

= 0,1[2, 835632 + 3,182716] =
— 0,601834. wo = 0,1-1=0,1,

P¥esny vysledek: el? — e = 0,601835.

Poznamka:

Podobné jako u Newton-Cotesovych vzorcii miizeme definovat slozené Gaussovy kvadraturni vzorce

Priklad

Vypoctéte / z? sin 3z dz pouzitim jedno-, dvou- a t¥ibodového slozeného Gaussova kvadraturniho vzorce.

0
Pocet déleni intervalu (0, 7) volte N = 10, resp. N = 20.
Regent:

vysledky v MATLABu

Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=x"2*sin(3%x)
na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=10

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priblizna hodnota integralu chyba
- pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.266250 0.124530
- pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141191 -0.000529

- pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141721 0.000001
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 1 uzlem

zadana funkce

| /

Gaussuv kvadraturni vzorecs 2 uzly

zadana funkce
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 3 uzly

zadana funkce

. i

Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=x"2*sin(3*x)
na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=20

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priblizna hodnota integralu chyba
- pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.172331 0.030612
- pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141687 -0.000033

- pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141720 0.000000
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 1 uzlem

zadana funkce

o 7

Gaussuv kvadraturni vzorecs 2 uzly

zadana funkce
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 3 uzly

zadana funkce

. [

Integrovani periodické funkce pfes periodu

Pro lichobéznikové pravidlo plati:

70 = [ ) ds + 2 1F0) - £(@) - o [F90) - £9@)] + ..

(tzv. Euleriv - Maclauriniiv vzorec)
Souvislost s rozvojem chyby:

4

b
h? h
T(f,h) = [ f@)de+ = f'(@) b-a)— o= fU(a) (b—a)+...
a f/(bl)):il(a) f”/(bl)):j:/”(a)

Pro kladnou periodickou funkci s periodou na intervalu {(a,b) plati:
f'(a) = f'(b)
f(a) = ()

b
Pozor: Obecné nemusi platit, ze T'(f, h) je presna hodnota integralu [ f(z)dz, protoze zbytek ma tvar

(b—a) com A¥™ fE™(E)| a & neznime.

Plati v3ak, Ze chyba je velikosti O(h?™) pro libovolné m takové, Ze f ma spojitou 2m-tou derivaci. Proto
neni nutné pouzivat Rombergovu metodu.
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2T

/(2 + cos 3z) dz.
0

(PFesna hodnota je 4m.)

Zvolime krok h =7, tj. N =2:

=

T(f,7) = g[f(0)+2f(7r)+f(27r)] = Z(3+2:1+3) = 4r.

Plati:  Slozené lichobéznikové pravidlo s (k + 2) uzly integruje presné trigonometrické polynomy k-tého
stupné a stupnt mensich (tj. obsahujici ¢leny cos kz, sin kz) pres periodu 27.

Nevlastni integraly

P¥i vypoctu integralu

7 o

Ize vétsinou pfedpokladat, Zze hodnoty funkce f a nizsi derivace f jsou vné néjakého intervalu (—R, R)
dostate¢né malé. Proto je vhodné pouzit lichobéznikové pravidlo pro integral

/Rf(:z:)d:z:.

Priklad

Vypoctéte integral I = / e " dz.

Pro |z| > 4 je integrand mensi nez 0,5 - 10°° a jeho prvni derivace mensi nez 10°. Pouzijeme-li li-
chobéznikové pravidlo pro (—4, 4), dostaneme:

T(f,1) = 1,772636

T(f;0,5) = 1,772453
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:  *
resna hodnota

I = /7 =1,7724538

fe%) 4
L/ e dr — /e”:2 dz
4

[e e}

Poznamenejme, Ze

< 107",

o0
P¥i vypoltu integralu | [ f(z)dz | mizeme pouzit transformaci z = p(t).
0

a) z=—Int, dz

7f(z)dm:—/0f(—1nt)%:/1@dt

¢
b) z=-——, dz=(1-t)2dt jg

O/f(z)dxzo/f(lft) q ftt)z

00
1

Integrovani funkce 2 proménnych

Odvod'te obdélnikové a lichobéznikové pravidlo pro integrovani funkce 2 proménnych na obdélniku (a, b) x
(c,d), tj.
d

/b ([ f(z,9)dy) do

[«

Reseni:
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C
~—
a ]'L b
b—a d—c :
h = N k= T z;,=a+1-h y;=c+7-k
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e lichobéznikové pravidlo:

g (/ [f(mi’ y) + f($i+1,y)] dy) =

1=0 ¢

pN-1 [ M1 kM-
5 (5 [f(:lli, yj) + f(mi’ yj+1)] + 5 Z [f(mz-&-la y] + f(mﬁ‘l’ y3+1)])
1=0 7=0 =0
hk N-1M-1
~ 322 [F(295) + (@i y501) + F(@is1, 05) + F(@iat, 9540)]
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