NUMERICKE INTEGROVANI

Formulace: Méme na (a,b) danu integrovatelnou funkci f
Nasim cilem je urcit pfibliznou hodnotu uréitého integralu

1(f) = [ f(z)da.

Poznamka: Geometricky vyznam integralu I(f) (viz obrazek)
je obsah plochy mezi grafem funkce f a osou z na intervalu (a, b).

Y y=rf@r

a 0 X

Numerické metody vypoctu integralu uzivime zejména tehdy,
kdyz I(f) nenf mozno spocitat analyticky (velmi Casty piipad) nebo
je sice analytické reseni mozné, ale je velmi pracné. V piipadé ze
méame zadanu funkci f tabulkou, neni ani jiny pfistup mozny.

Prirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vy-
chazi z aproximace funkce. Danou funkci f nahradime jeji vhodnou
aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu I(f) prohlasime hodnotu
integralu I (), tj.

I(f) = 1) = [ p(z) dz.



Poznamka: Narozdil od vypoctu derivace je vypocet integralu
stabilni, protoze je-li ¢ dobrou aproximaci funkce f na intervalu
(a,b), je integral I(yp) dobrou aproximaci I(f).

[} f@)de— [ pl@)da| < [ 1F(@) — p()] da <

< (b—a) sup |f(z)—p(z)].
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Princip vétsiny metod na vypocet urcitého integralu /a f(z)dzx
je zaloZen na tom, Ze interval (a,b) rozdélime na N podintervald
<xk7 .’I}k+1> ta’ka ze

a=20< 1 <Tyg<...... <zy_1<xy=Dbh

Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a inte-
grujeme tento polynom.

Vzorce pro vypodet integralu (tzv. kvadraturni vzorce)
na intervalech (zy, zx41) ... zakladni

pies cely interval {(a,b) ...slozeny

(slozeny kv. vzorec je souctem zakladnich kv. vzorcl).

Pro jednoduchost predpokladédme, Ze jsou vSechny podintervaly
(z1, Tpy1) stejné velké. Ekvidistantni uzly potom vyjadiime takto

b—a
N

zr, =29+ kh, kde k=0,1,....N—1 a h=



Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce

1) Obdélnikové pravidlo (f nahrazujeme konstantni funkei ¢)

s Y
[ f(z)dz ~ 3
Tr 90
h ? :
~ h- f(xr + 5) = Rz(f,h) , // i
’ Tk mk"i"g L1

1 [} 1 2 3 4 5 6 7

2) Lichobéznikové pravidlo (f nahrazujeme linerni funkci ¢)

| 1Y f /
Th+1 dr ~ :
/mk ) f(z)dz 2 ©
~ 9 [f(zr) + f(@er)] = T2(f,h) —A
g, T
0 Tr Lr+1

- 0 i 2 3 4 5 & 7

s Y
/xzk” f(z)dz ~ : ’
h 3 1
~ 3 |f(@k) +4f (@p+1) + f(Tre2)] = |
= Sz(f,h) . -
Lk Th41 Tk+2
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Poznamka: Zakladni vzorce se odvodi snadno na zakladé ge-
ometrické interpretace. V pripadé, ze chceme vyjadrit soucasné i
vztahy pro chyby téchto vzorcd, musime pouzit k odvozeni Taylo-
TV T0ZVOj.

3
[ f(a)do = Rolf, )+ 7 1766

3
[59 fla)da = To(F )~ o 17(E)

s

[ (@) da = So(f,h) -
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Priklad: Pomoci vyse uvedenych Newtonovych-Cotesovych vzorca
vypoctéte integral
1,2 .
/1 e’ dzx.

ReSeni: (Presné fedeni je [e%]}” = eb? — e! = 0,601835.)

Rz(e%; 0,2) = 0,2e™ = 0,600833 chyba: 0,001002
0,2
Ty(e%; 0,2) = ——’Q——(elﬁo + e!?) = 0,603839 chyba: 0,002003

0,1
Sz(e% 0,1) = ———’?;——-(e + 4eb! + eb?) = 0,601835 chyba: 0,000000

L]

Poznamka: Vsimnéme si chyb. U obdélnikového pravidla vysla
chyba mensi nez u lichobéznikového, prestoze u lichobéznikového
pravidla jsme funkci f aproximovali ,lepsi“ funkci ¢ (linedrni).
Chyba u Simpsonova, pravidla vysla mensi nez u ostatnich. Tyto
vysledky potvrzuji vztahy pro chyby jednotlivych vzorcl. Fakt, ze
obdélnikové pravidlo je presnéjsi nez lichobéznikové miizeme de-
monstrovat na obrazku:

y




SloZené kv. vzorce ziskame se¢tenim zakladnich kv. vzorcu:

/ab f(z)dz = ]Zgol /;;k“ f(z)dz = ]Zéol /Q:““ o(z) dz
N-1 h
R = 1S flapt o)
k=0
T(f,h) = g‘ [f (o) + 2f (z1) + 2f (z2) + ... + 2f (zv-1) + flzn)] =
= e [35e0) + T Slon) + 3 f(on)
k=1
SULK) = 2 F(m0) + Af(@) + 27 (@) + 4f o)+

+.o o+ 2f(zn—g) +4f(xN-1) + flzN)]

Pro chyby sloZenych vzorc potom plati:

1) = RUB)+ (- a) by ')

1) = T(F,0)~ (b= a) = 10

1) = SUh) - (b—a) 1o f(g

180
N=1 p3 " . h? N-1 " . h " . h*b—a "
kgoﬁf(fk)—ﬂkgof(ﬁk)—ﬁNf(f)—‘ﬁ ; f(€)
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Richardsonova extrapolace

Predpokladejme, Ze vyraz pro chybu mé tvar

b—a
=h"M, h=
o(f) = KM, h=""
Presnd hodnota integralu je potom
I =K(h)+h'M (1)
. y ., h
Integral vypocteme stejnym vzorcem, ale s krokem 3
Dostaneme
h h\* g 2k
I=K|=|+|z) M hE = 2
B )Mm = 7
Dosadime-li A* do (5), ziskdme
g2k M
I=K(h 1’
0+ =57 (1)

Predpokladdme-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f)
pro chybu pfili§ neméni (tj. M ~ M), potom

M
— =~ 1 apro (1) a (2) musi platit
M,

K (g) + e~ K(h)+ 2%

Odtud plyne odhad chyby €

oo {K (g) -K(h)]

a presnéjsi hodnota integralu je potom

IZK@%%ZV(%%“M'




Ro MBER G o yA RNETeDA

, - wv : eier (D
Piiklad: Pomocilichobéznikového pravidla vypoctéte /1 Inzdzx.
Ke zpresnéni pouzijte Richardsonovu extrapolaci.

ResSeni: Pro rozvoj chyby lichobéznikového pravidla plati

I =T(f h)+ aih® + agh* +azh® + ...

tab. k=2 tab. k=4

Vysledky opét zapiseme do tabulky

T(f,h) 1. zptesnéni (k = 2) |2. zpresnéni (k = 4)

4
—2~(1n 14 1nb) =3,2188

2 38066 — 3, 2158
5(11114—21113—1—1:(15: 5 +

= 3, 8066 + 3, 8066 = 4, 0025

I 3,9827 — 3,8066 | 4,0414 —4,0025
—2—(1n1+21n2+21n3+ : 3’ + T

+2In4 +1Inb) = 3,9827 | +3,9827 = 4,0414 | +4,0414 = 4, 04399

Pro kontrolu uvedme presnou hodnotu integralu:

; u=1Inz v'=1 5
/1 hzde=| , 1 = [z lna;]?—-—/l der =5In5—4 =4,04719
z

U = V=X

O
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
F(x)=1 /((0.3*x-.1)"2+.01)+1/((x~.5)"2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije obdelnikove pravidlo I_O.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.784747
Skutecna chyba .........cccc... 0.016184
Odhadnuta chyba .......c0cvve.n 0.110713
Pocet podintervalu ............. 17
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 94
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /({(0.3*x~.1)72+.01)+1/((x~.5)"2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije lichobeznikove pravidlo I_L.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.686611
Skutecna chyba ................. 0.114320
Odhadnuta chyba ................ -0.084305
Pocet podintervalu ............. 17
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 89
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
f(x)=1 /((0.3*x-.1)"2+.01)+1/((x-.5)"2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije Simpsonovo pravidlo I_S.

Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu .... 69.849993
Skutecna chyba ................. -0.049061
Odhadnuta chyba ................ -0.073144
Pocet podintervalu ............. 4
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 11
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Poznamka:

Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji (m + 1) ekvidistant-
nich uzld a integruji presné polynomy az do m-tého stupné (mame
na mysli zakladni vzorce na intervalu (xg, Zg1m)). Pro zvyseni pres-
nosti by se mohlo zdat vyhodné pouzit vice uzli a funkei f aproxi-
movat polynomem vyssiho radu. Ze zkuSenosti z aproximace funkce
polynomem ovSem vime, Ze limitni pfipad polynomu stupné m —
oo nemusi odpovidat pivodni funkci (fikdme, ze Newton-Cotesovy
vzorce nejsou konvergentni).



Gaussovy kvadraturni vzorce

Princip:
snazime se , aby kvadraturni vzorec integroval presné polynomy
co mozné nejvysstho rddu. Obecné kvadraturni vzorec (zakladni)
uvazujeme ve tvaru

K(f)= __Z_:Owif(mi);
kde w; jsou tzv.vdhy a x; jsou uzly.

Méme-li, Ze na zakladnim intervalu m + 1 bodi, potom nejvyssi
mozny stupen polynomu, ktery jesté kvadraturni vzorec integruje
piesné, je 2m + 1 (algebraicky Fad presnosti).

Pocet parametri kvadraturniho vzorce je 2m + 2
- polovina pro vahy w;
- polovina pro uzly z;

(Newton-Cotesovy vzorce integrovaly piesné polynomy do stupné m.)
Cenou za vySsi presnost budou ovsem neekvidistantni uzly.



Priklad: Urcete Gaussiv kvadraturni vzorec pro m = 0
(. v intervalu uvazujeme pouze jeden uzel) a pro interval (—1, 1).

Reseni: Kvadraturni vzorec pro m = 0 m4 tvar

K(f) = wof(zo),

kde vystupuji 2 nezndmé wy a xg. Vzorec musi presné integrovat:

1) konstantu

b
——

1
/bd:ﬁ:.?b‘fi—z'wo-f(wo) = wy = 2.
-1

2) linearni funkci

azg+b
1 72 a a . e
/(ax+b)dx: a—+bx| =—=——=+42b0= wy- f(zo)
i 2 L2 2
=0

= 2b=2(axy+b) = zy = 0.

Nejjednodussi Gausstiv kvadraturni vzorec je

K()= [, (@) de =2f0) + /(€

R
chyba
ar y f
0.5F x
T—1 §) 1




Priklad: Urcete GaussGv kvadraturni vzorec pro m =1
(tj. v intervalu uvazujeme dva uzly) a pro interval (—1,1).

Reseni: Kvadraturni vzorec pro m = 1 mé tvar

K(f) = wof(zo) + wif(z1),

kde vystupuji 4 neznamé wy, wi, To a T1.
Vzorec musi presné integrovat polynom az 3 stupné:

4 3 2 1
I I ;
a——+b§-+c5—+dm

/jl <aaz3 +bx? + ez + d) dz = 1 5

-1

2 .
:O-a+§b+0'c+2d"—°—f‘

=
IE
N

v

f(=0) f(z1)

Soustava, nelinearnich rovnic pro 4 neznameé:

a: wors +wir; = 0

2
b wozh + wiTi = 3
C: WoTo+ wixriy = 0
d: wy+ un = 2

> w (ax% + bz} + czo + d) +w; (aa::f +bz] + cxy + d) = K(f).



(1)-(3): wozo(zs — 1) + wizy(z] — 1) = 0.

@) wilad— D) tw(al 1) =3 [ (~2) /- (~a)

f :wo(:z:o - :1:1)1(33% -1 = %xl
' wy(z1 — zp) (21 — 1) = %Jfo
- =
(3)&(4):? w1 = 2 — wy
woxo+ (2 —wp)x; = 0
wo(zo — Z1) = —27;

—271(z5—1) = %wl = —2(zg—1) = gf = zi-1= _.._g = g2 = _;_
I
= Ty = — -3—)
analogicky:
(3) a(4) = wo = 2—w |
(2 —wi)zo +wrz1 = 0 _
wi(T1 — To) = —2%9
—2z0(z7—1) = %azo = —2(zi—1) = % = ri-1= __§ = 72 = %
1
= T1 = ,|<

3



(3) Z w0+w1 = 2

Dostavame vztah:

:_/j f(z)dz = f (mﬁ) + f (\/é) +\11 f(”/)(é)l-

: Y
2: f
: /




Dalsi Gaussiv kvadraturni vzorec (pro m = 2)

.
*

Poznamka

vypada takto

0.
chif'ba ’

1
* 15750

~

3
atE

>
9

1 5 3] 8
(f) =/, flz)dz = §f (“ z +§f (0)+

ivzorecs 3 uzly

Gaussuv kvadraturn

zadana funkce{

e

0.9

0.8f

0.7

0.6

1.6

1.4

1.2

N
c

AN



Poznamka:
Koeficienty a uzly vzorca vyssich rada jsou uvedeny v tabulkéch.

Poznamka:

To, Ze jsme vyjadrili /_11 f(z) dz neubira nic na obecnosti, mi-
zeme totiz libovolny interval (a, b) transformovat na (—1,1) a po-
uzit odvozené vztahy.

Poznamka:
Gaussovy kvadraturni vzorce jsou konvergentni.
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Piiklad: Vypoctéte / e® dr prvnimi 2 kvadraturnimi vzorci.
1

Reseni:
x x
1,00 01 N 2o L1 o 1,2
=1,14+0,1 :1:(0)
1
= (1,2 - Du” = 0,10
n=>0
1,2
__:0’2_61,1= 'LUO:O,]-'Qn:O)Z
= 0,600833.
n=1
1,2 o=
[ @) do~
1
~01[f(11 011)+f(11+01—1-—) -
~ 5 ) ? \/g ) ’ \/—g
= 0,1[2, 835632 + 3,182716] = T =
= (,601834.
Wy =
wq =

Piesny vysledek: e!?

— e = (0,601835.
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