DERIVACE FUNKCE

Pripometime definici derivace realné funkce jedné redlné proménné.

Definice:
Existuje-li pro danou funkei f : R — R vlastni (tj. kone¢nd) limita

o flath)— I

h—0 h

fikdme, Ze funkce f(x) mé& v bodé a derivaci.
P¥islugnou limitu znacime f'(a).

Poznamka: Geometricky vyznam derivace f'(a) je smérnice tecny
kiivky dané rovnici y = f(z) v bodé a (nebot teéna v bodé a je
limitni polohou seény pro h — 0). Fyzikalné znaci derivace funkce
y = f(z), kde = je Cas a y draha pohybu, limitu z primérné rych-
losti, tedy okamzitou rychlost v case a.
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Poznamka: Pro danou funkci f(x) vyjadruje derivace f'(zq) miru
Jstoupani®, resp. ,klesani“ v bodé z .




Zpusoby odvozeni vzorctli pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpola¢niho polynomu

Pro funkci f, kterd je zadana tabulkou, sestrojime interpolacni
polynom a derivaci funkce f v bodé a ztotoznime s derivaci
tohoto interpola¢niho polynomu v bod€ a.

Y
/>\ f'(a) = I,(a)
S FP(a) ~ [P(a)
&71.%2& SIE3 T
Poznamky:

— Stupen polynomu nemtze byt nizsi nez rad pocitané derivace.
— Pro jednoduchost hleddme hodnotu derivace v uzlovém bodé

a navic uvazujeme ekvidistantni uzly s krokem h.



2. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje
Pro dostateéné hladkou funkci f plati (pro A > 0):

2
Flao-+ B) = Jlao) + hr'(w) + 5 (@), & € (0,20 + )

)
flzo — h) = f(z0) — hf'(z0) + %f”(fz% & € (o — h, z0)

7 prvni rovnice potom plyne vztah

o+ h)— flx 1
lao) = 12 ,1 ) e
=Dpf(z0,h)
Podobné ze druhé rovnice
zo) — flzg— h 1
Flag) = T =T ZR) ) 2 o
=D f(z0,h)

Obdrzeli jsme dva zékladni dvoubodové vzorce Dp f(zo, h)
a Drf(xo,h), tzv. pravou a levou pomérnou diferenci.



Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje
vysSich rada. Plati:

2 3
fzot+h) = f(xo)+hf’(x0)—|—%—f”(w0)+%—f”’(§1), &1 € (w0, zo+h)

h? h3
flzo—h) = f(fﬁo)“hf’(ﬁo)‘*"f,z"f"(xo)—‘é‘f/"(fz), & € (zo—h, zo)

Po odecteni obdrzime:
3

Flao-+ ) — flao — ) = 2h7 (@) + ("(6) + 1" (€x)

Odtud vyjadiime prvni derivaci a ziskdme t¥ibodovy vzorec
D¢ f(zo, h), tzv. centralni pomérnou diferenci

flag = NSO =D ipme) 1 (e

- ~ 7
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De f(zo,h) h2
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Uvedené vzorce jsou pro vypocet prvni derivace f(zo).

Pro vypocet druhé derivace f”(zo) lze pouzit

napiiklad vzorec, ktery dostaneme po seCteni vztaht:
h? h3 h
f(zot+h) = f(xo)+hf'(93o)+—2“f"($o)+“6“f/"($0>+'22f(4) (&1),

51 = (370,330 -+ h)

h? h? ht
f(wo—h) = f(zo)=hf' (20t f" (o)~ " (w)+5, f D (E2),

fz - (CIJQ — h, $0>

oo+ h)+f(aa—h) = 2f(ao) o 1" (@ (FO(€)+F(€)

Odtud vyjadifme druhou derivaci a ziskdme t¥ibodovy vzorec
pro druhou derivaci

B flzo+h) —2f(zo) + flzo—h) ME

"(w0) = B (e + @)

»

v

2
" jogg

Poznamka: Samoziejmé lze odvodit fadu dalsich vzorct, pri-
Gem? plati, ze ¢im vice bodfi pouZijeme, tim bude ¥ad chyby vyssi.
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Pi¥iklad: Pomoci uvedenych ti{ vzorct vypoctéte pribliznou
hodnotu prvni derivace funkce f(z) = e°(1 — ) v bodé o = 1.
Pouzijte krok h =0, 1.

Reseni: (Nejprve si pro kontrolu analyticky zjistime presnou
hodnotu prvni derivace funkce f bodé zo:

fl(z) = e*(1—z)+e"(—1) = —ze®, tj. f/(1) = —le' = —e~ —2,7182.)

Nyni pouZijeme pravou, levou a centralni pomérnou diferenci:

1.
h) — L1 —1,1)—e'(1—1
Dpflaoh) =@t =f) =Ll -el=1_
h 0,1
—"07161’1 1,1 3
==y = —3,0041 (chyba 0,2858)
2 Fzo) — flao—h)  €(l—1)— (1 —0,9)
Dy f(wo,h) = = — =
h 0,1
""‘0,160’9 0.9
== = ¢ ® —2,4596 (chyba 0, 2586)
3.
fleg+h)— flzog—h) eb(1—1,1) =€’ (1-0,9)
D h) = =
Cf(xo, ) 1,1 2h 0,9 1,1 0,9 072
— 1 ? — Y ? 2
_Z0lder —0dem  erter 27318
0,2 2

(chyba 0, 0136)

V&imnéme si velikosti chyb v jednotlivych ptipadech. Potvrzuje se
fakt, 7e chyba prvnich dvou (dvoubodovych) vzorct je fadu h, ).
v ¥4du desetin a chyba posledniho (tfibodového) vzorce je fadu h?,
tj. v radu setin. O



Podminénost tlohy numerického derivovani

Uvazujme nyni napf. vzorec s pravou diferenci Dp f(zg, h), tj. plat

1
Fleg) = TR MZI@) 2 g
Dpf(zo,h) chyba metody

Chybu metody oznacme ;.

M
Plati-li | f"(z)| < M pro x € (z, o + h), potom |ri| < -2—-h.

Musime uvéZit chyby méreni (zaokrouhlovaci chyby) - oznacime 5.
Oznacime-li

f(zo), flxg+h) ...... presné hodnoty
[ (xo), f<(xo+h) ...... vstupni hodnoty

Potom pro 1 plati
f(@o+ h) — f(o) S (xo+ h) — [*(o)

Ty = -

\ h , \ h ,
presnd hodnota vzorce vypoctend hodnota vzorce

A déle
ira| = f(fl?o*l‘h)—hf*(onrh)_|_f*($o)}:f(93o) <
< |f<$0+h)';lf*($o+h)l+[f*(ﬂﬁo);f(ﬂ?o)l <
< e € 2e
= h T h



Vyuzili jsme zde odhady

|f*(xo+h) — flwo+h)[ <e
| f*(z0) — f(z0)] < €

¢islo € miize predstavovat napr. strojovou presnost.

Pro celkovou chybu r potom plati

M 2€
< ro| < o o
17| < |ri| 4+ |re] < > o ;

e Uloha numerického derivovani
je $patné podminéna !
(pro zmensujici se h roste chyba)

e Lze najit optimalni krok hopt
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Poznamka: Na zékladé Spatné podminénosti se zd4, Ze nebude
mozné pri vypoctu derivace dosdhnout libovolné presnosti. Zvyseni
presnosti ale miizeme dosdhnout

1) pouzitim vzorce s chybou vyssiho fadu
2) pouzitim tzv. Richardsonovy extrapolace
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Poznamka: V nazvu metody se objevuje slovo extrapolace.
Je to proto, Ze nova hodnota derivace je linedrni kombinaci dvou
hodnot, ov8em nelezi mezi témito hodnotami (kdyby tomu tak bylo,
mluvili bychom o interpolaci).

Poznamka: Algoritmus Richardsonovy extrapolace Ize samo-
zfejmé pouzit opakované pro eliminaci chyb vyssich radd. Tato me-
toda je potom velmi efektivni.
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Piiklad: PouZijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro
vypocet derivace funkce f(z) = In x v bodé 2y = 3 pomoci centralni
pomérné diference s kroky h =0,8; 0,4; 0,2 a 0, 1.

Reseni: D4 se ukdzat (viz. odvozeni), Ze pro dostetecné hladkou
funkci f plati tento vztah

(o) = L0t P ;hf(mo —h) -+ ab’ 4ol tah’ +

TOZVOj cllyby

D¢ f(zo,h)
kde Cisla ¢;, co, c3 predstavuji kontanty obsahujici prislusné deri-
vace.

Pro ptrehlednost budeme vysledky zapisovat do tabulky:

h | f'(zo,h) | po 1. korekei - vztah (3) po 2. korekci - vztah (4)

0,80, 341589
;| T
0,4)0,335329/ 5 0,335320 — 0, 341589 =
20, 333242
T T
0,20, 333828 g-o, 333828 —  0,335329 = i-g-o 333327 — -1-5 0,333242 =
20, 333327 = 0 333332
4 T
0,1 0,333456 0, 333456 — 20, 333828 — Igo 333332 — IS 0,333327 =

3 0,333332 2°0,333332
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Ve vypoctu jsme pouzili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby
radu h?, ale dale také 2. korekei, kterd eliminovala chybu fadu A*.
Vztah (4) pro 2. korekei jsme dostali podobné jako vztah (3), tj.

f’(xo,h) = Decf(zo, h) + coh? /.24
f'(zo,2h) = Do f(zo,2h) + cp(2h)* /- (—1)

% f!(x0, h) — f'(z0,2h) 16

1
(4)

V tabulce chybi sloupec pro 3. korekci. Diivod je ten, Ze se hod-
noty, ze kterych by se extrapolovala nova hodnota, rovnaji (dostali
bychom to samé ¢islo). Vyraz pro 3. korekci bychom opét odvo-
dili podobné jako vztah (4), pouze misto 4 mocniny by se v ném
objevila 6 mocnina.

Hodnota hledané derivace funkce f(z) = Inz v bodé zy = 3
je 0,333332. Pro tplnost dodejme, Ze presnd hodnota derivace je
1 . 1
fla)="1 F&) =

3 [
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vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=sqgrt(x) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.8, 0.4, 0.2, 0.1]

Pro vypocet se pouzije vzorec centralni pomerne diference D_C.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

0.8 0.555016994
0.4 0.510774109 0.494693148
0.2 0.4599801710
0.1

0.499988731

0.502544810
0.500627751

0.500142281
0.500001199 0.499998959 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je 0.500000000000

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=sgrt (x) v bode x0=1.000000 s kroky -
h=[0.8, 0.4, 0.2, 0.1]

Pro vypocet se pouzije vzorec prave pomerne diference D_P.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D_P(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce
0.8 0.427050983

0.4 0.458039892 0.489028800

0.2 0.477225575 0.4956411259 0.498872078

0.1 0.488088482 0.498951388 0.499758098 0.499930387 |

Presna hodnota derivace funkce £ v bode x0 je 0.500000000000

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=sgrt(x) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.8, 0.4, 0.2, 0.1]

Pro vypocet se pouziije vzorec leve pomerne diference D_L.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

! h | D_L(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce
0.8 0.690983006

0.4 0.563508327 0.436033648

0.2 0.527864045 0.492219763 0.510948468

0.1 0.513167019 0.498469994 0.500553404 0.499068395 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je

0.500000000000
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Derivace Aproximace Odhad chyby Schematicky zapis
1| W) |- e W), veer i O—0) )
(zi,2i41) 3 i+ 1
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(zio1,zig) -1 7 i+ 1
7| v"(z1) | pra(~viee+16u;_— 0(hY), u e C8 ﬁ‘ﬁ{ 2}
—30u;i+16u4 1 ~uisy) -2 1-1 3 i+l 1+t
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Tab, 3. Aproximace derivaci v uzlech rovnomérné sit&.
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