APROXIMACE FUNKCI

Aproximace na okoli bodu - aproximujeme chovani funkce
,v malém okoli bodu”.

Interpolace - tabulkou danymi body proklddame polynom, tj.
pozadujeme-li, aby aproximace presné prochdzela zadanymi body.

Lo-aproximace - Pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi ta-

bulkou danymi body (ziskanych napiiklad mérenim), kde nutné
nevyzadujeme, aby aproximace danymi body prochézela. Divo-
dem mtzou byt napft. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.

e urcime systém jednoduchych zdkladnich (bazovych) funkci
(ne nutné polynomt) g, @1, ©3, - .., ©n a funkci f aproximujeme
linearni kombinaci zakladnich funkci

p(z) = copo(z) + crpr(z) + - .. + caon()

o Otazka vybéru aproximace se tedy prevede na urceni hod-
not parametrd cg, ¢y, ..., ¢, podle néjakého kritéria vhodného pro
konkrétni tlohu.

Poznamka: Velmi casto budeme za zakladni funkce volit funkce
1, z, 2% ... z" tj. aproximaci ¢ budeme hledat ve t¥idé polynom@
nejvyse n-tého stupné.



Diskrétni Ls-aproximace

Myslenka:

Chceme aproximovat funkci, kterd je dana tabulkou {(z;, f(z;))}.
V ptipadg, kdy jsou f(z;) zatiZzeny chybou (napf. vysledky méfenf),
neni vhodné provadét interpolaci. Aproximaci ¢ hleddme ve tvaru

p(x) = copo(T) + crp1(z) + - . + cmpm(2),

kde ¢; jsou zadané funkce a c; hledané parametry

— pocet bazovych funkci ; je mensi nez pocet zadanych bodd

— v pripadé rovnosti se mize jednat o interpolaci
( zalezi na zvolenych bazovych funkcich)

Nasim cilem je minimalizovat ,,odchylku“ funkce ¢ od zadanych dat
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Spojita Ls-aproximace

Piiklad

Stanovte spojitou Ly-aproximaci funkee f(z) = vz, z € (0,1) linedrni funkei ¢(z) =
c1Z -+ Co.
Minimalizujeme funkci

1 1

r(co, 1) = / f(2) — ()| de = /(\/E — ey — 1) da.

0 0

Podminky minima

1

(1) %:—2/(\/5—-00—0150)33@::0
5 ' L 2 rovnice pro neznamé cg, Ci.
(2) éztz—Z/(\/Emco—clx)dJB:O
0 0
9 5 $2 51.73 1
(1) *2['5273 ~w'C()—r?"' *Cl—?’-‘}o =0
2 3 .’132 1
(2) —2[-§x3 ~co:v—cl—é—]o =0
2 1 1 2 4
(1) g—~2~co~§cl-0 zco + za = z ¢ =
2 1 = ' 4
(2) g'"C()*—-Z—Cl—O Co -+ -=C1 = é‘ Co — Ig
4 4
ple) = zz+ 1

20
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Poznamka

Obecné lze opét zavést vahovou funkci w = w(z) a minimalizovat

r(e) = [ 1£(z) = p(a)Pw(z) do
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Ortogonalni systémy funkci

Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Jsou dény line4rné nezavislé funkce g1, ga, - - -, gn (prvky jistého prostoru).

Hledame funkce (prvky téhoZ prostoru), které jsou navzéjem po dvou ortogondlni.

fi=q

f> hleddme ve tvaru ] fa=g2+rknfi | apouzijeme (fi,f2) =0

(f2, /1) = (g2, f1)+Ea(f1, 1) =
=0

~
p—e

92, [1
fl?fl

Ryl = —

—~
N

f3 hledame ve tvaru ‘ f3 = g3 + If,31f1 + l€32f2 ! a pouiijeme (f3, fl) =
0

a (f37f2) =

(f3, f1) = (g3, f1) + K31 (f1, f1) + K32 (f2, f1)
e

N e
=0

=

(f3, f2) = (g3, f2) + K31 (f1, f2) +h32(fo, fo)
e —

Nt o’

Obecné fr hleddme ve tvaru fe = gk + 6x1f1 + Krafo +

Ky = — (g3a f2)
(f?affZ)

L Y
Fopj = — (gka f])

~

fj’fj
j=1,2,... k=1

N




Priklad

Najd&te ortogonalni bazi linedrniho obalu mnohoclent
g1(z) =1, go(z) =z, ga(z) = 2* pro z € (-1,1).

f2 = ga(x) +ko1 f(x) =2+ ko1 a musi platit (f1, f2) =0
T

(.'1'7 + I~’(;21).1 dr =20

'i—‘\,w "_'\l—‘

1
$d$+/l’f,21dl':0 = K,21:O
-1

[
=0

fz(.’l?) = I

f3 = g3(z) +k31 f1(x) +rs2 f2(2) =%+ K31 + Kz T @ (fi,f3) =0
S—— S—\— N .
2 =1 =T a (f27f3) - 07 t.]

(IE2 -+ K31 + K)32!E).1 dr =0

1 1
z2 dx+/<;31/ d:c+h:32/xda;:0
X1 21

S N —~ N —
=§_ =2 =0
= K31 = :—%— = 1
31 — 9 - 3
1
/(.732 -+ K31 + 14332.’15).:17 dr =20
~1
1 1 1
/x?’d:c+/z31/xdac+f€32/x2da:20
-1 -1 -
= =2
= K3 — 0
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U= 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000
stupen = 2
baze_spoj =

0 0 1.0000
0 1.0000 -0.5000
1.0000 ~-1.0000 0.1333

baze_diskr =

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
-0.5000 -0.3000 -0.1000 0.1000 0.3000 0.5000
0.1333 -0.0267 ~0.1067 -0.1067 ~0.0267 0.1333

stupen = 2
baze_spoj =

0 0 1.0000
0 1.0000 -0.5000
1.0000 -1.0000 0.1458

baze_diskr =
Columns 1 through 7
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

~-0.5000 -0.3750 -0.2500 -0.1250 0 0.1250 0.2500
0.1458 0.0365 -0.0417 ~0.0885 ~-0.1042 -0.0885 -0.0417

Columns 8 through 9
1.0000 1.0000

0.3750 0.5000
0.0365 0.1458
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clc; ¢(K(>(Z( ?/r 1;5 5\ ;/g_

clear;

x=0:4 —
f=[1.5 2.5 3.5 5 7.5]

F=log (f) " C(D/X):“ C e

O=[x.70" x.71"]

P=Q’'*Q
g=Q'*F
koef_lin=P\g
A=koef_lin(2)
C=exp (koef_lin(1)) —> % (X)t 7/{7‘5/‘5/()7 2

koef_nelin=fminsearch('R’,[1 1]1);
AA=koef_nelin(l)

=koef_nelin (2 — (x) = -
cCc=koef_nelin(2) > W, K),Zé/@f{é’,{_
CEEE R Rt At R R R A R R R R L R R PR R T T

krok=0.01;

1=0;

for xx=-0.25:krok:6.25
i=i+1;

phi_1(i)=C*exp (A*xx);
phi_2 (i) =CC*exp (AA*xX) ;

figure(l);
hold on;
xx=-0.25:krok:6.25;

plot (xx,phi_1, 'm-');

plot{xx,phi_2, 'b-");
plot({x,£f,’'ro")

function out=R(kqef);

A=koef (1);
C=koef (2);

out=(C-1.5).72+(C.*exp(A)-2.5) .72+ (C.*exp(2*A)-3.5) . 2+. ..
(C.*exp(3*A)-5) .72+ (C.*exp(4*A)~-7.5) ."2;
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Table 5.6 Change of Variable(s) for Data Linearization

Function, y = f(x) Linearized form, Y = Ax + B Change of variable(s) and constants
A I 1
y=—+<+8 y=A-+B X=~ Y=y
x | X D X
D -
= + == - X=xy Y=
Y=I¥C Y- C(t'ﬂ.{ C ) Y
-1 -8B
C= D=
A A
- Loax+s X=x¥=r
y~Ax+B y Y
1 1 1 1
y = X — A B Xz — V= —
Ax+ B b5 x x y
y=Aln{x)+ B y=Aln{x)+ B X=Inlx), Y=y
y = Ce?* In(y) = Ax + la(C) X =x,Y =Iny)
C=eB
y=Cx* In(y) = Aln(x) + In(C) X =In(x). Y =In(y)
C=eB
y:(Ax-}—B}”z yml/z = Ax + B X::.X’,Y:_.-_y"']/2
y = Cxe~Dx In (Z) = —Dx + In{C) X=xY=In (2)
X x
C=e?, D=-4
L !n(L 1) Ax + In(C) X Y =1 (L 1)
§ o —— ——1}=Ax+1In =x,Y=In{-— ~
P T4 Ceds y Y
C = e® and L is a constant
that must be given




Fourierova analyza

Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce hlavné po-
moci polynomi. V tvodu jsme uvedli, Ze za bazové funkce mlizeme
volit libovolné funkce. Napriklad pro aproximaci periodickych funkci
neni vhodné pouZit polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak ve
smyslu Le-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkei je
vhodné pouzit néjaky systém periodickych bazovych funkei, naprt.
systém tzv. trigonometrickych polynomu:

po(z) =1
2k

@or—1(z) = cos i k=12,...
2k

por(z) = sin 7;56 k=12 ...,

kde T predstavuje periodu zadané funkce (vzdalenost prvniho a po-
sledniho uzlu v diskrétnim pripadé, resp. délku zadaného intervalu
ve spojitém piipadé).

Pro jednoduchost uvazujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim pii-
padé).

Pocet uvazovanych bazovych funkci volime bud mensi nez je po-
et zadanych bodl (ve smyslu Lo-aproximace), nebo roven poctu
zadanych bodl (ve smyslu interpolace).



Jednoduchym cvi¢enim je ukézat, Ze systém trigonometrickych
polynomf je ortogonalni (jak v diskrétnim tak ve spojitém piipadé).
Overte!

Ulohu najit koeficienty ¢; u bazovych funkci ¢; z vyjadient

p(z) = copo(z) + c1ip1(z) + . . . + capn().

nazyvame v tomto piipadé Fourierovou analyzou.

Formalné pouze preznacime koeficienty c;, tj.

u bézové funkce po(z) = 1 pouzijeme koeficient Ay,

u bazovych funkel wor_1(x) = cos(2wkx)/T pouzijeme ... Ay
u bézovych funkci por(z) = sin(2mkz) /T pouzijeme ... By

Nésledujici jednoduchy priklad ukaze princip Fourierovy analyzy.



Priklad
Aproximujte 27-periodickou funkci zadanou tabulkou za pouziti
maximalniho poctu bazovych funkci (tj. ve smyslu interpolace).

; 0|7w/2|m|3m/2
flz) |12 —4 0] 4

Regeni
Ze zadani je zfejmé, ze perioda zadané funkce je 27. Aproximujici
trigonometricky polynom budeme tedy volit ve tvaru

o(x) = Ayg+ Ajcosz + Bysinx + As cos 2x.

Zapiseme interpola¢ni podminky

SD(SC]> — f(ajj)a .] = 07 172737

t].
J 1 coszg sinzg cos2zo | | Ag ] f(zo) |
1 coszy sinz; cos2zy | | Ar | | f(z)
1 coszy sinzy cos2xq | | By | | flzg) |’
| 1 cosxg sinzs cos2xz | | A2 | f(zs) |
t.
(1 cosO sin0 cosO |[Apy] [ 12 ]
1 cosm/2 sinm/2 cosm || A | | —4
1 cosw simnm  cos2w || Bi| | 0 |’
| 1 cos3m/2 sin3n/2 cos3m || Az | | 4 |
t].
1 1 0 1 A | 12
1 0 1-1|[A]| |-4
1 -1 0 1||{Bi| | O
1 0 -1 -1||A4] |4




4000][A4 12 e Ao,
R A e
_ /
0004 A 12 i e C pedi
] 2 ] L - ATt
D ) (0 1)~E el
e 2, 0o x) = =0 (&7
(d’(/@% ‘ N X - -——v? N= 3)
L/ X - - =
(Cv‘)x Qz;L\y): =0

VyTeSenim soustavy ziskame hledané koeficienty Ag = 3, A1 = 6,
By = —4, Ay = 3 a tim i aproximujici trigonometricky polynom

w(r) =3+ 6cosx — 4sinx + 3 cos 2x.
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Ulohu a feseni Fourierovy analyzy lze formulovat elegantné pou-
zitim komplexni proménné. Uvazujme pro jednoduchost lichy pocet
béazovych funkei (N = 2L 4 1) a periodu dané funkce 27. Potom
ma, aproximujici funkce tvar

II
o(z) = Ag+ X (Axcoskz + By sinkz). - (%)
k=1

Pro funkce sinz a cosz plati vztahy

1T —17 1T —1%

e’ +e _ et —e 1. . .
o8 = ——— , Sinzg=————"=—i(e’¥ —e™)
2 21 2

a tedy

1 . ,
iy Bk <ezk:c . e—-zkx)) _

L (1 ik —tkx
ga(x):Ao—l»Z("Ak(e + e ") —
k=1 \2 2

=A0+kz (5(.Ak—sz)6 +-2~<Ak—l—’&Bk)€ )
=1

Oznacime-li

Co=4y, Cp= (Ak——ZBk), C_i = (.Ak+in)

1
2

N | =

dostaneme

L "
plx)= Y Cpe™.
k=1,




Pro koeficienty dostaneme vynésobenim (%) jednotlivymi bazovymi
funkcemi, vyuzitim jejich ortogonality a interpolacnich podminek

predpisy:

”'0_"]\7 g f(SU])

_ 2N
Ag Z f(z;) coskx;

9 N-1 .
By = N > f(z;) sinkx;

Jj=0
1 N-1

Cr = N gg.—:o f(zj)e ke

Poznamka

Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poctu bazovych funkei
nez je pocet zadanych bodd, jedna se o aproximaci ve smyslu me-
tody nejmensich étvercti, tj. diskrétni Lo-aproximaci. Potom obecné
nemohou byt splnény interpolaéni podminky presné (pouze ve spe-
cidlnich pfipadech).



| x (k) | £ (k) |

1.0000 1.0000

2.0000 1.0000

3.0000 1.0000

4.0000 0.0000

5.0000 -1.0000

6.0000 -1.0000

7.0000 -1.0000

8.0000 1.0000
Stiskni klavesu
koeficient A(0) = 0.000000 u bazove funkce phi{(0) =1
koeficient A(l) = 0.543134 u bazove funkce phi(l) = cos(2*pi*l*x/7-1)
koeficient B(1l) = 1.127829 u bazove funkce phi(2) = sin(2*pi*l*x/7-1)
koeficient A(2) = 0.107574 u bazove funkce phi(3) = cos(2*pi*2*x/7-1)
koeficient B(2) = 0.085788 u bazove funkce phi(4) = sin(2*pi*2*x/7-1)
koeficient A(3) = 0.349292 u bazove funkce phi(5) = cos(2*pi*3*x/7-1)
koeficient B(3) = 0.079724 u bazove funkce phi(6) = sin(2*pi*3*x/7-1)

L
phi = A(0) + suma [ A(i)*phi(2i-1) + B(i)*phi(21i) ]
i=1
pro pocet bazovych funkci N=2L+1
L-1
phi = A(0) + suma [ A(i)*phi(2i-1) + B{(i)*phi(2i) ] + A(L)*phi(2L-1)
i=1

pro pocet bazovych funkci N=2L
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T

Aproximace trigonometrickym polynomem s 1 bazovymi funkcer
O aproximovane body

0}

Aproximace trigonometrickym polynomem s 2 bazovymi funkcem)i
O  aproximovane body
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Aproximace trigonometrickym polynomem s 3 bazovymi funkcenyi

aproximovane body

2 3 4 5 6 7 8
Aproximace trigonometrickym polynomem s 4 bazovymi funkcen;
O  aproximovane body
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Aproximace trigonometrickym polynomem s 5 bazovymi funkcen
aproximovane body

2 3 4 5 6 7 8
Aproximace trigonometrickym polynomem s 6 bazovymi funkcemi
O  aproximovane body
- O
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O

Aproximace trigonometrickym polynomem s 7 bazovymi funkcen

aproximovane body




Poznamka

Vypocet koeficientd Cj, predstavuje s¢itani konedné fady. UvaZujeme-
li pocet aproximujicich bazovych funkeif N jako mocninu &isla 2 (tj.
N = 2" 1ze odvodit velmi rychly a efektivni algoritmus pro vy-
pocet koeficientli Cj. Tento algoritmus se potom nazyva rychla
Fourierova analyza. g
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