APROXIMACE FUNKCI

PYi numerickém reSeni loh matematické analyzy casto nahrazu-
jeme danou funkci f, vystupujici v feSené matematicke tloze, jinou
funkci ¢, kterd v n&jakém vhodném smyslu napodobuje funkci f a
snadno se pritom matematicky zpracovava ¢i modeluje na pocitaci.
Tuto funkci ¢ nazyvame aproximaci funkce f.

Poznamka: Aproximaci funkce jsme jiz pouzivali u feSeni neli-
nedrni rovnice. Napriklad u Newtonovy metody jsme danou funkci
f z feSené rovnice f(z) = 0 aproximovali linearni funkei (tecnou ke
grafu funkce f); podobné tak tomu bylo u metody secen.

Poznamka: Jiz pouhy vypocet funkénich hodnot nékterych
zékladnich funkci (sinz, €, Inz, ...) v pocitaci ¢i na kalkulacce
se provadl uZitim aproximace téchto funkci. Tyto aproximace jsou
oviem zabudovany do vypocetniho systému a uzivatel si ¢asto ani
neuvédomuje, Ze pie-li v programu napi. y=sin(x), nahrazuje vy-
pocet hodnoty funkce sin z vypoctem hodnoty jistého polynomu.

Piiklady uziti:
e numerické metody pro vypocet uréitého integralu
e zpracovani vysledkli méreni
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Aproximace na okoli bodu - Pouzijeme, chceme-li aproximo-
vat chovani funkce v malém okoli bodu. Prikladem mtze byt

T
napr. vycisleni hodnoty sin " na kalkulacce.

Interpolace - PouZijeme, chceme-li tabulkou danymi body pro-
lozit polynom, tj. pozadujeme-li, aby aproximace presné pro-
chazela zadanymi body:.

Lo-aproximace - PouZzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi
tabulkou danymi body (ziskanych napiiklad mérenim), kde nutné
nevyzadujeme, aby aproximace danymi body prochézela. Diivo-
dem miZou byt napr. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.
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Aproximace na okoli bodu

— mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem

Predpoklddame, Ze dand funkce f ma v daném bodé z, a jeho
okoli spojité derivace az do fadu n. Podminky pro funkei, ktera co
nejlépe napodobuje chovani funkce f matematicky zapiSeme takto:

| o) = D), j=0,1,...n |

(hodnoty derivaci funkel f, ¢ v bodé zg jsou stejné az do Ffadu n)

Tuto podminku samoziejmé spliuje Taylortv polynom

/ " (n)
To(z) = f(xo)—l—f (13!30) (a:—a:o)+f ;30) (z—20)*+. . .+f n(!x())(a:—wo)”
Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati
| )= 1010 = s I gcuen

umime-li odhadnout n + 1 derivaci funkce f na daném okoli bodu
zo, mUzeme provést nasledujici odhad chyby aproximace:

Plati-li |f" ()] < MV € U(w),

M
potom |e(z)| < i

(n+ 1)!Ix -z
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tab
0 3.14159265358979
1.00000000000000 4.93480220054468
2.00000000000000 5.16771278004997
3.00000000000000 4.05871212641677
4.00000000000000 2.55016403987735
5.00000000000000 1.33526276885459
6.00000000000000 0.59926452932079
7.00000000000000 0.23533063035889
8.00000000000000 0.08214588661113
9.00000000000000 0.02580689139001
10.00000000000000 0.00737043094571
11.00000000000000 0.00192957430940
12.00000000000000 0.00046630280577
13.00000000000000 0.00010463810492
14.00000000000000 0.00002191535345 P
15.00000000000000 0.00000430306959 < o
16.00000000000000 0.00000079520540
17.00000000000000 0.00000013878952
18.00000000000000 0.00000002294843
19.00000000000000 0.00000000360473
20.00000000000000 0.00000000053927
21.00000000000000 0.00000000007701
22.00000000000000 0.00000000001052
23.00000000000000 0.00000000000138 . -12
24.00000000000000 0.00000000000017 < o
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Aproximace interpolacnim polynomem

Aproximujeme funkci, kterd je ddna svymi hodnotami v n + 1
bodech z;,i = 0,1,...,n (body z; nazyvdme uzly interpolace), a
pozadujeme, aby aproximace prochézela zadanymi body.

Aproximace ndm potom poslouzi k ziskdni pfiblizné hodnoty za-
dané funkce v libovolném bodé& intervalu (zg, ).
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Lagrangetiv interpola¢ni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné Ly (x). Vime, Ze musi
byt splnény interpolac¢ni podminky

r—

Lagrangeflv interpoladni polynom hledame ve tvaru
[ Ln(z) = Ziof(ﬂ?z') (), l

kde I;(x) jsou polynomy n-tého stupné takové, ze plati

I, t=J

les) =05 = 4

(snadno se presvédcite, ze dosadite-li do predpisu pro Ly(x) uzly
interpolace, ziskate zadané interpolacni podminky).

Konkretizujme nyni diléi polynomy [;(z). Vime, Ze l;(z) ma ko-
feny g, Ti,Ti—1, Titl, - - - Tn & Nabyva hodnoty 1 v bodé ;. Mu-
zeme jej tedy zapsat ve tvaru




Na obrazku je ukézan piiklad dilétho polynomu l3(z):




Newtontiv interpolac¢ni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné N, (x). Pro jeho od-
vozeni pouZijeme jinou kontrukci. Polynom volime ve tvaru

| Ny(z) = ag+ai(z—z0)+az(z—zo)(z—21)+. . Fan(z—z0)(z—21) . . . (T—Tp-1)

Opét pozadujeme splnéni interpola¢nich podminek

T\

| Nale) = flady P01

Poznamka: Vyhodou volby tohoto zdanlivé slozitého predpisu
je fakt, 7e p¥iddme-li daldi bod interpolace [Zp41, f(%n41)], nemu-
sime cely vypocet opakovat, ale sta¢i dopocitat prislusny koeficient
ans1 (ostatni koeficienty a; zistavaji beze zmény). U Lagrangeova
polynomu bychom museli cely vypocet provést znovu.



UkaZme si co dostaneme dosazovanim interpolacnich podminek do
predpisu polynomu:

..____—-/‘J' _— I |

Np(z1) = ap+ ay(z1 — 20) = f(z1) = |a1= f(z1) — f(zo)
L L1 — To

Nn($2> = Qg+ al(:cQ — .’II()) -+ CLQ({EQ — SU()) ($2 — :L‘l) = f(.’L'Q) =

T9—T1+T1—I0
e s

f(z2) = f(zo) —a1 (22 —m0) _

(w2 — o) (22 — 1)

= 09 =

Flzs) — f(fl’o) _ f(z1)—f(z0) ($2 _ 331) _ fz)—f(=z0) (1 — 330)

T1—XQ Z1—IQ
(29 — xo) (22 — 21)

fl@e) — f(z1) — f(“’;liﬁffo (22 — 1)

(w2 — o) (22 — 71)

Ten)—fla1)  flay)—f(m)

T9—T1 1—IQ
o — Xg

as =

o —_—

Poznamka:
Poéitat koeficienty a; pfimo ze soustavy neni prakticke.
Koeficienty budeme pocitat pomoci tzv. pomérnych diferenci.
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STRATEGIE VOLBY UZLU
PRO INTERPOLACI POLYNOMEM

w(z) = (x — zo)(x — 1) ... (x — zN)

Pifklad: N=6 (tj. pro 7 uzld)

100

<+ pro ekvidistantni uzly x;
80

60}

40

T

N
(o]
1

/!

pro neekvidistantni uzly z;

(kofeny Cebygevovych polynomt)
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Poznamka: Vsimnéme si, Ze v konstrukci interpolacniho poly-
nomu nezalezi na poradi zadanych tabulkovych bodi.

Poznamka: V radé pripadi potiebujeme kromé a; vypocitat
hodnotu polynomu v daném bodé «;, tj.

Ny(a) = ag+a1(a—zg)+as(a—zp)(a—z1)+. . .Aag(a—zo)(a—2z1) . . . (@—Tp1).

P#i vhodném uzdvorkovani mizeme vypocet zefektivnit (zmensime
podet operaci s¢itani a nasobeni):
Np(a) = ap+ (o — xo)[al + (a0 — xl)[ag + (a0 — x9)|ag + . . ]H

Tento postup miZzeme samozrejmé pouzit jen tehdy, kdyz uz zname
koeficienty a;.

Chceme-li vypoditat pouze hodnotu polynomu N,(«) v bodé «
za co nejmensitho poctu operaci a nepotiebujeme-li koeficienty a;,
pouzijeme tzv. Nevilletiv algoritmus. Princip je podobny jako
v algoritmu pro urceni koeficienti Newtonova polynomu.

Nevilleav algoritmus:

]-P7,,O:f($l)7 1=0,1,...,n

Pir1— P11
2. Py =Pij1+ (0 — z)— a—
Li— Ti—k

3. Nyp(a) = Py,

Princip Nevilleova algoritmu je ukdzan v nasledujicim piikladu.
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Piiklad: Vypoctéte f(3.5), kde funkce f(z) je dana tabulkou:

Reseni: Uzly z; je vyhodné usporddat podle rostouci vzdale-

nosti od bodu @, v ném# chceme stanovit piibliznou hodnotu funce
f(z). Podle rozdilu hodnot P;; a P,_1 ;-1 (i =1,...,n) lze rozhod-
nout o predéasném ukonceni Nevillova algoritmu, popt. o vhodnosti
interpolace pomoci N, (z).

Nevillovo schéma:

o — Tj | Ty f(%‘z)
05 |4 64
8 — 64
1,5 2 3 8—1—1,55-“—4—
= 50
125 — 8 66,5 — 50
-15 | 5| 125 || 125-1,5 - 66,5—1,5—5—~_~_—Z——
= 66,5 = 41,75
1-125 78,5 — 66,5 48,5 — 78,5
2,5 1 1 1+2,5 15 78,942,5 ) 48,5+2,5 -
= 78,5 = 48,5 = 42,875
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Nevilluv algoritmus pro vypocet hodnoty funkce f v bode alfa=3.600000

pro funkci zadanou tabulkou

| x (k) | £ (k) |
4.0000 16.0000
3.0000 19.0000
5.0000 12.0000
2.0000 14.0000
6.0000 14.0000
1.0000 -5.0000
7.0000 35.0000

stiskni klavesu

x(k)| £(k)| Aproximace f(alfa)
4 16
3 19 17.2000 ~
5 12 16.9000 17.3200
2 14 12.9333 19.2800 17.7120
6 14 14.0000 11.4400 17.7120 17.7120
1 -5 4.8800 28.5920 17.4432 17.7926 17.7228
7 35 12.3333 |-13.0080 15.2800 18.9574 17.9674 | 17.6901

Priblizna hodnota f(alfa) = 17.6901

———— polynom stupne 0
polynom stupne 1
- polynom stupne 2
-~ polynom stupne 3
polynom stupne 4
—~ — — polynom stupne 5
Vysledny polynom
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Nevilluv algoritmus pro vypocet hodnoty funkce £ v bode alfa=3.600000

pro funkci zadanou tabulkou -~ e .
| N ) %»\'"““”:“w“ ........ —
x| £ [lev waerie vzpgipny
"""" 7.0000 | 35.0000 | 0>  pp . N
1.0000 ~5.0000 &V2p; CEN Y 2y g
6.0000 14.0000 j —
2.0000 14.0000 k. Mey Besory //.7(/
5.0000 12.0000
3.0000 19.0000 ——— D
4.0000 16.0000
Stiskni klavesu
x(k)| £(k)| Aproximace f(alfa)
7 35
1 -5 | 12.3333 _
6 14 4.8800 |-13.0080 ~
2 14 14.0000 28.5920 15.2800
5 12 12.9333 11.4400 17.4432 18.9574
3 19 16.9000 19.2800 17.7120 17.7926 17.9674
4 16 17.2000 17.3200 17.7120 17.7120 17.7228 I 17.6901
Priblizna hodnota f(alfa) = 17.6901
~——— polynom stupne 0 ,
——— polynom stupne 1 /ey 1*’\’“%
— polynom stupne 2
e Dolynom stupne 3
polynom stupne 4
— — — polynom stupne 5 o1
—— Vysledny polynon / _
/v
! ! ! l 1 ! [
1 2 3 4 5 6 7

T /\)-n/;/t\om\_ 4'A/1///u+° /Mm/ug A P, Maa/mmz ?



Poznamky:

1) Interpolacni polynomy
vyssich radt neni vhodné uzi-
vat pro aproximaci hodnot
funkce mimo interval obsahu-
jici uzly interpolace (tzv. ex-
trapolaci), protoze absolutni
hodnota polynomu nabyva
velkych hodnot.

2) Daéle neni obecné vhodné
interpolovat polynomem
funkci, ktera je dana velkym
po¢tem svych hodnot. Stu-
pen interpolacniho polynomu
by potom byl velky.




3) PouZijeme-li vhodné
zvolené neekvidistantni uzly,
mizeme tyto oscilace mini-
malizovat. (Vhodnou volbou
jsou uzly zvolené jako ko-
feny tzv. CebySevovych poly-
nomt. )

4) Interpolace  poly-
nomem neni obecné vhodné
napi. pro funkce, které maji
asymptotu.
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Interpolace spline funkcemi

Nejjednodussi spline funkci je tzv. linearni spline funkce; jde
vlastné o lomenou ¢aru spojujici zadané interpolované body.
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Y

Jednotlivé funkce ¢;(z) (na kazdém intervalu (z;, z;41) jde o
jinou funkci) maji tvar:
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