SOUSTAVY LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Metody

e primé (GEM, metoda LU-rozkladu)
e iteracni (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR)

¢ gradientni

Motivace:

Uvazujme kvadratickou funkci

1
f(z) = -éaazz—bx+c, a > 0.

Nutné a postacujici podminka minima mé tvar
ax = b.

To znamend, Ze misto feSeni rovnice mizeme fesit Glohu najit mini-
mum konvexni kvadratické funkce f(z) (obé Glohy maji stejné re-
Senf). Uvédomme si, 7e v piipadé funkce vice proménnych je tfeba
splnit dald! podminky kladené na matici soustavy A, abychom za-
rudili konvexnost prislusné kvadratické funkce.



UvaZujeme soustavu (matice A je symetricka, pozitivné definitni)
Ax =D

Dale uvazujeme kvadratickou formu - energeticky funkcional

F(x) = —1-XTA x — b'x.
2

Plati
grad F(x) = A x —b.

Funkce F(x) je konvexni a kvadraticka

= F(x) mé globalni minimum a pro bod minima X plati
grad F(X) = AX — b =0.

Bod minima X je tedy resenim soustavy Ax = b.

Poznamka:
Ulohy najit bod minima funkce F a Tesit soustavu Ax = b jsou
ekvivalentni.

Poznamka: V pripadé soustavy 2 rovnic si lze udélat geomet-
rickou predstavu, nebot pro x € R? je grafem funkee F(x) elipticky
paraboloid, jehoZ vrstevnice jsou elipsy. Minima F(x) se nabyva ve
vrcholu paraboloidu.
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Stejné jako u kazdé iteracni metody nejprve zvolime pocatecni
aproximaci reseni %), Princip gradientnich metod spociva v tom,
ze zvolime smér a v tomto sméru se budeme chtit co nejvice priblizit
k presnému reseni. Gradientni metoda je tedy dana volbou smért,
ve kterych minimalizujeme funkci F'.

I

Z1

V pripadé soustavy dvou rovnic ziskame promitnutim grafu funkce
F(x) do roviny proménnych z1, z5 systém soustednych elips - hla-
din (vrstevnic).



Prvni moZnosti je za smérovy vektor volit smér nejvétsiho spadu,
tj. vektor

d® = — grad F(x®) = b — Ax®),

Ziskdme tzv. metodu nejvétsiho spadu. Itera¢ni formuli volime
ve tvaru

)

v kazdém kroku metody urc¢ime smér nejvétsiho spadu d® a pro-
vedeme jednorozmérnou minimalizaci v tomto smeéru, t).

min F(x® 4+ ¢d®).

>0




Minimalizovanou funkci proménné t oznacime ¥(t). Potom plati:

F(x® +¢d®) = 5 (x® 1t AT A (xB¢ dF)—bT (x4 d®).

W)
wdi(t) _1d®TAQ® 4 x®T Ad®) — pTd®
t < — _
x®"A —bT) d®
_d®?
i‘g@ _q®F Ag® — g®T a® =
t
) _ d®T q*)
T d®TAA®
Poznamka:

Ve vyrazu pro derivaci ¥(t) jsme vyuzili symetrii matice A.
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Algoritmus metody nejvétsiho spadu potom mtizeme zapsat takto:

1) volba x ¢
2)  vypolet sméru spadu d®) =b — Ax®)
6 d®a®
T d®TAd®
4)  vypodet nové iterace x*+1) = x*) 4 k) g (k)
5)  k=k+1azpé na 2) pokud [[x*V) —x®|| > ¢

3) vypocet koeficientu ¢

FWMK ‘ %xdia OLQ/LL_ /w»e//”“/gk W Ce Aor'W&¢v\/
peadice %Mwﬁfﬂo\ ISR g{fé*/)wg&

(Z#1) 44 ¢

;%@%zwﬁ%

SO W

)

A //u o Lol o | At



\/jk/ev Medoola, /Ma /;%\/Lfcl/uo ~f N2 l\ e %@Q»%/‘vy K/’\O md/’u -
A/M/O/Lo«.\ , ,7\0/7/1,41;4/7,% %L%m V\/ A oA o, ) J~o A ER
Al feo ox/eale o acq A frirtcon, Atrew
W%b Ax -4

(W) het™ 1% ol vl Jomclrodicls” fiu d

oy lhs nfaln | P

\ Y,
| @ _ _k, . (%//‘))»—7 T
A ) i1 ) / x )\X% oY

/

/%a(( a(//"))'z g/)««.qx ;
o ! //’//’*:U’&}"/’Q = Vx4 x

9;,,\;\
< /L\%



Dlhan Aotaliey, //“ﬂ‘*’“@/“* o ar o™ /. //4.
[0y g 0 sekltomdan corions phibnte
4.12, M’Q 64‘{'\7(%4{ n /ADWS/&“% . ////L

%: X A %A_go//ot ) ////I el I, Ao X
//-/ f ‘ ! A /1/4,(/ , o
breu . 4, o~ M - M,Mf/é o2 ts
C’//C >0 ‘/7‘/)( e X
Clxty SUxf, =€ 1 xl,

X*.»»W //i/z.;/b»k/ //L)X "/g‘

L) ,
AN oAb Ao

FOCO-PO) - Flxt a®)-Flet) < 49784

P Zi}o-@(a )/Q./&%M fﬁ%/"

\FOxtdot) “F(0) = 20 st Alxrdet ) Al o)
-~k Ax + ATx =

CAXAA LA AT A — oy -

‘Z.%/(A% -ygn) + LAl p ﬂ/j

e n et At ]
“;1) _—i’ - 0 B

[VE— - }-17‘ 7 ,7\” . /

Flx) -Fix®) < 4 P P 174" {




('(L)

PO F G < PR

(4)% //4)7‘
t 1 /Z //LM>,:

T

(&) - ~/f )
A r—2 G-x/f»/z Al -
60 g ﬁ _ 2 )

/Z/C/J T //\ /L/A )

B ((k)’ /J?J) ((/427\/&)>
N

T )
4)7
/LA /4/2, </L(/)7“A //))L /L /4’
(w/w(“&/m)t
7 T
2?7 R
)7“ //J) /:—)\\ 7 mwwm“““’“"‘“‘“%«»;f
(hei) T (et /) 7
o <€ 2“8 4 o7, o
— . M@.\Q,
(AH)/‘AL (agy) ( (4);;)\? M?(”&/é”/
e = ] -

”‘) 4 (/4) QL) \é)\'/\J [ﬂ

W, 73 (4) — o

/ /42,, = JU /M’Zt Ax%urﬁ:y@
«

// e A A A
N *
A - @ S
L = A o /Z,.( &)

N1t ™)



e Ya (A¥1) .
ALY D

/K{A)T/Z/‘ P (2) - 7_“ ']/;)////ya)ﬁ//ﬁﬁ////ﬂwl

1
< 4 _
/ gy T <A

—~——

_ | (Lt T™ (Z+7 )
=" — :
ﬁ« < AT = p :)%b\/zﬂ//m
o 2 po

(At1) 7~ 4 7
R 9 - g vy,



12

10

-4

GEOMETRICKY VYZNAM
METODY NEJVETSIHO SPADU

9x+2y=48

2x+3y=26

Metoda nejvetsiho spadu

1. rovnice
2. rovnice
iterace
hladina

l y(k)

9.0000

4.7425

1.0321

5.5081

4.1902

4.2240

4.5015

4.4549

5.4541

4.0676

5.5480




GEOMETRICKY VYZNAM
METODY NEJVETSIHO SPADU VE 3D
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Pro soustavu dvou rovnic si opét lze udélat geometrickou pred-
stavu. V8imnéme si faktu, Ze vzdy po sobé jdouci iterace smeéru
spadu, tj. d® a d¥*V) jsou na sebe kolmé.

T

Cvideni: Dokazte, 7e plati d®° dF+1) =

a®T @ — g®’ (- AxEH)Y) =
EFION (b — Ax® 4 ¢Fak)y) =
— d® (b — Ax®) — WA d®) =
— d®" :

Poznamka: V piipadé, Ze budou hladiny (elipsy) ,,velmi pro-
tahlé“. bude metoda nejvétsiho spadu konvergovat velmi pomalu,
nastane tzv. cik-cak efekt. Na druhou stranu, pokud budou hladiny
(elipsy) ,skoro kruznice, bude metoda nejvétsiho spadu konvergo-
vat velmi rychle. Nevyhodu cik-cak efektu odstraiiuje nova metoda,
tzv. metoda sdruZenych gradienti, kterda vyuziva dimysl-
n&jsi volby smért minimalizace, a sice tak, aby se neopakovali, jak
k tomu dochézelo u metody nejvétsiho spadu.
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Priklad 1.

Pomoci metody nejvétsiho spadu reste soustavu

3z + 0y = —8
Oz + 200y = 2

Jako pocatecni aproximaci volte 70 = 27, y(m = (.6.

10—

~2

B~

-8

3x+0y=-8

Metoda nejvetsiho spadu

1. rovnice
2. rovnice

o] iterace

hlad

ina

0%+200y=2

¥

‘ yk)

27.000000

0.600000

26.307758

-0.317804

25.139940

0.563008

24.491101

-0.297251

23.396504

0.528335

SO | W N = O

22.788346

-0.277987

250

-2.657606

0.010180

(Presné feseni soustavy je [Z,7] = [

30 40

8 1

37100
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Priklad 2. Pomoci metody nejvétsiho spadu reste soustavu

40x + 0.1y = =8
0.1z +4ly =2

Jako pocatecni aproximaci volte 20 = 27, y(o) = 0.6.

Metoda nejvetsiho spadu

40
— 1. rovnice
— 2, fovnice
30F 0] iterace
——— hladina
20+
10+
0 ™ \
-10F
20t
30} 40%+0.1y=-8
0. 1x+41y=2
_40 i} 1 i I3 1 1 ] J
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
L1 2% [® |

0 || 27.000000 | 0.600000
1| -0.197972 | -0.032418
2 || -0.199872 | 0.049274
3 || -0.200123 | 0.049268

(Ptesné fedeni se na 6 desetinych mist shoduje s [#®), y®])

2 2 39,99

1

o= 41,01
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>> gs_gm;

A =
8 3 2
3 6 1
2 1 7
b =
20
18
25
x0 =
0
0
0
vysledky gs =
0 0 0
2.5000 1.7500 2.6071
1.1920 1.9695 2.9495
1.0241 1.9964 2.9936
1.0029 1.9996 2.9992
1.0004 2.0000 2.9999
1.0000 2.0000 3.0000
1.0000 2.0000 3.0000
1.0000 2.0000 3.0000
vysledky gm =
0 0 0
2.5000 1.7500 2.6071
1.1920 1.9695 2.9495
1.0241 1.9964 2.9936
1.0029 1.9996 2.9992
1.0004 2.0000 2.9999
1.0000 2.0000 3.0000
1.0000 2.0000 3.0000
1.0000 2.0000 3.0000

>> vysledky_gs-vysledky gm

1.0e-15 ~*
0 0 0
0 0 0
0 0.2220 0

-0.4441 0.2220 -0.4441
0.2220 -0.4441 0.4441
0.2220 -0.4441 0.4441

0 -0.2220 0
0.2220 0 0
0 0 0

>>
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GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SDRUZENYCH GRADIENTU

Metoda sdruzenych gradientu

1, rovnice
—— 2. T0Vnice

@) iterace
——  hladina
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Ox+2y=48

-2 2x+3y=26
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GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SDRUZENYCH GRADIENTU VE 3D
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Vlastni cisla matice A

100000
200

30

4

1.0e+05 *

.00009722475595
.00100176199725
.09999647672574
.00000453652105

[l e N e I an]

200 30
10000 30
30 100

4 5

Cislo podminenosti matice A

Predpodminovaci matice

P =

P (

P (

1.028549289437760e+04

100000
0
0
0
1/2) =
1.0e+02 *
3.16227766016838
0
0
0
~-1/2) =
0.00316227766017
0
0
0

0 0
10000 0
0 100
0 0
0
1.00000000000000
0
0
0
0.01000000000000
0
0

Matice predpodminene soustavy

new_A =

Vlastni cisla matice predpodminene soustavy

1.00000000000000
0.00632455532034
0.00948683298051
0.00400000000000

1.16436435763202
0.84084776216427
0.99222963783997
1.00255824236374

0.00632455532034
1.00000000000000
0.03000000000000
0.01264911064067

OO0

O Ul > i

OO OO

0

0
.10000000000000

0

0
0

.10000000000000

0

.00948683298051
.03000000000000
.00000000000000
.15811388300842

Cislo podminenosti pro matici predpodminene soustavy

1.38475049827695

OO0

.0316227766016

.3162277660168

VO OD

O OO

.00400000000000
.01264911064067
.15811388300842
.00000000000000




