SOUSTAVY LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Metody
e primé (GEM, metoda LU-rozkladu)

e |iteradni

¢ gradientni

[terac¢ni metody najdou presné TeSeni teoreticky az po nekonecné
mnoha krocich.

Pamatujme si, Ze v numerické praxi pouzivame pro feSeni soustav
s plnou matici prfimé metody, zatimco pro specilni (fidké) matice
pouzivame iteracni metody.

Toto rozdéleni je dano vypocetni slozitosti téchto metod, tj.
poCtem matematickych operaci séitani, od¢itani, nasobeni a déleni
nutnych k ziskani vysledku.

Poznamka: V pripadé plné matice je vypocetni cena v kazdé
iteraci fadu n?, srovname-li toto s celkovou vypocetni cenou p¥imyjrch
metod, tj. fadové 2/3 n?, vidime, Ze mé-li byt vypodetni sloZitost ite-
racni metody stejna jako u pfimé metody, musela by itera¢ni metoda
najit feSeni (s pfedem zadanou presnosti) radové po n iteracich. Na,
druhou stranu v piipadé specialni (¥idké) matice je vyhodné pouzit
iteracni metodu.




Priklad:
Uvazujme rovnici

9z =9
Regeni je
' =1
Rovnici Ize prepsat napt. na tvar
10x —z=9
$_9+x
10

e viz metoda prosté iterace pro nelinedrni rovnice

e nyni uvazujeme linearni rovnice, proto predpis
funkce ¢(x) mtze byt linedrni

e TeSeni hleddme pomoci rekurentni formule

k+1) 9+ z(*)

o ==
kde volime napft. 20 =1
Dostavame
1 =0.9
2% = 0.99
23 = 0.999
¥ = 0.9999

Zastavime nap¥. pomoc |z — z¥| < ¢ = 0.001



Uvedeny postup realizujeme pro soustavy.

Podobné jako v metodé prosté iterace pro nelinedrni soustavy
prepiSeme soustavu

Ax—-b=0 <+— Fix)=o

na tvar
x=Hx+g +— x=®(x

Uvazujeme-li soustavu linearnich algebraickych rovnic, tj. funkce
F je linearni, miZzeme potom najit linedrni predpis pro funkei ®.

Vsechny iteraéni metody pro feseni soustavy linearnich
algebraickych rovnic budou pouzivat itera¢ni formuli

samoziejmé s riznou itera¢ni matici H a vektorem g a je zfejme,
7e o kvalité metody rozhoduji pravé vlastnosti matice H.
Pocatecni aproximaci x© zvolime

a vypocet ukoncime pomoci zastavovaci podminky

[x — xV) < &



Jacobiova metoda

Princip:

Z: 1-té rovnice vyjadrime ¢-tou slozku vektoru x

i-t4 rovnice:  a;x1 + apTs + ... + @i, = b;

1
pro a; # 0: T = — (bi - i ,aéjwj)

i1 j=1 j#i

[teracni formule:




Gaussova-Seidelova metoda

Princip:

Stejny jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem,
7e jestlize pri vypoctu (k + 1)-iterace jiz znadme
(k + 1)-iteraci nékterych slozek, tak ji pouzijeme.

Iterac¢ni formule:

. 1 i—1 . n .
$Z(A+1) _ (bi -y aingml) S aijxg_k))




Relaxac¢ni metoda SOR

Princip:

Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jejiz iteracni
formuli lze psat takto:

2 — a:z(k) +r® kde

4 4

3 1 1—1 3 n .
TZ(A) _ (bi S aij$§_k+1) -y aij$§k))

Qj; J=1 J=1

Abychom urychlili vypocet, nebudeme pricitat rz(k),

ale wrgk), t].

(k+1)

-+ wrz(k)

[teracni formule:

, ] 1 i—1 L ¢
$§A+1) _ xz(k) 1o (bi -y aijw§k+l) > az‘j33§-l“))

Q5

Poznamka:
(k + 1)-iterace metody SOR je linedrni kombinaci (k + 1)-iterace
ziskané Gauss-Seidlovou metodou a predchozi k-té iterace.

1 i—1 3 n 3 3
i = = (bi -2 aijx('k+1) - 2 az’jlﬂg'k)) +(1 = w)z

J .~
a;; j=1 j=i+1

s g Gaussovy—vSeidelovy metody




Maticovy zapis iterac¢nich metod

Nejprve rozlozime matici A:
A=L+D+1U,

kde L je dolni trojihelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonéle,
D je diagonalni matice a U je horni trojihelnikova ¢ast matice A
s nulami na diagonéle.

Jacobiova metoda:

Ax=Db
(L+D+U)x=b
Dx+ (L+U)x=b
Dx=b- (L+U)x

x=-DHL+U)x+D'b
) H, ’ gJ

Gauss-Seidlova metoda:

Ax=D
(L+D+U)x=b
(L+D)x+Ux=Db
(L+D)x=b—Ux

x=—(L+D)"'Ux+ (L+D)"'b

Hgg g8GS




Relaxacéni metoda SOR:

Ax=Db
wAx = wb /+Dx
(wA +D)x = wb + Dx
w(L+D+U) +D)|x =wb+Dx
(WL + D)x = wb + Dx — wDx — wUx
(WL+D)x=[1-w)D—-wU]x+wb

x = (wL+D)'[(1 —w)D —wU]x + (wL+ D) 'wb

Hsor 8SOR
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Odhad chyby

Predpokladame, Ze je splnéna postacujici podminka konvergence

|H||<¢g<1

Odtud dostavame

< gl x4 gt x

0

(=) x| < a0t

>0
a po vydéleni

-

< _ﬁ_wxwy_x&—n”
S 1T

Jestlize ”x(k) — X(k_l)” < €, potom

q

<
= 1-4

b




Rl o gf&wm\, o %a ot Muy/ﬁ/«ﬂ\ Ax -4

7 40 // l O
2

A = [0 0 o
0 0

?1)‘/“" b*%: b
7/2
1
= .
K ><4 X’Z,L XSL
O ) O )
(- 2,7 b 1
3 708310 101 7
0 49
1 , 71 09%62r | 7 }
(| 1oo4¢rr ‘
( Z&DDJ’ 7

fﬁ%a%m;% @%‘%é7//y' //X

Dlaof nf/l pmed b, potes,
7= 0”_ Qi IHl~ mﬁ{?x’gh)‘=O)J” ///zf‘% =2 In/ = 0/04;-’/&(‘
w 6’-) & ————sy
'0%“]: g 006 I~ // Hl = /2?44) =930 // & //“: e 7 = o>
7 2L poros -
/__*’_,_J—/// » _ 1 2 “r TN
9T 0 ooy I Hly = s A48 | My~ & a < Gody

7% Q0103 /



GeowhlK ! prfran

0 SN” %@7\‘%‘*/{2— < 0/0//@3/
/\rzﬁéz%kgr)/[, %@)OL )Xe(—a,é

/2»\94\,; O AR ‘ ﬂ’//w\ 4 (

= X
X,
y // X@\X%/"cé@olw/ A
x )
\‘éx
A
7210006 <
X% ,,,,,,,,,,,,,,,,,
o | I x ™ *) < Oomes \ X3
90 (Il
=
//
>yL




[Ryellor Aemgncs |

-

' // '/fm\_/\)f/tf‘ ~ R
* Lineah ny ol v

7

(£) X
. (A1) X2 o I x //}
7[},((0 1) K, >0 /i(%ﬁ///)x - X //\?// ;
= A o

) i /W/ZZW( .w'/uﬂ\/“f"~?(“‘ o
6 J/—’ Len //Z/bx\ d ({(+ l)

) @
}//x ~x%//éf}/é//x ~x/
; Yo 20 (ko)

e K D e ‘a»(,/f«. G 14 A

T

“L ke g )

o

\)‘CLc,s/il'g'UR M / géﬁ/ﬁiﬂﬂ“\%{‘/‘é// ( 0;(};
w Y

/ /,4’ ’/.p” y )

s oe //(/;L\_Q Ql//@(/\,\ /'hfpé/()ﬂ/{ ‘4{_0)4/00?5’64( Q(
4 ‘ (4) 4@)

X(fwixx _ AL//X oy

~

/ Vi " //1'//0&,4" o < ///«Q ”(rce /4//
™ [V « R /I’»\,\L//'f\‘&/ \,\
. y '\D ‘ _
/K{/ZCQ o /\10 ‘ ’L'QU/L%\/ MD(P/\/ . ///L/// < ?
?;%a,/ e S W“’C" 0 o J

4\_[’/07«% /0L77/é:

~/
/ -
/ oo Q;//L»\,\/ /s 57/1_ /_//LW{/( 2//1 x /ve/é
@ﬁé/laD%Mﬁ%Lﬂl‘ s
M ‘ /LM"Q =g ‘0’7/“ < /O/"\\




Dc %(/vaar@’\m @dﬂaﬂ«’. /VJU/L %ﬂ\ /27)& Al //ww g <

S

= ~log  — /
SO e 2

L

/tuwéd/( /\D&/ f/oz/:&m ﬂ{ ﬂ[é%/A 75(/ ﬂ/u\,(/.){ /LQJ/Z.C&,X ﬂ{

/v 2[0{‘"\0’0—\ A,/c/),& C/L’\-k.. e //_w Ly

md/ofd :
/MW// //X(/) g R X/fﬂ) (- /)ﬂ

1y W‘?“/} ~ :£ ) x* L Ty
%

FM Teo /»M/Lop/ //;\ea/ub\ /ﬂ/g////w%%ae
///ﬁ(co’{\ éaayzo \% M \(’9/&) /&e /uu: /27 /

fr it /Aﬂw%% exdapotion f&wuwa
/ /L/\./L ﬂ%lLA& )

%):Q/(C’\«,/‘,\_DJ/{ g//?{{ 9,( %/@/&Q//%pé\/

(ﬁaﬁ)

/(JL»M)

a3 | -1)
e

o
AN “ XA*
/’La A{/‘/Z,&/c—f
—— : —
AT (x A1 @) =
! " @ ) (k)
, S




’r/Zl polomen Mﬁ% Po 2 W e /&/wpa% /m/uﬁm/v//z
foal > Sera el e
ce, Pne A i LA G A / jg// 2. D
/DWQ,, , ﬂ/ A// et A ’ é A
iAo O?Q,J%fwé»k }\Q’Zb/‘\{k J@ /@ b

—

/\f -7 . . gt
e gb//é/)/A//L\ " /w%< W//M%@é ’

/La M% /KM\/W/( ?/@‘—\ Ce




] Gotndhs potoin § Poe) pbioge oty
P )2 w1l Haer

/{L/fo,g_ = (CUL + D) [(%@)/D W UJ f,

Wi i e sl o6 i g ety il

=
y»/ 77; A= M (/_(/Pf)
= e/ |

_— ,,Z\

;
¥ A

Ul Hae)= it [("“L c O [G-wp o, a/]j

= ote{

| @) Dt
=/ [/c\)D%L ff,)ﬁ[/%—m) L - DﬁUU

s @D{L / €)7 oAl [.M”"v) T—-co b"’o]

-
AN
AT ma Oﬁc‘:@m«a/& Z\o‘/"‘;‘%rq A /\,W.% [fl"‘?)
'q’?r“‘*q%(
= (4-w)"™




DAML : ’4{% Lo //‘/S’Lv e gfmf&/é’ Awn /(/[/@// A

|-l < . » @(ozz)/




Poznamka:
Parametr w v relaxani metodé SOR, volime z intervalu (0, 2). Pro
w = 1 prejde relaxacni metoda na Gauss-Seidlovu metodu. Volba,
parametru w samoziejmé ovlivni rychlost konvergence itera¢niho
procesu metody SOR. Lze ukézat, Ze existuje optimalni hodnota

parametru omega
2

T I VI

kde o je spektralni polomér Jacobiovy itera¢ni matice H .

(spektralni polomér = maximalni vlastni ¢islo v absolutni hodnoté)

Pro spektralni polomér itera¢ni matice Hgopr relaxacni metody Ize
odvodit nasledujici zévislosti:

1\ 1
o(Hso o(Hson)
w
0 1 Wopt 2 0 oHy) 1
Obr. 1 Obr. 2

Zévislost spektralniho poloméru  Zavislost spektralniho

iteracni matice metody SOR na.  poloméru matice metody

na relaxa¢nim parametru w SOR na spektralnim
poloméru iteracni matice

Jacobiovy metody




12

10

-2

T

Ox+2y=48
2x+3y=26

GEOMETRICKY VYZNAM
JACOBIOVY METODY

Jacobiova metoda

0O

1. rovnice
2. rovnice
iterace

g* ) = %(48 — 2y

y(k+D) = %(26 — 2zk))

10

)

1v®

9.0000

0

9.3333

2.6667

4.7407

5.1111

4.1975

5.5062

4.1097

5.8683

k
0
1
2
3
4
9

4.0293

5.9268




GEOMETRICKY VYZNAM
GAUSSOVY-SEIDELOVY METODY

Gauss—Seidelova metoda

12 —_— 1. rovnice
2. rovnice
e} iterace
101
8 i \
6 T
X — _.s?\.
41 | T~
] \\.
i
2r i \
I
!
oF e e e e e e e -©
Ix+2y=48
-2 2X+3y=26
4
0 2 4 8 10
DIECEPRE
(b41) 1 ®) 0|l 9.0000 |0
S 5(48 —2y*) 1 [5.3333] 5.1111
1 2 |l 4.1975 | 5.8683
y(k+1) — E);(26 - Qx(k+1)) 3 1| 4.0293 | 5.9805
4 || 4.0043 | 5.9971
5 || 4.0006 | 5.9996




GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SOR (w = 0.8)

Metoda SOR
12 | —— 1. rovnice
2. rovnice
o} iterace
10
8 -
6 e
4 -
2 L.
O -
Ox+2y=48
-2 2X+3y=26
omega=0.8
—4+
] 1 i | | ]
0 2 4 6 8 10
! Ll 2% I y(k) |
(k41) 1 ® ®) 01 9.0000]|0
st =wg (48~ 2y) + (1~ w)z 1 ([ 6.0667 | 3.6978
1 2 || 4.8226 | 5.1008
y(k'H) — w—-(26 — 23;“”'”) -+ (1 —_ w)y(k) 3|l 4.3244 | 5.6472
3 441276 | 5.8614
5 || 4.0502 | 5.9455




GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SOR (w = 1.2)

Metoda SOR
12 s 1. rovnice
2. rovnice
e} iterace
10+
8 L.
6 L
4 I
\\
2 i \
(o] 2 = S ©
Ox+2y=48
-2t 2x+3y=26
omega=1.2
—d b
1 i i L 1 i
0 2 4 6 8 10
RESEVSE
1 0 ][ 9.0000 [ 0

4.6000 | 6.7200
3.6880 | 6.1056
4.0342 | 5.9515
4.0061 | 6.0048
3.9975 | 6.0010

g*+D) = w§(48 —2y®) + (1 — w)z®

1 L
YO+ = w2 (26 - 200+D) 4 (1 - w)y®

G ] W B =
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