SOUSTAVY LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Formulace:

Je d4na Ctvercova matice A radu n, sloupcovy vektor b o n slozkéch.
Hleddme sloupcovy vektor x o n slozkach tak, aby platilo

Ax=Db
rozepsano po slozkach

a1z + s + ... + a1y, = b1
a91L1 + G999 + . .. + Aopy, = by

An1T1 + Ao + ... + AppTn = by,

Predpokladame, ze je matice A regularni.
(. soustava mé pravé jedno reseni)

Mame dva zakladni typy soustav:
e soustavy s obecnou matici
e soustavy se specialni matici
(symetricka, pozitivné definitni, fidka, pasova apod.)

Pro prvni skupinu se vétsinou pouzivaji pfimé metody, pro druhou
skupinu metody itera¢ni nebo specialni modifikace pfimych metod.
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Priklad:

Reste soustavu rovnic

r + 2y + 3z = 14 123 T 14
2r + 4y + 5z = 20, t]. 2 45 y| =125
7z + 8y + 9z = 30 789 z 50
ReSeni:
Pro zépis budeme z divodu prehlednosti
pouzivat tvar matice rozsirené:
2 7
231y /Py, /D
2 4 5(25 = +
7 8 950
1 2 3| 14 6
0 @ -1 -3| /(=) pl "1 dglime 0
0 —6 —12|—48 —

e Algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody
neni pro tento priklad realizovatelny.

e Snadno se presvédéime, ze méa dand soustava feSeni
r=1y=2az=3.

ale Gaussova eliminacni metoda selhala.



Otazky:

1. Pro jaké matice A m4 soustava Ax = b prave jedno reseni?

—y Matice A musi byt reguldrni, tj. vSechna vlastni cisla musi
byt rizna od nuly.

Pozndmka: Vlastni &slo matice A je ¢islo A spliujicl rovnict
Av = \v, kde v je vlastn{ vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu
. Cislo A tedy uréitym zptsobem charakterizuje matici A.

2. Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody
realizovatelny?

_s Véta: Je-li matice A ost¥e diagonalné dominantni, pak
je algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody realizovatelny.

Pozndmka: Matice A = [a;j]; j=1,..n je ostie diagonalne domi-
nantni, plati li
|lag| > Z |aij| tj. absolutni hodnota diagonalnfho prvku je

J__
vetsi nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvkd v fadku.

—y Véta: Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni,
pak je algoritmus Gaussovy eliminacni metody realizovatelny.

Pozndmka: Matice A je symetricka, plati-li pro jeji prvky
Qi = Qjj \V/Z,] - 1,2,...,7’1,

Pozndmka: Matice A je pozitivné definitni, ma-li vSechna vlastni
¢isla kladna.



Poznamka: Pro soustavu s matici, ktera spliiuje predpoklady
nékteré z uvedenych vét, je mozné dopredu rici, Ze ptijde fesit pomoci
Gaussovy elimina¢ni metody. Obracené to ovSem neplati, tj. neni-li
napr. matice soustavy ostie diagonalné dominantni, jesté to obecné
neznamend, ze neptijde pomoci Gaussovy eliminaéni metody resit.

M1l 2
Napf. je-li A=1]1 @1 |, tj. diagonalni prvky jsou vzdy vétsi nez

2 4 @

soucet zbylych prvki v radku, pak ptjde soustava s touto matici resit
pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:.

Abychom zarudili, Ze soustava pijde vytesit pro libovolnou regu-
larni matici, musime algoritmus Gaussovy eliminacni metody upra-
vit. Zavedeme tzv. vybér hlavniho prvku (pivotaci).

Pozndmka: pivot (hlavni prvek) ... prvni nenulovy prvek v
daném radku matice.



Piiklad: Pomoci GEM se sloupcovou pivotaci vyfeste sou-
stavu rovnic z predchdzejictho piikladu, kde selhala klasickda GEM,
tj. FeSime soustavu Ax = b, kde

1
A=1|2
7
Re3eni:
1. sloupec
3
-— 2 3|14
vymen 4 5|25
— 8 9130
2. sloupec
l
nenf 7 9 |50
meénit T
0 12148
' 71T
7 8 9|50
0 12 17)\75
T 77
1|3
0 0 =|=
212
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Poznamky:

e Pii sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp.
jeho ¢asti pod diagonalou véetné) vybirali ¢islo, které bylo ma-
ximalni v absolutni hodnoté a v pripadé, Ze toto Cislo nelezelo
na diagonale, vymeénili jsme piislusné 2 rovnice. Dale jsme po-
kracovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty
pod diagonalou.

e Sloupcové pivotace neni jedind moznost. Podobné miizeme vy-
birat i maximalni prvek v absolutni hodnoté z pfislusného radku
(resp. jeho ¢asti) a poté vymeénit piislusné sloupce. Pozor! Je
ovSem tfeba zaménit i prislusné slozky reseni x. V tomto pti-
padé hovorime o fadkové pivotaci.

e Dalsi moZnosti je vybirat maximalni prvek v absolutni hodnoté
z celé matice A (resp. piislusné podmatice). V tomto piipadé
hovorime o iplné pivotaci. Opét je tfeba mit na pameéti, ze
je tfeba zaménit slozky ve vektoru feseni. Nevyhodou tplné pi-
votace je pomalejsi vypocet nebot hlavni prvek vyhledavame z
celé dosud neupravené ¢asti.
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function prl(n);

n ... rad matice
if ~exist(’'n’), n=4; end;

clc;
syms A;
for i=1l:n, for j=1:n
ii=gprintf('%d’,1i);
jj=sprintf(’%d’,J);
eval (sprintf('syms a_%s_%s;’,1i,33));
eval (sprintf ('A(i,j)=a_%s_%s;’',i1,33));
end, end;

for i=l:n-1,

ii=sprintf('%d’,i);

eval (sprintf ('M_%s=sym(eye(n));’,1i1));
end;

for i=l:n-1, for j=i+l:n
ii=sprintf(’'%d’,i);
ji=sprintf('%d’,j);
eval (sprintf(’syms m_%s_%s;',33j,1i));
end, end;

for i=l:n-1, for j=i+l:n

ii=sprintf('%d’,1);

ji=sprintf('%d’,J);

eval (sprintf{’'syms m_%s_%s;',ji,1ii));

eval (sprintf ('M_%s(j,i)=m_%s_%s; ,1ii,jj,i1));
end, end;

disp(’ Matice soustavy ')
AL (f ’)
A
pause;
disp(’ Matice transformaci ')
Aisp(/~——mmm e ")
for i=1:n-1,
ii=sprintf(’sd’,
eval (sprintf ('M_
pause;
end;

disp(’ Soucin M_1 * A )
disp(’~———mm—m— e ")
M_1*A
pause;

disp(’ Inverze k maticim transformaci ')
digp(/~———~— e ")
for i=l:n-1,
ii=sprintf(’%d’,1i);
eval (sprintf ('invM_%s=inv(M_%s)’,1ii,ii))

pause;
end;

disp(’ Soucin inverzi k maticim transformaci ')

disp ('’ (postupne nasobeni) ')

AL gD ((mm e e e e

invM=sym{eye(n));

for i=l:n-1,
ii=sprintf(’%d’, 1i);
eval (sprintf (' invM=invM*invM_%s’',ii))
pause;

end;



Matice soustavy

Matice transformaci

[O I -

M_1*aA

Soucin

a_l_4]
4+a_2 4]
4+a_4_4)]

m 3 1*a_1 4+a_3_4]

m 2_1*%a_1

m 4 _1%a 1



1]

1

Inverze k maticim transformaci

invM
invM_2
invM_3

.~ s~ w N

O OO

— et e

Soucin inverzi k maticim transformaci
(postupne nasobeni)

invM



function pr2(n);

Q.

e
% Priklad ukazujici souvislost GEM a metody LU-rozkladu

% ____________________________________________________________
%

%$ n ... rad matice

if ~exist('n’), n=4; end;

cle;

d=0;

while abs(d)<.l, A=rand(n); d=det(A); end;

disp(’ zadana matice soustavy’)
disp (/=== ")
A

disp(’ Determinant matice soustavy’)
disp (/ ———m e e e )
d

pause;

disp ("’ Pomoci GEM jsme ziskali tuto trojuhelnikovou matici ')
disp(’ ————————————————————————————————————————————————————————— l)
[x,gemU]=gem(A,ones(n,1l));

gemU

pause;

disp(’ LU-rozklad matice A ')
Aisp (/! ———m e e ")
[L,Ul=1lu_rozklad(Aa);

L

U

pause;

disp(’ Rozdil matic gemU a U ')
disp(/———————=r e e ")
gemU-U



zadana matice soustavy

A =
0.7023 0.5534 0.4609 0.9851
0.3214 0.0677 0.7800 0.3532
0.0485 0.4962 0.4917 0.6220
0.7775 0.8361 0.6957 0.5159
Determinant matice soustavy
d =
0.2037
Pomoci GEM jsme ziskali tuto trojuhelnikovou matici
gemU =
0.7023 0.5534 0.4609 0.9851
0 -0.1855 0.5691 -0.0976
0 0 1.8652 0.3131
0 0 0 -0.8384
LU-rozklad matice A
L =
1.0000 0 0 0
0.4576 1.0000 0 0
0.0690 -2.4692 1.0000 0
1.1071 -1.2047 0.4670 1.0000
U =
0.7023 0.5534 0.4609 0.9851
0 -0.1855 0.5691 -0.0976
0 0 1.8652 0.3131
0 0 0 -0.8384
Rozdil matic gemU a U
ans =
1.0e-15 *
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 -0.2220 0
0 0 0 -0.1110
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Presne matice A

A =
1 1 1 1
1000 1001 1001 1001
1001 2003 2004 2004
1003 2007 3012 3013
Matice A je regularni (det(A)=1)
Presny LU-rozklad matice A
L =
1 0 0 0
1000 1 0 0
1001 1002 1 0
1003 1004 1005 1
U =
1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
Matice chyb pro matice L a U
E =
1.0e-03 *
0 0 0 0
1.0000 0 0 0
1.0000 1.0000 0 0
1.0000 1.0000 1.0000 0
F =
1.0e-03 *
0 1.0000 1.0000 1.0000
0 0 1.0000 1.0000
0 0 0 1.0000
0 0 0 0
Nepresny (vypocteny) LU-rozklad matice A
LL =
1.0e+03 *
0.0010 0 0 0
1.0000 0.0010 0 0
1.0010 1.0020 0.0010 0
1.0030 1.0040 1.0050 0.0010
Uu =
1.0000 1.0010 1.0010 1.0010
0 1.0000 1.0010 1.0010
0 0 1.0000 1.0010
0 0 0 1.0000



Nepresny LU-rozklad odpovida matici AA

AA =
1.0e+03 *
0.0010 0.0010 0.0010 0.0010
1.0000 1.0020 1.0020 1.0020
1.0010 2.0040 2.0060 2.0060
1.0030 2.0080 3.0140 3.0160
Chyba A - AA
0 0.0010 0.0010 0.0010
0.0010 1.0010 1.0020 1.0020
0.0010 1.0030 2.0050 2.0060
0.0010 1.0050 2.0100 3.0150
Cast chyby E*U
0 0 0 0
0.0010 0.0010 0.0010 0.0010
0.0010 0.0020 0.0020 0.0020
0.0010 0.0020 0.0030 0.0030
Cast chyby L*F
0 0.0010 0.0010 0.0010
0 1.0000 1.0010 1.0010
0 1.0010 2.0030 2.0040
0 1.0030 2.0070 3.0120
Cast chyby E*F
1.0e-05 *
0 0 0 0
0 0.1000 0.1000 0.1000
0 0.1000 0.2000 0.2000
0 0.1000 0.2000 0.3000
Kontrola
1.0e-12 *
0 0.0001 0.0001 0.0001
0.0236 0.1397 0.1632 0.1632
0.0236 0.1872 0.3504 0.3739
0.0236 0.0071 0.0142 0.4765
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