NELINEARNI ROVNICE

Formulace:

Je déna funkce f : R — R definovand na intervalu (a, b).
Hledame ¢islo x z intervalu (a, b) tak, aby platila rovnost f(z) = 0.
Cislo x nazveme Fe$eni nebo koFen rovnice.

Poznamka:

Najit presné reSeni analyticky je mozné jen ve velmi jednoduchych
pripadech, napr. pri reSeni linearni rovnice 12x — 3 = 0, pfi feSeni
kvadratické rovnice 42* — 5z + 8 = 0 nebo napf. pii feSeni rov-
nice sin 5z = w. Proto je nutné pro nalezeni korenti pouzit néjakou
numerickou metodu.

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat jsou zalozeny na
itera¢nich principech. Pro kazdou itera¢ni metodu nas budou
zajimat odpovédi na dvé otazky:

e Konverguje posloupnost iteraci ke hledanému korenu?

e Jestlize ano, jak rychle?




Metody resSeni:
o startovaci metody (vZdy konvergentni metody)
e zpresnujici metody
e specialni metody (napf. pro polymomy)

Timto rozdélenim ovsem nechceme zdidraznit, ze startovaci metoda
konverguje pomalu vzdy a naopak, Ze zpfesnujici metoda konverguje

vzdy rychle.

Poznamenejme, Ze vidy budeme predpokladat, ze dané funkce f
je v uvazovaném intervalu (a, b) spojita nebot tento predpoklad je
ddlezity v nasledujici véte.



Veéta: Predpokladejme, Ze
(i) realnd funkce f je spojité pro x € (a, b),

(it) f(a).f(b) <0.

Potom existuje aspoii jedno TeSeni z rovnice f(x) = 0 na (a, b).

Veétu ilustruje obrazek

Yl fla)
2 hﬂw)




Startovaci metody

e metoda ptleni intervalu
e regula falsi

e metoda prosté iterace

Zpitesnujici metody

e Newtonova metoda

e metoda seéen

e Mullerova metoda



Metoda prosté iterace

Vechny itera¢ni metody lze pokladat za specialni pripad této metody.

Princip:

e plivodni rovnici | f(z) = 0| prepiSeme na tvar |z = ¢(z)

e existuje celd Tada moznosti, jak to udélat!

e na konkrétni volbé funkce ¢ zavisi

konvergence metody

rychlost konvergence

Algoritnus:
1) Zadame zj € {(a,b), ¢ > 0

2) Try1 = @(Tg)
3) Je-li |zg41 — zx| < €, pak = z41, KONEC
jinak jdi na 2)
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Ptiklad:
Metodou prosté iterace najdéte na intervalu (1, 4) reSeni rovnice
10

2 +lng - — =0.
T

Za pocatecni iteraci volime stied zadaného intervalu, tj. zg = 2, 5.

Reseni:
UkéZzeme si 4 zptsoby prepisu rovnice f(z) = 0 na tvar z = ¢(z).

1. zplisob:
10 02 10 .2
h’lSE:—-—'—.’EZ = Qj:e(x ':E) t] gp(g’):e<m 33)
x
5 57 jiz prvni iterace z; je mimo zadany interval,
I 0 1’054 navic druha iterace x5 je velmi velké ¢islo
517 58;15 e a proto metoda prosté iterace nekonverguje.
5r ! y P (70( ) _
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2. zpusob:

z° +Inz 10 = 0 tj. o(z) 10
ngy=-— T = : ) =
T 2+tlng] 7 z?+1Inz
k T
0 2,5 . . " f
podobneé jako v predchozim pripadé, zde
1| 1.3954 : : : ;-
je 2. iterace o mimo zadany interval a
2| 4.3852 | [ " :
metoda prosté iterace opé€t nekonverguje.
3| 0.4829
4| —20.2122
5 =
y = o(g) Y=z
4'5“ ________________________ e
4} [ :
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! |
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|
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3. zpusob:

10 10
?="—lnz = |p= }.9_,11133 tj. o)=,——Inz

X \ZC x

T,
2.5
1.7560
2.2653
1.8965 4r
2.1524
1.9696
2.0974
2.0067 25
2.0704 ol
2.0254
2.0571
2.0347 bl
2.0505 05
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2.0472
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V tomto pripadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z.

Rychlost konvergence ovsem nebyla velka.




4. zptlsob:

2’ 4rxlnz—10=0 = |z=v10—zlhz| tj. ¢z)=vV10—zhz

Yy
3.5
k T T
0| 2,5 25}
1(1.9755 Al
212.0532 o
312.0427 '
412.0441 T
512.0439 05}
ZT
0
e
-0.5 : , : . ' : ' ; : :
~0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

V tomto poslednim pfipadé metoda prosté iterace konvergovala,
k vysledku & velmi rychle. To dokazuje ten fakt, ze kdybychom
pouzili pro zastaveni podminku, aby absolutni hodnota rozdilu
dvou po sobé& jdoucich iteraci byla mensi nez 1071° potiebovali
bychom k tomu pouze 10 iteraci.

0

Poznamka: Nejvétsi problém metody prosté iterace je nalezeni
predpisu pro funkci ¢ = p(x) tak, aby metoda konvergovala.

7o




Véta: (Postacujici podminky konvergence metody prosté iterace)

Piedpokladejme, Ze je funkce ¢ na intervalu I = (a,b) spojita a
plati:
(a) Vo € I : p(x) € I (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),
(b) 3¢ € (0,1) : |o(z) — ()| < qlz —y| Vo,yel
(funkce ¢ je kontrakce).
Potom
1) v intervalu I existuje pravé jeden koren z rovnice z = (),
2) posloupnost {z}7o, urfend formuli z; = p(xk_1)

konverguje pro kazdé zo € I a Alim T = .
thado e

Poznamka: Podivejte se na souvislost predpokladf predchozi
véty a volby funkee ¢ v jednotlivych pripadech predchoziho prikladu.
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Poznamka: Pro diferencovatelnou funkei ¢ lze podminku (b)
nahradit podminkou

(b)) Jg€(0,1): |¢'(z)| <q Vzel

Poznamka: Rychlost konvergence metody prosté iterace cha-
rakterizuje |¢' ()|, protoze mizeme psat
P(Ths1) — (Th)  Thr2 — Tp

' (z)) ~ =
Lh+1 — Tk Lh+1 — Tk

Poznamka:

Jak bylo fefeno hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci
neodpovidé obecné chybé priblizného feseni. Geometricky si to Ize
predstavit takto:

8)(¢

TpTp—-1Tgp—2 T



Odhad chyby metody prosté iterace

e Mé&jme konvergentni iteracni proces:
Tk = gO(CEk_1>, k= 1, 2, ce
reseni o potom spliuje:

a=pla) a leIgoa:k =«
e Odectenim rovnosti dostaneme:
zr — a = p(zp-1) — ¢(a) (A)
e Dale plati:
|1 —a| = |zp-1 — T+ zr— | < |zp—1— x|+ |2 — 0] (B)

e Potom:

) (o) ®)
lzr—al = |p(zr-1)—p(a)| < gzr-1—a| < qlzr_1—zi|[+glTi—0

(1—¢q)|zr — | < glzk—1 — zk]
N

>0

|z, — o < |T—1 — Tk

I—gq

e Pouzijeme-li zastavovaci podminku |z;_1 — x| < €, potom plati
odhad chyby:

q
l—g¢q

|$k—a|§ €
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Priklad:
Pomoci metody prosté iterace reSte na intervalu (0, 4) rovnici

z—Vxr+4=0.

presné reseni:
r=vzr+4 /?
=244

-~z —4=0

1417
Ty = 1 V17 = 1, ~2,5615, x5~ —1,5615 ¢ (0,4)

2
e Rovnici prepiSeme na tvar: = =+vz +4
A —
o(z)

e Ovérime splnéni predpokladd véty o postacujicich podminkach
konvergence metody prosté iterace:
(a) Vre(0,4): 0<Vz+4<4
0<x+4<16
—4 <z <12

(b)  Vz e (0,4): o' (z)] < 1
1
12\/:1:—|—4

1
mZ\/m<1
1< 2Vz+4
1 <4x +16
—15 < 4z

| <1

74



e Vlastni vypocet:

volime zg = 2 a pro zastavovaci podminku € = 0.001.

Lk

2
2.4494
2.5395 = T
2.5572
2.5607
2.5613

2.5613.

I

Gl W N = O &

Poznamka:
Odhadnéme velikost chyby priblizného feSeni pfedchoziho prikladu.
Plati:

, 1

RN =,

kladn4 klesajic funkce (¢" < 0)

4

max [¢'(@)] = [¢'(0)| = ;=g ... podminka (b‘)

1
4

Zvolili jsme € = 0,001 a proto plati odhad chyby:

1
5 — o] < 10,001 = 0,000333
—

=



Rychlost konvergence

Definice: Rikame, Ze posloupnost zj konverguje k &slu o rych-
losti 7, jestlize pro k — oo

1Z31 — | = c|z, — o+ O(|zp — of ).

Mluvime o asymptotické rychlosti konvergence (k — 00).

Poznambka:
f(z) =0(g(z)) prox =+ a <& l_f____.

je omezena pro x — a.

Rychlost konvergence metody prosté iterace

Je-li funkce ¢ dostatecné hladka, miizeme napsat jeji Taylortv
rozvoj v bodé « a potom pro z = x;_; plati:

Plas-1) = o(e)+9/(0) (e —a)+ T D (0 + (0, o
o —a=¢(a)(zp_1 —a)+ (’0/,2(&) (21 — @)* + gpﬂgé) (21 — @)®

e je-li ¢'(a) # 0, potom
z — a = ¢'(a)(zp-1 — @)' + O((zp-1 — @)?)
= rychlost konvergence je fadu 1

o je-li () =0 a ¢"(a) # 0, potom

Tp— o= gp"éOQ (€r-1 — @)’ + O((zp-1 — @)°)

= rychlost konvergence je fadu 2
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Newtonova metoda (zastupce zpreshujicich metod)

Predpoklady:

Necht v intervalu I = (a, b) lezi jediny jednoduchy kofen Z rovnice
f(z) = 0. Jelikoz mluvime o zpfesiujici metodé, pfedpokladame,
7ze mame zadanu nultou iteraci zy € I, kterd je relativné blizko
hledanému TeSeni. Vyjadiime Tayloriiv rozvoj funkce f v bodé xy.
Pritom predpokladame, Ze existuje derivace funkce f.

£(z) = Flan) + F' (@)@ — m) + 51" (E) @ — zo)

Rovnici f(z) = 0 nahradime linedrni rovnici

f(:l]()) -+ f’(.ﬁ?o)(ﬂ? - 330) = ()

Ta ma koren

i i 1 f(CUO)
f'(@o)
Cely postup opakujeme a dostavame iteracni formuli
f ()

ST )



Geometricky vyznam Newtonovy metody

Kiivku y = f(x) nahradime tecnou ke grafu v bodé zj a hodnotu
T4 ziskdme jako prisecik tecny s osou x. Proto se také Newtonova
metoda nazyva metoda tec¢en nebo metoda linearizace.




Poznamka:

Jako zastavovaci podminku lze volit |21 — x| < € nebo | f(zx)| < 6.

Poznamka: Algoritmus Newtonovy metody je specidlnim pii-
padem metody prosté iterace. Za funkci ¢ jsme volili funkci

W
P =0 )

Rychlost konvergence Newtonovy metody

- zévisi na ¢'(a) (p"(a)) ... viz difve

Plati:
R A e I R b9 L O
N 1 (Vi

¢'(a) =0, protoze f(a)=0

Plati:
"n_ (f’-f” + f~f”/>'(f,)2 o f-f”-zf,-f”
(f)*

oy GRS £l
P = T Tl

protoze f(a) =0

Plati tedy ¢'(a) = 0 a obecné ¢"(a) # 0
= rychlost konvergence je radu 2.

1
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Poznamka:

Dosud jsme fesili nelinedrni rovnici pouze v R.
Algoritmus Newtonovy metody mtizeme pouzit
i pro feSeni dané rovnice v oboru komplexnich ¢isel.

Priklad:
Newtonovou metodou reste v komplexnim oboru rovnici

2 42=0, z=zcz+1y, x,y€R

[teracni formule bude mit tvar

Z?C‘—I—Zk

Zk4+1 = Rk — 422+1

Je zrejmé, Ze dana rovnice bude mit 4 feSeni:

1 V3. 1 3
+ —1

Resime-li danou rovnici Newtonovou metodou pro konkrétni po-
Catecni aproximaci ze Ctverce (—1.5;1.5) x (—1.5;1.5), dostaneme
jedno ze ¢tyr uvedenych feseni. Obarvime-li bod predstavujici poca-
te¢ni aproximaci riiznou barvou, podle toho k jakému feSeni dospé-
jeme, ziskdme fraktalovou strukturu.









Piiklad
212 4 744 /6112° — 86/160572* + 25/357 = 0

Koreny:
—0.75 + 0.75¢ e _ _
—0.75 — 0.75i el *
0.75 + 0.75i
0.75 — 0.75 0.4
—0.65 + 0.25 N
—0.65 — 0.25i
—0.25 + 0.65¢ ol
—0.25 — 0.65i
0.25+0.65  —°2f
025-065 |
0.65 + 0.25i
0.65—0.25  -os)
*
*
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)

Dro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)|<le-05

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcel.m takto:
function out=fcel (x); )< = v )i
b B 8

out=sqgrt (x);

| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |

0 3.000000

1 1.732051 ~-1.267949

2 1.316074 ~-0.415977 0.328071
3 1.147203 -0.168871 0.405963
4 1.071075 -0.076127 0.450800
5 1.034928 -0.036148 0.474833
6 1.017314 -0.017614 0.487272
7 1.008620 -0.008694 0.493600
8 1.004301 -0.004319 0.496791
9 1.002148 -0.002153 0.498393
10 1.001073 -0.001075 0.499196
11 1.000537 -0.000537 0.499598
12 1.000268 -0.000268 0.499799
13 1.000134 ~-0.000134 0.499899
14 1.000067 -0.000067 0.499950
15 1.000034 -0.000034 0.499975
16 1.000017 -0.000017 0.499987
17 1.000008 -0.000008 0.499994

>>



Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
§ urychlenim pomoci Aitkenova procesu

pro pocatecni aproximacli x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)~x(k—1)]<le~05

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcel.m takto:

function out=fcel (x);

out=gsqgrt (x) ;

¥><="—\5?7_

dx (k) /dx (k-1) |

OO o

[oRaRe]

.328071

.488251
.285559
.480285

.924133
.026771
.499742

.958968

| krok | ®x{k) | ax(k)=x(k)-x(k-1)
0 3.000000
1 1.732051 -1.267949
2 1.316074 ~0.415977
Zzpresneni pomoci Aitkenovy formule
3 1.112973 -0.203101
4 1.054975 ~0.057997
5 1.027120 -0.027855
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
6 1.001378 -0.025742
7 1.000689 -0.000689
8 1.000344 -0.000344
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
9 1.000000 -0.000344
10 1.000000 -0.000000

>>

.000344



Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x= phl( )
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)]|<le-05

Funkce funkce_phi (x) je zadana v souboru fce2.m takto:

function out=fce2 (X);
out=x"2/(2*x-1) ;

| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |

0 3.000000

1 1.800000 ~1.200000

2 1.246154 -0.553846 0.461538

3 1.040603 ~0.205551 0.371134

4 1.001525 -0.039078 0.190113

5 1.000002 -0.001522 0.038959

6 1.000000 -0.000002 0.001522

>>
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
s urychlenim pomoci Aitkenova procesu
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)|<le-05

Funkce funkce_phi (x) je zadana v souboru fce2.m takto:

function out=fce2 (x);
out=x"2/(2*x-1);

| krok | x (k) | ax(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
0 3.000000
1 1.800000 ~1.200000
2 1.246154 ~0.553846 0.461538
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
3 0.771429 -0.474725 0.857143
4 1.096241 0.324812 ~0.684211
5 1.007767 -0.088473 -0.272383
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
6 1.026707 0.018940 -0.214073
7 1.000677 ~0.026030 -1.374350
8 1.000000 -0.000677 0.025995
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
9 0.999982 -0.000018 0.026688
10 1.000000 0.000018 -0.974664
11 1.000000 -0.000000 -0.000018

>>




Nevyhody Newtonovy metody

e zadand funkce f musi byt diferencovatelna

e derivace se primo vyskytuje v iteraéni formuli

e v kazdé iteraci musime kromé funkéni hodnoty
pocitat také hodnotu derivace

Pro odbourani posledni vlastnosti mtzeme za predpokladu,
Ze se derivace f' na okoli kofene piiliZz neméni, Newtonovu
metodu modifikovat tak, ze hodnotu derivace vypocteme
pouze jednou v bodé zg a polozime f'(xy) ~ f(zo).
Dostaneme iterac¢ni formuli

f(xk)

LT i)

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce,
které nejsou diferencovatelné, nahradime v iteracni
formuli derivaci f'(zy) diferenénim podilem

fze) — flop-1)

L — Tk—-1




Geometricky vyznam modifikované Newtonovy metody

Teény ke grafu v bodech [z, f(x)] nahrazujeme
primkami rovnobéznymi s tecnou ke grafu

funkce y = f(x) v bodé [z, f(z0)]-

Poznamka: V této modifikaci pocitame pouze jednu hodnotu
derivace f'(zg), a proto je tento postup vhodny je-li derivace f'(x)
slozitd. Neméni-li f'(z) a f”(z) znaménko, je mozné dokdzat konver-
genci této metody:.



Geometricky vyznam metody secen

Méjme dvé dobré aproximace x;_; a xj kofene x rovnice f(z) = 0.
Kiivku y = f(z) nahradime pfimkou (secnou), kterd prochazi

bOdy [37[3_1, f($k~—l>] a [l’k, f(xk‘)}
Dalsi iteraci .1 ziskdme jako prasecik secny s osou .

.

Poznamka: Pro zahdjeni vypoctu potrebujeme znat dvé po-
¢atecni aproximace, ale na rozdil od Newtonovy metody pocitame
v kazdém kroku pouze jednu novou funkéni hodnotu, coz je tispora
casu.

Poznamka: Metoda seéen ma obdobny algoritmus jako metoda
regula falsi, nepozadujeme splnéni podminky f(xg_1).f(zx) < 0.

Poznamka: Metoda secen je tzv. dvoukrokova interpolaéni me-
toda, analogicky lze odvodit trikrokovou interpola¢ni metodu, kterou
nazyvame Mullerova metoda.



Geometricky vyznam Mullerovy metody

Méjme tti dobré aproximace x;_o, 11 a z kofene x rovnice

f(z) =0.

Kfivku y = f(z) nahradime parabolou (kvadratickou funkcf),
kterd prochazi body [z4-2, f(zk—2)] [Tr—1, f(xr-1)] & [zk, f(zk)].
Dalsi iteraci ;41 ziskdme jako prisecik paraboly s osou z.

(Ten, ktery je blize k zy.)
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Prostfedky MATLABu pro reseni nelinedrnich rovnic

fzero pro obecnou nelinearni rovnici
roots pro kofeny polynomu




