NUMERICKE METODY PRO RESENI POCATECNICH

ULOH PRO ODR — VICEKROKOVE METODY

Myslenka: V jednokrokovych metodach se y,1 pocitd pouze s vyuzitim v,
(a hodnot z,, h,). Je rozumné pocitat y,,; s vyuzitim vice pfedchozich hodnot
Yns Yn—1, Yn—2s - - - » Yn—k+1, dosdhneme tim vétsi presnosti.

Pro jednoduchost se omezime na metody s konstantnim krokem A (h, = h, Vn).

Poznamka: Je tfeba si uvédomit, Ze si lze vymyslet nepfeberné mnozstvi metod.

e Jedna z moznosti je pouZit metody numerického derivovini (Spatné podminéné).

e Dalsi z moznosti je pouzit metody numerické integrace

Rovnici ¢’ = f(z,y) zintegrujeme od z,, do T, 1:
Tn+1
y@nn) =y@) = [ f(z,y(@)) da 1)
e
=F(z

Je zfejmé, ze funkci F(x) = f(z,y(z)) nezndme. Zname-li ale hodnoty y v bodech
Zo, X1, .- -, Tn, MUizeme vypocitat numerické hodnoty:

Fy = F(x0) = f(20,y(20))
Fy =F(z1) = f(z1,y(21))

Pomoci téchto hodnot lze interpolovat funkci F'(x) funkcei P(x) a integral v (1) nahradit

/ ™ P(z)dz.

Interpolace, extrapolace funkce F'(z) (2 postupy):

1) F(z) miZeme extrapolovat na intervalu (z,, z,+1) pomoci hodnot
Fy,Fy,...,F, = explicitné dostaneme y(z,41) = .. ..

2) F(r) miZeme interpolovat pomoci hodnot Fy, Fy,..., F, a Fyy1 = F(2py1) =
f(@ni1,y(zn)) = ve vypolétu integralu vystoupi y,1 = y(zny1) a dosta-
neme tak ¢mplicitni rovnici s nezndmou na obou stranach, tuto rovnici fesime
postupnymi aproximacemi.



ADAMS-BASHFORTOVY METODY

Poznamka: Metody ziskdné postupem 1).

Postup: Vezmeme poslednich & hodnot F,, F,, 1,...,F, k1 a sestrojime P, _;(z) inter-
pola¢ni polynom (k — 1) stupné. Timto polynomem potom aproximujeme funkci
f(z,y(x)) na intervalu (z,, T, 1), tj. pocitame:

Tn+1
Tn

Piiklad: Odvodte vzorec Adams-Bashfortovy metody pro k& = 2.
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Poznamka: Samoziejmé potiebujeme znat prvnich £ hodnot Fj.
(Ty miizeme vypocitat néjakou jednokrokovou metodou).

Poznamka: Podobné bychom mohli odvodit vzorec Adams-Bashfortovy metody
pro k = 3.
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Opét bychom museli najit inter-
polaéni polynom Py (z) (2. stupné)
a poté zintegrovat pies (T,,Tpi1).
Vysledkem je (dev.):
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Poznamka: Metody ziskdné postupem 2).

Postup: Vezmeme poslednich £ hodnot a priddme jeSté neznamou F, .1, tj.

Foi1,Fo Fuzq, ... Fy_gyq. Sestrojime Qg(x) interpolaéni polynom k-tého stupné.
Timto polynomem aproximujeme funkci f(z,y(x)) na intervalu (z,, z,1), tj. poci-
tame: _—
Ynt1 = Yn + Qr(z) d.
In
Piiklad: Odvodte vzorec Adams-Moultonovy metody pro k& = 1.
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F
_ Q1(z) miizeme vyjadfit opét napi.
J_?“ko bychom pomoci Lagrangeova interpolac-
F, ) Ji znali

Q1 (x niho polynomu:
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Yn+1 = Yn + 5 (Frog1 + 1), kde Fry1 = f(Tni1, Ynt1)-

h
Ynt1 = Yn + 5 (f(xn—l—la Ynt1) + Fn) .

Tuto rovnici feSime iteracni metodou napt. metodou prosté iterace a tak dostaneme ¥, 1.



Poznamka: Podobné miizeme odvodit vzorec napt. pro k = 2

F

Opét bychom museli najit interpo-
la¢ni polynom Qo(z) (2. stupné).
Poté integrovat pies (Tp,Tpi1)
a dostat (dcv.)

T

h
Ynt1 = Yn + 5(5 Fn+1 +8Fn - anl)

Frny1=f(Tn+1,Yn+1)

h
Ynt1 = Yn + E (5f(xn+1a yn+1) + SFTL - Fn—l)

Opét vyreSime itera¢ni metodou —  y,41.



ALGORITMUS PREDIKTOR-KOREKTOR

Poznamka: Jde o obecné schéma vypoctu.

Princip: Predpokladejme, Ze mame dostate¢né presné vypocitany hodnoty o, y1, . . ., Yr_1

néjakou explicitni metodou.
Nyni chceme pocitat yy.

1) nejprve néjakou explicitni metodou uréime nultou iteraci y,[co] jako vstupni hod-

notu pro dalsi vypocet (PREDIKTOR).

2) vypocteme hodnotu pravé strany F, ,ES] = f(zk, y,[:]).

3) vypocteme lepsi aproximaci y,[:ﬂ} pomoci néjaké implicitni metody s vyuzitim

Fl =: f, (KOREKTOR).

Pomoci kroki 2) a 3) uréime N iteraci y,[cl], y,[fl, c y,[CN] (N - déno).
Na zaveér prifradime y;, = y,[CN]

Stejny postup opakujeme pro yxi1, Ykt2, - - -

Poznamka: Dané schéma lze pouzit na rizné metody. Je zadouci pouzit explicitni a ex-

plicitni metodu stejného ¥adu (pro zachovani pfesnosti). Volba konkrétnich metod je
na nas.

Poznamka: Oznacime-li operaci:

a) P ... prediktor
b) E ... wvycisleni (evaluation)
¢) C ... korektor

Miizeme toto schéma zapsat ve tvaru:

P(EC)" piipadné P(EC)VE, vy¢islujeme-li jests Fy = f(z, yo") (coZ je lepsi).
Dostaneme pak riizné varianty tohoto schématu:

PEC , PECE
P(EC)* , P(EC)’E
P(EC)’* , P(EC)’E



P¥iklad: Reste algoritmem prediktor-korektor zalozeném na Adamsovych metodach dru-
hého fadu na intervalu (0; 0, 6) poc¢atecni tlohu:

y=y+e", tj. flz,y(@)=y+e"
y(0) =-1

Presné feSeni: y=e"(z —1).

Pouzijeme algoritmus typu PEC.

Vzorec prediktoru ma tvar:

h
y7[10—]|—1 =Yn+ 5(3Fn - anl)

Korektor:

h
Yn+1 = Yn + §(Fn[g]-1 + Fn)

Volte krok h = 0, 2.
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Pro urceni hodnoty y; pouzijeme napi. jednokrokovou
modifikovanou Eulerovu metodu (2. fadu):

ki = f(zo,y0) =yo+ €™ =
= —14+1=0

ky = flxo+h/2,90+h/2 k1) =
= -1+ =0,1051

Y1 = Yo+ h-ky=
=-1+4+0,2-0,1051 = —0,9789

Uréime hodnoty Fp a Fi.



