NUMERICKE METODY PRO RESENI POCATECNICH

ULOH PRO ODR — JEDNOKROKOVE METODY

Formulace: Hleddme feSeni y = y(z) rovnice (1) s poc¢ate¢ni podminkou (2)
Y (z) = f(z,y(z)) (1)

y(mo) = Yo- (2)

Smysl: Analyticky lze spocitat jen velmi malou skupinu pocatecnich tloh pro ODR.
Proto je tak diilezité numerické reSeni.

Princip: Zakladem metod je diskretizace proménngch. PTiblizné feSeni se nekonstruuje
jako spojita funkce, ale nagenerujeme body z¢, x1, 2, . . . a urc¢ujeme ¢isla yo, y1, yo, - -
ktera aproximuji y(z¢), y(z1), y(z2), - - ..

b

Poznamka: Body sité zg, 21, z9,... nemusi byt ekvidistantni:

Tiy1 = T; + Dy

Plati-li: h;=nh Vi mluvime o metodé s konstantnim krokem
(ekvidistantni sit)
Neplati-li: h;, =h Vi mluvime o metodé s promennygm krokem

Poznamka: Aproximace y, hodnoty pfesného feSeni y(z,) v bodé x, se podita z hodnot
priblizného Teseni v predchozich uzlech.

Pocitame-li 4,1 pouze pomoci hodnoty y,, mluvime o jednokrokové metodé.

Pocitame-li y, ;1 pomoci vice predchozich hodnot y,, y,—1, ... mluvime
o vicekrokové metode.



JEDNOKROKOVE METODY

Nejjednodussi metodou je Fulerova metoda.

Princip:
Yo ... je dano (pocateéni podminka)
Y1 ... pocitdme extrapolaci z hodnoty y,, pricemz se na intervalu

(x0, 1) TeSeni aproximuje pfimkou, kterd prochazi bodem [z, yo]
a ma smérnici ¥’ = f(zo,vo)-

Ta mé rovnici y = yo + (x — xo) f (20, Yo)-

Tj. pro x; dostavame:

Y1 = Yo + (331 - l‘o) ‘f(l"oa yo)-
—_——

ho
Obecné dostaneme rekurentni vztah:

yn—f-l:yn'i_hn'f(a:nayn)a n:O,1,2,...

Geometricky:

Yy pfesné feSeni ... y(x)

Zo T T2 X3 T4




Poznamky:

1. Eulerovu metodu miZeme chapat také tak, Ze hodnotu y(z,41) = y(z, + hy)
aproximujeme pomoci Taylorova polynomu 1 stupné pro funkci y v bodé z,:

Y(Tni1) R Y(n) + by (20) = Y(@0) + ho f (2, y(20)).

2. Také ji 1ze chapat tak, Ze diferencidlni rovnici y' = f(z,y) nahradime diferen¢ni
rovnici
I = fomyn)  n=0,1,2,..
hy,

Algoritmus: Je zfejmy (podrobnosti nap¥. [BP] str. 133).



P¥iklad: Reste tilohu ) .
g na intervalu (0;0,6) s konstantnimi
y(o_)—1y’ kroky h=0,2a h=0,1.
v = (PTesné feseni: y(z)=2¢ " +z—1).

Reseni: Pouzijeme rekurentni vztah:

Ynt1 = Yn + h - f(xnayn)

h=0,2 h=0,1
presné

Tn y(@n) Yn €n Yn €n

0 1,000 1,000 0,000 1,000 0,000
0,1 0,910 0,900 0,010
0,2 0,837 0,800 0,037 0,820 0,017
0,3 0,782 0,758 0,024
0,4 0,741 0,680 0,061 0,712 0,029
0,5 0,713 0,681 0,032
0,6 0,698 0,624 0,074 0,663 0,035
15

Y
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.. presné feSeni
. TeSeni pro h = 0,1
. TeSeni pro h =0, 2
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x
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-0.1 0 0f1 0i2 ois 0i4 0i5 0f6 0f7 018

Poznamka: 1) Vidime, Ze je chyba Gmérna h,
2) Chyba s rostoucim z vzrista.



OBECNA JEDNOKROKOVA METODA

Eulerova metoda je sice velmi jednoduchd, ale k dosazeni urcité presnosti musime pouzi-
vat velmi malé kroky h;. Chceme-li jednokrokovou metodu vyssiho fadu, musime se zfici
linearity, tj.

Ynt+1 = Yn +h\n'q)(xnaymhmf) n=0,1,2,...

Metody Taylorova typu:
Hodnotu y(x,1) budeme aproximovat pomoci Taylorova rozvoje
vyssiho Fadu (1. fadu = FEulerova metoda), tj.

h? hP
Y(Tni1) = y(xn + hn) = y(xn) + hat () + Q—Ty"(xn) +...+ p—’:y(p) (zn) (3)

Derivace y v bodé z,, 1ze urc¢it postupnym derivovanim funkce f.

y = flz,y(z))

of of dy

" __ . ! _ Y vJs vy
y=lth Y ( 8x+8y'dx>

=f(zy(z)) P ~

T fy Y

Obecné lze odvodit rekurenci:

Y = f(z,y(z))

Y = fO (@, y(@)) = £ @ (@) + £ (@ y(@) - Fla@) r=1.2,. )
4

Zbyva jen dosadit (4) za derivace v (3).



Piiklad: Odvodte metodu Taylorova typu 2.Fadu pro feSeni tilohy:

y=z-y, na intervalu (0;0,6) s konstantnim krokem h = 0, 2.
y(0) =1 (Pfesné Teseni: y(x) =2e 41 —1).
Reseni:
flz,y) =2~y

Dostavame rekurentni vztah:

1
Ynt+1 = Yn T+ hn(xn - yn) + ihi(l —Zp+ yn)

Tn y(xn) Yn h(xn - yn) 5(1 - Tp + yn) €n

0 1,000 1,000 -0,200 0,040 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,128 0,033 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,069 0,027 -0,004
0,6 | 0,698 | 0,703 20,005

Poznamka: Vidime, ze metoda Taylorova typu 2. fadu pro h = 0,2 dava presnéjsi
vysledky nez Eulerova metoda s h =0, 1.



METODY RUNGE-KUTTOVA TYPU

e Univerzalnéjsi metody nez metody Taylorova typu.

e Vychazi také z Taylorova polynomu, ale nepouzivd se ho pfimo, aby nebylo nutné
explicitné vyjadfovat derivace funkce f = f(z,y(x)) a pocitat jejich hodnoty. Hle-
dana aproximace je kombinaci nékolika hodnot funkce f vypocitanych v nékolika
strategicky volenych bodech (z,y) na intervalu (x,, Z,.1).

Poznamka: Téchto metod je velké mnozstvi!
Ukazeme si odvozeni dvou metod tohoto typu s geometrickou interpretaci.

Pouzijeme nésledujici iivahy:

Necht oblouk My M je ¢asti paraboly. Potom plati:

1. Te¢na v bodé P je rovnobézna s tétivou My M;.

2. Smérnice tétivy My M je aritmetickym primérem smérnic tecen v M; a Ms.



y=clx—a)+b al

y' = 2c(z — a)

1. Smérnice tecny v bodé P:

To+ To+ T
y'( 02 Ly = 2¢( 02 L —a) = c(zo + 21 — 20)

Smérnice tétivy MyM; je:

y(x1) —y(@o)  cla1 — a)’ +b—c(zg—a)’ —b

1 — 2o 1 — X

cx? — 2acxy + a*c+ b — cx} + 2aczy — a*c — b

1 — Xy

(xf — z2 — 2a(x; — 7o)
=c

Ty — Zo

) = c(x1 + xo — 2a).

2. Smeérnice tecny v bodé M, je:
y'(z) = 2¢(z9 — a)
Smérnice teCny v bodé M je:
y'(z1) = 2¢(z1 — a)
Jejich aritmeticky primér:

y'(zo) + ¥ (1) _ 2¢(xg — a) + 2¢(z1 — a) _

2 2
=c(zg —a+ 1 —a) = c(zo + z1 — 2a).




Nyni pouZijeme vlastnost 1)
Znédme souradnice bodu M. Jestlize bychom znali y-soutadnici bodu P, pak staci
udélat tecnu a bodem M, vést rovnobézku a dostaneme y-souradnici bodu M;. My
ale y-soufadnici bodu P nezname (obecné funkce y = y(z) nemusi byt parabola, to
je jen naSe aproximace), takze ji vyjadiime piiblizné. Bod P nahradime bodem P’
ktery ma stejnou z-ovou souradnici a lezi na tecné k M,.

6

y P’ m4 soutadnice:

h h
o + —0;y0+ 2. f (2o, o)
2 2 S—
yo(zo)
Teéna v bodé P’ ma smérnici:

ho. .
y'(x0 + =), tj.

1 M, }3
x 0T 9 \
0 1
h h Y e N
. S e+ we+ e o w)):

Stejnou smérnici by vSak méla mit i tétiva MyM; = soutadnice bodu M; jsou:

T :$0+h0
ko
—_—

h
Y1 =Yo+ ho -y (o + 50)

Tyto vztahy lze pfepsat do tvaru (obecné)

kl = f(xna yn)
A L Této metodé se rika
ko = f(zn + 3”, Yn + 7” < k1) modifikovand Eulerova metoda.

Yn+1 = Yn +h'n : k2



Nyni pouZijeme vlastnost 2)
Zname souradnice bodu M. Protoze nezname y-soutradnici bodu M;, nahradime ho
bodem M7, ktery m4 stejnou z-soufadnici a leZi na tefné prochézejici bodem M.

M| mé soufadnice:
——N—

xo + ho, Yo + ho - f(zo0, Yo)

=1 :yl (-74‘0)

Smeérnice teny v M je:

ozn.
="ko
A

Ve ~

x f(xo + ho,yo + ho - (0, yo))

Bod M, dostaneme z podminky, ze smérnice tétivy MyM; je aritmetickym primérem
smérnic teden v My a M, tj.

M| mé soufadnice:
r1 =29+ ho

1
y1 = yo + ho - §(k1+l€2)

Obecné:
kl = f(xna yn)
Této metodé se rika
ky = f(@n + hn, Yo + b - k1) Heunova metoda
ki +k
yn+1:yn+hn(1272)

Poznamka: Obé tyto metody jsou 2.Fadu (aproximovali jsme parabolou).

Poznamka: Nejvice se pouziva tzv. klasickd Runge-Kuttova metoda, kterd je 4. fadu,
jeji vzorce jsou napf. v [BP], str. 147.



