NUMERICKE INTEGROVANI

Chceme urdit:

1. Uzivame tehdy, kdyz I(f) nelze spocitat ana-
I(f) = /a b f(z) de lyticky (velmi ¢asty p¥ipad).

2. Je-li f(z) zadana tabulkou nebo grafem.
Myslenka: Danou funkci f nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢.

b
I(f)~I(p) = /a ¢(z)dz a tento integral jiz mizeme vyjadrit analyticky.

Poznamka: Narozdil od vypoctu derivace je vypocet integralu stabilni, protoze je-li ¢
dobrou aproximaci f na (a, b), je integral I(¢) dobrou aproximaci I(f):
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Priiklad

_ oz . Taylortiv rozvoj 1. stupné
fey=et = elo)=1+e (vokoli bodu 0.

Vezmeme si interval (0; 0, 1). Pro chybu aproximace funkce f polynomem ¢ na (0;0, 1)
plati:

max|f(z) — ¢(z)| = *' — (14 0,1) = 0,0052
N—_——

a) Vypocdet derivace

Plati: f'(z) =€, f"(z) =" a ¢'(z) = 1, ¢"(z) = 0. Potom tedy:

max|f'(z) — ¢'(z)| = > — 1 = 0,1052,
~——

~20e

max| f"(z) — ¢"(z)] = > = 1,1052.

~~213¢e

P1i vypoctu derivace funkce f v bodé 0,1 je vidét, ze pocatecni chyba aproxi-
mace je ¢ (pro funkci f a @), pfi vypoctu 1. derivace se zhruba zdvacetindsobi
a pri vypoc¢tu 2. derivace je vice jak 200e (vypocet derivace je nestabilni).

b) Vypodet integralu
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x ] 0’20 — 0,1050.
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Chyba je v tomto piipadé 0,0002, tj. zhruba 25z mensi nez je chyba aproximace

f funkei ¢ (vypocet integralu je stabilni).



NEWTONOVY-COTESOVY KVADRATURNI VZORCE

Princip: Interval (a, b) pfes ktery integrujeme rozdélime na N stejnych podintervali
(ekvidistantni uzly). Jednotlivé uzly oznalime z = xy + kh, kde £k =0,1,...,N — 1

ah= Ta. Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem.

1) Obdélnikové pravidlo (nahrazujeme konstantni funkei)
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2) LichobéZnikové pravidlo (nahrazujeme linearni funkei)
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1,2
Piiklad: Vypoctéte integral / e’ dx.
1
ReSeni: (piesné fedent: [¢?];” = b2 — e! = 0,601835)

Rz(e%; 0,2) = 0,2e"! = 0,600833 chyba: 0,001002
0,2

Tz(e% 0,2) = ’7(61’0 + eM?) = 0,603839 chyba: 0,002003
1

Sz(e%: 0,1) = Oé (e +4eb +eM?) = 0,601835 chyba: 0,000000

Poznamka: Obdélnikové pravidlo vychazi presnéji nez lichobéznikové.
Simpsonovo pravidlo vyslo 1épe nez ostatni.

Chyby:
Tp41 h3
L7 fa)de = Ra(£.1) + 35£(6)
Th+1 h3
L fa)yde = (0.) = 3570
Tl h3
[ p@yde = S4(5.0) = 551 ©)
Poznamka:

Skute¢né méa obdélnikové
pravidlo asi polovi¢ni chybu Al
nez lichobéznikové.




b
SloZené vzorce: Secteme diléi integraly a dostaneme I = / f(z)dz.
a
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T(FR) = 5 1F(m0) + 2 () + 27 (@) + .+ 2f(onon) + flow)] =

1 N-1 1
= he |5 f (o) + kZ::l flaw) + §f($N)]

S(f;h) [f (o) + 4f (x1) + 2f (w2) + 4f (23)+

h
i o 2f(wn_g) +Af(mn1) + flay)]

a jejich chyby:

I = R(H)+ 06
I = T(R) = (- )55



RICHARDSONOVA EXTRAPOLACE

Zpiesnovani vysledka

Metoda poloviéniho kroku (Runge)
b—a
N

vyraz pro chybu ma tvar:  e(f) = h*M, h=

presna hodnota:
(1) I=K(h)+h"M

Idea: Vypocteme integral stejnym vzorcem, ale s krokem 5

o e (®) ()

ozZn. &

g2k
Bh=E2
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g2k M
M,

Dostaneme:

1)  I=K(h)+

Ptredpokladame-li, 7e se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu p¥ili§ neméni (t;.

M
M~ M) = w ~ 1. Pro (1’) a (2) musi platit:
1

K (g) + e~ K(h) + 2k

1

Presnéjsi hodnota integralu:

()5 o)

Poznamka: Metoda polovi¢niho kroku neni nic jiného nez jeden krok Richardsonovy
extrapolace.
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Piiklad: Vypoctéte pomoci lichobéznikového pravidla / In z dz. Ke zpfesnéni pouzijte
1

Richardsonovu extrapolaci.
Reseni:
Rozvoj chyby lichobéznikového pravidla:

I=T(f,h)+ ah® + ah*® +azh®+...
N——~ ——
tab. k=2 tab. k=4

Vysledky zapiseme do tabulky:

‘ h ‘ T(f,h) ‘ zpresnéni k = 2 zpresnéni k = 4
4
= 3,2188

3,8066 — 3,2188
+

2
§(ln1 +2In3+

2 3
+1In5)=3,8066 | -+3,8066=4,0025
%(m 1422+ | 3,0827-3,8066 | 4,0414—4,002
1 3 15
2In3+2Ind+ g 000 2 4 0414 4,0414 = 4, 04399

In5) = 3,9827

Pfesna hodnota:

5
/ Inzxdx =
1

=lnz v =1

u
u =

5
= [z Inz]} —/ dz =5Inb —4 =4,04719
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GAUSSOVY KVADRATURNI VZORCE

Poznamka: Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji ekvidistantni uzly (n + 1) a integruji
pfesné polynomy az do n-tého stupné (mame na mysli zadkladni vzorce na intervalu

(k, Tx+1) nebo na (z,, Tri2)).

Princip: D4 se ukézat, ze pii vhodné volbé uzli lze dosahnout toho, aby algebraicky rad
byl (2n+1), tj. vzorec bude potom integrovat pfesné polynomy az do (2n+1) stupné.

Poznamka: Uzly budou ovSem neekvidistantni.

Kvadraturni vzorec hleddme ve tvaru: .
..ur¢ime tak, abychom

K(f) =Y wif(z;); w; (vdhy), z; (uzly) pfesné integrovali polynom
=0 do stupné 2n + 1.

Ptiklad: Urcete Gaussovy kvadraturni vzorce pro n = 0,1 a pro interval (—1,1).

Reseni:

1) pron=0: K(f)=wof(xo) (mame 2 neznamé wy, o)
vzorec musi presné integrovat:

b
—

1 y
konstantu: / bdr = 2b "= wy - f(10) = we = 2.
-1

1
linedrni funkci: / (ax 4+ b)dz =
—1
9 1 axo+b
x a a pOZ. —
= la——i—bx] =—— —+2b =" wy - f(zo) = 2b=2(axy+ b) = xy = 0.
2 T2 2
=0
¢ )
25 f
ol
1.5r
1 1
K(f) = [ f@de=2f0)+3/"€)
-1 S—— 0.5
chyba xz
T 0 1




2) pron=1: K(f)=wof(zo)+ wif(x1) (4 neznamé)
vzorec musi integrovat presné polynom az 3 stupné:

1 ax® + bz’ +cx +d) dz =
L )

3 .Z'2

4 1
2 0Z%.
e b e v de| =0-a+b+0-c+2d™
4773772 . 3

a: (1) wozy+wizi = 0
2 2 2
b: (2) wOmo + W12, = -
3 soustava nelinearnich
¢ (3) woxe+wizy = 0 TYOVHic pro 4 neznamé
d: (4) wo + Wy = 2

(1)-(3):  womo(zy — 1) +wyz1 (27 — 1) = 0.

4

— L WolTy — wi\ry — = —— =21 \—Xp
(2)-(4): woleg — 1) +wi(at—1)=—5 /- ( oo/ (o)t
f wo(zg — 21) (22 —1) = éx \
A LATAN 3 =21, (25 1) =
4
' wi(z1 — zo)(27 —1) = Lo —2(z2-1) =
(3)a(4)= w = 2—w 221 =
0
WoTo + (2 - ’U)()).’El =0
wo(l"o - 331) = —2x 2 =
1
= Ty = =

=" wp (a:v%—!—bx%—!—cmo +d) +wy (cm;i’ + bxt + ey +d) = K(f).

W = W

—_

W N



analogicky:

4
—2x(z —1) = 370
(3)a (4) = wy = 2—w o2 _ 4
(2 — wl)l‘() +wizy = 0 2(.1‘1 1) o 3
wl(ml — .’130) = —2370 2 . _g
| S — Ty 1 = 3
1
2 _ 1
x4 3
1
= I = — g
(3) a (4): wy+w; = 2

1 1
\/;’wo—\/;’wl = 0=wy=wi =wy=w; =1

Dostavame vztah:

Poznamka: Pro n = 2 bychom jsme dostali:

K(f)= [ f@yar=>f (—@) FoFO+ 2 (@) e FO(E).

chyba

Poznamka: Koeficienty a uzly vzorct vyssich fadi jsou uvedeny v tabulkéach.
Opét Ize pouzivat slozené vzorce.

1
Pozndmka: To, Zze jsme vyjadfili / f(z)dz neubird nic na obecnosti, miZzeme totiz
1

libovolny interval {a, b) transformovat na (—1,1) a pouZit odvozené vztahy.
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Piiklad: Vypoctéte / € dz prvnimi 2 kvadraturnimi vzorci.
1

Reseni:
X
-1 .0 ‘0 3350) 1
=1,1+0,1-2",
1
wi = (1 2 — Duw” =0, 1w
n=>0
1,2
[ r@dex 0,2 7011) =
1
=0,2-€eb' =
= 0,600833.
n=1
1,2
/ f(z)dz =~
1

~0,1|f(1,1-0,1
lf( 73

=0,1[2,835632 + 3,182716] =

= 0,601834.

Piesny vysledek: e?

o 1,1 xz, 1,2

1 1
—)+ f(1,140,1—

—e =0,601835.

z0=1,14+0,1-0=1,1
wy=0,1-2=0,2

o =

7



