Diskrétni Ly-aproximace

Myslenka:

Chceme aproximovat funkci, ktera je déna tabulkou {(z;, f (z;))}. V pfipadg,
kdy jsou f(=z;) zatizeny chybou (napf. vysledky méteni), neni vhodné provadeét
interpolaci. Aproximaci ¢ hleddme ve tvaru

o(z) = coo(z) + crp1(z) + - .. + cnipn(2),

kde ¢; jsou zadané funkee a ¢; hledané parametry. Chceme minimalizovat ,sou-
hrnou odchylku“ funkce ¢ od zadanych dat.

Tlustraéni obrazek:

Y © =g+ 1.7 + C. 7
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Priklad

Je dana funkce f tabulkou Ti 05| 0,8] 0,9 1,1 1,2

f(z:)]2,25]0,72]0,33] —0,27 | —0,48

Tuto funkci chceme aproximovat lineérni funkei metodou nejmensich Ctvercd.

Linedrni funkce » = Cp. \1/ +e1- T
wo(z) p1(x)
Minimalizujeme funkeci
5

7(co, 1) = Z 1f(~”Cz) - 90(552')12 = ; ‘f(zz) — Cp — C1T; 2

=1

Podminky minima

or >
(1) 5o = -2 (f(@) — o — ) =0
5 7«1 i=1 2 rovnice pro nezndmé cg, Ci.
2) o =23 (f(w) — e~ caz) = 0
0 i=1
Konkrétné
(1) (2,25 — ¢o — 0,5¢1)0,5 + (0,72 — co — 0,8¢1)0, 8+

+(0,33 — ¢g — 0,9¢1)0,9 + (=0,27 — ¢o — 1, lep)l, 1+
+("‘0,48 - Cp — 1, 261)1,1 =

(2) (2,25 — ¢g — 0,5¢1) + (0,72 — ¢p — 0,8¢1)+
+(0,33 — ¢ — 0,9¢1) + (=0,27 — ¢ — 1, ley)+
+(~0,48 —cp— 1,2¢,) =0

Po setteni

(1) -4,35¢c; — 4,5¢ = —1,125 a=-3,9
(2) —4,5¢; — 5¢g —2,59 co = 4,02

il

p=—3,9z+4,02
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Jiny pristup:
M4 platit
CiT; -+ Cyp = f(il?z),
t].
(0,5 1] 2,25 ]
0,8 1 c 0,72
0,9 1 .L}}—_— 0,33 & Qc=f
1,1 1 0 —0,27
L172 1_ _“‘0,48_
Musime Fesit pfeurcenou soustavu.
Stali vytesit
QTQc=Q"f

(Jedn4 se o stejnou soustavu jako v prvnim pFistupu.)



Poznamka

V p¥ipadé, Ze nékteré hodnoty chceme eliminovat, napiiklad disledkem Spat-
ného méfeni, nebo kdyZ jsou hodnoty pro vétsi z; zatiZeny vétdi chybou, je vhodné
pouZit vahy, tj.minimalizujeme

r(c) = Z |f () — SD(JH)IZ Wy

Poznamka

Otazkou jedté ziistava volba tvaru ¢(z).
Prvni moZnosti je volit

wo(z) =1, wi(z) =12, palz) =% ..., pulz) =1

T

Opét je tfeba urit jesté stupe polynomu (a to napf. ze znalosti chovani funkce
f nebo pomoci statistickych metod).

Ukazuje se, e takto volené y;(z) nejsou nejlepsi pro vypocty.
—s Soustava norméalnich rovnic je pro vétsi n Spatné podminéna.

7Za bazové funkce ¢; je vhodné volit ortogondlni polynomy, pro které plati

L =]
(o) =05 =0, i#j

b
Symbol (f, g) predstavuje skalarni soucin funkei, tj. / fgdz
a
Ptiklady ortogonélnich polynomi:
Cebysevovy, Legendrovy, Laguerrovy, Gramovy, ... Viz literatura

—s Soustava normalnich rovnic mé pro ortogonalni polynomy diagonalni matici.
(rozmyslet!)
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Spojitd Li-aproximace

Piiklad

Stanovte spojitou Le-aproximaci funkee f(z) = vz, z € (0,1) linedrni funkci
o(z) = a1z + co-
Minimalizujeme funkci

1 1

r(co, 1) = / |F(z) — p(z)|* dz = /(\/E — o — c17)* dz

0 0
Podminky minima
or ;
(1) '55":‘-2/(\/5"*00"6133).’11d$=0
1

2 rovnice pro neznadmé ¢, ¢;.

(2) %z—Q/(\/E-co——clx)dw::O

2 vt z? z37!
(1) —2[5.’[) *CO?_CI—E{!O“O
2 2 211
(2) “2{5333“0056*01%*:!0——0
2 1 1 1 1 2
1 —— — —— — — —_ - - =
() 5 200 361 0 200 -+ 301 5 5]
2 %ia-la=o = 1 N
3 Co 201-— Co 'f 501 = 3 cp =
4 4
p(z) =z + =

PSS TN
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Poznamka
Obecné lze opét zavést vahovou funkci w = w(z) a minimalizovat

b

r(e) = [ 1£(@) - ¢(a)/w(z) dz

a



Ortogonalni systémy funkci

Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Jsou dény linedrné nezévislé funkce g1, g2, . - -, gn (Prvky jistého prostoru).

Hledame funkece (prvky téhoZ prostoru), které jsou navzajem po dvou ortogonalni.

fo hleddme ve tvaru I fo = g2+ ka1 f1 } a pouzijeme (fi, f2) =0

—
S—

927f1

(f2, 1) = (92, 1) +6a1(fr, f1) = |k = —

—~

\—;6—-’ f1, fl)
f3 hleddme ve tvaru l Js = g3 + ka1 f1 + K3z fo ] a pouzijeme (fs, f1) =0
a(fs, fa)=0
(f3, f1) = (g3, J1) + w31 (f1, f1) + K32 (f2, f1)
=0 =0
. (93, fl)
M RND
(f3, f2) = (g3, f2) + k31 (f1, f2) +r32(fo, f2)
=0 =0
(93, /2)
7T T )

Obecné f;, hledame ve tvaru fr =gk + ki f1 + Brafo + o F B g1 S

—~

Gk [5)
fis Fi)

& |Kg; = —

—~~




Priklad

Najdéte ortogonélni bézi linedrniho obalu mnoho¢lent
gi1(2) =1, ga2(x) =, gs(z) =2® pro z € (-1, 1).

fo = g2(2) 4401 fi(®) = T + Kk a musi platit (f1, fo) =
N——
. ~

1+H21 1d£L:0

I
I

:rdm—i—/ngldz:() = Ko =0
1

[ —
=0

fa(z) =2

fs = g3(z) +ka1 f1(x) +Ra2 fo(x) = 2° + Ka1 + Kaz.T
—— T N o’

(x -+ K31 + f€32£€).1 drx =0

1 1 1
2

/7 d.l‘+ﬁ131/ 5

-1 -1

w b

|
-

L

1 1
z° dx +/£31/:1:da: + K30 /12 dzx
21 21

1
{

v32- a (flaf3):0
= a (fo, f3) =0,
/1' 2
1

t.



Fourierova analyza

Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce pouze pomoci polynomi. V tvodu
jsme uvedli, Ze za bazové funkce mizeme volit libovolné funkce. Napfiklad pro aproximaci
periodickych funkci neni vhodné pouZit polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak
ve smyslu Ly-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkci je vhodné pouZit néjaky
systém periodickych bazovych funkei, napf. systém tzv. trigonometrickych polynomu:

po(z) = 1
2nkz

pop—1(z) = cos 7;1 k=1,2,...
2k

on(z) = mlgm k=1,2,...,

kde T predstavuje periodu zadané funkce (vzdalenost prvniho a posledniho uzlu v dis-
krétnim pifpads, resp. délku zadaného intervalu ve spojitém p¥ipadg). Pro jednoduchost
uvaZujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim piipadg). Podet uvazovanych bazovych funkci
volime bud mens ne? je podet zadanych bodi (ve smyslu Lo-aproximace), nebo roven
poé&tu zadangch bodt (ve smyslu interpolace).

Jednoduchym cvicenim je ukézat, Ze systém trigonometrickych polynom je ortogonalni
(jak v diskrétnim tak ve spojit€m pfipadg). Ovérte!

Ulohu najit koeficienty ¢; u bazovych funkei ¢; z vyjadieni

o(z) = copo(z) + c1p1(z) + . .. + Cnon(2)-
nazyvame v tomto piipadé Fourierovou analyzou.

Formalné pouze preznaéime koeficienty c;, tj. u bazové funkce po(z) = 1 pouZijeme
koeficient A, u bazovych funkel @or—1(z) = cos(2nkz)/T pouZijeme koeficienty Ag a u
bazovich funkei @ (z) = sin(2nkz)/T pouzijeme koeficienty Bi.

Nésledujici jednoduchy piiklad naznaci princip Fourierovy analyzy.

Pfiklad
Aproximujte 27-periodickou funkei zadanou tabulkou za pouZiti maximélniho poctu
béazovych funkei (tj. ve smyslu interpolace).
T 0 |n/2|m|3n/2
flxz:) 12| -4 0] 4

Reseni
Ze zadéni je zfejmé, Ze perioda zadané funkce je 2. Aproximujici trigonometricky
polynom budeme tedy volit ve tvaru

o(z) = Ag + Ar1cosz + Bysinz + As cos 2.
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ZapiSeme interpolani podminky

o(z;) = f(z;), 7=0,1,2,3,

t.
1 cosxzy sinzy cos2zg Ag f(zo)
1 cosz; sinz; cos2x; A | | f(=)
1 coszy sinz, cos2zy By || f(z) |’
1 coszs sinzz cos2z3 Ay f(z3)
t.
1  cosO sin 0 cos 0 Ay 12
1 cosw/2 sin7m/2 cosw A | | -4
1 cosw sinm  cos2w Byl | 0}’
1 cos3n/2 sindn/2 cos3n A, 4
t.
1 1 0 1 Ay 12
1 0 1 -1||A4]|_|-4
1 -1 0 1 B | 0
1 0 -1 -1 A, 4

VyfeSenim soustavy ziskdme hledané koeficienty Ay = 3, 4; = 6, By = —4, Ay =3a
tim i aproximujici trigonometricky polynom

¢(x) =3+ 6cosz — 4sinz + 3 cos 2z.

12+ ¢

10r

o
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Ulohu a Fedeni Fourierovy analyzy lze formulovat elegantné pouZitim komplexni pro-
ménné. Uvazujme pro jednoduchost lichy podet bazovych funkei (N = 2L + 1) a periodu
dané funkce 27. Potom m4 aproximujici funkce tvar

L
o(z) = Ao+ Y (A cos kz + By sin kx). (%)
k=1
Pro funkce sinz a cos z plati vztahy
eiz + ewi.'z: eiz _ e~—i:z: 1

COST = ————, sing = ——— = —= i (% — ™)

a tedy
L /1 . . 1. . .
.’II) — AO + Z (_2_ Ak (ezkm + e—-zkm) - 'ész (ezkx - e——zkz)) —
k=1

L o1 | "
= Ao -+ E ('é' (Ak - ’I,Bk) 6”@ -+ '2‘ (Ak + ZBk) 6—”@> .
k=1

Oznadime-li ) .
Co= Ao, Ck=§(Ak—~7:Bk), C_k=—2'(Ak+’in)

dostaneme

L
— Z Ck 6ikm
k=-L

Pro koeficienty dostaneme vynéasobenim (%) jednotlivymi bdzovymi funkcemi, vyuZitim
jejich ortogonality a interpola¢nich podminek predpisy:
1 N-1

:—Lfmj

9 N-1
Ay = N > f(z;) coskz;
J=0
9 N-1
By = = >  f(z;) sinkz;
N = J J
1 N-1 ]
Cr= g f(@j) ek

Poznamka

Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poétu bézovych funkci neZ je pocet za-
danych bodd, jedn4 se o aproximaci ve smyslu metody nejmensich ¢tvercd, tj. diskrétni
L,-aproximaci. Potom obecné nemohou byt splnény interpolatni podminky presné (pouze
ve specilnich p¥ipadech).
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Poznamka

Vypotet koeficienthi Cj pfedstavuje scitani kone¢né fady. UvaZujeme-li pocet aproxi-
mujicich bazovych funkei N jako mocninu &isla 2 (tj. N = 2M), 1ze odvodit velmi rychly a
efektivni algoritmus pro vypodet koeficientdi Cy. Tento algoritmus se potom nazyva rychla
Fourierova analyza. Podrobnéji viz literatura.
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| x (k) | £ (k) l
1.0000 1.0000
2.0000 1.0000
3.0000 1.0000
4.0000 0.0000
5.0000 -1.0000
6.0000 -1.0000
7.0000 -1.0000
8.0000 1.0000

Stiskni klavesu



1.5

0.5

-1

-1.5

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 1 bazovymi funkcemi
O aproximovane body

O]




1.5

0.5

-1.5

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 2 bazovymi funkcemi
O aproximovane body




1.5

0.5

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 3 bazovymi funkcemi
O aproximovane body




1.5

0.5

— Aproximace trigonometrickym polynomem s 4 bazovymi funkcemi
O aproximovane body




15

0.5

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 5 bazovymi funkcemi
O aproximovane body




1.5

0.5

T

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 6 bazovymi funkcemi
O aproximovane body




1.5

0.5

T

—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 7 bazovymi funkcemi
O aproximovane body




| x (k) | £
1.0000 1.
2.0000 1.
3.0000 1.
4.0000 0.
5.0000 -1
6.0000 -1
7.0000 -1
8.0000 1

Stiskni klavesu

koeficient A(0) = 0
koeficient A(1l) = 0
000000)
koeficient B(1l) = 1
000000)
koeficient A(2) = 0.
000000)
koeficient B(2) = 0.
000000)
koeficient A(3) = 0.
000000)
koeficient B(3) = 0.
000000)

Aproximace je dana predpisem :

.000000
.543134

.127829
107574
085788
349292

079724

bazove
bazove

bazove
bazove
bazove
bazove

bazove

funkce
funkce

funkce
funkce
funkce
funkce

funkce

phi (0)
phi(l)

phi(2)
phi (3)
phi (4)
phi (5)

phi (6)

1
cos (2*pi*1*x/7.

sin(2*pi*1l*x/7.
= cos (2*pi*2*x/7.
= sin(2*pi*2*x/7.
= cos(2*pi*3*x/7.

= gin(2*pil*3*x/7.

A(0) + suma [ a(1)*phi(2i-1) + B(i)*phi(2i) ]

pro pocet bazovych funkci N=2L+1

L
phi =

i=1

L-1
phi = A(0) + suma

i=1

Konec prikladu -

[ A(i)*phi(2i-1) + B(i)*phi(2i) ]

+ A(L) *phi (2L-1)

pro pocet bazovych funkci N=2L

Stiskni klavesu

000000-1.
000000~1.
000000~1.
000000-1.
000000-1.

000000-1.



