Zptesnujici metody

Jako zéstupce zpTestiujicich metod si uvedeme Newtonovu metodu.

Necht v intervalu I = (a,b) le# jediny jednoduchy kofen Z rovnice f(z) = 0. Jelikoz
mluvime o zpFesitujici metod§, predpokladéme, #e méme zadanu nultou iteraci zo € I ,
kter4 je relativng blizko hledanému Feseni. Vyjadiime Taylorv rozvoj funkce f v bodé z,.

Pritom pfedpokladdéme, Ze existuje derivace funkce f.

£(&) = £(@0) + £ (@) @ — 0) + 3 1"(€)(x — 7o)

Rovnici f(z) = 0 nahradime line4rni rovnici

f(zo) + f'(zo)(x — o) =0

Ta mé kofen

x
N
f (350)
Cely postup opakujeme a dost4vime iteraéni formuli
f (-'Ek)

Tl = Tk f(z)

Geometricky vyznam Newtonovy metody:

Kfivku y = f(z) nahradime teénou ke grafu v bodé& z; a hodnotu zz,; ziskime jako
prisecik teCny s osou z. Proto se také Newtonova metoda nazjvé metoda teden nebo

metoda linearizace.
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Pozndmka: Jako zastavovaci podminku lze volit |1 — x| < € nebo | f(zx)| < 9.

Poznamka: Algoritmus Newtonovy metody je specidlnim pfipadem metody prosté

iterace. Za funkci ¢ jsme volili funkci
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Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=0.1 a zastavovaci podminku [x(k)-x(k~l)|<0.001

Funkce f(x) je zadana v souboru fce.m takto:
function out=fce(x);
out=sin(x)-x/2;

Derivace funkce f(x) je zadana v souboru der.m takto:
function out=der(x);
out=cos (x)~-.5;

Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=0.1 a zastavovaci podminku [x(k)-x(k-1)|<0.001

Funkce f(x) je zadana v souboru fce.m takto:

function out=fce(x);

out=sin(x)-x/2;

Derivace funkce f(x) je zadana v souboru der.m takto:
function out=der (x);

out=cos(x)-.5;

| it | x (k) | £(x(k) | £ (x(k)) | ax(k)=x(k)-x(k-1) |

0.10000000 0.04983342 0.49500417
~0.00067272 -0.00033636 0.45999977
0.00000000 0.00000000 0.50000000
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Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=1 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)|<0.001

Funkce f(x) je zadana v souboru fce.m takto:
function out=fce (x);
out=sin(x)-x/2;

Derivace funkce f(x) je zadana v souboru der.m takto:
function out=der(x);
out=cos(x)-.5;

| it | x (k) | £(x(k)) | £ (x(k)) | ax(k)=x(k)-x(k-1) |

0 1.00000000 0.34147098 0.04030231

1 ~7.47274064 2.80816671 -0.12792735 8.47274064
2 14.47852098 -6.29695825 -0.83476332 21.95126162
3 6.93511541 ~2.86083590 0.29491425 7.54340557
4 16.63568412 ~9.11809737 -1.09965944 9.70056871
5 8.34393755 ~3.28961517 ~0.97058699 8.29174657
6 4.95463272 -3.44811855 -0.26011854 3.38930482
7 -8.30131800 3.24905650 -0.93256553 13.25595072
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Priklad: Pomoci Newtonovy metody najdéte feSeni rovnice
flz)=2* -4z +4=0.

Pocatecni aproximaci volte zo = 0, 1 a pro zastaveni pouZijte podminku |Tp — Tr-1] < 1073,

ReSeni: Opét je tieba vypoditat derivaci

fl(z) =2z — 4.
Iteraéni formule bude mit tvar
2 2
Ty — 4z + 4 (IIIk - 2) 1 1
o1 = Ty B D R T (2 — 2) = S + L.
Tkt+1 = Tk Cr— T Y=g o 2($k )= 5Tk +

Vysledky opét zapiSeme do tabulky.

Ty j
v y = f(z) /
Flw] |\ ]
0 0,1 \ /
1{ 1,05 4\ /
271,525 \ /
3 | 1,7625 T /
1] 1,8813 I /
5 | 1,0406 \ /
6 | 1,9703 il \ /
71,9852 | \ /
8 | 1,9926 "/ z
T e S o

Tento ptiklad ukéizal, Ze v nékterych situacich je Newtonova metoda mnohem pomalejsi.
7 obrazku se d4 usoudit, kdy tyto situace nastanou. Hodnota derivace funkce f v bodé
Z = 2, ktery je feSenim rovnice f(z) = 0, je rovna nule. Graf funkce f se osy  pouze dotkl.
To odpovidé faktu, Ze kofen Z = 2 je dvojndsobnym kofenem dané rovnice. Je-li hodnota
derivace f’ na okoli koFene rovna 0, pfipadn& velmi blizka 0, potom se v itera¢nim formuli
déli nulou, pfipadné velmi malym &islem. Tento fakt mé za nésledek zpomaleni algoritmu.

Podivejme se zpé&t na pfedpoklady, za nichZ jsme odvodili Newtonovu metodu. Pfed-
pokladali jsme, Ze hledany kofen je jediny (jeho nasobnost je 1). Za tohoto pfedpokladu
konverguje Newtonova metoda rychle. Pfi zadéani tkolu, ale nemusime byt schopni po-
znat, Ze nasobnost hledaného kofene je vétsi nez 1. Problém s hleddnim nésobného kofene
muZeme elegantné vyfesit timto zplsobem:

Je-li Z n-ndsobnym ko¥enem rovnice f(z) = 0, potom je Z také (n — 1)-nisobnym
kofenem rovnice f'(z) = 0 a tedy jednoduchym kofenem rovnice
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Poznamka: Dosud jsme fesili nelinedrni rovnici pouze v R. Algoritmus Newtonovy
metody miiZzeme pouzit i pro feSeni dané rovnice v oboru komplexnich &isel.

Priklad: Newtonovou metodou feSte v komplexnim oboru rovnici

2 —-1=0, z=z+iy, z,9€R

Iteracni formule bude mit tvar
2 —1

241 = B 942
k

1 V3 1 V3,

Je ziejmé, Ze dana rovnice bude mit 3 feSeni: 1, —3 4 ———2~—z a 5~ —2—-2.
Resime-li danou rovnici Newtonovou metodou pro konkrétni pocéatecni aproximaci ze

&tverce (—1.5;1.5) x (—1.5; 1.5), dostaneme jedno ze t¥i uvedenych FeSeni. Obarvime-li bod
predstavujici po¢atecni aproximaci riznou barvou, podle toho k jakému reSeni dospéjeme,
ziskdme fraktalovou strukturu.
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Poznamka: Na zavér si uvédomme nevyhody Newtonovy metody

e zadana funkce f musi byt diferencovatelna
e derivace se pfimo vyskytuje v iteraéni formuli
o v ka#dé iteraci musime kroms funkéni hodnoty poditat také hodnotu derivace

Pro odbourdni posledni vlastnosti mfizeme za pfedpokladu, Ze se derivace f' na okoli
kofene pfiliz neméni, Newtonovu metodu modifikovat tak, Ze hodnotu derivace vypocteme
pouze jednou v bodé z; a polozime f'(zx) & f(zo). Dostaneme iteracni formuli

flzx)

Tt =TT f'(zo)

Geometricky vyznam modifikované Newtonovy metody
Teény ke grafu v bodech [z, f(zx)] nahrazujeme p¥imkami rovnob&Znjymi s te¢nou

ke grafu funkce y = f(z) v bod& [zo, f(z0)]-
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. Poznamka: V této modifikaci pocitdme pouze jednu hodnotu derivace f'(zy), a proto
je tento postup vhodny je-li derivace f'(z) slozitd. Neméni-li f'(z) a f"(z) znaménko, je
mo7né dokazat konvergenci této metody.



Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné,

nahradime v itera¢ni formuli derivaci f'(z)) diferenénim podilem f(@e) = f(xkhl).
T — Tk-1

Ziskdme tzv. metodu seden.

Geometricky vyznam metody seden

Mé&jme dvé dobré aproximace z;_; a z; kofene z rovnice f(z) = 0. K¥ivku y = f(z)
nahradime pfimkou (seénou), kterd prochdzi body [zk-1, f(zk-1)] & [k, f(zk)]-
Dalsi iteraci x4 ziskame jako prisecik seény s osou z.

-1}

-2}

Poznamka: Pro zahdjeni vypoctu potfebujeme znit dvé podatedni aproximace, ale
na rozdil od Newtonovy metody pocitame v kaZdém kroku pouze jednu novou funkéni
hodnotu, coz je Gspora ¢asu.

Poznamka: Metoda sefen mé obdobny algoritmus jako metoda regula falsi, ovSem
nepozadujeme splnéni podminky f(zx_1).f(zx) < 0.

Poznamka: Metoda sefen je tzv. dvoukrokové interpolacni metoda, analogicky lze
odvodit tfikrokovou interpola¢ni metodu, kterou nazyvime Mullerova metoda.

Metoda secen pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
pro pocatecni aproximace x0=1, xl=1.2
a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)|<0.001

Funkce f(x) je zadana v souboru fce.m takto:
function out=fce(x);
out=x"3+3*x"2+x-6;

| iterace | x (k) | £(x(k)) | ax(k)=x(k)-x(k-1) |
0 1.00000000 ~1.00000000
1 1.20000000 1.24800000 0.20000000
2 1.08896797 -0.06212428 0.11103203
3 1.09423296 -0.00355456 0.00526498
4 1.09455249 0.00001120 0.00031953
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Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=5 a zastavovaci podminku lx(k)-x(k~l)|<0.0001

®(k . -

Funkce f(x) je zadana v souboru fce.m takto: ‘ %(' pl < D000
function out=fce (x);

out=atan (x+40)-1.55; s

Derivace funkce f(x) je zadana v souboru der.m takto:
function out=der (x);
out=1/(1+(x+40)"2);

| it | x (k) | £ (x(k)) | £ x(k)) | dx(k)=x(k)-x(k-1) |
0 5.00000000 -0.00142224 0.00049358
1 7.88145527 -0.00008555 0.00043599 2.88145527
2 8.07767541 -0.00000035 0.00043244 0.19622014
3 8.07848247 -0.00000000 0.00043242 0.00080706
4 8.07848248 0.00000000 0.00043242 0.00000001
ans =
8.0785
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Metoda secen pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
pro pocatecni aproximace x0=3, x1=2

a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1) | <semest O, 01 | %(X (k))] <0071

Funkce f(x) je zadana v souboru fce.m takto:
function out=fce(x);
out=exp (x"2)~1;

| iterace | x (k) | E(x(k)) | ax(k)=x(k)-x(k-1) |
0 3.00000000 8102.08392758
1 2.00000000 53.59815003 1.00000000
2 1.99334059 52.16534190 0.00665941
3 1.75088643 20.44739731 0.24245416
4 1.59458512 11.71397383 0.15630132
5 1.38494115 5.80775215 0.20964397
6 1.17879240 3.01304990 0.20614875
7 0.95653743 1.49668502 0.22225497
8 0.73716696 0.72187726 0.21937047
9 0.53278264 0.32824343 0.20438432
10 0.36235061 0.14030751 0.17043203
11 0.23511101 0.05683352 0.12723960
12 0.14847955 0.02229099 0.08663146
13 0.09257452 0.00860687 0.05590503
14 0.05741206 0.00330158 0.03516246
15 0.03552978 0.00126316 0.02188228
16 0.02196983 0.00048279 0.01355995
17 0.01358075 0.00018445 0.00838908
18 0.00839399 0.00007046 0.00518676
19 0.00518792 0.00002691 0.00320607
20 0.00320635 0.00001028 0.00198157
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Geometricky vyznam Mullerovy metody

Méjme tii dobré aproximace z;_;, 241 a z4 koFene z rovnice f(z) = 0.
Kiivku y = f(z) nahradime parabolou (kvadratickou funkci), kterd prochézi
body [zk-2, f(ze-2)] [Tr—1, flzk-1)] a [zx, f(zk)]-

Dalsi iteraci 1 ziskdme jako priisedik paraboly s osou z.

(Ten, ktery je blize k zy.)
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Prostfedky matlabu pro feSeni nelinedrnich rovnic (viz help v matlabu)

fzero pro obecnou nelinedrni rovnici
roots pro kofeny polynomu




