NELINEARNI ROVNICE

Formulace:

Je déna funkce f : R — R definované na intervalu (a,b). Hleddme &islo z 2 intervalu
(a, b) tak, aby platila rovnost f(z) = 0. Cislo z nazveme FeSeni nebo kofen rovnice).

Poznamka:

Najit pfesné FeSeni analyticky je moZné jen ve velmi jednoduchych p¥ipadech, napf.
p¥i fedeni linedrni rovnice 12z — 3 = 0, pfi fegeni kvadratické rovnice 4z — 5z +8 = 0
nebo nap¥. pfi feseni rovnice sin 5z = . Proto je nutné pro nalezeni kofentl pouZit néjakou
numerickou metodu.

Numerické metody, kterjmi se budeme zabjvat jsou zaloZeny na iteranich princi-
pech. Pro ka#dou iteratni metodu nés budou zajimat odpovédi na dvé otézky:

e Konverguje posloupnost iteraci ke hledanému kofenu?
e JestliZe ano, jak rychle?

Jestlize nemame pFedb&’né informace opoloze kofene, vime pouze, ze leZi v urCitém
intervalu {a, b), uZijeme k vypoctu takové iteratni metody, jejiZ konvergence nezdvisi na
volbé potatetni aproximace. Tyto tzv. vidy konvergentni metody maji vétSinou tu nevy-
hodu, #e konverguji pomalu, a hodi se tedy pfedeviim k uréeni takové aproximace kofene,
kterd mtize byt pouZita jako pocétedni aproximace pro n&jakou rychleji konvergujici me-
todu. Konvergence takové ,lepsi“ metody uz miiZe silné zaviset na tom, jak dobrd je tato
podétedni aproximace, a na vlastnostech f'unkce f v okoli kotene. Je tedy rozumné rozdelit
metody FeSeni nelinedrnich rovnic na:

o startovaci metody (vidy konvergentni metody)
o zpfestiujici metody
e specialni metody (napf. pro polymomy)
Timto rozdélenim oviem nechceme zdiiraznit, Ze startovaci metoda konverguje pomalu
v#dy a naopak, %e zp¥esiiujici metoda konverguje vzdy rychle.

Poznamenejme, %e vidy budeme pfedpoklédat, Ze dana funkce f je v uvaZovaném in-
tervalu (a,b) spojita nebot tento pfedpoklad je dtleZity v nasledujici veté.

Véta: Pfedpoklidejme, Ze
(i) redlna funkce f je spojitd pro z € {a,b),
(ii) f(a)-f(b) <O

Potom existuje aspoii jedno Feeni = rovnice f(z) = 0 na (a,b).

Vétu ilustruje nésledujici obrazek.
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Poznamka: Jak bylo fedeno hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci neodpovida
obecné chybé pfiblizného FeSeni. Geometricky si to lze pfedstavit takto:

[
Tt

TpTp-1Tp-2 &

8{yp

Nyni si bez diikazu uvedeme vétu, kterd uvadi postacujici podminky konvergence me-
! tody prosté iterace.

Véta: (Postalujici podminky konvergence metody prosté iterace)
Predpoklédejme, Ze je funkce ¢ na intervalu I = (a,b) spojita a plati:

(a) Ve € I: p(z) € I (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),

(b) 3g € (0,1) : |p(z) —p(y)| < glz —y| Vz,yelI (funkce ¢ je kontrakce).
Potom

1) v intervalu I existuje pravé jeden kofen z rovnice z = o(z),

2) posloupnost {zj}5, urdend formuli zx = ((z¢-1) konverguje

pro kadé zp € I a klgrclo T = T.

Poznamka: Pro diferencovatelnou funkci ¢ lze podminku (b) nahradit podminkou
(b')3q€(0,1): |F/(@)|<q Vzel

Podivejme se na souvislost predpokladd pfedchozi véty a volby funkce ¢ v jednotlivich
pFipadech pfedchoztho piikladu. o -, V&imné&me si jesté jedné skutednosti,
v poslednim p¥ipadé konvergovala 'metoda prosté iterace viditeln& rychleji nez ve tfetim
piipadé. Bylo to zplisobeno vlastnosti funkce ¢. Z geometrické piedstavy je ziejmé, Ze
metoda bude konvergovat rychleji, jestliZe bude graf funkce ¢ ,co nejvice vodorovny*,

tzn. ¢’ = 0. Skutetn& rychlost konvergence metody prosté iterace charakterizuje |¢'(z)|,
protoZze muZeme psét

o(Trs1) — ‘P(xk) _ Tky2 Tt

o' (zx) =~
Tr+1 — Tk Tpt1 — Tk

Poznambka: Resime-li metodou prosté iterace algebraickou rovnici
anZ™ + p 2" ..+ ayz+ap =0,

v

je vétsinou vhodné vyjadIit = z nejvy3si mocniny, tj.
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