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Kapitola 1. Uvod do numerické matematiky
Numericka matematika = véda, kterd se zabyva resenim matematicky formulovanych dloh pomoci lo-
gickych operaci a aritmetickych operaci s ¢isly o konecné délce.
‘ realny problém
|
i < VicAhvba matematického modeh‘.lm»:i'

zakony zachovani

matematicky model konstitutivni vztahy

i

urceni, které veli¢iny zname

matematicka aloha a které pocitame
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nezname metodu pro
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. _ zaokrouhlovaci chyby
implementace — o S

» analyza vysledk{
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Priklad
Realny problém intravenézni davkovani léku
Matematicky model

e nezavisle proménna je pouze Cas t

e Sireni latky neni zavislé na prostorovych proménnych

chyba metody (diskretizace)
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L. ° p‘opis pomoci diferencidlni rovnice
ol ac
dt

- _k-C

kde C je koncentrace latky v krvi a k£ > 0 je absorpcni koeficient
e pocate¢ni podminka
C(0) = Cp

chyba matematického modelu odpovida zjednodusujicim predpokladiim
Matematicka Gloha
e chceme vypocitat hodnotu koncentrace latky v ¢ase t €< 0, T >
Numericka tloha

e fesSeni hleddme pouze v kone¢né mnoha bodech
(diskretizujeme &as, to =0, t, =n - L, ty = T)
N je pocet déleni intervalu < 0,7 >
chyba diskretizace (metody)

Numerickd metoda

. .dc - " . .
e derivaci rry aproximujeme pomérnou diferenci

chyba diskretizace (metody)
Vypocet

g
Criz=(1— 5 k) -Cn, Co dino

zaokrouhlovaci chyby

Analytické fesenf
C(t)=Co-e T

napi: C(0)=10, k=1, T'=5 N=10
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Definice: Mgjme dany dvé mnoziny X (vstupni data) a Y (vystupni data). Predpokladejme, Zze X, Y jsou
Redlné hodnoty 777 Banachovy prostory. Ulohou rozumime relaci
CHYBY y=U(z), z€ X, yeY.
T ... presna hodnota
£ ... pribliznd hodnota
. _ . Definice: Rekneme, Ze Gloha je korektni na dvojici prostort (X,Y), kdyz
absolutni chyba ... A(z) = |z — Z| < a(z) eVeeXNyecY: y=Ulc) (zobrazeni),
odhad
relativni chyba .. R(z) — A(z) < r(z) e feSeni y spojité zavisi na vstupnich datech
\I\ —~—
odhad V{Zn}: Zn = T, U(Zn) =Yn: Yn — y=U(z).

Pozn.: P¥i odetitani ,blizkych" Eisel roste relativni chyba (ztrata platnych &islic)

|U«(l‘ +y) = a(z) + a(y) | Poznamka: Banachilv prostor = dplny + normovany

(ety) - GE+9)|<|z— & +§—yl Uplny prostor: metricky prostor, kde V Cauchyovska posl. u, C X ma limitu u € X

normovany prostor = mnozina X:
r(z+y) = a(z) +a(y) lz+y| -0, W a) X je linedrnf;
Y |z + | Y +

b) Vu € X — ||u]:
Pozn.: Nasobeni a déleni nemohou podstatné zvétsit relativni chybu llu]| >0, |lu| =0 u=0;
la(z - y) = lal -a(y) + |y - a(=)

llau| =

al-||lu|| Va€R;
llw+vl] < [jull + [lv

lzy — 29| = ey —Ey + By — 27| = [y(z — &) + & (y—9)| < |yl |z — & + [z]- [y — 7|
~z c) d(u,v) = [[u — v

|r(z y) =r(z) + r(y)| Poznamka: Protoze X,Y jsou Banachovy prostory, Ize spojitost zarucit podminkou

llyn = vlly < Lizn — 2[lx.
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Pozndmka: Nekorektni tlohy jsou tlohy, které nejsou korektni.
Nékdy je nekorektnost zplisobena pouze nevhodnou formulaci.

Definice: Uloha je dobfe podminéna, jestlize mala relativni zména ve vstupnich datech vyvola malou relativni
zménu FeSeni.

Cislo podmin&nosti dlohy y = U(z)

Tyl
% = aa]

2]

lAy]l
ly

Poznédmka: Je-li Cp, & 1 je tloha velmi dobfe podminéna.
V praxi hovotime o $patné podminéné tloze pro C, g 100.

ulohy
korektni nekorektni
dobfe Spatné
podminéné podminéné

Priklad 1
Posud'te podminénost (lohy urit hodnotu funkce y = sin(z)

a) v bodé 3,14;
b) v bodé -0,01.

a) Volime z =3,14, Az =0,01 <« mald zména na vstupu
(y =) sinz =sin 3,14 = 0,0015926
(y + Ay =) sin(z + Az) = sin 3,15 = —0,0084072
Ay =sin(z + Az) —sinz = —0,0099998 <« zména na vystupu
A
Relativni chyba na vstupu: M = 0,0031847

lz|
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i PR [ ']
Relativni chyba na vystupu: m = 6,2789149

Cp, =1971,6 — Spatné podminéna (loha

b) Volime z = —0,01, Az = 0,01
sinz = —0,0099998
sin(z + Az) =sin0 =0

Ay = 0,099998
Az
Relativni chyba na vstupu: % =1
A
Relativni chyba na vystupu: |29 ‘;r‘ =1

Cy, =1 —  velmi dobfe podminéna (loha

Pozndmka: Podivejme se na predchozi priklad obecnéji. Uloha mé tvar y = f(z).

Podle véty o stfedni hodnoté plati:
|Ay| ~|f'(z)] - |Az|

odtud:
‘ﬂ‘N \f'(z)| - |Az| _ ||z - f'(2) ,‘g
y |7 ()] f(z) z
Tedy
. !
o~ [2F@
f(=z)
v nasem pripadé: y=sinz = ¢y =cosz
_|zcosz — |zcotga]
P sing | =
6
nt
s
-6 4 -2 4 6
Sf
lim zcotgz = o0
z—T+
a . @
=cos0:-lim——=1-1=1

1m IT—; =
z—0+ sinz z—0SIN
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. WU nestabilnf metody (algoritmu) se relativné malé chyby v jednotlivych krocich vypoltu postupné aku-
Pozndmka: Podobné priklady (posudte podminénost dlohy uréit hodnotu): ', muluji tak, Ze dojde ke katastrofélni ztrat& ptesnosti numerického feSeni Glohy."
- PFi vypoCtu dochazi k zaokrouhlovacim chybam. Je proto vhodné vybirat algoritmy maélo citlivé na
a) |f(m) =z% z — 0, z>0| zaokrouhlovaci chyby.
_zf'(z)| _ |mazoTt|
Cp = @ | | 2= | ¢ Stabilni algoritmus
e dobfe podminény - malo citlivy na poruchy ve vstupnich datech
b) |f(z) —aresinz, 1, 2< 1| e numericky stabilni - malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb
. =2 Pozndmka:
! -
c, = zf'(z) _ 9"\/1512 _ 1 ( m ) Emi NP U stabilnich metod roste chyba vysledku s poétem krokii N nejvyse linearné
f(z) arcsin V1 - z? \arcsinz (v idedlnim p¥ipadé, kdy je znaménko chyby nahodné, zaokrouhlovaci chyba roste ~ +/IV).
-0t U nestabilnich metod roste zaokrouhlovaci chyba rychleji, napf. geometrickou ¥adou ~ g, kde |g| > 1.
o |flz)=z—-1,z—1
) | f(e) | L Piiklad 3
Co=— ‘ ‘ — 0 .
1 Reste diferenéni rovnici (rekurentni formule, nestabilni rekurze)
13 4 gL
P¥iklad 2 Tnt1 = ?zn - gzn—ly Lo =1, T1 = 3
Posud'te podminénost Glohy Fedit soustavu linedrnich algebraickych rovnic (pro a # =+1)
Snadno se ukéZze, ze FeSeni je z, = = (dosazenim).
zt+ay=1 3
az+y=0 P¥i numerickém vypoctu dojdeme k problémim (viz obr). Hodnoty z,, zaénou velmi rychle klesat.
- Pro vysvétleni ukazeme obecné feseni zadané diferenéni rovnice.
z(l-a?) =1
e charakteristicky polynom
13 4
M==N==2
1 3 3
= 3
Il =@ v e v v n+l 1371, 4n—1
(pfedpokladame Feseni A™: A"t = A" — A"
y= . a 3 3
1—o? e koreny
Necht vstup je hodnota a a vystup hodnota z. B4 J(B)2—4a.4 134 121 1
_ 3 3 3 _ 3 9 . o o
Pak A1z 5 = 5 vt A= g.)\z =4
2] adr a2, 2
C, = \‘Az‘ ‘ 2| Eda || — @ *1 o) _ 20 e obecné Fedeni .
a z ||~ 1 1-a? " @
‘T *k 1_ o2 l‘n:A~(§) +B-4
= pro a? — 1 je tato (loha $patné podminéna! .
1 0
*  viz predchozi pozndmka T == (g) n LR SR
xx dz _ d 1 _ 1 9 $1:E:A~(£)1+B~41:1~A+4-B:1
do “da\1_o%) "~ (1,a2)2(*a) 3 3 3 3
= A=1 B=0

Pozn.:  Matice vySe uvedené soustavy je pro hodnoty a blizké +1 skoro singulérni.
Pres pocate¢ni podminku B = 0 vzniknou vlivem zaokrouhlovacich chyb malé druhé komponenty FeSeni

oL Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT, pevna carka na 5 Cislic
STABILITA (PODMINENOST) ALGORITMU
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clc;
clear;
format short;

n=30;

x(1)=1;
x(2)=1/3;

for i=2:n
x(1+1)=13/3*x(i)-4/3*x(i-1);

end

plot(1l:n+1,x,’b-’,1:n+1,x,’ro’);

Priklad 4

Vypoctéte priblizné hodnotu

1 zn
Jn:/
A8 o 1)
0
Plati: . .
n 1 5 n n 1
/z"’ldz :/m (z+)dz:/ :c da:+5/:C dz
J z+5 J z+5 J z+5
S SR
1.7 1 Jn Jn—1
]2
n 0 n
Dale:

Rekurentni formule:
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6
J(]:lng

1
Jo=5-Ju 1+
n

Nestabilni algoritmus | ... vzdy 3ng: J,, <0 !

Proto je Iépe postupovat odzadu:

o dokazeme, e

1 1
e napt. zvolime Jigg = 0 a potitdme Jo_1 = —£(J, — 1)

Jioo =0

B

Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT E

clc;
clear;
format short e;

n=24;

J(1)=10g(6/5) ;
JJ(n)=0;

for i=1:n-1
J(i+1) = -BxJ(i) + 1/i;
end
for i=n-1:-1:1
JJ(i) = (1/i - JI(i+1)) / 5;
end

[J> JJ3°]
plot(1l:n,J,’b-?,1:n,J,’ro’);
hold on
plot(1:n,JJ,’m->,1:n,JJ,%g*’);
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omunikace s pocitatem
06
- Zadani v 10-soustavé.
T i - PFevod do 2-soustavy (po&itag).
o 1 - Vypolet (poéitac).
oer 1 - Zpétny prevod do 10-soustavy (potitac).
02 b - Vysledek v 10-soustavé.
01 .
Soustavy
0F —v/q -
\ ’ e desitkova
1 G © = £ % 1563 = (1 : 103) + (5 . 102) + (6 : 101) + (3 : 100)
obecné
5 1 N = (ag - 10%) + (ap_1 - 10¥7Y) + -+ - + (a; - 10') + (aq - 10%)
1.8232e-001 1.8232e-001 (NeN), ae{01,2,...,9}
8.8392e-002 8.8392e-002 znaceni
5.8039e-002 5.8039e-002 N = x5 1053 .. 0100
4.3139e-002 4.3139e-002
3.4306e-002 3.4306e-002 e dvojkova
2.8468e-002 2.8468e-002 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
1563 = (1-2 1.2 0-2 0-2 0-2 0-2 1.2 1.2 0-2 1-2 1-2
5 43956-009 9. 43956-002 (1-219)+(1-2%)+(0-2%)+(0-27) +(0-2°) + (0-2°) +(1-2%) + (1-27) +(0-2%) +(1-2") +(1-2")
2.1233e-002 2.1233e-002
1.8837¢-002 1.8837e-002 [(1563)1, = (11000011011), |
1.6926e-002 1.6926e-002
1.5368e-002 1.5368e-002
1.4071e-002 1.4071e-002
1.2977e-002 1.2977e-002 Binél’l’ll’ zlomky
1.2040e-002 1.2040e-002
1.1229e-002 1.1229e-002 Ize vyjadfit jako sumu se zapornymi mocninami dvou
1.0522e-002 1.0521e-002 ReR 0<R<1 d]- c {0, 1}
9.8903e-003 9.8964e-003 L )
9.3719¢-003 9.3414e-003 R=(di-27)+(d2-27%)+...+(dn-27") +...
8.6960e-003 8.8485¢-003 R=(0,dids ... dn...)s
9.1515e-003 8.3893e-003
4.2426e-003 8.0535e-003 L
2.6406e-002 7.3518e-003 Zapis Cisel
~8.65756-002 8.69576-003 - V desitkové soustavé (védecka notace)
4.7635e-001 0 0,000747 = 7,47 - 10~*
313,815 = 3,13815 - 102
- Strojova &isla
Zobrazeni &isel normalizovana pohybliva Fadova &arka (REAL)
T X==4q-2" 2 <q<1...mantisa, n...exponent
Motivace: — = 9998,55664
,; 10 ’ Pozndmka: Mnoho reélnych Cisel, které Ize v desitkové soustavé zapsat pomoci konecného poctu cifer,
e Lidé pouZivaji desitkovou soustavu. pro zépis ve dvojkové soustavé vyzaduje nekone¢né mnoho cifer.

e Pocitace dvojkovou.
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(0,7)10 = (0,10110); = 1-2 1 > 1.2 (44 L N~q .9 (4440 -

k=0 k=0
s k & ko1 1 1 1 16
— 914 9-3, 94 94, 2—4) — - 4 . .= =
+ ,;,( )+ ’g( ) 2+8 17%+16 15
N——
—16
15
1 2 1 15+442 21 7
T2 T s 30 10

Priklad:

Sestrojte vSechna strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4, tj.

z=q-2°, kdeq=0,didydsdy , ne€{-3,-2-1,0,1,23 4}

Abychom si lépe uvédomili jakou mantisou a jakym exponentem je urceno ziskané Cislo, uvedeme si je v
nasledujici tabulce.

q\n |[|-3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.1000, || 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8
0.1001,(/0.0703125 0,140625 0,28125 10,5625 1,125 2,25 45 9
0.1010,(/0.078125  0,15625 0,3125 0625 125 25 5 10
0.1011,|/0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1375 2,75 55 11
0.1100,|/0.09375 0,1875 0,375 0,75 1,5 3 6 12
0.1101,|/0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3,25 65 13
0.1110,|/0.109375 0,21875 04375 0875 175 3,5 7 14
0.1111,|/0.1171875 0,234375 0,46875 09375 1,875 3,75 75 15

Ziskana Cisla si je také vhodné vykreslit na Ciselnou osu, ziskame tak prehled o jejich rozlozeni. Snadno
zjistime, Ze Cisla nejsou rozloZena rovnomérné.
1 : : ‘ : : :

05 q

or 5000580

-0.5F B

-1 I I I I 1 I I I
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

pomocna funkce v MATLABu
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function [A,P]=stroj_cisla(cisel mantisy,exponent,zobraz) ;
%
% [A,Pl=stroj_cisla(4,-3:4,1);

for i=1:length(exponent)

for j=0:27(cisel_mantisy-1)-1
zaklad=dec2bin(j);
zakladstr=num2str (zaklad) ;
for k=1:cisel_mantisy-length(zakladstr)-1

zakladstr=strcat(’0’,zakladstr);

end;
zakladstr=strcat(’1’,zakladstr);
zaklad=bin2dec(zakladstr)*2~ (-cisel_mantisy) ;
A(j+1,i)=zaklad*2 " exponent (i) ;

end;

end;

[k,1]=size(A);
P=sort (reshape(A,1,k*1));

if zobraz==
figure(1);
plot(P,zeros(size(P)),’ro’);
pr=(P(k*1)-P(1))/20;
hold on;
plot ([P(1)-pr,P(k*1)+pr], [0 0],’b-’);
end;

format short g;

Priklad 5:

Uvazujme mnozinu strojovych Cisel vygenerovanou v predchozim prikladu

(tj. strojova &isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

zobrazit, v pfipadé shody na vétsi.

. L. . ., 1 1
Ukazme si, jak se v tomto stroji se¢tou Cisla 10 a 3

Viysledky ziskané z MATLABu
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Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4
Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.100000 0.1101 x 2°-3 0.1015625
B = 0.200000 0.1101 x 27-2 0.203125
obrazA+obrazB=
0.3046875 0.1010 x 27-1 0.3125
A+B= 0.300000 0.1010 x 2°-1 0.3125
Poznamka:

V tomto prikladé se shodoval obraz pfesného vysledku s obrazem souétu obrazii jednotlivych scitanci.

Ptiklad 6:

Uvazujme mnozinu strojovych Cisel vygenerovanou v predchozim prikladu
(tj. strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

Predpokladame, Ze pocitac zobrazi Cislo na nejblizsi Cislo, které Ize

zobrazit, v pfipadé shody na vétsi.

. . T
Ukazme si, jak se v tomto stroji sectou Cisla = a 5

Vysledky ziskané z MATLABu

Numerické metody
Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

Cislo A = 0.300000

Cislo B = 0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.300000 0.1010 x 27-1 0.3125
B = 0.166667 0.1011 x 27-2 0.171875
obrazA+obrazB=
0.484375 0.1000 x 270 0.5
A+B= 0.466667 0.1011 x 270 0.46875
Poznamka:

V tomto prikladé se obraz presného vysledku s obrazem souctu

obrazii jednotlivych s¢itancti neshodoval !

Chyba vypoctu:

7 s 14-15 1 _
— —0,1000, - 2° = = —_— =-0,03
15 30 30
Relativné:
= 1
S = gl m
14 LA

-
o

Ptesnost pocitace
o Vymezime-li pro mantisu 24 bitii, ziskdme 7 desetinnych mist (2%* = 16 777 216).

e Vymezime-li pro mantisu 32 bit, ziskdme 9 desetinnych mist (2% = 4294 967 296).

Zakladni formaty:

‘Formét H Bytes‘ Bitli pro mantisu ‘ Bitd pro exponent‘
Single 4 24 8
Double| 8 53 11

Priklad:

e Uvazujme format SINGLE , tj. 24 bitd pro mantisu.

% = 0,00011, ~0,110011001100110011001100, - 273.

Chyba zobrazenf je 0,T100, - 2 *"(= -2 *)~5,96-10 °.
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100000 {
w10
Chyba musi byt vétsi nez 100000 - 5,96 - 10~° = 5,96 - 10~4.

e Mame-li pocitat , dostaneme ve formatu SINGLE 9.998, 55664.

Ve skutecnosti je chyba jesté vétsi, nebot se v priibéhu vypoctu musi ¢aste¢né suma zaokrouhlovat dolii
nebo nahoru, jak suma roste, pozdéji pric¢itana Cisla % jsou oproti sumé mensi a jsou tedy pocitany s mensi
presnosti (viz nasledujici pfiklad).

Priklad: | Ve formatu SINGLE seététe &isla 10000 a 0,1.

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 0 desetinnych mist
Cela cast ........... 10000
Desetinna cast ...... 0.000000

prevod_cele_casti =

10000 : 2 = 5000 : 2 = 2500 : 2 =1260 : 2 = 625 : 2 =312 : 2 =
0 0 0 0 1 0

=166 : 2 =78 : 2=39 : 2=19 :2=9 : 2=4:2=2:2=1
0 0 1 1 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10011100010000.

(10000)3, = (10011100010000), = 0, 100111001 - 24
(21 = 16384)

10000 ... 0,1001 1100 10000000 00000000 - 24

0,1 ... 0,110011001100110011001100 - 2-3

0,1 po SHIFTu ... 0,000000000000000001100110 - 214
—(01100110), - 2.2 = (64 + 32+ 4+12) - 2710 =

_ 102 __
= 102 — 0,099609375

10000 + 0,1 ... 0,100111001000000001100110 - 2

Cislo 10000 je zobrazeno presng.

Chyba zobrazeni 0,1 po SHIFTU je = — 22 = 0,1 — 0,099609375 = 3,90625 - 10~*

Shrnuti:
10000 + 0,1 — vysledek s chybou 3,90625 - 10~*

(v sumé z motivacniho pfikladu jde o jeden krok)
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skript v MATLABuU

s=0;
h=single(1/10);

for i=1:100000
s=s+h;
end;
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Formulace:

Je déna funkce f : R — R definovana na intervalu (a, b). Hleddme z € (a, b) tak, aby f(z) = 0.
(z ...kofen rovnice)

Poznédmka:

Najit presné fesSeni analyticky je mozné jen ve velmi jednoduchych ptipadech, napt. pri feSeni linearni
rovnice 12z — 3 = 0, pti FeSeni kvadratické rovnice 4z? — 5z + 8 = 0 nebo nap¥. pti FeSeni rovnice sin 5z = .
Proto je nutné pro nalezeni kofenl pouzit néjakou numerickou metodu.

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat jsou zaloZzeny na itera¢nich principech. Pro kazdou
iteracni metodu nas budou zajimat odpovédi na dvé otazky:
e Konverguje posloupnost iteraci ke hledanému korenu?
e Jestlize ano, jak rychle?

Véta:
Predpokladejme, Ze
(i) realnd funkce f je spojita pro z € (a,b),
(i) £(a).f(8) < 0.

Potom existuje aspon jedno Feseni z rovnice f(z) = 0 na (a,b).

Vétu ilustruje nasledujici obrazek.

Y f(a)

Startovaci metody

e metoda pileni intervalu

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

e metoda prosté iterace

Zpresiiujici metody
e Newtonova metoda

metoda secen

e Mullerova metoda

Metoda prosté iterace

Vsechny (jednobodové) iteraéni metody Ize poklédat za specialni p¥ipad této metody.

Princip:
e piivodni rovnici | f(z) = 0| prepiSeme na tvar |z = p(z)
e existuje celd fada moznosti, jak to udélat!

e na konkrétni volbé funkce ¢ zavisi
konvergence metody
rychlost konvergence

Algoritnus:

1) Zadame zo € (a,b), € > 0

2) Zpp1 = p(zk)

3) Je-li |z1 — 2| < €, pak = 241, KONEC
jinak jdi na 2)
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I
=X . 4.5 I
4 y =z .
4r |
I
1= (,0(330) ss I i
__________________ - - - T = |
3l
I I !
! ! 25} !
| | !
| | ok |
| | |
| I 15 I
______ | i
I I I 1t I )
I I I I S
| | | 05t v
o | I [ SR i Sl VY AN
0 7
Py | | ez
! : ! ! 0% 0 05 1 15 2 25 & a5 4 45 5
— | | | | |
[ [ [ [ o
4 L 1 4 L 2. zplsob:
r I3 T2 Z1 To Pame0 _ [, _ 10 b olz)= 10
T @ T Zihz| ¥ YT s
Priklad 1
Metodou prosté iterace najdéte na intervalu (1,4) FeSeni rovnice [1] ; :23;9554 Podobné jako v predchozim pripadé, zde
2 10 : je 2. iterace £ mimo zadany interval a
z:+Inz— — =0. 2| 4.3852 X X .
T metoda prosté iterace opét nekonverguje.
7 Y Vol ved tho | ot 3| 0.4829
a pocatecni iteraci volte stred zadaného intervalu, tj. zo = 2,5. 4| —202122

Reseni
Ukazeme si 4 zpiisoby prepisu rovnice f(z) = 0 na tvar z = ¢(z).

1. zplsob:

0 (10 z2>
0 2 ==
lnanzzfz:2 = |z=ez )| 4y p(z)=e\Z

Jiz prvni iterace z; je mimo zadany interval,
navic druha iterace z, je velmi velké &islo
a proto metoda prosté iterace nekonverguje.

0 2.5
1 0.1054
2| 1.5845 - 10*
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5r 2 +zlnz -10=0 = |z=+¢10—zlnz| t. ¢(z)=+v10-zlnz
a5t
L 4r /
4
/
Y y=x
3.5F 35F V%
3r 3 ////
[ /
25F ///
25 = o) Vs
2r 0| 25 y=o\ /
'k 1] 1.9755 2r Pk
2 | 2.0532 P
1k 3 | 2.0427 151 Y4 ! |
4 | 2.0441 S/ ! |
05f 1k / ! |
5 | 2.0439 y i
I
ol— I / [ I
0.5 // f !
_0;%.5 o g |! ! r
/ TE T
3. zplisob: _05 L . L . . . . . . )
-05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

V tomto poslednim ptipadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z velmi rychle. To dokazuje
ten fakt, Ze kdybychom pouzili pro zastaveni podminku, aby absolutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich
iterac byla men&i nez 1071 potfebovali bychom k tomu pouze 10 iteraci.

0 2.5
1 | 1.7560 Poznamka:
2 | 2.2653 Chovani metody prosté iterace je zavislé na zvoleném predpisu pro funkci ¢ = ¢(z). Porovnanim grafii z
3 | 1.8965 predchoziho prikladu Ize usoudit, Ze je vhodné, aby se funkce ¢(z) co nejvice blizila konstantni funkci.
4 | 2.1524
5 | 1.9696 Véta (Postacujici podminky konvergence metody prosté iterace.)
6 | 2.0974
7 | 2.0067 Predpokladejme, Ze je funkce @ na intervalu I = (a, b) spojitd a plati:
8 | 2.0704 (@)Vzel:p(z)el (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),
9 | 2.0254 (b) 3g € (0,1) : |o(z) —@(y)| < gl —y| Vz,yel (funkce ¢ je kontrakce).
10 | 2.0571 Blstictin
1; 3823; 1) v intervalu I existuje pravé jeden kofen a rovnice z = ¢(z),
13 2'0393 2) posloupnost {z}52, urtend formuli z = @(zx_1) konverguje pro kazdé zo € I a limy o Zx = .
14 | 2.0472
X
15 | 2.0416 o Pl ! Diikaz
16 | 2.0455 / T1T T
17 | 2.0428 . . . . ‘ . ‘ . . ‘ 1) je disledkem podminky (a) a spojitosti ¢
18 | 2.0447 35 0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
19 | 2.0434

V tomto ptipadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z, rychlost “zahus$tovani” byla oviem
mala.



Numerické metody
Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

Numerické metody
Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

lze, lze +spojitost y=x
nelze /
b— Poznamka:
Podivejte se na souvislost predpokladli predchozi véty a volby funkce ¢ v jednotlivych pfipadech prikladu
1.
L
Poznamka:
Pro diferencovatelnou funkei ¢ Ize podminku (b) nahradit podminkou
E (b') 3¢ €(0,1): |¢'(z)|<q Vz €I
Poznamka:
Rychlost konvergence metody prosté iterace je charakterizovana |¢'(zi)|, jelikoZ Ize psat
&
= 0 o'(zi) ~ 0(Zr11) — o(zx) _ Try2 — 2k+1_
a b a b Tpp1 — Tp Tyl — Tg
= ¢(z)>a, p(z)<b Vz€E (a,b)
= musi platit Poznamka:
a a b ] 0
v(a) » ¢(0) Souvislost *“zahustovani iteraci” a hodnoté ¢’
p(a) <b, p(b) > a
a) S1 = |z —Zeaa| § [Tk-1 — Tr_g
plyne z vlastnosti (b)
Il ] |
DK sporem: Predpokladejme, Ze existuji 2 rlizné hodnoty a; # ay takové, Ze j?k:—Q i;lc 1 Il‘k
o = p(), = p(as)
Potom plati: b) ¢g=0 = |zpz—zi1| < |Tre1 — Te o
ay —az| = |p(an) — W(al)‘éQ' oy — al‘\</‘a2 —
(b) spor
- H
Tk—2 Tk L1
2) Plati:
Ty, = ¢(Tx-1)
o = ¢(a)

po odeclteni:
T, — a = p(zi-1) — p(a)

26— al = lp(os1) - P(@)] < q-|ous — o

b)

|z, —a| < q-|z0 — @

Zz*£"‘§‘1“¢1*°“§‘12“10*a

lzx — a| < ¢* |zo —a  Vzo € (a,b)
S—

(**)  konst

(x*) ¢ = 0 pro k — o0 (|g < 1)

Poznamka:

Jak bylo fe¢eno hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci neodpovida obecné chybé ptiblizného reseni.
Geometricky si to |ze predstavit takto:

(%) -

TpTg-1Tg—2 T

&)

Odhad chyby metody prosté iterace

e Méme konvergentni proces z = @(zx_1), k=1,2,...
e  Presné feeni a spliiuje vztah o = p(a), klim Iy =0
—00
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Po odetteni dostaneme  z, —a = ¢(zx 1) — p(a) ris ‘ " vze (0,4) : lp'(z)| < 1
tj. |zx — af = |p(ze-1) — 0(a)] — i <1
v 14 Y s . . , . 2z + 4
e Ptedpoklddame, Ze ¢ je lipchitzovska s konstantou g € (0, 1), tj. musi platit: 1
— <l
le(ze 1) —w(@) <g-|zx 1~ — 2v/z + 4
e Daile pouzijeme A nerovnost: 1<2y/z+4
\zk,lfa\:\zk,lfmk+mkfa\§\mk,lfmk\+\zk7a — 1 <4z + 16
e 7 poslednich 3 vztahii dostaneme: —15 < 4z

|zv — o <g-lzk 1 — 2|+ ¢ |z — 2 e Vlastni vypotet:

volime 2o = 2 a pro zastavovaci podminku hodnotu € = 0.001.
1

(1-q) |ze — | < g |Te-1 — Tk /- ——>0
q 0 2
Ty —a| < —— - |Zp_1 — T
low —al < 73 - |- — 1| 2.4494
2| 2.5395 = i = z5 = 2.5613
e Pouzijeme-li zastavovaci podminku 3 2.5572
‘Zk — Ekfl‘ < @&y 4 | 2.5607
5 | 2.6613
potom plati odhad chyby
|z — a| < g z €
d e Odhadnéme velikost chyby priblizného Feseni predchoziho prikladu.
Graf funkce ¢(z):
Priklad 2
Pomoci metody prosté iterace Feste na intervalu (0, 4) rovnici
z—-+vz+4=0.
presné TeSent. !
z=+vz+4 /2 i
2=z +4 i
5 |
z°—-z—-4=0 !
|
1+ /17 !
Tip= 5 = T1~25615, 1z~ -1,5615 ¢ (0,4) |
- |
|
g - : - 7
e Rovnici prepideme na tvar: = /z + 4 0 4
o(z)
e Ovéfime splnéni predpokladii véty o postalujicich podminkach konvergence metody prosté iterace:
(a) vz € (0,4) : 0<Vz+4<4 Plati:
1
0<z+4<16 0 = m kladna klesajici funkce
—4<z<12 T EVER g_ 1
=% = =(=(z+4) 2)=——FH(z+4) 2=———+— <0
("= GG+ Y = et F= s <0)

4



KMA/NM
13.2.2013

Numerické metody
7~ Josef Danék

/ _ 1 o i o . '
max [¢/(z)] = |¢/(0)] = 5 — ¢ podminka (b’)

Zvolili jsme € = 0,001 a proto plati odhad chyby:

1

|zs — a < ﬁ.o,om = 0,000333
4

Definice: Rikame, ze posloupnost z; konverguje k ¢islu o rychlosti 7, jestlize pro k — oo
|Zk41 — | = ¢z — af + Oz — af ).

Mluvime o asymptotické rychlosti konvergence (k — o).

Poznamka:
_ f(z)| . .
f(z) =0(g(z)) proz »a & 2@ je omezend (a nenulovd) pro z — a.
Priklady:
5 o
a) |zs-sinz:0(zs) pro z—)oo| & w =lsinz| <1 proz — oo
@
5 .
b) |z5-sinz:0(z5) pro a:—>0|c> w:ﬁﬁl proz — 0
@

Rychlost konvergence metody prosté iterace
Je-li funkce ¢ dostatecné hladka, mizeme napsat jeji Tayloriiv rozvoj v bodé o a potom pro £ = z; 1

plat: 1 i
olzis) = 9(0) + (@) @is ~ o) + £ Dy —a) + L (e — )

T —a=¢(a)(Tr —a)+ <p”§a) (The1 — @) + @(zk,l —a)?

o je-li ¢'(a) # 0, potom
T — a = ¢'(a)(ze1 — @)t + O((zk_1 — @)?)

= rychlost konvergence je fadu 1

o je-li ¢'(a) =0 a ¢"(c) # 0, potom

2o o= Do, —a) +O((ws —a))

= rychlost konvergence je radu 2

Newtonova metoda

Predpoklady:

Necht v intervalu I = (a, b) leZi jediny jednoduchy kofen Z rovnice f(z) = 0. Jelikoz mluvime o zpFesfiujici

KMA/NM
13.2.2013
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.. ® metode, predpokladame, Ze mame zadanu nultou iteraci zo € I, kterd je relativné blizko hledanému FeSeni.
‘, Vyjadfime Tayloriiv rozvoj funkce f v bodé z,. Pritom predpokladame, Ze existuji prislusné derivace funkce f.

@)= (o) + Fe0)e —20) + 2Oz 20

Rovnici f(z) = 0 nahradime linedrni rovnici
f(zo) + f'(zo)(z — o) =0

Ta ma kofen

;= 1Ty — f(20)
f'(20)
Cely postup opakujeme a dostdvame iteraéni formuli
f(zx)
Tpy1 = Tp —
k1 k F(ze)

Geometricky vyznam Newtonovy metody:

Kfivku y = f(z) nahradime te¢nou ke grafu v bod& z;, a hodnotu zj; ziskdme jako priiseik te¢ny s osou
z. Proto se také Newtonova metoda nazyvd metoda tecen nebo metoda linearizace.

Poznémka:

Jako zastavovaci podminku Ize nap¥. volit |zx41 — Zx| < & nebo |f(zi)| < 4.

Poznamka:

Algoritmus Newtonovy metody je specialnim pfipadem metody prosté iterace. Za funkci ¢ jsme volili funkci

i@
o) =2~ fgy
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g 1 f”(E)‘
mgew - <C Vnel
R . hib k N d 2| /o)
ychlost konvergence Newtonovy metody (Ur¢it C mize byt obecné problém.

1. zplisob odvozeni (Newtonova metoda jako specialni p¥ipad metody prosté iterace) Oznadime-li €, = 2 — o chybu k-té iterace, potom z (*) plyne

lexra] < Clexl’, tj. [Cerpa| < [Cex?

Rychlost konvergence zavisi na ¢'(ax), resp. ¢"(a) ... (viz dfive).
Plati: i)
@
p(z)=z— @) |Cex| < |Ceol?
R B N Y B Y (Cea| < [Cerf < ((Ceul
(F? (2 |Ces| < [Ceal* < ((ICe0l*)?)?
¢'(a) =0, protoze f(a) =0
e (1" + £5") (P~ L1720 ek et
@' = (7 Dostavame odhad chyby:
1 -
FPf @) , x| < L(Ceul
() = ()" = Fla)’ protoze f(a) =0 c
Postacujici podminka konvergence:
Plati tedy ¢'(a) =0 a obecné ¢"(a) # 0 == rychlost konvergence je radu 2. Plati  |e1] < Cleo|® = Cleq| |eo]
=

#
Pokud bude # < 1, dostaneme kontrakci.

2. zplisob odvozeni
Pomoci Taylorova rozvoje funkce f v bodé & (necht existuji f'(z) a f"(z) v I): [Ceol =[IC(a = 20)] <

[Cla—zi1)| <|C(a—z0)| <1, tj. |[Cei| <1
- o v

€1 €0

£(z) = £(zs) + £(z5) - (2= 20) + 5 - (&) - (o = 20)"
Dosadime za z presné feSeni a (tj. f(a) = 0)

£(0) = fleo) + £'@n) - (@~ z0) + 5 - /'(€0) (&~ ao)’

-0 Pro “velkou” hodnotu C' musi byt pocatecni iterace z, “velmi presna”.

Vydélime f'(zq) # 0:
f(zo) N N 1 f”(fo)( 2 Véta (Postacujici podminky konvergence Newtonovy metody.)
= o —To+ = a—z
L) "7 27 @ 10)
= -z Je-li f'(z) # 0, f" neméni znaménko v I = (a,b), plati-li f(a)-f(b) <Oa ) < b—a, 70) < b-—a,
potom Newtonova metoda konverguje Vz, € I
_ 1 f"(%) >
B-a = g F(zo) (o — z0)
Proces opakujeme: Platnost tvrzeni Ize ovéfit pomoci nasledujiciho obrazku.
_ 1f"(&) 2
Tpy1 — Q T 2 f(zy) (o —z4) (%)
chyba k + 1 iterace kvadrat chyby
k-té iterace

= rychlost konvergence = 2

Necht platf
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=0

LI -70 _ . _ 1@
napr. ﬁff(b) = bfcffl(b)

Praktické pravidlo pro odhad presnosti:

Je-li |a—zx| < 10 ¢ potom |a — zp 4] < 10 4.

(pokud jsou spInény predpoklady pro odvozeni metody)

Poznamka:

Dosud jsme Tesili nelinearni rovnici pouze v R. Algoritmus Newtonovy metody miiZzeme vSak pouzit i pro
feSeni dané rovnice v oboru komplexnich cisel.

Pfiklad 1
Newtonovou metodou feste v komplexnim oboru rovnici

224+ 2=0, z=z+1y, z,yER

Iteracni formule bude mit tvar
2t + 2
4z3 +1

Zk+1 = 2k —

Je zfejmé, Ze dana rovnice bude mit 4 Fesent:

+ 2

1 /3.
ty ===
2 2

0, -1, 1

N | =

Numerické metody KMA/NM
® ;- Josef Dangk 13.2.2013

Re&ime-li danou rovnici Newtonovou metodou pro konkrétni potatecni aproximaci ze &tverce (—2;2) X
(—2;2), dostaneme jedno ze ¢ty¥ uvedenych FeSeni. Obarvime-li bod pfedstavujici po&ateéni aproximaci riiznou
barvou, podle toho k jakému feseni dospéjeme, ziskame fraktalovou strukturu.

Pokud vykreslime pro kazdy pocatecni bod pocet iteraci nutnych k rozhodnuti, ke kterému z moznych
korenli metoda konverguje, dostaneme nasledujici obrazek (tmavé odstiny znamenaji maly pocet iteraci, svétlé
odstiny velky pocet iteraci).
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Priklad 2
Newtonovou metodou Feste v komplexnim oboru na étverci (—1.2;1.2) x (—1.2;1.2) rovnici

22 4 744/6112% — 86/160572* + 25/357 = 0

Koreny:
0.8 . T T T T T T T .
—0.75 4 0.754 ol * *
—0.75 — 0.752
0.75 + 0.75¢ 041
0.75 — 0.75% " .
—0.65 + 0.25% o2y
—0.65 — 0.25% o |
—0.25 + 0.65¢
—0.25 — 0.652 -0.2f . . B
0.25 + 0.652
0.25 — 0.657 041 1
0.65 + 0.251 el ]
0.65 — 0.252 bl *
08 * ) *

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
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f(z)

Definice: KoFen a rovnice f(z) = 0 ma nasobnost s, jestlize |0 # g(a) < oo |, kde |g(z) = @ o)

Modifikovana iteracni formule

a
Tpy1 =Tk — S f,( ) jiz opét kvadraticky iteracni proces
f'(zx)
$3
pro predchozi priklad: By = By — 3—1“2 =z, — T, =0

3z,
nevyhoda - musime znat nasobnost s

Jiny pfistup pro hledani nasobnych kofeni

Je-li & s-nésobny kofen rovnice f(z) = 0, potom je & (s — 1)-ndsobnym korenem rovnice f'(z) =0 a
tedy jednoduchym kotrenem rovnice
f(z)

T @)

9(z)

D.cv: g'(z) =7

Aitkentiv proces

Konverguje-li itera¢ni metoda linearné, Ize pomoci Aitkenova procesu urychlit konvergenci.

Poznamka: Plati
atl:
P¥i odvozovani Newtonovy metody jsme predpokladali, ze f'(a) # 0, tj. a je jednoduchy kofen. Q@ — Zap: = Crra(a —2x), [Ch| < 1|
Piiklad: kde |Ck| — C je asymptotickd konstanta chyby.
Pomoci Newtonovy metody najdéte koren rovnice 4 Jsme-li blizko limity, jsou &isla Cj priblizné stejna a lze psat
a— 1z ~Cla—1x), €] =C
Y
23 a=0 ... trojnasobny koren Pro dal¥ iteraci
fzx) a— Tpp = Cla — Tpiq)
Trt1 = Tk — o _
f'(zx) Po vylouceni C:
g O — Ty O — Ty
k =
Ik+1:11k*m a— Ty O — Tpyq
T 3 (a — Trsz) (@ — 2) & (@ — Tps1)?
_ 2 e 1 M
Tpp1 = szk = rychlost konvergence je 1 !!! 0 — 0Ty, + Tira) + TuTira ~ O — 20Tpsy + ziﬂ
TpTiin — Thyy N Q(Tk — 2Tps1 + Thyo)
2 2 2 1 TThia = Thi
T =-Tpx Na=-a = (zpn—a)=-(zx—a Ay — e AR
k1 = 3Tk 3 (T2 — @) 3( ) T — 2Tjr1 + Tipo
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.
To, 1,y — O =: s gt | krok | x(k) | dx(0)=x(-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
T3,T4,T5 — Q =:Tg | 0 | 3.000000 | | |
| 1| 1.732051 | -1.267949 | |
| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 3| 1.112973 | -0.203101 | 0.488251
| 4 | 1.054975 | -0.057997 | 0.285559
Piklad 3 | 5] 1.027120 | -0.027855 | 0.480285 |
Pomoci metody prosté iterace Feste rovnici 2 — z = 0. PouZijte prepis , po&atedni iteraci Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
zo = 3 a zastavovaci podminku |z — z5_1| < 107°. | 6 | 1.001378 | 0.z | R |
| 7| 1.000689 | -0.000689 | 0.026771
vysledky ziskané v MATLABu | 8 | 1.000344 | -0.000344 | 0.499742 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| krok | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx (k-1) | | 9 | 1.000000 | ~0.000344 | 0.998968
| 10 | 1.000000 | ~0.000000 | 0.000344
| 0 | 3.000000 | | |
| 1| 1.732051 | -1.267949 | |
| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
| 3| 1.147203 | -0.168871 | 0.405963 [ Ptiklad 4
| 4| 1.071075 | -0.076127 I 0.450800 | Pomoci Newtonovy metody feste rovnici 22 — z = 0. PouZijte pocatecni iteraci £, = 3 a zastavovaci
| 51 1.034928 | -0.036148 | 0.474833 [ podminku [z, — Zx_y| < 10-5.
| 6 | 1.017314 | -0.017614 | 0.487272 |
| 7 | 1.008620 | -0.008694 | 0.493600 | vysledky ziskané v MATLABu
| 8 | 1.004301 | -0.004319 | 0.496791 |
| 9 | 1.002148 | -0.002153 | 0.498393 | | krok | X(k) | dx(k)=x(k)—x(k—1) | dX(k)/dX(k_l) |
| 10 | 1.001073 | -0.001075 | 0.499196
|11 | 1.000537 | -0.000537 [ 0.499598 [ lol oL ' ' '
|12 | 1.000268 | -0.000268 [ 0.499799 [ S S0l ' =1, A00000 ' '
| 13 | 1.000134 | -0.000134 | 0.499899 I b2 Lo ' 0, B8 ' Dogiptie
| 14 | 1.000067 | -0.000067 [ 0.499950 [ bosl o 0R0EIEE ' ~Uoztlzen ' Dotlelaies:
| 15 | 1.000034 | -0.000034 [ 0.499975 [ el i ' s ' Do leloh 2
| 16 | 1.000017 | -0.000017 | 0.499987 | | 5 | 1.000002 | -0.001522 | 0.038959 |
|17 | 1.000008 | -0.000008 [ 0.499994 [ b6l LR ' 0o ! Doltltnir

Predchozi vipotet urychlete pouitim Aitkenova procesu. Rych!qst kovn.v.ergfenc? Newtonovy metody,je 2, tj. pro urychleni nelze pouzit Aitkenidv proces. Pokud
bychom jej pouzili, vypolet se naopak zpomali.

vysledky ziskané v MATLABu
vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x (k) I dx(K)=x(k)-x(k-1) |  dx(k)/dx(k-1)
| 0 | 3.000000 | | |
| 1] 1.800000 | -1.200000 | |
| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 3| 0.771429 | -0.474725 | 0.857143
| 4 | 1.096241 | 0.324812 | -0.684211
| 50 1.007767 | -0.088473 | -0.272383 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 6 | 1.026707 | 0.018940 | -0.214073
| 71 1.000677 | -0.026030 | -1.374350
| 8 | 1.000000 | -0.000677 | 0.025995 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 9 | 0.999982 | -0.000018 | 0.026688 |
| 10 | 1.000000 | 0.000018 | -0.974664
| 11 | 1.000000 | -0.000000 | -0.000018 |

Nevyhody Newtonovy metody

e zadana funkce f musi byt diferencovatelna
e derivace se primo vyskytuje v iteracni formuli
e v kazdé iteraci musime kromé funkéni hodnoty poditat také hodnotu derivace

Pro odbourani posledni vlastnosti mizeme za predpokladu, ze se derivace f’ na okoli kotene pfiliz neméni,
Newtonovu metodu modifikovat tak, ze hodnotu derivace vypocteme pouze jednou, tj. v bodé z, a polozime

f'(zx) = f'(z0).

Dostaneme iteraéni formuli modifikované Newtonovy metody

f(zx)

LTI gy |

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné, nahradime v iteraéni
formuli derivaci f'(z) diferenénim podilem

Filzn) ~ f(zi) = f(zea)

Tp — Tg-1

Dostaneme iteraéni formuli metody secen

Tp — Tg-1

flazx) — flzx 1) |

Tyl = T — f(zk)

Geometricky vyznam modifikované Newtonovy metody

Telny ke grafu v bodech [z, f(zx)] nahrazujeme pfimkami rovnob&Znymi s te¢nou ke grafu funkce y =

Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

VL f z) v bodé [o,f(zo)}'

Y

|
|
|
y
I3/ T /I

T Ty To

Poznémka:

V této modifikaci potitdme pouze jednu hodnotu derivace f'(zo), a proto je tento postup vhodny je-li
derivace f'(z) slozita. Neméni-li f'(z) a f”(z) znaménko, je mozné dokazat konvergenci této metody.

Geometricky vyznam metody secen
Méjme dvé dobré aproximace z;_; a z kofene Z rovnice f(z) = 0. Kfivku y = f(z) nahradime pfimkou

(se¢nou), kterd prochézi body [zx_1, f(zx—1)] a [zk, f(z)]-
Dalsi iteraci 1 ziskame jako prisecik se¢ny s osou z.
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Poznamka:
Pro zahdjeni vypoctu potrebujeme znat 2 pocatecni aproximace, ale na rozdil od Newtonovy metody
pocitdme v kazdém kroku pouze jednu novou funkéni hodnotu, coz je Gspora Casu.

Poznamka:
Metoda seCen ma obdobny algoritmus jako metoda regula falsi, nepozadujeme vsak spInéni podminky

Rychlost konvergence metody secen

Odvozuje se podobné jako u Newtonovy metody. Necht plati

1(f"(8)
zf,(n)‘gc vé,nell

Potom
lenta] < C - lex| - [ex 1l

Naznak odvozeni:

KMA/NM

Numerické metody
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)~ Josef Danék

=y
Oznaéme di = Clex| , potom

diy1 < drdyg.

Necht &isla dp a dy jsou rovna &islu d < 1 nebo mensi, potom dosa-
zovanim dostavame

dy < dydo < dd = d?

ds < dydy < d?d =d?
dy < dsdy < d®d?=d°
ds < dyds < d°d® = d®

dry1 < d™ 1, kde gy =g+ ngg, Ny =1, ng=1.

Rekurentné dand posloupnost n; definuje tzv. Fibonacciova Cisla.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

=o+1
Pro jeji koreny plati:
_1+v6. [ 1618
2= 797 —o618

Snadno se ovéfi, ze explicitni vyjadfeni pro n; je nasledujici

- 0]

Hledany rad metody 7 potom ziskame ze vztahu

dis1 A di,

tj. po zlogaritmovani

_ logdyyr _ logd™  myyg

= = = k .
logds _ logd™  m ' POFT®
1 [(148 k+27 1B kt2
fim T g 7 | (45%) (%) V5
koo T ,CL k+1 _ k+1] T 2
© Ny © 1 (1+J§) _ (1 JE)
NG 2 2

Pro rychlost konvergence tedy dostavame
1
7= 5(1 +6) =1,618  (pro k — o0).
Poznamka:

Metoda secen je tzv. dvoukrokova interpolacni metoda, analogicky lze odvodit tfikrokovou interpolaéni
metodu, kterou nazyvame Mullerova metoda.



KMA/NM Numerické metody KMA/NM

Numerické metody
Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
Geometricky vyznam Mullerovy metody 1
Méjme t¥i dobré aproximace Z_», Zx_1 a Zj koftene z rovnice 2) a = Z
f(@)=o. 5 ) :
Yy | Yy
Kfivku y = f(z) nahradime parabolou (kvadratickou funkei), kterd prochazi body ) / ) /
(@2, F(@k-2)] [2a1, f(@r1)] @ [2h, f(2k)]. /
Dalsi iteraci 41 ziskdme jako priisecik paraboly s osou z. (Ten, ktery je blize k zy.) s ’,/ R /."
/ /
2 / 2 /
= x) \ / " /
y y = f( N\ | )
I
| - -2 -1 o 1 2 3 4 5 - -2 -1 ] 1 2 3 4 5
I
|
I
|
! ! 3) a=0 4) a=-1
| |
| | s s
| | y' 1 Y
| | x 4 / 4 /
| , / /
/ 3| /
Tr_9 Tr1 ITx Th Z’E\ : / /
. J/ 2 P’,”
\ // , \ /“
\ \ /a/ \ / /' T
"/ T E g ¢
: V4 ' N4

Prostfedky MATLABuU pro FeSeni nelinedrnich rovnic I o 1 2 3 . s ER— o ; ERE Tt s
fzero pro obecnou nelinedrni rovnici
roots pro koreny polynomu
Formulace:
Ptiklad: Jsou dany funkce F;: R™ - R, i=1,...,n definované na (a;, b;).
Reste soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé (a € R ... parametr) Oznatme I = (a1,b1) X (a2,b2) X =+ X (@n, bn).
Hleddme x = (z1,Zs,...,2,)" € I tak, aby
2—y+a=0
—z4y’+a=0 Fi(z1,22,...,Z,) =0
Fy(T1,Za,...,2,) =0

Fo(z1,20,...,2,) =0

Vektorové:
F(x)=0, kde F=(F,F,...,F,)".
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Véta (Postalujici podminky konvergence metody prosté iterace.)
Predpokladejme, Ze je funkce ® na I spojita a plati: %;EEFE: Yy
25}

(a) VxeI: ®(x) eI (funkce ® zobrazuje I do sebe),

(b) 3¢ €(0,1): [|[®(x) —@(y)| <4qlx—y|l Vx,y€I (funkce @ je kontrakce).
Potom Iy

1. v mnoziné I existuje pravé jedno feSeni x soustavy rovnic x = ®(x),

2. posloupnost {x*}2°, uréena formuli x* = ®(x* 1) konverguje pro kazdé x° € T a limy .o, X* = x.

Metoda prosté iterace
05

Soustavu rovnic nahradime soustavou rovnic (vice moznostf). z
0
Algoritmus:
1) Zaddme x* € I, £ > 0 o5l
2) xFH = B (x*)
3) Je-li ka'H = XkH < e, pak x = Xk+1, KONEC s -; -1{5 ‘ -: -015 0 0‘.5 1‘ 1‘.5 ; 2.‘5
jinak jdi na 2)
Z 2.rovnice vyjadiime z: Z 1.rovnice vyjadiime y:
Ptiklad 5 P=y-1 4y = 8y — z?
Regte metodou prosté iterace soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé
z=gy 1 y=1By—2?
22 +4y2 -8y =0
2 —y+1=0
Y Rekurentni formule:
Tppr = SYe — 1 =1 /8y, — 22
1. rovnice je rovnici eplipsy 22 +4(y—-1)2=14 ki R Yot = 2y/OUk T
a2 5
(5) +@y-1)=1 vysledky ziskané v MATLABu
2. rovnici upravime na tvar y=z3+1 | krok | x_1(k) | x_2(k) Iz -x&-D 1] |
| 0 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 1| 0.000000 | 1.322876 | 1.050832 |
| 2 | 0.686033 | 1.626577 | 0.750250 |
| 3 | 0.855706 | 1.770732 | 0.222643 |
| 4 | 0.916856 | 1.832595 | 0.086985 |
| 5 | 0.940758 | 1.858772 | 0.035448 |
| 6 | 0.950516 | 1.869836 [ 0.014752 |
| 7| 0.954580 | 1.874514 | 0.006197 |
| 8 | 0.956288 | 1.876492 | 0.002613 |
| 9 | 0.957009 | 1.877328 | 0.001104 |
| 10 | 0.957313 | 1.877682 | 0.000467 |

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x_1(k) | x_2(k) [ &) -x(k-1) | |
| 0 | -1.000000 | 0.000000 | |
| 1| 0.500000 | 0.000000 | 1.802776 |
| 2 | 0.651123 | 0.677644 | 2.108913 |
| 3 | 0.670383 | 1.241743 | 1.749676
| 4 | 0.716783 | 1.573937 | 1.015477
| 5 | 0.838816 | 1.743370 | 0.454007
| 6 | 0.906819 | 1.820267 | 0.181812 |
| 7 | 0.936234 | 1.853465 | 0.074113
| 8 0.948577 [ 1.867581 [ 0.030794 |
I 9 0.953759 [ 1.873559 | 0.012921 |
| 10 | 0.955941 [ 1.876088 | 0.005446 |
|11 | 0.956862 [ 1.877158 | 0.002300 |
|12 | 0.957251 [ 1.877610 | 0.000972 |
Poznamka:

Pozor na defini¢ni obory funkci.
Pozor na zapis funkci v MATLABu.

>> (-8)7(1/3)
ans =
1.0000 + 1.7321i

Poznamka: Pokud chceme v predchozim piikladé najit druhé Feseni, je tieba zvolit jiny predpis pro funkci
P.

vysledky ziskané v MATLABu
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. &)

Metoda proste iterace pro reseni soustavy nelinearnich rovnic
F(x)=0 S vyuzitim prepisu na tvar x=Phi (x)

pro pocatecni aproximaci x0=[1,1] a

zastavovaci podminku ||x(k)-x(k-1)|[<0.001

Funkce Phi(x) je zadana takto:

function out=Phi(in);

x=in(1);

y=in(2);

if (y-1)>=0

out (1)=(y-1)"(1/3);

else

out (1)=-(1-y)~(1/3);
end;

out (2)=(x"2+4%y~2)/8;

out=out’;

| krok | x_1(k) | x_2(k) I xR -xk=1) || |
| 0 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 1| 0.000000 | 0.625000 | 1.068000
| 2 | -0.721125 | 0.195312 | 0.839436
| 3 | -0.930127 | 0.084076 | 0.236761
| 4 | -0.971150 | 0.111677 | 0.049444
| 5 | -0.961296 | 0.124127 | 0.015879
| 6 | -0.956783 | 0.123215 | 0.004604
| 7 | -0.957116 | 0.122020 | 0.001240
| 8 | -0.957550 | 0.121953 | 0.000440

Newtonova metoda

Odvozeni je opét analogické pripadu funkce jedné realné proménné.
Vyjadfime si Tayloriiv rozvoj funkce F v bodé x*.
(Ptedpokladame, Ze existuji derivace !)
Soustavu rovnic F(x) = 0 nahradime soustavou linearnich rovnic
F(x*) + FH)(x—-x*) =0

Jeji Yedeni oznagime x**1, tj.

F(x*) + F/(x*) (x* —x¥) = 0

N——
hk
Dostavame soustavu
F'(x*)h* = —F(x*),

kterd ma reseni

h* = —[F'(x*)] 'F(x")
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1

Novou iteraci x**! ziskame ze vztahu

X1c+1 — xk + hk

Pozndmka:

F'(x*) je Jacobiho matice funkce F(x) v bod& x*.
Je zfejmé, Ze musi byt reguldrni (musi existovat matice k ni inverznf).

=[5+ 3]

h' = —[F'(z',y")] 'F(a,9")

Plati

Abychom nemuseli poditat inverzni matici, vypocteme h! jako Yeseni soustavy

Fl(mly yl)hl = *F(l‘l, yl)

Piklad 6 P!, y') = [ 0,52 ] F(zh,y!) — [ 2,8 6,4}
Reste Newtonovou metodou soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé 1,944 5,88 —1
2+ 4> -8y =0
Dostaneme
2 —y+1=0
—0,3206
h! =
T2+ 492 — 8 0,0590 }
Rew) = | T3
2 —y+1 ) ) L
{z } {z hl} [1,4 0,3206} [1,0794}
= + = + =
oR(z,y) _,. OF(2,9) _ g g y? y! hl 1,8 0,0590 1,8590
oz oy
OF(z,y) — 372 0F(z,y) -1 Dalsi iterace bychom poéitali podobné. V nésleduji tabulce jsou shrnuty 4. iterace Newtonovy metody.
oz oy
k[ 2 | we [l — % ]
2z 8y —8 2. 2.
F(z,9) = [ By ] 0[2.0000]2.0000
3z =1l 1(1.4000(1.8000| 0.6325
211.0794|1.8590| 0.3260
1. iterace 3/0.9703|1.8763 0.1105
4

Plati
B = —[F(a°,4°)] 'F(a", 4°)

Abychom nemuseli poéitat inverzni matici, vypocteme h® jako feseni soustavy

FI(Ioa yﬁ)hﬂ = 7F(Ioa yO)

0.9577|1.8779| 0.0127

Normy vektordi a matic
Pripomenuti:

Norma je zobrazeni n linearniho vektorového prostoru £ do Ry :

1. n(z)=0 & =0 (definitnost)
2. n(Az) = |AIn(z) (homogenita)
3. n(z +y) < n(z) + n(y) (4 nerovnost)

2. iterace
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VEKTORY:
lIxllp = (5 |2:f")»

... p-ta vektorova norma

llxlly = i |l ©
... prvni vektorova norma

lIxll2 = /i 2} o

. euklidovska vektorova norma

1o = max; |z 1 o
= Tim, oo (S [2:]7)5

. maximova norma

Poznamky:
AH .. hermitovsky transponovana matice;
Cislu a

AT = [af] = [a;q];

MATICE:

IA]ls = maxp {3, |au}
. sloupcova maticova norma

|Alsp = max,{A; (A7 A)}
. spektralni norma

Az = max, {3 |a:|}

... radkova maticova norma

a je komplexné sdruzené cislo k

Symbol <> znadi vazbu mezi vektorovou a maticovou normou.
Pfislusna maticova norma je generovana prislusnou vektorovou normou.

Ptiklad

Pro zadanou matici A a vektor x urcete vySe uvedené normy.

2 -1
=)
[Alls = max{|2] +[0f;| - 1] + |3]} = max{2;4} = 4

lAllr = max{|2| + | = 1|;[0] + [3[} = max{3;3} = 3

|A[|sp:
Afa_| 20] [2 1]_[ 4 -2
| -1 3 0 3| |-2 10
Ha oo | 4—A -2
det(AZA AI)f‘ I

=(4—-A)(10—-X) —4=2X> 14\ +36

14i\/14274-36_
> =

=721 =80 =7 2= Y18

Aa(AFA) =

max\)\l,z\ =7+ 13

lAllsp = /7 + V13 = 3, 2566

= 0

x|l =16]+[ -1 =7

l[xlloo = max{|6],| — 1]} = 6

Ix|l2 = 1/62 + (~1)? = /37 = 6,0827

Numerické metody

KMA/NM
7~ Josef Dangk 13.2.2013
eométrlcky vyznam vektorovych norem
jednotkové koule v R? mnozina (bodi) prvkdi s normou < 1:
-1 <1 I -l2<1 oo <1
1 1 1
0
-1 1 -1 0 1 -1 0 1
-1 -1 -1

L[l = s 2| = |2[ + [y <1

2 Il = y/Eizi = Va2 + 2 <1

3. Ix[leo = max; |z;| = max{|z|, [y[} <1
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' wr - Uil Uiz U13| |T1 Y1
pitola 3. SLAR - pfimé metody 0 um | |Z2| = |us
0 0 ‘ual |25 Ys
Formulace: Trojlhelnikovou soustavu lze velmi snadno feSit zpétnou substituci. Realizovany proces se nazyva
Je dana Etvercové matice A = [ay;]7,_; a vektor pravé strany b = [b1, by, . .., ba|T. zpétny chod.
Hleddme vektor x = [z1, To, . . ., z,]T tak, aby platilo
Gaussova eliminacni metoda
Ax =D,
3 lozkach a1 Q12 Q13| by
rozepsano po slozkac Ax =b rozepsano po slozkach Q31 Q23 Qo3 | by

G111 + Q12T3 + - + Q1aTn = by Q31 Qs Gas | bs

021T1 + ATy + - - + 2, Ty, = by

- Ly a a
Definujeme multiplikatory [mq; = A mgy = 2
: 11 a11
071T1 + QrnaTo + - - + Anp Ty = by . .
R B = b
P¥edpokladame, Ze je matice A reguldrni  (tj. soustava mé prévé jedno FeSeni). NOE . (1)
f5 " =Ty + Mol by’ = by + mg1by
W =¥ + mah b8 = by + marhy
Mame dva zékladni typy soustav:
* soustavy s obecnou matici Ziskame novou soustavu ... 1. faze eliminace

e soustavy se specialni matici (symetricka, pozitivné definitni, Fidka, pasova apod.)
a1 G2 Qi3 | by
Ay — p) 0 o) o | s

1 1 1
0 o o |4

Pro prvni skupinu se vétsinou pouzivaji pfimé metody, pro druhou skupinu metody iteracni nebo specialni
modifikace pfimych metod.

Cramerovo pravidlo . aglz)
Definujeme multiplikator |ma; = ———
4m4 sloska Fetent z det A; aglz)
neznama slozka feseni g =
det A
polet operaci: F(lz) = F(ll) b(12) = b(11)
Je nutné vypoditat (n + 1) determinantd. @ o @) 1)
52 X A 2 S < 12 2 .. a 7 o' =T b =b.
Pro vypocet determinantu je tfeba n! s¢itani a v kazdém scitanci je (n — 1) nasobeni. 2 2 e 2
Dostévame: 1) = B maty) b = b + magb$!
(n+1)[(n—1)n!+n! =n(n+1)!
Ziskame novou soustavu ... 2. faze eliminace
napft: pro n = 30, 10° operaci za sekundu — vypolet trva 7,82 - 10*! let
a1 Q12 Qi3 | by
APx — p@ 0 aglg) agla) bgl)

Idea dalSich primych metod vychazeji z faktu, ze soustavy @ | .2
[Ax=b] a [TAx=Tb], 0 0 a8

kde T je regularni matice, maji totéz fesent, tj. jsou ekvivalentni.

Touto transformaci lze ziskat trojiihelnikovou soustavu Cely tento postup nazyvame pfimy chod. Trojihelnikovou soustavu fesime zpétnym chodem.

Ux=y: U=TA, y =Tb



Numerické metody KMA/NM
L Josef Dangk 13.2.2013

£

Efektivnost algoritmu GEM

Bereme v (ivahu pouze operace nasobeni a déleni (polet operaci s&itani je priblizné stejny).

(N ... jerad matice A)

o Celkem je N — 1 fazi eliminace. V K-té fazi po¢itame N — K multiplikatord (tj. N — K déleni)
N-1 N-1 1 1
>IN-K)=(N-1)N- > K=(N-1N-_-(N—-1)N=_(N-1)N
K=1 K=1 2 2

o Kazdym multiplikatorem vynasobime (N — K + 1) prvki rozsitené matice (jeden rozsireny radek),

tj. (N — K)(N — K +1) v K-té fazi
1 =

Ni(N—K)(N—K-ﬁ-l):NZ [(N?+ N) - K(2N +1) + K?| =

— (N—1)(N>+N) — %N(N )N+ 1)+ é(N 1NN —1) =

1 1 1 1 1
=N3—N?24 N - N—-N*4+-N? 4+_-N+-N3—_N?24+_-N=
+ TNty 2V 1
e Zpétny chod

14( L+ L )+0+2)+ - +(1+N-1)= iK:%N(N-i—l)

déleni  nasobeni K=1

Celkem

1 1 1 1 1 1

~N(N -1 “N®*- N+ _-N(N+1)=|-N*+N*>--N

2 ( ) +3 3 +2 (N +1) 3 + 3
————

—_——
vypoéet multiplikatord p¥imy chod zpétny chod

Priklad 1

Reste soustavu rovnic

Tz + 2y + 3z = 14 1 2 3 T 14
2z + 4y + bz = 25, tj. 2 45 y | =125
T + 8y + 9z = 50 78 9 z 50

Reseni

Pro zapis budeme pouZivat tvar matice rozsirené:

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013
(—2) _ (T
12 ) /Do, 10D
2 4 5|25 +
7 8 9|50 <
1 3 14

0 —1| -3 /~(78);)+ I geiime 0

e Algoritmus Gaussovy eliminac¢ni metody pro tento pfiklad neni realizovatelny.
e Snadno se presvédéime, ze ma dana soustava reseni
z=1,y=2 a z=23.

Gaussova eliminaéni metoda ale selhala.
Otazka 1: Pro jaké matice A ma soustava Ax = b pravé jedno Feseni?

— matice A musi byt regularni, tj.
vSechna vlastni ¢isla musi byt rGizna od nuly
jinak feceno radky matice A musi byt linedrné nezavislé
jinak feceno sloupce matice A musi byt linearné nezavislé

jinak feceno det A # 0

Pozndmka: Vlastni Cislo matice A je Cislo A spliujici rovnici Av = Av, kde v je vlastni vektor
odpovidajici vlastnimu &islu A. Cislo A tedy uréitym zpisobem charakterizuje matici A.

Otéazka 2: Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy eliminaéni metody realizovatelny?

— Véta: Je-li matice A ostie diagonilné dominantni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.

Pozndmka: Matice A = [a;;]ij—1,..» je Ostfe diagondlné dominantni, plati-li

n
laa| > 3= lasl,

J=L

tj. absolutni hodnota diagonalniho prvku je vétsi nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvki v Fadku.

Napr.:

>

Il
N =N
[
O = N
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— Véta: Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, pak je algoritmus GEM realizovatelny | 7 8 9|50
0o 2 I® = =2
Poznamka: Matice A je symetricka, plati-li pro jeji prvky 0 0 % %

Qi = Qj; Vi,j:l,Z,...,n

Poznamka: Matice A je pozitivné definitni,
ma-li vSechna vlastni Cisla kladna

nebo jinak Yeceno Vx # o : xTAx > 0.

Poznamka: Pro soustavu s matici, ktera splriuje predpoklady nékteré z uvedenych vét, je mozné dopredu
Fici, ze pijde Fesit pomoci Gaussovy eliminaéni metody. Obracené to ovsem neplati, tj. neni-li napr.
matice soustavy ostfe diagonalné dominantni, jesté to obecné neznamena, ze neplijde pomoci Gaussovy
eliminaéni metody resit.

Poznamka: Abychom zarudili, ze soustava pujde vyfesit pro libovolnou regularni matici, musime algo-
ritmus Gaussovy eliminaéni metody upravit. Zavedeme tzv. vybér hlavniho prvku (pivotaci).

Pozndmka: Pivot (hlavni prvek) ... prvni nenulovy prvek v daném radku matice.

Priklad 2

Pomoci GEM se sloupcovou pivotaci vyreste soustavu rovnic z Prikladu 1, kde selhala klasickd GEM,
tj. feSime soustavu Ax = b, kde

1 2 3 14
A=|2 45| ab=|25
7 8 9 50
Reseni
1. sloupec
l /- (=3) = /(-7
12 3|14 7 8 9|50 7 )+ 7
2 . .
vyméi 2 4 5|25 ~ 2 4 5|25
7 8 9|50 1 2 3|14
2. sloupec
l
nenf 7 8 9|50 a X
treba — | g 12 17|75 /[ (—&)=—3—
_ 7|7 7
menit J+
0 6 12 48

Poznamky:

e P¥i sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp. jeho &asti pod diagonalou vetné) vybirali
Cislo, které bylo maximalni v absolutni hodnoté a v pfipadé, Ze toto Cislo nelezelo na diagonale, vyménili
jsme prislusné 2 rovnice. Dale jsme pokracovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty
pod diagonalou.

e Sloupcova pivotace neni jedind moznost. Podobné miizeme vybirat i maximalni prvek v absolutni hodnoté
z prislusného Fadku (resp. jeho Easti) a poté vyménit pfislusné sloupce. Pozor! Je ovSem tfeba zaménit
i prislusné slozky reseni x. V tomto pfipadé hovorime o Fadkové pivotaci.

o Dalsi moZnosti je vybirat maximalni prvek v absolutni hodnoté z celé matice A (resp. pfislusné podma-
tice). V tomto p¥ipadé hovorime o tplné pivotaci. Opét je tfeba mit na paméti, Ze je tfeba zaménit
slozky ve vektoru fedeni. Nevyhodou tiplné pivotace je pomalejsi vypolet nebot hlavni prvek vyhleddvame
z celé dosud neupravené &asti.

e Libovolnou pivotaci dosdhneme realizovatelnosti GEM pro libovolnou regularni matici A.

Metoda LU-rozkladu
Opét uvazujeme regularni matici A fadu N. Matici A Ize rozlozit na souéin

kde L je dolni trojihelnikova matice radu N a U je horni trojihelnikova matice radu N

Napf:
Q11 Q12 Q13 Iy, 0 0 Uyl U2 Uiz
Q1 G Qo3| = |log lyy O |- 0 gy U
G31 Q32 Q33 lar lag a3 0 0 wuss

Tento rozklad neni dén jednoznaéné (12 nezndmych a 9 podminek), jednoznaénosti dosdhneme napf. tim,
Li=1,1=12,...,N|

Ze polozime

Algoritmus: (viz skripta)
je odvozen z postupného nasobeni radki matice L a sloupcii matice U
(2, 1) Az = lp1un (3, 1) a3 = la1un

(2,2) az = lpruss + ugp (3,2) asx = layusn + laguon
(2,3) azs = la1uss + Ugs (3,3) ass = layuss + laaos + Uas

(1; 1) Uyl = a1
(1,2) u12 = ays
(1,3) u13 = 13

Regenf soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1. Realizace LU-rozkladu: A = LU

2. Regeni trojahelnikové soustavy: Ly =b LUx=b

3. Regeni trojahelnikové soustavy: Ux =1y
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M =MIMpt L M

n—1

Souvislost GEM a metody LU-rozkladu

L a p PP — < Y et
Gaussovu eliminaci Ize popsat pomoci nasobeni regularnimi maticemi. Jak vypada napt. M~ ?

1 -
oy 1 1
m, 1 1
Prvni fazi popiseme takto ... A =M;A| kde M; = m31 1 1 A
41
- o mM3o 1 q ‘ 1
: s M, = m 1 - M,'=
My 1 42 ‘ 1
Q11 Q12 Q13 coo Q1n Mo 1 ‘
M21Q11 + G21 M21Q12 + G2 Mo21Q13 + Q23 ... Ma1Q1, + Q2p -l 1]
M31@11 + G311 M31Q12 + G3z2  M31Q13 + A3z -.. M31Q1, + A3 | =
: : 2 : protoze po vynasobeni:
Mnp1Q11 + Qri Mp1012 + Gn2 Mn1@13 + Apz ... Mp1G1n + Gnp e i-ty fadek x j-ty sloupec (j # 1)
1 — i . (= =
a1 Q12 Q13 ... Q1n bud Ma2 1+1 ( M42) 0 I
Moy 1
Q1 Q22 Q23 ... Q2pn
may 1
= - |Q31 Q32 A3z ... Q3p
Ma1 1 S : — nebo M4 0+0-1+1-0=0
Moy 1 Gn1 Qn2 Qnp3 --. QGnp
e i-ty radek X 12-ty sloupec
1 — Mg 0+1-1=1
1
L. - (2) (1) May 1
Druhou fazi popiSeme takto ... [A'Y = M,AY | kde M, = 1
Mgy tj, Mp-Myl=1
Mo 1
Jak vypadd M~! ?
1
Nakonec (n — 1) fazi  popiSeme AP =M, A2 kde M, 1 = —Moy 1
1 M'=|-mgy —mgp 1
1
1 —Mp1 —Mpy —Mpz ... 1
P¥.:
1
Mpp 1 1 1 00][t 0 O 1 0 0
“my 1 0/l0 1 ofl=|-my 1 o0
Dostali jsme horni trojtihelnikovou matici, oznaéime ji napt. V ~mar 0 1] 10 —mg 1 —Ma1 —May 1
V=A"Y=-M, M, ;M, ;... M,M;A| = [A=M1!V Plati
ati
ozn.M . ~1.
ASME Y




Numerické metody
7~ Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

G}

(**) horni trojihelnikova

dolni trojuhelnikova s 1 na diagonale

= jedna se o LU-rozklad (rozklad je jednoznaény) |[L=M"laU=V

Vypocet determinantt
1. Uziti GEM

U = MN,lMN,g e M2M1A.

det U — det My ;det My o...det M, det M, det A
N e N e’ — =

=il =il =i =1

N
det A =detU = [ ux

i=1

2. Uziti LU-rozkladu

N
det A =detL det U= []uy

i=1

Vypocet inverzni matice

1. Uziti GEM
AX =1 (maticova soustava)
X=A"
2. Uziti LU-rozkladu
A=LU
Al — Ut

Numerické aspekty GEM a metody LU-rozkladu

P¥i numerické realizaci nevypotteme presné matice L a U, ale pfiblizné matice L a U.
Teoreticky plati A = LU.

Ozna&ime A = LU ... dopotteno pro ziskané matice L a U.

Budeme zkoumat rozdil A — A.

Oznaéme E a F matice chyb takové, ze plati:

L=L+E, U=U+F

Potom:

A-A=TU LU= (L+E)(U+F)-LU=EU+LF + EF

Numerické metody
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T)Tyne zavér: Pokud jsou multiplikatory v absolutni hodnoté velké, pak prvky L jsou v absolutni
hodnoté velké = chyba miize byt velkd. Toto je jeden z diivodi realizace pivotace.

P¥imé metody pro soustavy se specialni matici

UvaZujeme matice:
e symetricka

e symetricka a pozitivné definitni
e diagonalné dominantni
e pasova

Plati: Je-li matice A symetricka a A(*) jsou matice ziskané GEM v zékladni verzi, pak podmatice A(*)
jsou také symetrické.

¥

c e f
a b c
2
0 d—t et
a a
be c?
0 e~ -3

Lze pak pouzit symetrickou verzi GEM a LU-rozkladu.

Je-li matice A navic pozitivné definitni, pak lze realizovat Choleského metodu rozkladu

Poznamka: V algoritmu je potfeba realizovat vypocet odmocnin a to lze pouze pro pozitivné definitni

matice.
pr:
Q11 Q12 Q13 u;; 0 0 Uil Uiz Uiz
Qg1 QG2 Qo3| = [Uar Uza O |- | 0wy ux
a31 Q32 Qa3 U3y Usp Uz 0 0 ‘us
2 . . . o
(1,1) : ann = uf (2,1) 1 o1 = Uiz - Un (3,1) : as1 = Uiz - un
_ . 2 2 . o
(1; 2) Q12 = U1 * Uiz (2, 2) Qg = UTy + Uy (37 2) t Q32 = Uiz - Uiy  Uzz - U2
. . _ . 2 2 2
1,3): a3 = u1; - U3 (2,8) 1 @os = uyp - Uss + Uzp - Uss (3,8) : ass = ui; +uj; +ui,

Metoda LU-rozkladu pro pasové matice

UvaZujeme matici A takovou, Ze [a;; = 0|, kdyZ ||z — 5| > p| (Sitka pasu je 2p + 1).
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Prepiseme (rovnice vydélena koeficientem u ¥1) na tvar:
p+1
Y1 — QaYs = B
v v kde
+ +
o o b
oy = 1 ’ ﬂ2:f1+a1ﬂ1
U C — a0 Ci —a10
- L Po zobecnéni:
e PRIMY CHOD
b
o) = =2 [th = fo
Co Co
Pokud | lizovat LU-rozklad, pak
okud Ize realizova rozklad, pa b, , Fa .
o = ————| i=1,2,...,n—1 R L )
lij=0, kdyz j>1%2 a j<1i—p, Ci—a; Ci—Q;
u; =0, kdyz 7<t¢ a 7>1+0p. . ,
j e ZPETNY CHOD
Pozndmka: V pripadé obecné matice vSak nelze cekat, ze matice L a U bude mit nulovy prvek v téze
pozici jako jej méla matice A. Pro posledni dvé rovnice ziskame:
Pro pasové, symetrické, pozitivné definitni matice pouzivame specialni verzi Choleského rozkladu.
Yn-1 — OQnplYn = ﬂn / a”;)
+

—@pYn-1 + Cnln & = fn

Metoda faktorizace pro tfidiagonalni matici (cn — @n0n)Yn = fn + @nBn

Uvazujeme soustavu n + 1 linedrnich algebraickych rovnic ve tvaru: & ve druhé rovnici jiz neni ¢len —b,Yn 1
o —bo fo VyjadFime posledni slozku fesent:
—a1 o —b f1
—Qy Cy —by fg Yo — fn aF an,Bn . ﬂ "
—as C3 *b3 fg " Cn — QnQpn "
7%- L Cn4:1 - fn‘ . Zpétné dosazujeme:
G I
» 1,...,1 (%)
Oznacime
b
Q= Cj » ,31 = ?
0 0 Efektivnost algoritmu
délenf 2n+1 (14+n—-1+1+mn)
Prvni dvé rovnice (prvni rovnice je vydélend c) Ize psat ve tvaru: nasoben ) 3n o)
Yo — ol = B /'01;)+ séftani a od&itani +  3n (n+mn+n)

a1y + ¥y — by = fi

celkem (8n + 1) operaci

(e —a10)yr — biya = f1 + a1 B Poznamka: Pokud budeme Fesit tuto soustavu pro riizné pravé strany F, nemusime jiz znovu vyjadfovat

koeficienty a;, protoze nezavisi na F. Staci tedy prepocitat ;.
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Zatim jsme neuvedli predpoklady pro metodu faktorizace
e je treba zajistit, aby jmenovatel ¢; — a;a; byl nenulovy pro 2 =1,2,...,n

e y; se urluje z rekurentni formule (), pfitom miize dojit k akumulaci zaokrouhlovacich chyb.

Necht a;, B; jsou dokonce presné vypotitané a necht mame ¥, = y,, + €, (s chybou &,).

Potom postupné vypocitame podle (x)

i1=Bi+taobli=nn—-1,...,1
Oznacime-li chybu, bude jisté spliovat homogenni rovnici

(protoze presné hodnoty y; spliuji y;_1 = B; + ouy:)

= Pokud by byly koeficienty |a;| > 1, dojde k velkému narlstu chyby gq !!!

Pro | || <1,i=1,2, ..., n|je algoritmus stabilni.

(*)

Postacujici podminky pro zajisténi (e):  Matice soustavy je ostfe diagonalné dominantni.

Diikaz viz literatura.

Ptiklady aplikaci, které vedou na soustavu s tfidiagonalni matici

1. Regeni okrajové ulohy

= —f(z) ze(0,1)

)
u(0) = 0
u(l) = 0
k(z) > 0
g(z) > 0
=0 X X X =l

z na (0, 1) diskretizujeme ... sit z;

ptivodni Glohu nahradime tlohou s diferencni rovnici a pouzijeme vzorec pro pomérnou diferenci

2. Diferenéni schémata pro rovnici vedeni tepla

Numerické metody
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ou
ot
u(0,t) =
u(l,t) =
u(z,0) =

3. Soustava pro vypocet koeficientii kubického spline

(aproximace funkce)

... budeme probirat

Podminénost ulohy fesit SLAR

Uvazujeme opét soustavu

Ax=Db, A ... nxnregularni, b € R".

Oznaéent:
AA ... mald zména matice A
Ab ... mala zména vektoru b

Ax ... odpovidajici zména vektoru neznamych

X* ... presné feSeni soustavy Ax = b

Plati:

[(A+AA)(x* +Ax) = b+ Ab

1. Uvazujme situaci AA =0, tj. A je zadana presné

Otazka: Jakou zménu FeSeni vyvold zména pravé strany?

Ax*+ AAx=b+ Ab

AAx = Ab
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Ax=A"'Ab
Z vlastnosti maticové normy plyne:

1Al

[~ [Ibl]

Ax'=b = ||b] < A] - [x']| =
Ax=A 'Ab = [|Ax] < [|A |- [Ab]|

Ax][ _ [[A7] - |Ab] - [|A]

E I
Ax]
x* _
Gy = - < IA7- 1A
[l

2. Ptipad, kdy Ab =0, tj. b je zadana presné

(A+AA)(x"+Ax)=Db

Ax* + AAX* + AAx + AAAx =D

AAx = —AA(X* + Ax)

Ax = —ATTAA(X + Ax)

_ " A
|Ax]| < A7) - [AA] - [x* + Ax]- H
|Ax] L |aA|
A gy ag LAAT
e+ A < AL IAT Sy
>Cp
[® A
* + Ax _
@, = I < [|A7Y] - ||A
= B < ja-ga
AT

3. Rozmyslete obecny ptipad Ab # 0, AA # 0 viz skripta (D.cv.)
Poznamka: Pro symetrické matice je Cislo podminénosti podil nejvétsi a nejmensi absolutni hodnoty

vlastniho ¢éisla.

‘)‘maz‘
p‘mzn‘

Cp =AY |All=
——

1
min

Amaz

X

PRI

Numerické metody KMA/NM
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Geometricka interpretace - dobfe podminéna dloha (2D)

z+y=3 y=3-=¢ @ =9
=3 Feseni
B=p=1 y=z-1 Yt =
4\
3
2
1
0 /
-1 \
2% 0 1 2 3 4 5

Dobte podminéna tloha - mala relativni zména vstupnich dat vyvola malou relativni zménu vystupnich
dat.

Cp=lA7M- 4]

0,5 0,5

Al =
0,5 —0,5

}:O,EA

J5V2 = 1 (spektrélni norma) |

Cp, =1-2 =2 (tadkova, sloupcova norma); C,

2 0
(ATA:[ ] |Allse = V2, HA*HSP:%)

0 2

1. zména pravé strany  (zména matice AA = 0)

Ab = [U’l}, b+ Ab = [3’1]
0,2 1,2
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2. zména matice soustavy

zménéna soustava

0 0,1

AA =
0,2 0

y=3,1—-z;y=z—1,2

(zména pravé strany Ab = 0)

1 1,1
| avea[l ]

zménéna soustava

7= @ =R 7 = 12 — il

Numerické metody KMA/NM
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*  Geometricka interpretace - $patné podminéna dloha (2D)

TH+y=2 y=2-=z Tt =1
z4+1,1y=2,1 y=17(2,1-2)

N
o
b
N
w»

A E 1,11] b [2,21]

§patné podminéna dloha - mala relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich
dat.

Cp=lA7Y- 4]

Al |11 -10
~|-10 10

Cp, =2,1-21 = 44,1 (fadkova, sloupcova norma); C, = 2,0512 - 20,5125 = 42,07 (spektralni norma) |

1. zména pravé strany  (zména matice AA = 0)

Ab:[o’l}, b+Ab:[2’1]
0,2 2,3
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zménénd soustava Yy =2,1 —z;y —

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

0 0

AA —
A h —0,05

2.5+

0.5f

y A+AA=

:

1
1,05

zménéna soustava Yy =2—z; Yy —

1
1,05

(2,1 —z)

Numerické metody
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* Poznamka: Jiny vypocet ¢isla podminénosti (prakticky)

Ax=Db
zména na vstupu ... AA
vyvola zménu na vystupu ... Ax
(A+ AA)(x+ Ax)=Db
HﬁXTN
X
CL =
P lAA]
Al
Pfiklad

50 —101

2 [~

zména matice soustavy

0 0,1 =
0 = AA =
0.2 0] = A=A+AA [

50

AA —
A [ 50,2

X = =

1y, _ 28527
1,4278

—99,9
—101

el - o]

1] [1,4278] ~ |-0,4278
[l 1.vektorova / sloupcova | maximova / ¥adkova |euklidovska / spektralni
—0, 8527
Ax = ’ 1,2 2
x [70,4278} ,2805 0,8527 0,9539
2
X = [1] 3 2 2,2361
0 0,1
AA = ’ 2 2 2
[0,2 0 } & % g
50 —100
A= 201 151 158,747
[50 _101} 0 5 58,7479
C, 428,97 321,89 338,6
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bl = Yl [xlon = maxla], [l = /32
1 1

1
lA]ls = mgxz lail, [Alr= m?XZ la|, [|Allsp= max A (47 4)
1 k

(P¥i pouziti riiznych norem dostavame obecné riizna é&isla podminénosti.)

Cp=lA7H - Al

1 [2,02 -2
=

C, = 151 - 4,02 — 607,02 (¥adkové ||.|);

C, =201 - 3,02 = 607,02 (sloupcova

AD;

C, — 158, 7479 - 3,1750 = 504,03 (spektralni ||.||)

Poznamky k podminénosti

e Stale predpokladame, ze A je regularni matice.
Soustava ma potom pravé jedno feSeni.
Predpokladejme, ze je matice A normalizovana tak, ze jeji max. prvek v absolutni hodnoté je roven 1.

Je-li soustava $patné& podminé&na, potom matice A * musi obsahovat velké prvky.

napr:

! 1 _; [—99999 100000
A*L 0,99999] - A *[100000 7100000}

To odpovida faktu, Ze &islo podminénosti je velké |C, = [|A|| - ||A7Y|| (norma [[A~}]| je velka).

e Rozbor chyb

Ax =Db| x* ... presné, X.... vypoctené
= chybu mizeme méfit pomoci rezidua (pro presné fesenije r = Ax* —b =

0)
Plati: Je-li x. blizko x* = reziduum je malé. BohuZel to neplati obracené !!!

r=A(x.—x*)

X, —x*=A 'r

Numerické metody
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velkou chybu.
pi‘f:
1 1 2
A= [1 0,99999} » b= [1,99999}

presné Fefeni: x* = [1,1]"
vypottené miize byt:  x, = [—98,100]"

=m0y ool = s ooms] = 0,000
1,999 1,99999 —0, 00099

= je lepsi pokouset se odhadovat ||x. — x*||.

BohuZel se v odhadech vZdy vyskytuje norma ||[A~%|| !l Podrobngji viz literatura.

Pro $patné podminénou tlohu obsahuje A~! velké prvky, které i pro malé hodnoty r mohou znamenat
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Metody na freseni SLAR
e piimé (GEM, metoda LU-rozkladu) v

e iteraéni

e gradientni

Iteracni metody najdou presné Feseni teoreticky az po nekonecné mnoha krocich.

Pamatujme si, ze v numerické praxi pouzivame pro Feseni soustav s plnou matici pfimé metody, zatimco
pro specialni (Fidké) matice pouzivame iteracni metody.

Toto rozdéleni je dano vypocetni sloZitosti téchto metod, tj. poc¢tem matematickych operaci scitani,
odditani, nasobeni a déleni nutnych k ziskani vysledku.

Poznamka: V p¥ipadé plné matice je vypoletni cena v kazdé iteraci ¥adu m?, srovname-li toto s celkovou
vypoletni cenou pfimych metod, tj. Fadové 2/3 n?, vidime, Ze ma-li byt vypoletni sloZitost iteraéni metody
stejnd jako u pfimé metody, musela by iteralni metoda najit FeSeni (s predem zadanou presnosti) Fadové po
n iteracich. Na druhou stranu v pfipadé specidlni (fidké) matice je vyhodné pouZit iteraéni metodu.

Priklad
Uvazujme rovnici
9z =9
Pfesné teseni je
i =1l
Rovnici Ize prepsat napt. na tvar
m ==y
9+
T =
10

e viz metoda prosté iterace pro nelinearni rovnice
e nyni uvazujeme linedrni rovnice, proto predpis funkce ¢(z) mize byt linearni

e Fegeni hledame pomoci rekurentni formule (volime napt. z(®) = 0)

9 (k)
2(k+1) tz

10

Dostavame
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z® =0.99
z(®) = 0.999
z®) = 0.9999

Zastavime napt. pomoci podminky na rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci |z(*) — z(3)| < & = 0.001

Uvedeny postup realizujeme pro soustavy.

Podobné jako v metodé prosté iterace pro nelinedrni soustavy prepiSeme soustavu

Ax—b=o0 — F(x)=o
na tvar
x=Hx+g — x = P(x)

Uvazujeme-li soustavu linedrnich algebraickych rovnic, tj. funkce F je linearni, mizeme potom najit linearni
predpis pro funkci ®.

Vsechny iteracni metody pro reseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic budou pouzivat itera¢ni formuli

X+ — H . x%) g

samoziejmé s riiznou iteraéni matici H a vektorem g a je zfejmé, Ze o kvalité metody rozhoduji pravé
vlastnosti matice H.
Potatetni aproximaci x(®) zvolime a vypocet ukonéime pomoci zastavovaci podminky

I - %) < &

Jacobiova metoda
Princip:
Z 1-té rovnice vyjadiime 2-tou slozku vektoru x

1-ta rovnice: Qi1ZT1 + QinZo + ¢+ + QinTn = b;

pro ai; # 0: z; = a%_i (bi - > a,-Jm]->

=1, i

Iteraéni formule:

(k+1) _ 1 - (k)
T, =ga (b,-— > aga; )

7=1, j#1
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Gaussova-Seidelova metoda
Princip:

Stejny jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem, Ze jestlize p¥i vypoctu (k + 1)-iterace jiz
zname (k + 1)-iteraci nékterych sloZek, tak ji pouzijeme.

Z 1-té rovnice vyjadiime i-tou slozku vektoru x
1-ta rovnice: Qi1ZT1 + QinZo + ¢+ - + QinZn = b;

pro a;; 7/’ 0: T; = G,L“ <b1 — Z aij:zj>

=1, i

Iteraéni formule:

J=i+1l

71 n
(k+1) _ 1 (k+1) (k)
o = g (m—z%-m] - 3 ag )
j=1

Relaxacni metoda SOR
Princip:

Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jejiz iteracni formule je

1 i—1 ) n ’
ot = — <bz ~ Y eyl - 3 %‘@”) )
=1

Qi j=it1

dale vyjadfime (k + 1)-ni iteraci pomoci k-té iterace a prisluSné zmény  (tj. pfi¢teme a odetteme

z(”)
1 i—1 n
gt — gy = (bi ~ Y a3 aijzgk)) )
Qag; j=1 =i
D)
k urychleni vypoctu pouzijeme ideu, ze nepri¢teme k predchozi iteraci zménu 1‘5’0), ale jeji nasobek
wrz(k)
(k+1) (k) 1 = (k+1) - (®)
z, = twe— (b,- - > ez - > oy )
Qi: - —
1 j=1 I=1

n
(k) (k)
—Q;T; C — Z aijzj
j=i+1
Iteracni formule:
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1 i—1 n
e = (1 - w)z® +w = <b,' ~Yaggt - aijmgk))

11 j=1 j=it+1

mSkH) z G-S

Pozndmka: (k + 1)-iterace metody SOR je linearni kombinaci (k + 1)-iterace ziskané Gauss-Seidlovou
metodou a predchozi k-té iterace metody SOR

g5 = mE’E;g” + (1 —w) .

Maticovy zapis iteracnich metod

Nejprve rozlozime matici A:

A=L+D+U |
kde L je dolni trojihelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale, D je diagonalni matice a U je horni
trojiihelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale.

Jacobiova metoda

Ax = b
(L+D+U)x = b
Dx+(L+U)x = b
Dx = b—(L+U)x
o= 7D’1(L+U)X+Q’/1_b/
0, gJ
Gauss-Seidlova metoda
Ax = b
(L+D+U)x = b
(L+D)x+Ux = b
(L+D)x = b—TUx
x = —(L+D) 'Ux+ (L+D) 'b
— L =
Hos gas

Relaxaéni metoda SOR
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Ax = b
wAx = wb /+ Dx
(wA+D)x = wb+Dx
wL+D+U)+D)|x = wb+Dx
(wL+D)x = wb+ Dx— wDx —wUx
(wL+D)x = [(1-w)D-wU]x+wb

x = (WL+D)'[(1-w)D—wU]x+ (wL+ D) *wb

Hsor 8SOR

Iteracni metoda je déna formuli

x(k+1) — Hx®) 4 g |

Pro presné feSeni x* musi platit

e x*=Hx*"+g

= |[A'b=HA'b+g| (¥

e x*=Ab
Definice: Iteraéni metodu x**1) = Hx(*) 4+ g nazveme konzistentni, pokud plati (%).

Poznédmka: Uvedené metody jsou konzistentni.
e napr. pro Jacobiovu metodu musi platit:

-1 _— 11 -1 -1
Ab=-D}(L+U)A'b+Db

H, g7

Ab=D"'|—(L+U)+A|A™D
o a
D

I

e D.cv: Ukazte, ze Gauss-Seidelova metoda a metoda SOR jsou konzistentni.

Definice: Iteraéni metoda x(**1) = Hx(*¥) 4 g se nazyva konvergentni, jestlize pro kazdou potatecni
aproximaci x(®) € R plati:

lim x*) =x* (= A7!b)|

k—oo

Chyba k-té iterace:

e = x(®) _ x|
Nutna a postacujici podminka konvergence metody

iteracni predpis x®) = Hx(+-1) 4 g

konzistentni metoda x*=Hx*"+g

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Plati:

limx* =x* < lime*® =0

k—oo k—oo

Véta: Dana konzistentnf iteraéni metoda x**1 = Hx(*) + g konverguje pro libovolné x(®) € R™ pravé tehdy,
kdyz je stabilni, tj.

[ o(H) = max, [A,(H)| <1 |
kde ¢&islo p(H) nazyvame spektralni polomér matice H a A;(H) jsou vlastni &isla matice H.

Poznamka: Pfipomerime souvislost s metodou prosté iterace pro feseni soustav nelinearnich rovnic. Funkce
P(x) z prepisu x = ®(x) musela spliiovat podminku (b') (pokud byla diferencovatelna)

[3ae01): |#@I<q vz ]

V nasem ptipadé je ®(x)=Hx+g = &(x)=H

Tj.
[|H| <1

Spektralni polomér p(H) je také normou matice H, tj. |o(H) < 1}

P¥edchozi véta je siln&jsi (kritérium) &

Véta pro prostou iteraci uvadéla postacujici podminky =

Poznadmka: Ur¢ovat p(H) je celkem drahé, proto za chvili uvedeme vétu (postalujici podminky) jejiz
predpoklady se ovéfi snadnéji.

Definice:
Maticovou normu || . || nazveme multiplikativni, splfiuje-li pro vSechny ¢tvercové matice A, B fadu n
vztah
[TA-BI < [A]l- [B] |
Ptiklad 2
Re¥me soustavu Ax = b Jacobiovou metodou.
1 0,9 0,9 2,8 1
A=10,9 1 0,9|, b= [2,8], presnéresenix* = |1
0,9 0,9 1 2,8 1
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0 -09 -09 i
H=| 09 0 -09 Y(AX) = 1((AX,0,0,....,0]) = WA [x,0,0,...,0)) < k(AW((x,0,0,....,0]) = u(A) - ¥(x)
-0,9 —-0,9 0 ()
vlastni &isla jsou —1,8;0,9;0,9 = p(H)=1,8>1 = metoda diverguje !!! (*¥) u je multiplikativni

Uvazujme normu ||H||y = max; ; |k
D.cv. Ukazte, Ze ||.||a splfiuje vlastnosti normy. Véta (PostaCujici podminka konvergence)

[IH]lx = 0,9 <1 1]

Je-li pro multiplikativni normu splnéna podminka ||/H|| < g < 1| potom posloupnost {x(’“)} uréena

[| . |laz neni multiplikativni: konzistentni formuli
napr: x) = Hx*V 4 g
A= [1 1} B— [2 2} A-B-— [4 4} konverguje pfi libovolné volbé vektoru x(®) € R™ a plati
11 2 2 4 4 kum x(®) — I-H) 'g=x

llAllr =1, [Blx=2 [|A-Blx=4

Al IBlu=2 < [|A By =4
1Al - 1Bl \”(H lae Diikaz: Diisledek kritéria a predchozi véty (jiny dilkaz viz skripta).

Véta: Pro kazdou multiplikativni maticovou normu || .|| a Etvercovou matici A plati: Odhad chyby
e(A) < |lAf} Predpokladame, ze je splnéna postacujici podminka konvergence
H| <g<1
x® _x* = H(x®* ) x*) =
Diikaz: = H(x*1) — x(0) 4 x(B) —x*) =
A) = max{|\|} = |2
o(A) = max{|l} = | () ) 4 H — )
e necht &islu A, odpovida normovany vlastni vektor v,  (v(vp) = 1)
e potom Odtud dostavame
o(A) = Pyl - (%) = vAv;) = v(AV) [ = < gfx® = x4 g [ —x
tj.
@-g) |2 ] < ol -t
vlastnost kompatibilni maticové a vektorové normy: 5
[1(Av,) < AT v(v,)] = 1Al -1 = ||All a po vyddlent
(k) _ x* 9 ) e )
Pomocna véta: Ke kazdé multiplikativni maticové normé p existuje kompatibilni vektorova norma v. HX x[B= 1—¢q Hx X H
Diikaz: Je dana maticova norma .
Definujeme v(x) = u(x,0,0,...,0]) ... spliuje vlastnosti normy Jestlize Hx(’“) = X(k’l)H < g, potom
? kompatibilita: Hx(k) x| < q .

1—gq
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Piklad 3

Jacobiovou metodou Feste soustavu Ax = b.

8 4 2 14 0
A=|1 10 1|, b= [12], x©@ =0
0 0 2 2 0
0 00 8 0 0 0 4 2
A=1|1 0 O0[+(0 10 O|+|0 O 1
0 0O 0 0 2 0 0O
—_—— Y =
L D U
0 -0,5 —0,25 1,75
H;,=-D'(L+U)=|-0,1 0 —0,1], g;=D7'b=|1,2
0 0 0 1
Provedeme 5 iteraci:
00 0 0
1]1,75 1,2 1
210,9 0,925 1
31,0375 1,01 1
410,995 0,99625 1
51(1,001875 |1,0005 1
0, 006875
x® — x4 = 10, 004250
X2
— (8 0, 000000
Odhadnéme chybu x®), tj.
[|H| 5 4
% - x| < e — x|
1—|H|
maticova norma vektorova norma odhad chyby
) be |
[|H||s = max;(3 hix) = 0,5 [£®)]|y = 5 |r;] = 0,011125 o 0011125 = 0,01112!
(5) 0,75
|[H||z = max;(> ki) = 0,75 [r®)||oy = max; |r;| = 0,006875 o35 0006875 = 0,0206
k b
3 (HEE) = ®) 5 - 0,56
[|[H||sp = max, A7 (H"H) = 0, 56 AP > 72 = 0,0081 01’ 0,0081 = 0,0103

Numerické metody KMA/NM
7~ Josef Dangk 13.2.2013
Geometricky vyznam
x —=x"2 <0, vzdalenost x'°/ a X" je mensi nez vypoctena hodnota
() — x*||; < 0,0103 dal () a x* j §i nez vypoctend hod

[11x® — x*||, < 0,0206

[11x® - x*|l, < 0,011125
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Rychlost konvergence
e Linedrni rychlost konvergence

30€(0,1) Tk 2 0Vk > kot [[Ix*HD) — x*|| < gl|x® — x|

e Superlinearni rychlost konvergence

[1Ix4D — x| < g x® —x*|, kde gy — 0 (k — 00)|

e Konvergence fadu r

[1x+D x|l < glx® — x|

Poznamka:

e Jacobiova, Gauss-Seidelova i SOR metoda maji linearni rychlost konvergence

X(k+1) _x* = H(X(k) _ X*)
béhem vypoltu se neméni iteraéni matice H, jedna se o stacionarni metody
[H|| <g, [H| ... pevné &islo

o Metody se superlinearni rychlosti konvergence patii mezi nestacionarni procesy

|x(’°+1] = Hx® 4 g,

V kazdém kroku se mohou ménit Hy, gx.

Potom ||Hg|| < gk, plati-li g — 0 pak jde o superlinedrni metodu.

Definujeme asymptotickou rychlost konvergence

[[e®)]
[le®1]

ta urCuje pocet platnych desetinnych mist ziskanych v jednom itera¢nim kroku.

R = —log > —log|[HJ||,

Prakticky:
o _ xR -l g ) - xe D)
e D = [ D =] ~ 1, Toc 0 = ]

1gq
Poznamka: Pro metody s linearni rychlosti konvergence (Jacobiova, Gauss-Seidelova, SOR metoda) Ize pro
urychleni pouzit Aitkenovu extrapolaéni formuli (viz dfive).

Posloupnost chyb je geometricka
e®) — Helt-1)

olk+1) o)
k 11 k 1
I
S
NE— [N —
A A=)
po Upravé:
k+1 k
P (e (:1:5 i 335 ))2
i . ZEkJrl) — 219) T mgk—l)

P¥i odvozeni metody SOR jsme se pokusili urychlit vypocet zménou iteraéni matice H tak, aby méla mensi
spektrélni polomér o(H). Cim mensi je p(H), tim je vétsi asymptoticka rychlost konvergence.

- log x
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Véta: Spektralni polomér po(Hgor) spliiuje podminku

Q(HSOR) Z ‘OJ — 1| Vw e R

Diikaz:
Hsor = (WL + D) *[(1 — w)D — wU]

Je znamo, Ze soucin vlastnich Cisel je roven determinantu

—

)\,‘ = det(Hsog)

=1

det(Hsor) = det [(wL + D) [(1 -~ w)D — wU]| = det [(D(wD"L +1) D[1-wi- wD’lUH -

— det [(wD 'L+T) *[(1 - w)I-wD 1UH — det(wD 'L+1) “det[(1 - w)I - wD U] = (1 - w)®

(%) (%)

(%) dolni trojihelnikovd matice s 1 na diagonale
(*%) horni trojihelnikova matice a prvky (1 — w) na diagonale

i];ll)\i:(lfw) = mlax\)\,ﬂ\zﬂfw\
(k) i
e(Hsor)

(#%x) Duikaz sporem:  VA;: |A] < |1 — w] /ﬁ
=1

[Tl <1 —uf®

=1

Dusledek: Aby SOR konvergovala, musi platit:

lw—1] <|e(Hsor) <1
w-1<1 =[we (0,2)

Poznamky:
Parametr w v relaxatni metodé SOR volime z intervalu (0, 2).
Pro w =1 prejde relaxaéni metoda na Gauss-Seidlovu metodu.

Volba parametru w samoziejmé ovlivni rychlost konvergence iteraéniho procesu metody SOR.
Lze ukazat, Ze existuje optimalni hodnota parametru omega

2

wot: -
"1+ 1- 2(H))
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kde p HJ) je spektralni polomér Jacobiovy iteraéni matice H;.

Pro spektralni polomér iteraéni matice Hgor relaxacni metody Ize odvodit nasledujici zavislosti:
e zavislost spektralniho poloméru iteratni matice metody SOR na relaxaénim parametru w

o(Hsor)

0 1 Wopt 2

e zavislost spektralniho poloméru iteracni matice metody SOR na spektralnim poloméru iteracni matice
Jacobiovy metody

Konvergencni véty

Dosud jsme udavali podminky pro itera¢ni matici H. To je ovSem nepraktické. Uvedeme nékolik snadnéji
ovéfitelnych podminek.
Véta 1 Je-li matice A ostfe diagonalné-dominantni, potom konverguje Jacobiova i Gauss-Seidelova metoda
pro libovolnou volbu x(©).

Véta 2 Je-li matice A symetrickd a pozitivné-definitni, potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pro
libovolnou volbu x(®).

Véta 3 Nutnou podminkou konvergence metody SOR je 0 < w < 2. Pfidame-li symetrii a pozitivni
definitnost matice A, dostaneme postacujici podminky konvergence.

Diikaz Véty 1 pro Jacobiovu metodu:
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Ax = b, rozklad matice A=L+D +U ey Jacobiova metoda
. oznacime-li C=L+ U, potom A=C+D 12k 1. rovnice
e Jacobiova metoda 2. rovnice
o) iterace
x(k+1) — HJx(k) +g; 101
H;= -D'(L+U)=-D'C a g;=D""b
8 -
e Matice A je ostfe diagonalné-dominantni, tj. plati
n . 6 -
lai| > > ay] 1=1,2,...,n
=157
4 -
e Pro nas rozklad A = C+ D tedy plati:
n i 2 -
il > Y lesl  i=1,2,...,n  /:|ds| #£0
j=1
0 -
( kdyby |d;;] = 0, potom by byl cely fadek nulovy ... A je ale regularni
) Ll
o Plati:
Zn:‘cij‘<l rot=1,2 n (%) r
Z ‘dii‘ P T Sbspessy I 1 1 1 I 1
=1 0 2 4 6 8 10
e Pro iteracni matici plati:
Geometricky vyznam Gauss-Seidelovy metody
1
=, FE7 [
H,=-D 'C=— Gz ey == P 0][9.0000]0
‘ ) 9z + 2y = 48 g+ = 1(48 — 2y()) 1{/5.3333|5.1111
dnn. 2/4.1975|5.8683
. 2z + 3y = 26 (k+1) = 1(26 — 2z(k+1)
e Radkova norma matice Hj: v v 3( ) G| e U 6 i
41/4.0043|5.9971
= @ 5(/4.0006|5.9996
IH,| = max > (%) < 1 plynez (x)
oo lda
Geometricky vyznam Jacobiovy metody
k= [y®
01/9.0000|0
9z + 2y = 48 o) = 1(48 — 2¢9(®) 1/5.3333|2.6667
2(/4.7407|5.1111
2z + 3y = 26 Y= = 3(26 - 22) 3]4.1975/5.5062
41/4.1097|5.8683
51/4.0293|5.9268
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Gauss—Seidelova metoda Metoda SOR
12 —_— 1. rovnice 121 —_— 1. rovnice
2. rovnice 2. rovnice
o} iterace o} iterace
10
8 -
6 -
4 -
2 -
0 -
_2 -
_4 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Geometricky vyznam metody SOR (w < 1) Geometricky vyznam metody SOR (w > 1)
9z + 2y = 48 z%at) = 1(48 — 2y™)) 9z + 2y = 48 2hs?) = 1(48 — 2y®)
2 + 3y = 2 o8 = (26 - 2a441) 2 + 3y = 2 Yl = (26 — 2244)
(k]2 [y® (k]2 [y
9.0000(0 9.0000(0

g+ = 1(48 — 2y®) + (1 — w)z® 6.0667|3.6978 2+ = w1(48 — 2y®) + (1 — w)z®)

0 0
1 1
2 2

yE ) = w1(26 — 2z + (1 — w)y® 3| 4.3244]5.6472 Y&t = w1 (26 — 22*H) 4 (1 — w)y® 3|4.0342/5.9515
4 4
5] 15]
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Metoda SOR

o

1. rovnice
2. rovnice
iterace

10

Numerické metody KMA/NM
7~ Josef Dangk 13.2.2013

“Kabitola 5. SLAR - gradientni metody

Metody na reseni SLAR
e pfimé (GEM, metoda LU-rozkladu) v

e jterani (Jacobiova m., Gauss-Seidelova m., metoda SOR) v

e gradientni

Motivace

Uvazujme kvadratickou funkci redlné proménné z:
1 5
f(:c):ia:c —bz+c, a>0.

Nutnd a postalujici podminka minima funkce (f’(a:) = 0) ma tvar
az = b.

To znamend, ze misto feSeni linedrni rovnice mizeme fesit dGlohu najit minimum konvexni kvadratické
funkce f(z) (obé dlohy maji stejnd feseni).

Uvédomme si, ze v pfipadé funkce vice proménnych je treba splnit dalsi podminky kladené na matici
soustavy A, abychom zarucili konvexnost pfislusné kvadratické funkce.

UvaZzujeme soustavu (kde matice A je symetricka, pozitivné definitni)
Ax=Db

Dale uvazujeme kvadratickou formu, tzv. energeticky funkcional
1 r 7
F(x) = > Ax — b'x.

Plati
grad F(x) = A x — b.

Funkce F(x) je konvexni a kvadratickd = F(x) ma globalni minimum a pro bod minima X plati
grad F(X) = AXx — b =0.

Bod minima X je tedy feSenim soustavy Ax = b.

Poznamka: Ulohy najit bod minima funkce F' a Fesit soustavu Ax = b jsou ekvivalentni.

Poznamka: V pfipadé soustavy 2 rovnic si Ize udélat geometrickou ptedstavu, nebot pro x € R? je grafem
funkce F'(x) elipticky paraboloid, jehoz vrstevnice jsou elipsy. Minima F'(x) se nabyva ve vrcholu paraboloidu.
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2 T
[
xr y i
|
Priklad 1
Uvazujme velmi jednoduchou soustavu Ax = b, kde Rezy svislou rovinou y = pz +q
A_[® 0] o [B] w_[1] . ) oy 2
0 16 8 0,5 F(z) = 5(252" + 16y%) — 25z — 8y = (252" + 16(pz +q)°) — 2652 — 8(pz + ) =
Yy
1
= —(252% + 16(p’z” + 2pgz + ¢°)) — 25z — 8(pz + q) =
0,5 x* 2
25 16
= (? + 7132) z? + (16pg — 25 — 8p)z + 8¢> — 8¢
>

Odpovidajici kvadraticka funkce je

1 1 25 0 |z ) 1
F(x) = x"Ax—b"x = _ [z 9] [0 16] M ~[25 g [y] = 5 (252 + 16y°) — 25z — 8y.

Vrstevnice (hladiny):
F(x

1
5(25m2 +16y%) — 25z — 8y =—c¢
2522 + 169> — 50z — 16y = 2c

1
25(z — 1)% — 25 + 16(y — 5)2 —4=2c

1
25(z — 1)* + 16(y — 5)2 =2c+29

napr. pro ¢ = %:
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I

\

Zo

V ptipadé soustavy dvou rovnic ziskdme promitnutim grafu funkce F(x) do roviny proménnych i, zo

Princi
P systém soustiednych elips - hladin (vrstevnic).
Stejné jako u kaZdé iteraéni metody nejprve zvolime pocateéni aproximaci reseni x(®).
Princip gradientnich metod spociva v tom, ze zvolime smér a v tomto sméru se budeme chtit co nejvice 'TQ
priblizit k presnému reseni. Gradientni metoda je tedy urcena volbou sméri, ve kterych minimalizujeme funkci ()
F. X
Béhem jedné iterace se pohybujeme po povrchu grafu funkce F(x) tak, abychom se dostali na nizsi (k)
vrstevnici. d

I

Metoda nejvétsiho spadu

Metodu nejvétsiho spadu ziskame, pokud budeme za smérové vektory volit sméry nejvétsiho spadu, tj.
vektory
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|d(") = —grad F(x®)) = b — Ax® | a¥(t) — +d®T Aq® + < T Aq® _ pTq®)
dt -
T
Iteraéni formuli volime ve tvaru x®"A — bT) d®
< . 2
|x<k+1) = x(k) | ¢(0) . q(&) | _d®T
v kazdém kroku metody uréime smér nejvétéiho spadu d*) a provedeme jednorozmérnou minimalizaci v dU(t
tomto sméru, tj. % = td®TAd® 4 xMTAQ®) _ pTdW
N M

™
min F(x® + ¢td®) M d®
>0 ’

_awT
dzitf) —td®TAd® — d®Ta® — o
®)T &)
gy - 47 7
d®T A g®

Poznémka:
Pokud by matice A nespliiovala podminku symetrie, jaky vysledek by ndm dala metoda nejvétsiho spadu?
grad F(x) = 0

1 1 1 1 1
grad F(x) = grad (EXTAX - b"x) = F(TA)T + ZAx —b=_ATx+ SAx-b=0

1
= [AT+A)x=b

Algoritmus metody nejvétsiho spadu

1. volba x@ ¢

Minimalizovanou funkci proménné ¢ oznacime ¥(¢). 2. vypolet sméru spadu  d®) = b — Ax®)

Potom plati: -
.. ()" g*)
3. vypotet koeficientu ¢®) = d_d—*
F(X(Ic) + td(lc]) — % (x(lc) + td(k))TA(X(Ic) + td(k)) . bT(X(Ic) + td(k]) _ vypocet koericientu d(k)TA d(k)
- 2
()

4. vypolet nové iterace  x(Ft1) — x(k) 1 ¢(k)q(k)

1 ar 1 a7 1 a7 1 a7
= LT A8 4 LT A q® 1 L g®T A 4 L2 gBT Aq) _ pTsl®) _ ¢ pTd®)
2* x 2 X 2 * 2 x 5. k=k+1azpétna2) pokud [[x**D) — x(®)|| > ¢

LZE” = %x("]TAd“‘) . %d(’“]TAx(") +td®TAd® — bTd®

Pozndmka: Abychom uetfili operace nasobeni matice a vektoru, uréime d**1) takto:

(k+1) — 1 (k+1) — 1 (k) (B)q(B)y = &) _ (%) (k)
Poznamka: Prvni 2 &leny, tj. x®TAd® a d®TAx(® jsou skalary a jsou si pro symetrickou matici A d =b - Ax =b - ARXY +tMd") =d Y AdT
()
rovny.

(%) toto se potitalo v kroku 3 v predchozi
d®T Ax®) — (d(k)TAX(Ic))T = (Ax®)Tq®) = <®T AT q(k) iteraci
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Véta: Metoda nejvétsiho spadu konverguje (pro symetrickou, pozitivné definitni matici A) pro libovolnou
volbu potate¢ni aproximace x(°) k presnému Feeni soustavy Ax = b.

Diikaz:
Konvergenci dokazeme v normé ||.|[a = vVxXTAx (tzv. energetickd norma).
[l.]a jeseuklidovskou normou ||.||> ekvivalentni, tj. z toho jiZ plyne i konvergence v ||.|[> = vxTx
(Definice: X ... linearni prostor, |.|ly a |||l ... normy na X;
[|-]|x @ [|-||2 jsou ekvivalentni, existuji-li ¢isla c,C' > 0: Vxe X c|x|; < |x[. < C|x[)
tj. méa platit
AxTx < xTAx < CO%Tx
xT(Dhx < xTAx < XT(C)x
plati pro ¢ = [Amin|, C = |Amaz]
x* ... presnéfeSeni Ax=b
ef) = x(®) _x*  chyba k-té iterace

Odvod me nejprve vztah pro energetickou normu chyby k-té iterace.
F(x®) - Fx*) =F(x' +e®) - F(x") = ... (*)

Obecné pro 2 body x, x -+ td plati:
F(x + td) — F(x) = %(x + td)TA(x + td) — bT(x + £d) — % 5 e [P =
=tx"Ad + %ﬁd%dﬂ =
=td"(Ax—b) + %t2dTAd

Pro nas pfipad x =x*,t=1,d = e¥

1
. =FE"+ e(k)) — F(x*) = Ee(k)TAe(k) = He(kJHi ()
(¥) + (x%) = F(x*®) - F(x*) = %e(k)TAe(’“) (x%%)
(k%) = F(x®D) — F(x*) = Le® )T Aelk+) (% x4%)

Odeltenim (k%) a (**%) dostaneme

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013
F(x+D) - p(x)) — %emn?’ Aol _ %em?’ Ae® | )

k+1)

kde iterace x(

je vypoctena metodou nejvétsiho spadu, tj.

(B 1) 5B o g(k) (8

Pro vyraz na levé strané opét pouzijeme zvyraznény vztah pro hodnoty x = x(*) ¢t =t®) d = r(®

F(x® 4 ¢0p®) _ p(x®)y = t(k)rw)T(Ax(k) _ b) + L2 0T o)
—_—— 2

)

T (k)

(k) 5 gitali B = — —
(t jsme pocitali podle vztahu |2 ST AL )

(@7 p#)2
= ®Tarm T

(x®Tp(0))2

1 1 (x®Tpk)2
2 (x0T Ar(®)

®WT Ape) — 2\ T
T AT 2t T Ap(k) ®)

Porovnanim (&) a (&%) dostaneme

1 (e®Tpky2 1
C1(r - ) — o+ )T A k1) _ Z ()T A (k) | ©)
2 p(k)* Ar(k) 2 2

Nyni posledni rovnici
a) vyndsobime 2
b) posledni €len prevedeme na druhou stranu
c) a vydélime jim rovnici

Dostaneme
elt+1)T A g(k+1) L (r(k)Tr(k])z ©)
e®TAe® rWTAr® e®T Ael®)
S—\—'— 1
Plati [Ae) = p(® . protoze Ax*—b=0 a r®) = p — Ax(*®)
r® =p —Ax® + Ax* b
N
A(x* —x®)
< 2
o)
Dale z |Ae® = r®| plyne e®) = A r(® 3 tedy odhad
lle®1l < [LA] - (@]
Pro ({) dostavame odhad:
eB+1)T A gk+1) - RO . 1 .
<1- =1- =q<
e®)T Aek) AL - [le®]2 - [JA=]] - [et]]2 AL lA=H|
Tj.
et DT Aelt+) < g oMT Ael®) | (m)

e® T A+ < g e®T A vk
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Jde o to odhadnout g v (H).

le I < qle®R = eI < ¢*lleh
1 1 #(A) — 1 x(A) -1
g=1- ST - S
AT - JAT| #(A) | #(A) x(A)+1
= b
a )\min

w(A) x(A)+1 / ((A) 1)
<y [ RAeA) Y
72(A) —1 < 2 (A) OK

Geometricky vyznam metody nejvétsiho spadu

Numerické metody

KMA/NM

2x+3y=26

9x+2y=48

Josef Dangk 13.2.2013
Metoda nejvetsiho spadu
——— 1. rovnice % %
—— 2. rovnice I
o iterace 9.0000(0

——  hladina

4.7425/1.0321

5.5081/4.1902

4.2240/4.5015

4.4549|5.4541

G RWN RO

4.0676|5.5480
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* Priklad 2
: o Pomoci metody nejvétsiho spadu feste soustavu Ax = b, kde
Vlastnost rezidui B
3.0 8 o _ [27
A o ool b= 9| pocatecni iterace x\% = Sal
V&imnéme si faktu, Ze vzdy po sobé jdouci iterace sméru spadu, tj. d*) a d*+1) jsou na sebe kolmé. 0

Metoda nejvetsiho spadu

10
Cviteni:  Ukazte, %e plati |d®” dk+D) — o 1. rounios
8 o i(éraf:e
d®T g+ — g7 (b — Ax(k+1) ) ol hladina
= d®" (b~ ( t)d®)) = 4
— qwT (b— Ax(® _ B A d(k)) — AL ///;\N
= d®T (@® — ¢t A d®)) = ol k.
— TR _ R gRT A g®) — LL Q\\§§§§§§§===:=:=====5§5¢;44¢¢/&
o
= a®wTqe) — W7 d® T s g = aF soyes
d®)" A g™ 0x+200y=2
— gTq® _ g®Tg® — g °r
8
, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
Poznamka: 50 —40 30 20 -10 0 10 20 30 40 50
V pripadé, Ze budou hladiny (elipsy) ,velmi protahlé”, bude obecné metoda nejvétsiho spadu konvergovat ‘ % H z® o)
velmi pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt.
i ) L L ’ 0 {/27.000000(0.600000
I\La dlruhou s}::lranu, pokud budou hladiny (elipsy) ,skoro kruznice”, bude metoda nejvétsiho spadu konver- 1 1126.3077581-0.317804 vlastn{ &isla matice A-
e il el 2 [|25.139940]0.563008 P
Nevyhodu cik-cak efektu odstrani nova metoda, tzv. metoda sdruzenych gradienti, ktera vyuziva 3 1124.491101/-0.297251 ! ?
dimyslnéjsi volby smérii minimalizace, a sice tak, aby se neopakovali, jak k tomu dochéazelo u metody nejvétsiho 4 |23.396504|0.528335 s
spadu. 5 122.788346|-0.277987 presné FesSeni soustavy je x* = [ 13]
100
Priklad 1 - pokracovani 250 |-2.657606 | 0.010180

Uvazovali jsme jednoduchou soustavu Ax = b, kde
25 0 25 " 1
A:|:0 16:|' b:[g}' % :[0,5] P¥iklad 3

Pomoci metody nejvétsiho spadu reste soustavu Ax = b, kde

40 0,1 —8 27
- : - Latetni | ©) —
A [0,1 41], b [ - ] pocatecni iterace X [0,6]'

Jedna z vrstevnic méla tvar

(z-12 (y—3)
42 52

\/)\72:\/%—>4:5<—\/27:\/)\71
o

pomér poloos:

Poznamka:
e Pro pfipad Ay > Ay ziskdme protahlé elipsy

e Pro pfipad Ay & A;  ziskdme skoro kruznice
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Metoda nejvetsiho spadu

40
1. rovnice
——— 2. rovnice
30 o} iterace
——  hladina
20
10
or ©
-10f
-20
_30k 40x+0.1y=-8
0.1x+41y=2
_40 | L . . L . . )
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
‘k H z(F) y(¥) vlastni &isla matice A:

01/27.000000(0.600000

AL =39,99 a Ay = 41,01

-0.197972|-0.032418

presné YeSeni soustavy x* se s x(3)

1
2/-0.199872|0.049274
3/-0.200123 | 0.049268

shoduje na 6 desetinych mist

Poznamky k rychlosti konvergence:

* M(A) -1 *
HX(’C) — X HA =] (m>k Hx(o) —X HA

o Je-li 3(A) > 1,1, Apmaz > Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje pomalu

o Je-li #(A)Z 1 4

#(A) -1 x(A)-1+1-1
w(A)+1 %(A) +1 B

RA
=

x(A)+1
[ —
— 00 pro x#(A)—co

. Amaz & Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje rychle
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~2

o Pokud jsou vrstevnice sféry (v R? kruznice), potom metoda nejvétiho spadu nalezne fedeni (ptesné)

v jednom kroku.

Pozndmka:

Smér, ve kterém provadime minimalizaci v ramci jednoho kroku metody, mtizeme volit i jinak nez smér

nejvétsiho spadu.
Obecné ozna¢me pouzivané sméry s(*).

Novou iteraci hledame ve tvaru

| k1) — x (k) 4 (k) |
Koeficient t ziskame z jednorozmérné minimalizace
min F(x® 4 ts®)
50—,
2(t)

1
&(t) = E(x(k) + tsMNTA(x® 4 ¢s®) — b7 (x® + ¢s*))

de(t) = tsMTAs®) 4 xMTASH _ pTs®) —g
N A

dt
(x®TA —pT) s®
N ———
(Ax® — )T
Sl

= —r® (reziduum)

o @) (k)

 smT As®)

Volime-li za vektory s*) postupné jednotkové vektory soutadnych os, ziskame Gauss-Seidelovu metodu !!!

Pokud na vektor x aplikujeme 1 iteraci gradientni metody se smérovym vektorem e;

(na 3-té pozici 1, jinak 0), dostaneme:

rfe;
X=X eTAe,v o
Plati: el A ... i-ty Fadek matice A
el Ae; ... diagonalni prvek a;; matice A
r = b— Ax ... reziduum
rfe; =7; ... i-ta slozka vektoru r

— n
ri = b — Y71 ayT;

Vztah (e) zvétsi i-tou slozku vektoru x o hodnotu 7;, tj.

=[o,...,0,1,0,...0/T

(¢)
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1 n
0 =85 90 — <b1 — Zaij2j>,
i j=1

=X7

i—1 n
Tii= (bz‘ - 20T — ) %‘21) :
=1

1
03 j=itl
Script v MATLABu

function [vysledky_gs,vysledky_gm]=gs_gm(A,b,x0,iteraci);

Joxk Hokokok ook ook ko ko ok ok ok ok ook ok ok ko sk kokok ok ko ok ko ok ok
7 Porovnani Gauss-Seidelovy metody a

7 gradientni metody, kde za smery volime

YA jednotkove vektory souradnych os

YA sokokokokokok sokokoktofoskokskokoksk ok skl sk ok kkok sk kokok ok sk sk okok ok ko ok ok sk ok

n=size(A,1);

Y% Hkok kK *ok kKK *ok kKK Fok kKoK ok ok
% Gauss-Seidelova metoda

% KoKk kK KoKk ok KoKk ok KoKk KKk K
x=x0;

vysledky_gs=x’;

D=diag(diag(A)); L=tril(A)-D; U=triu(A)-D;
H=-(L+D)\U;

g=(L+D)\b;

for i=l:iteraci
x=H*x+g;
vysledky_gs=[vysledky_gs;x’];
end

%************************************************************

% Gradientni metoda
b — Prm—— KoKk kKK ok

>k 3k ok ok ok ok ok ok

x=x0;
vysledky_gm=x’;

for i=l:iteraci
for j=1:n
s=zeros(n,1);
s(j)=1;
r=-A*x+b;
t=(r’*s)/ (s’ *A*s) ;
X=x+t*s;
end;
vysledky_gm=[vysledky_gm;x’];
end
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Uvaha

P¥i vhodné volbé smérovych vektorti s(*) je mozné dojit do presného Fedeni za konetny polet kroki < n.

Musi existovat n vektord s(*) tak, ze

X — x® = 3 B

k=1

Jak volit sméry s*)?

(*)

o Zkusime takto: necht s(*) tvor bazi (ortogonélni) m-rozmérného euklidovského prostoru, potom

vynasobenim () skaldrné s s*) a tipravou ziskame

sT (xx* — x(©) = )0 g(k)

s®T(x* — x©)

k) —
(i) Tg(k)

. nesikovné !, obsahuje presné Feseni

e je tieba zvolit lepsi strategii volby vektori s(*)

Definice x*) je optimalni vzhledem ke sméru s # 0, jestlize
| F(x®) < F(x® +ts) VteR]| *)

-

<8

Poznamka: Je-li x(*) optimalni vzhledem k libovolnému sméru z vektorového prostoru V, Fkame, ze je

x(*) optimalni vzhledem k V.

Podle (x) se minima nabyva pro t = 0, tzn. Ze derivace F' podle ¢ je v minimu (¢ = 0) rovna 0:

OF

(x4 15) = ts7As + 57 (Ax¥) — b)
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oF

— (x(k)) =sT (Ax(’“) - b) =0

ot .

_ 0
s L r®
Pozndmka: Iterace x(**) metody nejvétéiho spadu je optimalni vzhledem k reziduu r*) = b — Ax(*)
. sméry, ve kterych minimalizujeme.
V £
x(F
Xk) Chceme-li, aby bylo i x(*+1) optimalni vzhledem k v, (tj. r**1 | v), musf platit:

0 = vTr+) = yT(b— Ax(E+)) = T (b — AW 4+ s)) =vT|b— Ax¥) —As| =T (r(’“) - As) = -vTAs
Q- AX

(k)

Nasim cilem je, aby se i v dalSich iteracich zachovavala optimalita k jiz pouZitym smériim.
Zaveér
To pro metodu nejvétsiho spadu bohuzel neplati.
Chceme-li zachovat optimalitu vzhledem ke vSem pouzitym smériim, musi tyto sméry spliovat podminky

NapF. pro soustavu ve 2D jsme ukazovali, Ze sméry nejvétsiho spadu (rezidui) jsou na sebe kolmé, tzv. A-ortogonality, tj. pro 2 rizné sméry s a v musi platit:
i
ti. r® LpE) g pr) | pk+2) o () || p(k+2) 1) -
= x*+2) je optimalnf vzhledem k r+1, ale ji¥ neni optimélni vzhledem k r(*) Poznamka: Vektoriim které jsou A-ortogonalni se také fika A-sdruzené.

Metoda sdruzenych gradienti

Existuji sméry, které udrzuji optimalitu k pfedchozim?

Za sméry, ve kterych minimalizujeme, budeme brat A-ortogonalni vektory s(*).

Necht Plati tedy:
1) — k) ¢ g

[s7 as® —0, &21]

Predpokladejme, ze x(¥) ke optimalni vzhledem k v (tj. r(®) L v). Chceme, aby platilo:

o7/ K —x® = S WE | (4
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s®T A(x* — x) = 8 g®T A 54)
= =

Ax* — Ax® = Ax* —b—-Ax® + b
el g
-0 £

- s p(0)

T T Ag®)

Strategie volby smérii
o Mame-li ortogonalni bazi R™, Ize z ni procesem A-ortogonalizace ziskat A-ortogonalni bazi.
e Za ortogonalni bazi budeme volit reziduové vektory.
Aby proces ortogonalizace ved| k cili, musime zarucit, ze reziduové vektory tvori bazi.
Ortogonalitu ukdZeme vzapéti; mize se stat, ze se nékteré reziduum anuluje.
Potom ovsem iteracni proces konéi - dosahli jsme pfesného reseni.

e Provadime tedy soucasné 2 procesy!

— iteracni proces

— proces A-ortogonalizace
e Vektory rezidui budeme znatit r*), ziskané sdruzené sméry oznaéime s(*)

— pro zadané x(© uréime r(® = b — Ax(®

— s(® poloZime rovno r(®)

— ur&ime x(*) optimélni vzhledem k s(®)

— uréime r*)

— s uréujeme z £ tak, aby s®TAs® =0

— atd.

Proces A-ortogonalizace

k1
sk = p(¥) Z Bris® (eo)
=1

(P¥i uréeni s®) vyjdeme z r(*). P¥i¢itame nasobky predchozich s(*) tak, abychom zarucili A-ortogonalitu.)

Koeficienty fB; volime tak, aby

[s®As® =0, (i<

(ee) vynasobime sOTA /

T Agk) — @& A (k) gOT A
s ABS =" Ar'™ + Bi; s As

s@OT Ap(k)

= i = T
P sOT As)

Numerické metody KMA/NM
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-

s 2 . 2R 2 —
Z vlastnosti A-ortogonality vyplyva rada skutecnosti.

Vi
Véta 1 Plati

r®T g6 — @7 g6) kE<j

W7 .56 = o k>j

b/ A/ xED = x® 0w

o gl ) g A ()
k1
= ) = O T A W)
j=1

vynasobime skalarng s s()

rBT6) — p@Tg0) _ 46) gNT A g6
~—

(%) pocitame (viz dfive) takto

0T (5
o _ 1070
s@7T Asl)
O
Dikaz
vztah (ee) vynasobime skaldrné s As(?)
k1
s®) = p®) 1 5™ g, s (e0)
=il
OT A M — T A g® 4 5o )T A )
s skl —g rl®) 4 ;ﬁki S s :
—0 (k<) = ok <)
#0 (k=)
O
Diikaz
Uplnou matematickou indukci ukazeme, e @ B =0 pro §> k|

Plati
P4 — by Ax(HD) = b A(x®) 4 g0Ip6)) — p8) _ 48 7 p06)

@750

rWTR0) — (rw) + @A S(o))T £© = pOTH0) 4 £0gOT A £0) — (0T 1(0) B S
s(0)* A g(0)

sOTAL® =0

(x® = 5©)
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2. a)Vk<j plati: TR _ g i "' Ge\om_et{icky ‘vyznam metody sdruzenych gradientii
Y -‘,*:* :
pEHDT (R (rm + A s(j))T ) = OT® 4 40 gOT A (k)
=0 (ptedpoklad) =0 (Véta 2)

0T G
rGHTHO) = (£0) 4 {0 A 0)T 10 =t OO 1 DSOTALD = ) % s A0
s A s()
sOTASD = s@TATD)  (Véta 2
)7 p6) — (07 5() (Véta 1
O
Dikaz: Plati:

s®OT Ap(k)
P =~ oTA S0

Pro citatel plati:
SOT A ) = p®T A (O = (BT t% (£6+1) — x9),

kde se pouzil vztah ; ) ) ; _ ;
plH D) — ¢ (WA O 40 20 pro v £ 0
Plati

e proi < k—1: &itatel Br; = r®7 (r(”l) — r(’))

o= 0 (Tvrzeni)

1 1
e proi =k —1: &tatel Brp_1 = r®7 (r(") - r(’“’l)) Py r(")Tr(")t(kj £0  (pror*) £ 0)

O

Algoritmus (Metoda sdruzenych gradientii)

1. x0 ¢
2. 10 — b Ax®, O — O

T
3. 48 — sWr®
‘ sk)T A s(k)

4. x(BF1) — x(®) 4 R)g(®)
5. plk+1) — p(0) 4 4R A 0

s®)T A plk+1)

6. fp=—> 1
P s©T A )

7. st1) — plk+1) | g glk)

8. If [[x(**1) — x(¥)|| < & then konec, else — add 3
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Metoda sdruzenych gradientu

KMA/NM Numerické metody KMA/NM
13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
Poznamka: Gradientni metody patfi mezi nestacionarni metody.
‘ . Ez® 5%
\ ——— 1.rovnice Y
\ ——— 2. rovnice 01/9.0000|0 napt. pro metodu nejvétsiho spadu plati
o iterace
‘ — hadina 1/4.7425/1.0321
2//4.00006.0000 xB ) = %) 4 f®dE) = x®) 4 ¢®) (b — Ax®)) = (T tMA)x® + 0
10 e g
V kazdém kroku se méni matice H(*).
8 Plati-li |[H®)|| — 0 (pro k — o0), dostaneme metody se superlinedrni rychlosti konvergence.
Véta Necht A je symetrickd pozitivné definitni. Potom metoda sdruzenych gradient konverguje nejvyse po
6 n krocich. Navic chyba k-té iterace (k < m) je ortogonalni na sméry s, 5 =0,1,...,k — 1 a plati:
2C*
k x 0 -
[[x*) — x*||a < WHX( ) —x*[la}
A)-1
4 kde c= VA= ) = Ames
x#(A)+1 e
2 Pozndmka: V metodé nejvétsiho spadu vystupuje ve vztahu pro chybu k-té iterace koeficient
(%(A) = 1)’“
A)+1)
0 x(A) +
Je zfejmé, Ze na rychlost konvergence mé vliv &islo 3(A), tj. Amaz @ Amin. Cim blize j& Amaz @ Amin, tim
Ox+2y=48 rychleji metody konverguji.
-2 2x+3y=26
Pfiklad 4
Reste soustavu [Ax = b, kde
-4r A= [(1) 10800], b= [10[1]00], presné feSeni x* = E]
| | | | | |
)
e pomér poloos elips je /10000 : v/1 =100 : 1 !I!
o x(A)=
B =

10000 — 10000 =

pomala konvergence!

0
1

Vezméme si matici P! = [1 ] (det(P~1) # 0) a Fedme soustavu
10000

P !Ax=P~!b
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b B L

o (P 'A)=1=1 = rychld konvergence (1. iterace). Mluvime o tzv. predpodmitiovani.

Poznamka:

Chceme-li i novou (predpodminénou) soustavu Fesit metodou sdruzenych gradientd, musi byt jeji matice
symetricka pozitivné definitni.

Misto matice P—XA vezmeme matici (podobnou A) P~2AP~2 (P ... symetricka pozitivné definitni)
a fesime soustavu

Jak volit matice predpodminéni P ?

. fada moznosti, napf. P = diag (A)

Priklad 5

Porovnejte vlastni ¢isla zadané matice A a matice ziskané pomoci diagonalniho predpodminéni.

1000000 200 30 O
A_ | 200 10000 40 O
B 30 40 100 O
0 0 0 1]
1000000 0O 0 0]
- 0 10000 0 O
a 0 0 100 O
0 0 0 1]
1 1
4/1000000 (1) O 0 1000 (1) 0 0
Pi— 0 /10000 ? 0 — 0 g 00
0 0 7% (13 0 0 Lo
0 0 0 7 0 0 o0 1
1 1
000 0 0] r1000000 200 30 0] [ww O O O
T rembiremb || & 0 0 200 10000 40 O | 0 g O 0O
a o o Lo 30 20 1000/ |0 o Lo
1 0 0 0 1 1
0o 0 o ! 0 0 0 1
1 0.002 0.003

0.003 0.04 1

0
0.002 1 0.04 0
0

0 0 0 1

vlastni &isla matice A:

J~ Josef Danék

Numerické metody KMA/NM

13.2.2013

A2 =99,837534233; A3 = 10000,121161153; A4 = 1000000,041304614

. 1000000,041304614

un(A) = 1 = 1000000,041304614

vlastni &sla matice A =P AP 3:

X1 = 0,959987454937999;

Xs = 0,0999702401514713; A3 = 1, As = 1,040310143547287

— 1,040310143547287
#w(A)=—~————— = 1,083670560689229
0,959987454937999
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Vypocet vlastnich ¢&isel a vlastnich vektor

S pojmem vlastniho &isla jsme se jiz setkali napfiklad u iteracnich metod pro FesSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic. Velikosti vlastnich Cisel iteracni matice rozhodovaly o konvergenci pfislusné iteracni
metody. S tlohou na vlastni Cisla se setkame i v aplikacich pfi feSeni fady technickych a fyzikalnich problémii.

Definice: Je dana &tvercova matice A ¥adu n. Cislo A, pro které ma soustava
Av=2Av resp. (A—-A)v=20

nenulové feSeni, se nazyva vlastni &islo matice A, jemu odpovidajici nenulové feseni v vlastni vektor
matice A.

Homogenni soustava ma nenulové feSeni <  matice soustavy je singularni, tj. jeji determinant je
nulovy.

Vlastni Cisla A1, Ag, ..., A, jsou kofeny charakteristické rovnice
pa(A) = det(A — AI) = 0.

Ke kazdému vlastnimu &islu A; existuje alespon jeden vlastni vektor v;.
Pozndmka:  Charakteristicky polynom je stupné n = I n vlastnich Cisel.
Definice: Matici A = diag(A1, Az, - . ., An) nazyvadme spektralni matici matice A.

Ulohy na nalezeni vlastnich Cisel rozdélime do dvou skupin:
e Uplny problém — dloha najit vSechna vlastni ¢isla

° Céste(“:ny problém — (dloha najit pouze n&kterd vl. &isla (obvykle s nejvétsi absolutni hodnotou)

Ulohu na vlastni ¢isla si pfipomeneme na piikladu.

Priklad 1

Stanovte takova &isla A, pro kterd ma homogenni soustava Av = Av nenulové feseni, dale urcete toto
feSeni, pro matici

2 00
A=]2 21
11 2

Numerické metody KMA/NM
oy~ Josef Dangk 13.2.2013
Re&ime tedy soustavu
2-) 0 0 v 0
(A-A)v= 2 2—-x 1 vy | =10
1 1 2—A V3 0

Aby homogenni soustava méla nenulové FeSeni, musi byt determinant soustavy nulovy. Hleddme proto
takova A, aby
det(A —AD) = (2-2)P° - (2-A)=(2-A)[(2-2)?-1] =(2- 1)1 - 1B - ) =0.
Dostali jsme algebraickou rovnici stupné 3 a pouze pro jeji koreny

AM=3  A=2  As=1

bude mit uvaZovana soustava nenulové feseni.

Ke kazdému vlastnimu ¢islu A; mizeme najit nenulové reseni homogenni soustavy

(A-XI)v=o0.
Napt. pro A; = 3 FeSime soustavu
-1 0 01w 0
2 -1 1 vo | = |0
1 1 -1 Vs 0

Matice soustavy je samozrejmé singularni a proto bude existovat cely systém feseni v zavislosti na parametru
r € R. Kazdy vektor [0,7,7]T Yei danou soustavu. Ze systému vybereme jednoho zastupce, napt. v(t) =
[0,1,1]7, a fikame, Ze v(1) je vlastni vektor odpovidajici viastnimu &islu A;. Podobn& bychom nalezli vlastni
vektory odpovidajici vlastnim Cislim Ay a As.

Poznémka:

Vlastni &isla (horni) trojihelnikové matice jsou rovna jejim diagonalnim prvkiim, nebot charakteristicky
polynom ma tvar:
pA()‘) = (au — )\)(0422 — )\) 0oo (a,m — )\)

Motivace

Vlastni vektor je takovy vektor, pro ktery plati, Ze vynasobime-li matici A s timto vektorem, ziskame
nasobek pivodniho vektoru. Mluvime o samodruznych prvcich.

Priklad: Osovéa soumérnost = zobrazenf y = Ax.
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L)

V2

AVQ = —Vy

Ty

:

(TR

S~ 1
A Vi Vi
AV1 =V1

Priklad: Urcete vlastni &isla a vlastni vektory téchto matic:
2(0/0] 2 10
A= 2/o0|, B=|0 20|,
ooz 002
2]0 0] 210
C=(0/21|, D=]j0 2 1
00 2 | 00 2

Regent: Vsechny zadané matice maji stejny charakteristicky polynom
pa(A) = pB(A) = pc(A) = Pp(A) = (2 — N),

Vidime, ze A = 2 je trojnasobné vl. &islo vsech ¢tyr matic.

Vlastni vektory:
A: v =11,0,07
v® =10,1,0T
v® =10,0,1]T

Pozn.: matice A —AI je nulova, tj. systém
vSech feseni rovnice A — AL = 0 je lin.
kombinaci v(1), () y(3)

01 0]

C (1) — T
e U(g) : [(1]’8’(1)}7, Pozn.: B — Al = |:0 00
ve =001 00 0]
00 ]

(1) T

& 1)(2) [’ ’S%T Pozn.: C— Al = {0 0

v b b 0 0 |
01 0]
D: v =[1,0,0]" Pozn.. D—AI=|0 0 1
0 0 0|

Poznamka:  Pocet linedrné nezavislych vlastnich vektorii mize byt mensi nez je ¥ad matice.
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. Pripomenme si nékteré poznatky z linearni algebry. e, "' A
SO A
A vi] [va] ... |Va = vi| [va| .. [Val |- 2
Definice: ﬁfkéme, ze matice A a B jsou podobné, existuje-li regularni matice P takova, ze
[P2AP — B] resp. [A = PBP] An
X X A

Véta Podobné matice maji stejna vlastni Cisla.

Véta: Necht A je redlna symetrickd matice. Potom existuje ortogonalni matice Q takové, Ze pro spektralni
matici plati Avi| |Aava| .. |AnVa

[i=aaa)

Diikaz:

Vé&ta Necht A je &tvercovd matice Fadu m, A jeji vlastni &islo a v jeji vlastni vektor, tj. Av = Av. Potom
plati:

() ke N X(A%) = [MA)*

det(P)
det(P)

det(A — AL) = det(A — AI)- = det(P~")- det(A — AI)-det(P) = det [P~*(A — A)P| =

(ii) A ... reguldmi = A(A"Y)=[xA)]!
) (iii) A(A") = A(A)

= det (PlAP —AI
—
B
O (iv) vlastni &isla symetrické (hermitovské) matice jsou reélna

(v) vlastni vektory symetrické matice odpovidajici rGiznym vlastnim &isliim jsou ortogonalni

. . ] : A g p . 1
Véta Je-li v vlastni vektor matice A, potom P 'v je vlastni vektor matice B = P *AP. (vi) symetrickd pozitivné definitni matice m4 véechna vlastni &isla kladna

Diikaz:

Diikaz:
Av = Av (1)
Pt/ PBPlv=)v A/ Av=)iv = A=) Av =N
BP lv =P ly =V
w w A / Afv = Afy = AFtly — pF éx = AkHly
| = v
Poznédmka: Pokud jsou vlastni vektory vi, va, ..., Vv, linearné nezavislé, potom plati: (ii)
Av=2Xiv = A'Av=)Alv
X 'AX = A (A = diag(A1, Az, - .-, An) ... spektralni matice) v = AA-lv / ) ;
Matice A je tedy podobna diagonalni matici. Matice X je matice, jejiz sloupce tvofi vlastni vektory 1

—v=A"lv

AX = XA A
(iii) Oznatme B=A — AL Plati
det B = det BT = det B

det(A¥ — XT) = det(A — M\I) =0
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(iv) A= A¥, Av=)v

ro symetrickou matici je

- b a, =0 = w, =1
AWy = vE(v) = vEAv = vEAHy = (VEARV)H = vF Ay = WAy = Avfly Ae(€) — M| < & dobte podminéna dloha
&islo AV Q)
pridame Ha e Pro nesymetrickou matici je
ar #0 = s, muze byt velmi velké
(%) (VEV)E = vy = vEy =
vy . o A
Spatné podminéna uloha
) Priklad
uH./ Av = \v M A= g A= AF script v MATLABu
vi . / Au = pu ' ’ ’
A=[-150; 031; 00 2]
AH=ctranspose (A)
u?Av = Auflv
H L H bt [v,c]=eig(A, ’nobalance’)
viAu=pviu / [vH, cH]=eig(AH, ’nobalance’)
A"y = pufly
disp(’ )
disp(’ Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,’)
0=(\—p)ulv = uflv =0 disp(’ cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel’)
20 for j=1:length(A)
disp(’ )
(vi) lambda=c(j,j)
Av =Av vlastni_vektor A=v(:,j)’
T A = A vlastni_vektor AH=vH(:,j)’
; o L, o cosinus_uhlu=vlastni_vektor_A*vlastni_vektor_ AH’...
Platf (pro pozitivné definitni matici A): /norm(vlastni_vektor_ A)/norm(vlastni_vektor_ AH)
uhel=acos(cosinus_uhlu);
Vv #£o: vIAv >0 = AvTv >0 = A>0 uhel=uhel*180/pi
>0 pause
I end;
Pozndmka:  Ortogonélni matice Q: QTQ / -Q! vysledky v MATLABu

Podminénost dlohy na vlastni &isla

Omezime se na pripad, kdy matice A ma n linedrné nezavislych vlastnich vektori v, va,.
povidajicich vlastnim &islim Ay, As,..., A,.

e Ag;; ... malézmény v prvcich a;; [Aai;] <e

..,Vn od-

e porusend matice A(e) = A+ AA mavlastni Cisla  Ax(g) = A + AN

o dale plati (viz literatura):

[Ae(e) — M| < sme, kde

= |cos |

kde oy je tihel vy a vlastniho vektoru A odpovidajicimu vlastnimu &islu Ay



vlastni_vektor_ AH =

-0.8000 1.0000 -0.3333
cosinus_uhlu =

-0.6046
uhel =

127.1966

lambda =
3
vlastni_vektor_A =
1.0000 0.8000 0
vlastni_vektor_AH =
0.0000 -1.0000 -1.0000
cosinus_uhlu =
-0.4417
uhel =
116.2141

lambda =
2
vlastni_vektor_A =
-1.0000  -0.6000 0.6000

dy
f»f:- o Numerické metody KMA/NM
(8% ;.  Josef Dantk 13.2.2013
&
A=
=il 5
0 3 1
0 0
AH =
=il 0 0
5 3 0
0 1 2
v =
1.0000 1.0000 -1.0000
0 0.8000 -0.6000
0 0 0.6000
c =
=il 0 0
0 3 0
0 0 2
vH =
-0.8000 0.0000  -0.0000
1.0000 -1.0000 0.0000
-0.3333 -1.0000 1.0000
cH =
-1.0000 0 0
0 3.0000 0
0 0 2.0000
Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,
cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel
lambda =
=il
vlastni_vektor_A =
1 0 0

Numerické metody
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Priklad 2

[20 20
19 20
18 20

Vypocet determinantu (A — AI) pomoci rozvoje podle posledniho Fadku:

pa(A) = det(A — AI) = (20 — A)(19 — A)... (1 — ) — 20%%

pro e = 20!207%° = 4,64 - 107

proe =0 =

pa(A) = (20— A)(19 —A)...(1 —A) —2020!200° =X - (...)=0

konst.¢len = 20!

e Malé zméné & odpovida velkd zména vlastniho &isla Aip.

Vlastni ¢isla nesymetrickych matic jsou citliva na zménu prvki

(citlivost roste s rostouci vzdalenosti od diagonly).

Mocninna metoda

Chceme ur¢it vlastni &islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni &islo).

Predpoklady:
1. A ma n-linedrné nezavislych vlastnich vektor

2. existuje jediné dominantni vlastni ¢&islo

3. vlastni &isla Ize sefadit: |A;] > |[Ao| > Az > - > |A,].
Odvozent:

1. Zvolime y(® jako linearni kombinaci vlastnich vektorii

yO =i + @ava + -+ QnVn.

2. Sestrojime posloupnost
y8) = Ayl g k) = Ak (O)

y(") = a; A%V, + asA¥vy + - + an Afv,.
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Av; = \;v;, proto - . ® normovat vektor y*) (norma y(*) roste, resp. klesa pro vlastni &fslo v absolutni hodnots vétsi, resp. menf nez
1).
y(k) =0 )\’f Vi +a2)\’2“v2 ar ---+an)\:vn.
i %)
g = y!
[ly®)]]
4. Vytkneme dominantni vlastni &islo (viz ) )
vysledky v MATLABu
:U_k Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
n Ai
y(k):A’f[ﬂlVrﬁ‘Zai = Vi]- -
i—2 A1 1=
S 900 20 1
& — 0 20 500 30
1 30 100
5. Analogicky vyjadime y*+1).
6. Vybereme j-tou slozku y**1) a y(*) vydélime je a provedeme limitni prechod I % | gL ! gD ! eI =
—0 | 0] 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
. g . A (5 + Eery) _, | 1 | 9.210000e+002 | 5.500000e+002 | 1.310000e+002 || 921.0000000 |
e kb M(ovi + eny) | 2 | 8.400310e+005 | 2.973500e+005 | 3.052100e+004 || 912.0857763 |
Y T2 | 8 | 7.620054e+008 | 1.663913e+008 | 1.281263e+007 || 907.1158338 |
L | 4 | 6.891455e+011 | 9.882011e+010 | 7.035006e+009 || 904.3840077 |
| 5| 6.222144e+014 | 6.340402e+013 | 4.357249e+012 || 902.8781109 |
Pyiklad | 6 | 5.612654e+017 | 4.427701e+016 | 2.960060e+015 || 902.0450147 |
| 7 | 5.060274e+020 | 3.345262e+019 | 2.185582e+018 || 901.5830307 |
Mocninnou metodou stanovte dominantni vlastni Cislo matice A, kde | 8 | 4.560959e+023 | 2.691242e+022 | 1.728164e+021 || 901.3264854 |
110 | 9 | 4.110263e+026 | 2.262997e+025 | 1.436285e+024 || 901.1839104 |
10) T |10 | 3.703777e+029 | 1.957860e+028 | 1.233554e+027 || 901.1046393 |
A=|111 a  y®=[1,1,1.
011 >> eig(A)
ans =
1.0e+002 *
Regent: Pouzijeme iteraéni formuli 0TS0
5.012324900167472
y®H) — Ay®) oo k=0,1,. .. 9.010052941628578

v = 23,97 A — u) 5 vysledky v MATLABu

3
o

y? =575 AP =T x2,3333
y® =[12;17;12]7 AP = 1 2, 4285,
y@ =[20;41;29]7 A = & ~ 2,4117,

y® = [70;99; 70]7 AP = 2 ~ 2 4146.

Poznamka:

Abychom zamezili preteceni, resp. podteceni pti zobrazeni Cisel v pocitaéi je vhodné v kazdém kroku
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

A=

900 20 1

20 500 30

30 100

| k | y(1) k| y(2) k | y(3) k || lambda_k
| 01  1.0000000 |  1.0000000 |  1.0000000 || |
| 11 921.0000000 | 550.0000000 | 131.0000000 ||921.000000
[ | 1.0000000 |  0.5971770 |  0.1422367 || [
| 2 | 912.0857763 | 322.8555917 |  33.1389794 ||912.085776
[ | 1.0000000 |  0.3539750 |  0.0363332 || [
| 31 907.1158338 | 198.0775114 |  15.2525693 |[907.115834 |
| 1 1.0000000 |  0.2183597 |  0.0168144 || [
| 4 | 904.3840077 | 129.6842642 |  9.2322257 ||904.384008 |
| 1 1.0000000 |  0.1433951 |  0.0102083 || [
| 5 | 902.8781109 | 92.0038151 |  6.3226842 |]902.878111
| 1 1.0000000 |  0.1019006 |  0.0070028 || [
| 6 | 902.0450147 |  71.1603809 |  4.7572988 ||902.045015
| 1 1.0000000 |  0.0788878 |  0.0052739 || [
| 7 1 901.5830307 | 59.6021361 |  3.8940255 ||901.583031
| 1 1.0000000 |  0.0661083 |  0.0043191 || [
| 8 | 901.3264854 | 53.1837310 |  3.4151593 ||901.326485
| 1.0000000 |  0.0590061 |  0.0037890 || [
| 91 901.1839104 |  49.6167046 |  3.1490857 |[901.183910 |
| 1 1.0000000 |  0.0550572 |  0.0034944 || [
[10 | 901.1046393 |  47.6334548 |  3.0011561 ||901.104639
| 1 1.0000000 |  0.0528612 |  0.0033305 || [

vysledky v MATLABu

)~ Josef Danék
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

A =

1/1000 -3/10000 -1/2000

1/5000 1/200 -1/10000

-1/1000 1/500 3/1000

(' y() k I y(2) k I y(3) k Il lambda_k
| 0| 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || [
| 1 | 2.000000e-004 | 5.100000e-003 | 4.000000e-003 || 0.0051000
| 2 | -3.330000e-006 | 2.514000e-005 | 2.200000e-005 || 0.0049294 |
| 3 | -2.187200e-008 | 1.228340e-007 | 1.196100e-007 || 0.0048860
| 4 | -1.185272e-010 | 5.978346e-010 | 6.263700e-010 || 0.0052368 |
| 5 | -6.110626e-013 | 2.902831e-012 | 3.193306e-012 || 0.0050981 |
| 6 | -3.078565e-015 | 1.407261e-014 | 1.599664e-014 || 0.0050094 |
| 7 | -1.529867e-017 | 6.814767e-017 | 7.921371e-017 || 0.0049519
| 8 | -7.534983e-020 | 3.297572e-019 | 3.892351e-019 || 0.0049137 |
| 9 | -3.688946e-022 | 1.594793e-021 | 1.902570e-021 || 0.0048880 |
|10 | -1.798617e-024 | 7.709928e-024 | 9.266189e-024 || 0.0048704 |
>> eig(A)
ans =

0.000770409049726
0.003399468175334
0.004830122774940

vysledky v MATLABu
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& N 4
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A e A=
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci 1 1 0
0 2 0
A= 0 0 3
1/1000 -3/10000 -1/2000
1/5000 1/200 -1/10000 >> [v,cl=eig(A, ’nobalance’)
-1/1000 1/500 3/1000
v =
[ k| yO k | y@k | y@ _k || lambda k | 1 1 0
0 1 0
| 0| 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || | 0 0 1
[ 1] 0.0002000 | 0.0051000 | 0.0040000 || 0.005100 |
| | 0.0392157 | 1.0000000 | 0.7843137 || | c =
| 21 -0.0006529 | 0.0049294 | 0.0043137 || 0.004929 | 1 0 0
| | -0.1324582 | 1.0000000 | 0.8750994 || | 0 2 0
| 3 1 -0.0008700 | 0.0048860 | 0.0047578 || 0.004886 | 0 0 B8
| | -0.1780614 | 1.0000000 | 0.9737532 || |
| 4 | -0.0009649 | 0.0048670 | 0.0050993 || 0.005237 | Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
| | -0.1892287 | 0.9544432 | 1.0000000 || |
| 51 -0.0009756 | 0.0046344 | 0.0050981 || 0.005098 | | k| y(1) k | y(2) k | y(3)_k | |lambda_k 1s || 2s || 3s |
| | -0.1913573 | 0.9090360 | 1.0000000 || |
| 6 | -0.0009641 | 0.0044069 | 0.0050094 || 0.005009 | | 0 | 2.000000e+00 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 || Il Il |
| | -0.1924507 | 0.8797227 | 1.0000000 || | | 1 | 3.000000e+00 | 2.000000e+00 | 3.000000e+00 || 1.5000000 || 2 || 3
| 71 -0.0009564 | 0.0042601 | 0.0049519 || 0.004952 | | 2 | 5.000000e+00 | 4.000000e+00 | 9.000000e+00 || 1.6666667 || 2 || 3
| | -0.1931316 | 0.8603014 | 1.0000000 || | | 3 | 9.000000e+00 | 8.000000e+00 | 2.700000e+01 || 1.8000000 || 2 || 3
| 8 1 -0.0009512 | 0.0041629 | 0.0049137 || 0.004914 | | 4 | 1.700000e+01 | 1.600000e+01 | 8.100000e+01 || 1.8888889 || 2 || 3
| | -0.1935843 | 0.8471929 | 1.0000000 || | | 5 | 3.300000e+01 | 3.200000e+01 | 2.430000e+02 || 1.9411765 || 2 || 3
| 9 1 -0.0009477 | 0.0040972 | 0.0048880 || 0.004888 | | 6 | 6.500000e+01 | 6.400000e+01 | 7.290000e+02 || 1.9696970 || 2 || 3
| | -0.1938928 | 0.8382309 | 1.0000000 || | | 7 | 1.290000e+02 | 1.280000e+02 | 2.187000e+03 || 1.9846154 || 2 || 3
[10 | -0.0009454 | 0.0040524 | 0.0048704 || 0.004870 | | 8 | 2.570000e+02 | 2.560000e+02 | 6.561000e+03 || 1.9922481 || 2 || 3
| | -0.1941054 | 0.8320495 | 1.0000000 || | | 9 | 5.130000e+02 | 5.120000e+02 | 1.968300e+04 || 1.9961089 || 2 || 3
[10 | 1.025000e+03 | 1.024000e+03 | 5.904900e+04 || 1.9980507 || 2 || 3
Poznamka:
Poznémka:
Nejlepsi aproximaci dostaneme, délime-li slozky, které maji nejvétsi absolutni hodnotu.
Obecné nelze pouzit libovolnou slozku vektoru y(*) nebot odpovidajici vlastni vektor ji mize mit nulovou. P¥i praktickém pouziti mocninné metody neovéfujeme, zda jsou splnény predpoklady odvozeni.

Zadana matice nemusi mit jediné dominantni vlastni Cislo nebo

vysledky v MATLABu p(j.Eet Iine;’irn/é nezvévislych vlastnich vekt]orﬁeinﬁi? byt mensi nez fad mlatice.
P¥i nesplnénych predpokladech odvozeni miize byt konvergence pomala.

Dalsi nevyhodou mocninné metody je potom odhad chyby ziskané aproximace.

vysledky v MATLABu
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>> [v,c]l=eig(A, ’nobalance’)

v =

1.0000 -1.0000
-1.0000 1.0000

0 0
c =
2.0000 0
0 2.0000
0 0

Mocninna metoda pro

0.0000
1.0000
1.0000

0
0
1.0000

vypocet dominantniho

vlastniho cisla matice A

| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3) _k || lambda_k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 5.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 1.600000e+001 | -5.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.2000000 |
| 3 | 4.400000e+001 | -2.100000e+001 | 1.000000e+000 || 2.7500000 |
| 4 | 1.120000e+002 | -6.500000e+001 | 1.000000e+000 || 2.5454545 |
| 5 | 2.720000e+002 | -1.770000e+002 | 1.000000e+000 || 2.4285714 |
| 6 | 6.400000e+002 | -4.490000e+002 | 1.000000e+000 || 2.3529412 |
| 7 | 1.472000e+003 | -1.089000e+003 | 1.000000e+000 || 2.3000000 |
| 8 | 3.328000e+003 | -2.561000e+003 | 1.000000e+000 || 2.2608696 |
| 9 | 7.424000e+003 | -5.889000e+003 | 1.000000e+000 || 2.2307692 |
|10 | 1.638400e+004 | -1.331300e+004 | 1.000000e+000 || 2.2068966 |
|50 | 8.556839e+016 | -8.219069e+016 | 1.000000e+000 || 2.0402685 |
|100] 1.914152e+032 | -1.876123e+032 | 1.000000e+000 || 2.0200669 |
|150] 3.225580e+047 | -3.182762e+047 | 1.000000e+000 || 2.0133630 |
|200| 4.836884e+062 | -4.788675e+062 | 1.000000e+000 || 2.0100167 |
|250| 6.802785e+077 | -6.748508e+077 | 1.000000e+000 || 2.0080107 |
1300 9.187032e+092 | -9.125921e+092 | 1.000000e+000 || 2.0066741 |
|1000]1.608334e+304 | -1.605120e+304 | 1.000000e+000 || 2.0020007 |
11013| Inf | -1.332031e+308 | 1.000000e+000 || Inf

Numerické metody KMA/NM
]~ Josef Dangk 13.2.2013

e
Z uvedeného p¥ikladu je déle vidét, Ze je opravdu vhodné normovat vektor y*) a zabranit tak pretecen.

e

Poznamka:

P¥i praktickém pouziti mocninné metody pouzijeme napiiklad pocatetni volbu vektoru y(© =
[1,1,1,...,1]%.

Je-li ovéem vektor y(®) takovou linearni kombinaci vlastnich vektorii, e koeficient u vlastniho vektoru
odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu ¢islu bude roven 0, potom mocninna metoda nevypocte dominantni
vlastni Cislo, ale nejblizsi nizsi, u kterého u odpovidajiciho vlastniho vektoru bude nenulovy koeficient.

Pokud bychom provadéli vypocet dostatecné dlouho, dojde vlivem zaokrouhlovacich chyb k tomu, ze u
pislu$né iterace y(*) bude jiz zmitiovany koeficient u vlastniho vektoru odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu
Cislu jiz nenulovy a metoda nakonec dominantni vlastni Cislo nalezne.

vysledky v MATLABu
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=& 2
0 2 0
0 -4 6 6f e
7
>> [v,c]l=eig(A, ’nobalance’) +
2.9¢ .
v = +
1.0000 1.0000 -0.5000 5t +
0 0 -1.0000 n
0 1.0000 -1.0000 — +
¢ - < 45 .
4 0 0 < +
0 6 0 £
0 0 2 4+ #H#HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHW##
+
[111] N
>> y= J L
>> alpha=(v\y)’ 3.5¢
+
alpha =
0.5000 0 -1.0000 3
1 1 1 1
0 20 100 130

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

k-ta iterace

Ikl yWk | y@k | y®_k |l lambda k | Poznmka:

|01 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || | Iteracni proces ukoncujeme pouzitim zastavovaci podminky ve tvaru
| 1 | 3.0000000 | 2.0000000 | 2.0000000 || 3.000000 | (k+1) (k)

| | 1.0000000 | 0.6666667 | 0.6666667 || | '
| 2 | 3.3333333 | 1.3333333 | 1.3333333 || 3.333333 | Posud'te vysledky ziskané pro nasledujici priklad. ~ Kde je problém ?
| | 1.0000000 | 0.4000000 | 0.4000000 ||

| 3 | 3.6000000 | 0.8000000 | 0.8000000 || 3.600000 | WAl RIRICAET

| | 1.0000000 | 0.2222222 | 0.2222222 ||

| 4 | 3.7777778 | 0.4444444 | 0.4444444 || 3.777778 |

| | 1.0000000 | 0.1176471 | 0.1176471 ||

| 5] 3.8823529 | 0.2352941 | 0.2352941 || 3.882353 |

| | 1.0000000 | 0.0606061 | 0.0606061 || |

| 6 | 3.9393939 | 0.1212121 | 0.1212121 || 3.939394 |

| | 1.0000000 | 0.0307692 | 0.0307692 || |

| 7 | 3.9692308 | 0.0615385 | 0.0615385 || 3.969231 |

| | 1.0000000 | 0.0155039 | 0.0155039 ||

| 8 | 3.9844961 | 0.0310078 | 0.0310078 || 3.984496 |

| | 1.0000000 | 0.0077821 | 0.0077821 ||

| 9 | 3.9922179 | 0.0155642 | 0.0155642 || 3.992218 |

| | 1.0000000 | 0.0038986 | 0.0038986 || |

|10 | 3.9961014 | 0.0077973 | 0.0077973 || 3.996101 |

| | 1.0000000 | 0.0019512 | 0.0019512 ||

|11 | 3.9980488 | 0.0039024 | 0.0039024 || 3.998049 |

| | 1.0000000 | 0.0009761 | 0.0009761 ||

|12 | 3.9990239 | 0.0019522 | 0.0019522 || 3.999024 |

| | 1.0000000 | 0.0004882 | 0.0004882 ||

|13 | 3.9995118 | 0.0009763 | 0.0009763 || 3.999512 |

| | 1.0000000 | 0.0002441 | 0.0002441 ||
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>> [v,c]l=eig(A, ’nobalance’)

v =

1.0000 1.0000
0 0.3333
0 0
c =
3 0 0
0 4 0
0 0 1
>> y=[11 1]’
>> alpha=(v\y)’
alpha =
-5 5 1

Mocninna metoda pro

1.0000
-0.6667
1.0000

vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

.3 Numerické metody KMA/NM
(8% ;.  Josef Dantk 13.2.2013
4

A =
3 3 0
0 4 2
0 0 1

Ik | vy k| v x| y(3) k |l lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 ] 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
>> y=[1 0 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =
=2 2 1

Mocninna metoda pro

vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k| y(1) _k | y(2) _k | y(3) _k || lambda_k

| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 |
| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 3 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

%
¥ Numerické metody
- ; Josef Danék

it

KMA/NM
13.2.2013

iz ]

>> y=[3 2 1]’
>> alpha=(v\y)’

alpha =
-6 8 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k| y(1) _k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k

| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000

| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000

Viechny predpoklady byly spinény, byla pouZita i vhodna pocateéni volba vektoru y(®.

Jediné, co se stalo je skutecnost, ze v posloupnosti pfibliznych feseni generovanych mocninnou metodou

se objevily dva po sobé jdouci stejné &leny, které zdaleka nebyly limitou této posloupnosti.

vysledky v MATLABu

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k| y(1) _k | y(2) _k | y(3) _k || lambda_k

| | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 3 | 1.860000e+002 | 1.060000e+002 | 1.000000e+000 || 5.1666667 |
| 4 | 8.760000e+002 | 4.260000e+002 | 1.000000e+000 || 4.7096774 |
| 5 | 3.906000e+003 | 1.706000e+003 | 1.000000e+000 || 4.4589041

| 6 | 1.683600e+004 | 6.826000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3102919 |
| 7 | 7.098600e+004 | 2.730600e+004 | 1.000000e+000 || 4.2163222 |
| 8 | 2.948760e+005 | 1.092260e+005 | 1.000000e+000 || 4.1540022 |
| 9 | 1.212306e+006 | 4.369060e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112400 |
[10 | 4.947636e+006 | 1.747626e+006 | 1.000000e+000 || 4.0811775 |
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T T T T T
6t ] 5- -
5.5¢ . 4.5¢ 1
< 5 < 4
4.5 . 3.5- -
4t . 3 -
1 1 1 1 L L L L L 1
2 4 5] 8 10 2 4 6 8 10
k-ta iterace k-ta iterace
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k | lambda_k | | k| y(1) k | y(2) _k | y(3) _k || lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || | | | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 ] 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 | | 1 ] 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 | | 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 3 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000
| 3 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 |
| 4 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 | | 4 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 |
| 5 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 | | 5 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211
| 6 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211 | | 6 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 |
| 7 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 | | 7 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 |
| 8 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 | | 8 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 |
| 9 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 | | 9 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 |
|10 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 | |10 | 8.034315e+006 | 2.796202e+006 | 1.000000e+000 || 4.0596724 |
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o, 99 + 11
vlastni &isla A; = 100, Ay = 99, A3 = 11 = g = > =55
5l 11
45
A=A —-551= 44 ... Vlastni Cisla A\; =45, Ay =44, \3 = —44
48 B —44
A2 99 A 4
22_"" _q,9 22— = = 0,9778
- 4.6 A 100 X 45
<
4.4} vysledky v MATLABu
n 0.99°n 0.9778°n
4.2+ 1 0.9900  0.9778
2 0.9801 0.9561
& 0.9703 0.9349
4 : ; : : ‘ 4 0.9606  0.9141
2 4 Wt it 6 8 10 5 0.9510 0.8938
-la iterace 6 0.9415  0.8740
7 0.9321 0.8546
8 0.9227 0.8356
Poznimka: 9 0.9135  0.8171
10 0.9044 0.7989
Pro urychlovani konvergence metody 11 0.8953 0.7812
e |ze pouzit napt. Aitkenliv proces, 12 0.8864 0.7638
13 0.8775 0.7469
e pokud plati, Ze A; a Ay jsou si velmi blizka, rychlost konvergence mocninné metody bude mal3; 14 0.8687 0.7303
pFe@pokIéd;a'rjwle—Ii napf., ze jsou vSechna vlastni isla realna, Ize pouzit Wilkinsonovu metodu: 15 0.8601 0.7141
A mé vlastni &isla Ap, Ag, ..., An 16 0.8515 0.6982
A=A—pl mivlastni&sla Ai —p, Ay —D,..., An — D 17 0.8429 0.6827
2 o . = g 3 18 0.8345 0.6676
Uvazujme pro jednoduchost, ze jsou vsechna A; > 0. 19 0.8262 0.6528
Pomalou konvergenci zpiisobuje podil |—| < 1. 20 DR Oleelee
~ 21 0.8097 0.6241
To—i 0y 22 0.8016  0.6102
Chceme tento podil co nejvice zmensit: 3 = 23 0.7936 0.5967
N S 24 0.7857  0.5834
Jak musime volit p? sy = 2 ™ .. predstavuje posunuty pocatek 25 0.7778 0.5705
2 26 0.7700  0.5578
27 0.7623 0.5454
28 0.7547 0.5333
29 0.7472 0.5215
1 1 1 T 30 0.7397  0.5099
0 An An—_1 A4 Popt Az )\2)\1
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0.997

0.9778"

05 1 1 1

Metoda Rayleighova podilu

Chceme ur¢it vlastni &islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni &islo).

P¥i  odvozeni metody Rayleighova podilu budeme navic (oproti mocninné  metodg)
predpokladat, Ze matice A je symetrickd (redlnd). Potom musi byt vlastni vektory ortonormalni

(V?VjZO pro i#j a v’fv,-:l).

Odvozeni:

6. krok z odvozeni mocninné metody nahradime vyjadrenim sou¢inu  y®7y(*)
ey Ep

k k

i=2 1 i=2

n 2k

= )2k [a? +y.a? (ﬁ) }
A1

= "

i—2
EZ’Ek
asoutinu  y® Ty
5{ Ek+1
n k n k+1
BT k1) — yk[ oy T (i) r] e (A J=
y y = 1a1v1+Za, b V| AL a1V1+Za, b v;| =
i=2 1 i=2 1

n ) 2k 4
—xifad 4 302 (T)

1=2

T
Er€rkt1
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—0
——
i y(k)TAy(k) Ctm y(lc)Ty(k+1) 3 A (2 4 eTe, ) .
koo y(Ty(k) koo Ty A(ad +eler)
B2
—0

Pozndmka: Soutin efej konverguje k nule (pro k& — 00) zhruba dvakrat rychleji nez e;, k nulovému
vektoru

= metoda Rayleighova podilu bude rychlejsi nez mocninnd metoda.
Pfiklad

Metodou Rayleighova podilu uréete dominantni vlastni ¢islo matice A, kde

110
A=|111 a y®O=[11;1]".
011
Regeni:
T 1)
(1) _ [9.9.9]T (IJ_Y(O)Y( = 7 gy
S - [21312] }‘1 - (O)T (0) — 3~ 21 33331
Yoy
y® = [5,7;5] AP = 4~ 2 4117,
y® =[12;17;12)7 AP = S0+110460 — 230 v 2,41417.
P¥iklad 3

Pro stejné zadani symetrické matice A porovnejme rychlost konvergence mocniné metody a metody
Rayleighova podilu.

60 20 10 1 1
20 50 10 2 1

A = ) — =10°
10 10 30 5| Y | €
1 2 5 10 1

vysledky v MATLABu
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60 20 10
20 50 10
10 10 30

>> [v,c]l=eig(A, ’noba

v =
0.029201136324116
-0.002755406652908
-0.241058474917619
0.970067272431118

c =
8.781938031360916
0
0
0

>> y=[111 1]’
>> alpha=(v\y)’

alpha =
0.755454527184707

5
10

lance’)

0.070393944798935
0.347503151150767
-0.907169537175591
-0.226560551059880

0
26.642118061325501
0
0

-0.715832992285768

-0.657594927428575
0.720730957555407
0.206770509289230
0.073224003781179

0
0
34.824093743363321
0

0.343130543197241

-0.749507103097250
-0.599817350945878
-0.276007606741715
-0.047728910858600

0
0
0
79.751850163950266

-1.673060971643443

Mocninna metoda pro

vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k | y(4) k || lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||

| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 91.000000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 84.2637362
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 81.587115Z
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 80.515385C
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 80.074417¢
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.889458¢
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.8109287
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.777324%
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.7628684
|10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.7566267
|11 | 1.040944e+021 | 8.330871e+020 | 3.833471e+020 | 6.629211e+019 || 79.7539244
|12 | 8.301813e+022 | 6.643928e+022 | 3.057218e+022 | 5.286774e+021 || 79.7527521
|13 | 6.620882e+024 | 5.298622e+024 | 2.438173e+024 | 4.216253e+023 || 79.7522427
|14 | 5.280287e+026 | 4.225737e+026 | 1.944484e+026 | 3.362525e+025 || 79.7520212
|15 | 4.211131e+028 | 3.370099e+028 | 1.550760e+028 | 2.681670e+027 || 79.7519247
|16 | 3.358456e+030 | 2.687715e+030 | 1.236759e+030 | 2.138680e+029 || 79.7518827
|17 | 2.678431e+032 | 2.143502e+032 | 9.863383e+031 | 1.705636e+031 || 79.751864%
|18 | 2.136099e+034 | 1.709482e+034 | 7.866230e+033 | 1.360276e+033 || 79.7518562

Vo et

pJ

o
-«

I-\.
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Metoda Rayleighova podilu pro vypocet

dominantniho vlastniho cisla matice A

| x| y(1) k | y(2) _k | y(3)_k | y(4) k || lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 |
| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 61.500000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 78.1796884
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 79.5606714
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 79.725227C
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 79.747844€
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.7512057
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.751740€
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.751830¢
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.751846€
[10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.751849E
100

90 iterace ziskané mocninnou metodou

80

70

iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu
60 L L I I
0 5 10 15 20
k-ta iterace
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79.9¢
iterace ziskané mocninnou metodou
79.85+
79.8F
79.75¢
iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu
79.71

4 6 8 10 12 14 16
k-ta iterace

Poznamka:

Pokud jsme vypocitali A;, vi a chceme urcit dalsi vlastni &isla, resp. vlastni vektory Aa, va, Az, va, ...
(ovSem ne vSechny), mizeme pouzit metody vyuzivajici znalosti A;, v atd.

e Maticova redukce

Véta: Necht A; je vlastni &islo matice A a vy jemu odpovidajici vlastni vektor. Necht w je libovolny vektor,
pro ktery wTv; = 1. Pak matice

| W1 =A - )\1V1WT |
ma stejna vlastni ¢isla jako matice A, s vyjimkou vlastniho Cisla A, které je nahrazeno Cislem 0

(W3 ... redukovand matice).

Otazka:  Jak volit vektor w ?
1. Hotellingova redukce

w ... levy vlastni vektor vlastniho &isla A;  (je normalizovén: wTlv; = 1)

obvykle levy vlastni vektor nezndme a miize byt wZ'vy; = 0

uzijeme tuto metodu pro symetrické matice, protoze potom w = v;

(tj. pravy a levy vlastni vektor odpovidajici stejnému vlastnimu &islu je stejny)
2. Wielandtova redukce

(viz literatura)

3. podobnostni redukce
(viz literatura)
e Anihila¢ni postupy

Je-li w libovolny vektor a A;, v; vlastni Cislo a vektor matice A, pak vektor

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

u=(A—-MD)w
nema slozku ve sméru vektoru vy

Cv. vyjadiime vektor w jako linedrni kombinaci vlastnich vektorli v; a ovéfime
n
w = Z Biv:
i=1

n

u=(A- )‘II)(i Bivi) = Z(ﬁié}’}—ﬂ)\wz) = BiA1vi — BiAvi + i(,@i)\ivi — MBivi) =
1=1 = )\IV‘L 1=2

=0-vi+y Bi—A)vi

=2

O

e Pouzijeme-li u jako vstup do mocninné metody, ziskame As, v2 (pozor na problém se zaokrouhlovacimi
chybami).

e Abychom odstranili tento problém, odbouradvame stéle slozku ve sméru v;

u=(A—-X\Iu

Charakteristika metod na Feseni tplného problému:

1) metody zalozené na vypoctech vlastnich &isel pomoci charakteristického polynomu
Nevyhodné pro velkd n (¥ad matice A), protoze je obtizné vypocitat pa(A) = det (A — AI) z definice
determinantu.

2) metody vyuzivajici podobnosti matic
Tato kategorie metod vyuziva faktu, ze podobné matice maji stejna vlastni Cisla.

Princip: konstruujeme posloupnost navzajem podobnych matic, ktera konverguje k matici, jejiz vlastni
Cisla se daji jednoduchym zptisobem urdit.

3) smisené metody

zaloZené na prevodu obecné matice na matici t¥idiagonélni (nap¥. Givensova, Householderova a Lanczo-
sova metoda) a nasledny efektivni vypocet kofenii charakteristického polynomu této upravené matice.

Metoda LU-rozkladu (LR-transformace, LR-algoritmus)
(Lower-Upper, Left-Right)

A =LU ... rozklad matice A na dolni trojihelnikovou matici L a horni trojihelnikovou matici U, kde
na diagonéle matice L jsou pro jednoznacnost rokladu jednotky.

Sestrojime matici B, kterd bude podobna matici A.

B=UL (U=L'A = B=UL=L"'AL).
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Sestrojime posloupnost matic Ay:
(i) Ag=A, k=0

(ii)  provedeme LU rozklad matice Ay = LyUy
(iii)  sestrojime matici A1 = ULy
(iv)  je-li matice A1 horni trojihelnikovd = konec,
jinak k =k + 1 a jdi na (ii)
Poznémka:

Da se ukazat, Ze kdyz matice By = LoL; ... Ly konverguji k regularni matici, potom matice A; také
konverguji, a to k horni trojihelnikové matici s vlastnimi Cisly na diagonale. Plati

Apy =LA Ly
Rl

Uy
a tedy
Apy =L LY Lot AgLoLy ... L
—— e
B,Hl_1 By
Poznamka:

Matice By konverguji k matici, jejiz sloupce tvoii vlastni vektory matice A.
Pro symetrickou matici A je dilkaz zrejmy

Blc+1 Ak+1 = ABk+1~
~——
— A

Poznamka:

Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, provadime LU-rozklad ve smyslu Choleského rozkladu
(A = LL”). Potom Ize ukazat, Ze A}, konverguje k diagonlni matici.

Nevyhody:

- pomala konvergence posloupnosti A
- velky pocet operaci pro matice vétSich rada
- nelze realizovat pro obecné matice A

Metody ortogonalnich transformaci

Pouzijeme podobny princip jako v predchozim pripadé, tj. sestrojime posloupnost navzajem podobnych
matic Ag, A, A,, ... tak, ze

| Ay = QFALQ, £=0,1,2...
Pozadujeme, aby posloupnost Ay konvergovala k matici, jejiz vlastni ¢isla lehce uréime. Ortogonalni matici
Qy vybirdme specidlnim postupem. Vyhodou tohoto algoritmu je numericka stabilita.

Numerické metody
oy~ Josef Danék

Poznamka:  Pro obecnou matici pouzivame metodu QU-rozkladu (QR-transformace).
A=QU Q... ortogonélni matice (QQT =1, t. Q" = Q1Y)
U... horni trojihelnikova matice

B=UQ (U=Q'A = B=Q!AQ = B=QTAQ).

Motivaéni priklad:

Pfikladem ortogonalni matice je matice rovinné rotace o thel o

[E—

Qa) = [

cosa —sSina |om | C —5
sina  cosa s ¢

Pro matici )1
a=[13]
stanovte matici B = Q”(a)AQ(a) tak, aby b1, =0.
Regent:

RozepiSeme si prvky matice B:

bin b1 | c s | 2 1 e =s| _
by by | | —s c 1 3 s c |
. 2c+s c+3s| [ ¢ —s | _
" | —2s+c¢c —s+3c s c|

U 4 @5 < @5 4 B =g — ¢ 4= & 4 Fes
—DepE=F B AF—@—@ES |

Pro spInéni podminky bi» = 0 musi platit

e —F A4 E B =g —F +& =0,

tj.
cos a sin o — sin® o + cos? a = 0.
1 . + cos 2a
—sin2a
2
1.
cos2a = -3 sin 2a
—2 =tan2a
a = —0,5535
Po dosazeni dostaneme, ze
B— 3,6180 0
0 1,3819 |°

B je diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagonale a stejna vlastni ¢isla ma i matice A.
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OozZnam

1
Qpg COS 2 + (Qgq — Gpp) = SiN2a = 0 / -2
Podobné jako v predchozi metodé, pro dostatecné velké k je Ay horni trojihelnikovd matice a vlastni 2

vektory jsou (pfiblizné) sloupce matice QoQs - .. Qx 1.

Bemndiiler 2ap,€08200 = —(@gq — Gpp) Sin2a / : cos 2a / 2 (@ = @)
Pro symetrickou matici A vede uvedeny postup na tzv. metodu Jacobiovy diagonalizace. o
—— P — tan2a = a=...
Qqq — Qpp

Jacobiova diagonalizace  (specidlni pfipad QR-transformace)

Véta: Je-li A redlna symetrickd matice, potom existuje ortogonalni matice Q tak, ze

(A ... spektralni matice = diagonalni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale).

Princip:  Matici Q ziskdme sou¢inem matic Q,q(a), kde

Poznamka:

PFi vypoctech nemusime uréovat dhel «,

sina

ale staci nam vyjadrit sina a cosa. Lze odvodit vzorce pro

cosa = ...

Celkovou matici ziskame takto

Q

= H Qp o)

- postupné nulujeme vSechny nediagonalni prvky.

" 1
1
cosa —sina oty adek
1
Qpq(a) =
sin o cosa ¢ g-ty Fadek
) )

p-ty sloupec

a parametr a volime tak, abychom vynulovali prvek v pozici (p,q) a tedy i v pozici (g,p).

(D.cv. QZ";(O‘)QM(Q) =1 )

B ozn.

g-ty sloupec

pq

Poznamka:

Zbyva zvolit strategii na volbu indexii p a g. Nejjednodussi je postupné nulovat vsechny mimodiagonalni
prvky (podobné jako v Gaussové eliminaéni metodé pro feseni soustavy linearnich rovnic). Uvédomme si ale, ze
se ziskané nuly z predchoziho kroku obecné nezachovaji. Dal$i moznosti je nulovat vzdy mimodiagonalni prvek,
ktery je nejvétsi v absolutni hodnoté (zde je tfeba v kazdé iteraci vyhledat tento prvek, coz zpomali vypocet).
Iteracni proces zastavime, je-li norma trojihelnikové matice pod diagonédlou mensi nez zadana tolerance.

1. varianta - postupné nulovani

2. varianta - nulovani nejvétsiho prvku (v abs. hodnoté)

Vlastni vektory:

A = QTAQ
Ay = Q§A1Q2

Ar= QA 1Qi

7 (2)AQp(e) |

. . T
bpg=|... cosa ... sina ] A [ —sina ... cosa }

p-ty ¥adek QT g-ty sloupec Qyq

bpg = Qpg (COS@® — sina?) + (@g — app) COSSIn X

pozadujeme, aby b,, =0 :

= Ak:Q{ {71---QTAQ1Q2---QI¢
PT Py
PkAk :APk
~~ ~~

(¥) Ax — A (k— 00)

(%)

(%)

(x%) Pr — X ... jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A
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2 1 0 0
Givensova transformace 4 g
—|o = —
e Slouzi pro prevod matice A na tfidiagonalni tvar (predpokladame, Ze A je symetrickd) Q 5 5
3 4
e Opét pouzivime podobnostni transformace 0 5 5
A.k+1 = Q{Aka M
. : . o . oy ) 1 0 0 1 0 0
matice Qj jsou opét maticemi rovinné rotace, ovSem jsou voleny tak, abychom zachovali jiz anulované 1 0 0
prvky o 2 3], & 3
5 5 5 5| (0 1 0
E a4 Slle 2 o2 o o0 1
o ay 5 5 5 5
d d
= = 1 0 0 1 0 0
Q= e e d=+/a3 + a3 1 4 3
1 T A 0 4 3 0 4 3
Q1 AQ, 5 5 4 2 6 5 5 | =
g G 49ls 6 5| 3 4
L 1 5 5 5 5
- 1 4 3 1 0 0 1 5 0
AT p .
A, = QTAQ; bude mit 0 v pozici (3,1) a (1,3) ; %6 39 . 4 3 ; 991 78
- 5 5 5 5 25 25
1 18 2 3 4 78 46
1 (o — Sllo = =2 = =
5 5 5 5 25 25
o an
d d
1 Efektivni vypocet hodnoty charakteristického polynomu pro tfidiagonalni matici
QZ = % @ d= 1/a§1 + ail a; C
d d by as c
2 2 2
1 b3 az C3
A=
Cn-1
I 1 by Gn
A; = QTA,Q; bude mit 0 v pozici (4,1) a (1,4)
2 ( ( Fa =0

fo(A) =1
frQ) = (ax — A) fre1(A) — brce—r fa(N) k=1,2,...n

fn(A) =pa(})

atd.

Ptiklad:  Prevedte matici A na tfidiagonalni tvar.

A=

W B =
D N
o o W

a3 =4, a3 =3 d=+42+32=5
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a; — A cy
by ay — A Cy
b3 az — A C3

bn—l Qp_1 — A Cn_1
b, a, — A

rozvoj podle posledniho radku:

detM = (a, — A) det(M,,_1) — bpc,1 det(M,_2)
(M,_1 ... prvnich n —1 Fadka a sloupcii z M)

M1 =a; — A= det(Ml)
My =1
M71 = 0

Podstata vypoctu vlastnich &isel tfidiagonalni matice pomoci jednoduchého vyjadfovani hodnoty charak-

teristického polynomu metodou bisekce:

Ptiklad:
2 -1 0
A=]-1 2 -1
0o -1 2
Zvolime interval (0,5) ... v ném ocekdvame vsechna vlastni ¢isla
Vypoctem snadno uréime
[7:0) —pa(0) — 4 |
f,1(0) =0
fo(0) =1
£1(0) = (@1, ~0) fo(0) — brco f-1(0) =2
=30 =N =0
£:(0) = (@2,-0) i(0) = B2 o fol0) =3
=P =2 = —1'==1 —
f2(0) = (\‘132,*0) f2(0) — \bi,l &1 f1(0) =4
= =3 =—-1=—-1 =9

fa(5)=0
fn(5):1
f1(5) = (\‘11/_5) f\o@ —bico f1(5) = -3

=2 =1 -0

Numerické metody KMA/NM

- Josef Dangk 13.2.2013
Qs *5) f1(5) — b2 C1 f0(5) =8
~~ — ~ O~
=2 =_-3 =-1=-1 =1
fa(5) = (&*5) f2(5) — \bi, \Ci/ fi(5) = 21
= =8 ==l==1=-j
N
0 —

Vypotteme sted intervalu, s = %% = 2,5 a urtime f3(2,5) ...



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Motivace

PFi numerickém Feseni loh matematické analyzy Casto nahrazujeme danou funkci f, vystupujici v fesené
matematické tloze, jinou funkci @, ktera v néjakém vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pritom
matematicky zpracovava ¢i modeluje na pocitaci. Tuto funkci ¢ nazyvame aproximaci funkce f.

Pozndmka:  Aproximaci funkce jsme jiz pouzivali u feseni nelinedrni rovnice. Napfiklad u Newtonovy
metody jsme danou funkci f z FeSené rovnice f(z) = 0 aproximovali linearni funkci (te¢nou ke grafu funkce
f); podobné tak tomu bylo u metody secen.

Poznamka:  Jiz pouhy vypocet funkénich hodnot nékterych zékladnich funkci (sinz, e®, Inz, ...) v
pocitaci Ci na kalkulacce se provadi uzitim aproximace téchto funkci. Tyto aproximace jsou ovsem zabudovany
do vypocetniho systému a uzivatel si Casto ani neuvédomuje, ze piSe-li v programu napr. y=sin(x), nahrazuje
vypocet hodnoty funkce sinz vypoctem hodnoty jistého polynomu.

Priklady uziti:

e numerické metody pro vypocet urcitého integralu
e zpracovani vysledki méreni

Formulace (zakladn{ aproximacni tloha)

Je dana funkce f = f(z), z € (a,b). Zvolime (n+1) linedrné nezavislych funkci @g, @1, . . . ¢, a hleddme
funkci ¢ definovanou na (a, b), kterou Ize vyjadfit ve tvaru linedrni kombinace
|<p(z) = copo(2) + c101(Z) + ... + Capn(2) |
a ktera je v néjakém smyslu blizka funkci f.

e Tento typ aproximace se nazyva linearni aproximace
e Pokud za funkce @;(z) volime polynomy, mluvime o polynomialni aproximaci

e P¥ikladem nelinearni aproximace je funkce p(z):

(@) ap + 41T + ... + apz™
) =
14 1+bz+ ...+ byz"

V tomto pfipadé mluvime o racionalni aproximaci

Ptistupy k aproximaci

Aproximace na okoli bodu - Pouzijeme, chceme-li aproximovat chovani funkce v malém okoli bodu.
Ptikladem miize byt napt. vycisleni hodnoty sin 7 na kalkulacce.

Interpolace - PouZijeme, chceme-li tabulkou danymi body prolozit polynom, tj. pozadujeme-li, aby aproxi-
mace presné prochazela zadanymi body.

L.-aproximace - Pouzijeme, hleddme-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body (ziskanych naptiklad
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mérenim), kde nutné nevyzadujeme, aby aproximace danymi body prochézela. Divodem miizou byt
napf. chyby, se kterymi jsme hodnoty naméfili.

Aproximace na okoli bodu

— mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem

Predpokladame, ze dana funkce f ma v daném bodé z, a jeho okoli spojité derivace az do fadu n.
Podminky pro funkci, ktera co nejlépe napodobuje chovani funkce f matematicky zapiseme takto:

0 (o) = fO(zo), j=0,1,...,n

(Hodnoty derivaci funkei f, ¢ v bodé zq jsou stejné az do Fadu n.)

Tuto podminku samoziejmé spliuje Taylorlv polynom

f'(z0) f"(20)

Tn(z) = f(z0) + 1 (z — z0) + o (@ g e T(z —zo)"
Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati
T -z n+1
e(@) = (@)~ Tu(@) = £ O ¢ e u(ay)

(n+1)
umime-li odhadnout (7 + 1)-ni derivaci funkce f na daném okoli bodu zy, mizeme provést nasledujici odhad
chyby aproximace:

Plati-li [f(**)(z)] < M Vz € U(z,), potom |e(z)| < |z — zo|™ .

(n41)!

P¥iklad Stanovte odhad chyby aproximace Taylorovym polynomem 10. stupné funkce f(z) = €® v bodé
zo = 0 na intervalu (—1,1).

fO(z)=e* j=0,1,...; fU0)=1, j=0,1,...
mz mlo
To(z) = 1 A
(z) +z+ 2 4F oo 3F 01
(@) = &~ T9(z) = & o (@) < = < 710
11! - 11
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= zadana funkce

251 Tayloruv polynom 0.stupne

Tayloruv polynom 1.stupne

Tayloruv polynom 2.stupne

Tayloruv polynom 3.stupne
2L
15
1k
05
ok

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Pfiklad Urete stuperi Taylorova polynomu funkce f(z) =sinz v bodé z, =0 tak, aby jeho chyba
na intervalu (—m, ) byla nejvySe 107°, resp. (107'2).

Pro chybu plati

(Z _ Io)'rﬁ»l

e(a) = £(z) = Tu(w) = Z 20— F=0(0) |

Zajima nas chyba na intervalu délky 2m = odhad pro f(**U(z) je ‘f("“)(a;)‘ <1 Vze
L Y
()

<77I', 7l'>
(x) bud +sinz nebo +cosz - tento odhad je vzdy nejmensi
mozny

pntl 5
D) <107° Vz € (—m,m)
L -5 —12
mr1) <107° (resp. 107%%)
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,,rn+1

" (n+1)!

0 3.141592653589793

1 4.934802200544679

2 5.167712780049969

3 4.058712126416768

4 2.550164039877345

5 1.335262768854539

6 0.599264529320792

7 0.235330630358893

8 0.082145886611128

9 0.025806891390014

10 0.007370430945714

11 0.001929574309404

12 0.000466302805768

13 0.000104638104925

14 0.000021915353448

15 0.000004303069587 < 10~°
16 0.000000795205400

17 0.000000138789525

18 0.000000022948429

19 0.000000003604731

20 0.000000000539266

21 0.000000000077007

22 0.000000000010518

23 0.000000000001377

24 0.000000000000173 < 10 '2

Jak vypada Tayloriv polynom T,(z)?

f(z) =sinz f(0) =o0

f'(z) =cosz f'(0) =1

f'(z) = —sinz f"(0) =o

f"(z) = —cosz f"0) =-1
)

f@(z) =sinz @) =0

—— 2!
—0 —1 —0 —0 —0 —0
T (m) . z3 + z5 3:7 + zB z11 + ZIS z15
)= 3l "5 7 ol 11! 13! 15!

M&-li kalkulatka vypoéitat napf. sin0,4 a mé povolenou chybu 1075, uréi |sin0,4 = T35(0,4) |.

Pro dodrzenf chyby 1072 stadi urdit |sin0,4 = T54(0,4) | tj. pri¢ist dali 4 &leny.

Poznamka:

Stejny postup lze uZit i pro vypolet v bodech mimo interval (—m, 7). Sta&i vyuZit periodi¢nosti funkce
sinz.
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Aproximace interpola¢nim polynomem

Aproximujeme funkci, kterd je dana svymi hodnotami v m + 1 bodech z;, ¢ = 0,1,...,n (body z;
nazyvédme uzly interpolace), a pozadujeme, aby aproximace (interpolaénim polynomem) prochézela zadanymi
body.

Aproximace nam potom poslouzi k ziskani pfiblizné hodnoty zadané funkce v libovolném bodé intervalu
(o, ZTn)-

X
Interpolaéni podminky
|Pn(z1‘):f($i), i:071:"'xn
Chyba e(z) = f(z) — P.(z) pak nabyvé nulovych hodnot v uzlech interpolace.
Véta Interpolacni Gloha ma jediné feseni, pokud jsou uzly g, Zi,...,Z, navzajem rizné.

Diikaz: Interpolacni polynom uvazujeme ve tvaru
n
k
Pi(z) =) mz
k=0

Dosazenim do interpolaénich podminek ziskdme soustavu (n + 1) linedrnich rovnic pro koeficienty
Aoy A1, . .-y Q.
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Starzh = f(z:) 1=0,1,...,n
k=0

Matice soustavy (Vandermondova matice):

1 zo 22 ... 20
1 z, 22 z?
1 - T4
V= . . .
il @y 08 aoo O

Soustava ma pravé jedno feseni, pokud [detV # 0|

Matici soustavy prevedeme na trojlhelnikovy tvar
e prictenim nasobku Fadku k jinému fadku se determinant nezméni

e vynasobime-li fadek Cislem o, pak je determinant o nasobkem pivodniho

Od 2. a7 (n + 1)-niho ¥adku odeteme 1. Fadek.

2 3 n
1 T fors pird zg
2 2 3 3 n n
0 -3 Z3—T; T3 — Ty ... I7 — I
2 2 3 3 n n
V~ |0 zo—2p 2525 Z5—2Z5 ... T3 —Ig
2 2 3 3 n n
0 T, —-Tqg TE =Ty T =Ty ... T} —Ij

Vynormujeme — (j + 1)-ni fadek vydélime (z; — o), j=1,2,...,n.

r 2] 3 n ]
1 z a5 g g
N Bt I
T1—Zo Z1—Zo T1— Zo
N B
V ~
Ty —Typ Ty — To Ty — o
5 oq z2 —z7 23 — 13 zn — T}
L Tp—Tg Tm—Tg  Tn— Tod
od 3. az (n + 1)-niho ¥adku odetteme 2. Fadek
1z, x2 @5 T
0 1 z+zy T+ z:1%0+ T2
0 0 z3—z (%)
V ~
0 0 z3—z ()
0 0 z,—x
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3 — 23 23— 28
(¥) =201 "0 _ (g24zompt+ad)— (22 +z120+32) = 22 —22+20(22—21) = (T2—21) (T2 +T1+T0)
o —Tg 1 — Tg

T3 — 3 sz:zg_ 2 2 2 2,2 .2 _
=== 2 = (23+2320+2;5)— (] +T1Zo+2T5) = T3— 27+ Zo(Z3—21) = (T3—21)(T3+T1+T0)
T3 —Tp T1— Tp

Vynormujeme — (j + 1)-ni fadek vydélime (z; —z1), j=2,3,...,n.

1z z2 a0 T
0 1 z;+z0 22+ 2120 + Z3
VA 0 0 1 Ty + 21+ Zo
0 0 1 T3+ T1+ Zo
0 0 1 T, + T1+ To |

Ziskame trojahelnikovou matici s jednickami na diagonale, tj. vysledna matice ma determinant roven 1.

P¥i Gpravach jsme délili (z; —z;), j >4

= |detV =]](z; — =)

j>i

detV#£0 & z#z;, Vi#j

Lagrangeiiv interpolacni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné L, (z).

Vime, ze musi byt splnény interpolaéni podminky

Lagrangedv interpolacni polynom hledame ve tvaru
Ln(z) = ) f(z:)  L(=) |
i=0

kde I;(z) jsou polynomy n-tého stupné takové, ze plati

1, i—j
li(zj):éij:{ . 17&;

(snadno se presvédéite, Ze dosadite-li do predpisu pro L, (z) uzly interpolace, ziskate zadané interpolaéni
podminky).

Konkretizujme nyni dil&f polynomy 1;(z).
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Vime, ze l;(z) ma kofeny zg,Z1,Z; 1,Zit1,.--,Zn a nabyva hodnoty 1 v bodé z;.

MiiZzeme jej tedy zapsat ve tvaru

l(z) = (z—zo)(z—2Z1)... (T —Zisa)(Z — ZTiy1) ... (T — Zn)

: (zi — zo)(zi — Z1) - - (T — Ti1)(Ti — Tiya) - - - (T5 — T,)
l

Na obrézku je ukdzan ptiklad diléiho polynomu I3(z):

y l3()

0 0 2 I3 T5 T

Newtoniiv interpolacni polynom

Ozna¢me si hledany polynom n-tého stupné N,(z).
Pro jeho odvozeni pouzijeme jinou kontrukci. Polynom volime ve tvaru

| N,(z) =ag+ai(z — 2o) + a2(T — 2o)(z — 1) + -+ an(T — 20) (T — 1) ... (T — 0 1) |

Opét pozadujeme splnéni interpolacnich podminek

Pozndmka:  Vyhodou volby tohoto zdanlivé slozitého predpisu je fakt, ze pridame-li dalsi bod interpolace
[Zns1, f(@ns1)], nemusime cely vypolet opakovat, ale stali dopoditat ptislusny koeficient an1 (ostatni
koeficienty a; zlstavaji beze zmény). P¥i pouziti Lagrangeova polynomu bychom museli cely vypocet provést
znovu.

Ukazme si, co dostaneme dosazovanim interpolacnich podminek do pfedpisu polynomu:

Witow = [ =70
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Np(z1) = ap + a1(z, — ) = f(z1) = [a1= fl@1) = f(2o)
1 — Zo
Ni(22) = a0 + a1(22 — Zo) + a2(22 — 2o)(22 — 71) = f(22)
Ta—T1+T1—2Zo
= ay= f(z2) — f(zo) — a1 (z2 — z0)
(z2 — zo)(2 — 71)
fon— frog_ LBV T fe) =), No(z) = a0 = f(zo)
’ ’ Bz T — 2 ’ Ni(x) = ao+ a1z — xo)
(22 — z0) (22 — 71)
N-
fen) — fa) - T @ g, g o
T — 2 No(x) = ag+ ar(z — xo) + as(x — xONz — 71)
(22 — z0) (22 — 71) °
f(z2) — f(21) _ f(z1) — f(20)
= ay = Ty — T T1 — I -

Poznamka:

Pocitat koeficienty a;

pfimo ze soustavy neni praktické, budeme je pocitat pomoci tzv. pomérnych
diferenci.

Ny(z) = ag  prochdzi bodem [zq, f(2o)]

Ni(z) = ap + ai(z — zo)
Algoritmus (koeficienty Newtonova polynomu) prochazi bodem [z, f(zo)] a smérnici ma takovou, aby prochazel také bodem [z1, f(z1)]
Proi=0,1,...,n Ny(z) = ag + a1(z — o) + ax(z — zo)(z — 21)

A = f(z)) - prochazi bodem [z, f(2o)], déle jelikoZ plati Ny(z1) = Ni(z1), prochézi i bodem [z1, f(z1)] a
Prok=1,2,...,% prochazi bodem [z,, f(z2)].
Ay — Ao — A1k
Ti— Tix Ny(z)
Vystup: |a; = Ay No(z) = \agﬁ'fh(fﬁ — o) +as(T — zo)(z — 71)

Schéma algoritmu

(¥)  prochézi [zo, f(0)]

To | f(%0) = A = ag (*x)  priddme tento €len tak, aby se zachoval priichod [z, f(zo)] (hodnota pro = zq je 0), a; se

urci
=AN A=

21| f(@1) 10 u=o tak, aby prochézel [z1, f(z1)]

2 | f(22) = Az Az Az =0y (* x %)  pridame tento &len tak, aby se zachoval priichod [zg, f(zo)] a [z1, f(z1)] (hodnota Elenu
pro

T =g az =z je nulovd), as se urdi tak, aby prochazel bodem [z2, f(z)]
Ty f(zn) =An A A, S B = @

Pozndmka: Vezmu-li z matice A pouze prvnich M ¥adk{i znamend to, e jsem sestavil Newtoniiv polynom Co znamenaji jednotliva Cisla v tabulce?
pro pouze prvnich M zadanych tabulkovych bodd.
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zo | f(20) = Ao
z1 [f(z1) = Agpo Ap
Ty | f(Z2) = A An Ay
Zn f(fEn) = A, Ao Ao
A
f(zo)
f(an)
f(z1)
f(z2)
] x1 2 Tn
Véta Ma-li funkce f, k niz pFislusi data f(z;), ¢ = 0,1, ...,n, spojité derivace v néjakém intervalu (a,b) >

int (2o, Z1,...,%,) do ¥adu n a derivaci f*)(z) v (a,b), potom Vz € (a,b) 3¢ = £(z) € (a,b) tak, ze
pro chybu interpolaéniho polynomu P,(z) plati:

_ ")
f(z)*Pn(I)*W(Z*Zo)(zle)...(z—zn) ®

polynom (7 + 1) stupné

(Diikaz pomoci véty o stfedni hodnoté, viz dale. )

Odhad chyby interpolace

Umime-li stanovit &islo M takové, ze Vz € (a,b) je ‘f("“)(z)‘ < M, pak
M M
< — < ——
€(0)] < g1y W) < gy s o)) |
kde jsme oznatili w(z) = (z — zo)(z — z1) ... (¢ — z,).
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= Priibéh chyby nezavisi jen na f("*1)(z), ale i na w(z)!
Dikaz: Zvolme bod z # z;, ¢t =0,1,...,n libovolné. Definujme funkci
f(z) — Pu(z)
F(t)= f(t) — Py(t) - —————wn,1() | ®®
(0= £ - Pu(t) = T — P ()
Tato funkce proménné t ma n + 2 nulovych bodi:
ez, 1=0,1,...,m:
f(z) — Pu(z)
F(z;) = f(z;) — Pa(z;) — Wnyi(z;) =0
(@) = f(z) ~ Pulo) —0 — P v
=0 =0
eI

F@) = 1(0) - Po(e) - =2, 10—

Pouzijeme-li (n+1)krat Rollovu vétu zjistime, ze prvni derivace F'(t) mé v (a, b) alespori n+ 1 nulovych
bodi.
Rollova véta: Necht f(z) je

v (a, b) spojitd a ma v (a,b) derivaci. Necht f(a) = f(b). Pak existuje
alespofi 1 bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) =

0.

F(t)

T T L2 T Tn

Pokralujeme dél a aplikujeme nyni Rollovu vétu na funkci F'(t) a zjistime, Ze F"'(t) ma v (a,b) alespoi
n nulovych bodi, atd.

F®+1)(t) ma v (a,b) alespori jeden nulovy bod a ten oznadime ¢ = &(z).
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Vztah ®® zderivujeme (n + 1) krét podle ¢:

Fgy = gy — R - TELZRNE) g
—_— NG wn+1(z) N
() =0 (o0) —(nt1)! (see)
(e) Vime, Ze existuje £ tak, e F(*t1(¢) =0
(ee) P, ... polynom n-tého stupné
(e®e) w,,1(t) je polynom (n + 1) stupné a u t"*! je koeficient 1
— Py(z) o)
0= fotnggy - S@ = Pa(@) oy, ~P@) =1,
s - L=y =+ | f0) - Rute) = LD wno)

|

e Pokud interpolujeme funkci zadanou v ekvidistantnich uzlech, mohou mit neptesnosti ve vstupnich da-
tech silny vliv na hodnotu vysledku — (loha je Spatné podminéna

Poznamka: épatné podminénost plati tim vice i pro extrapolaci.

e Dobrou strategii je volit z; tak, aby byly rozlozeny stejné jako koreny éebyéevovych polynomii —
minimalizuje se tak hodnota max |w(z)|.

Definice (CebySevova aproximace)

K dané spojité funkci f(z), z € (a,b), chceme najit mezi vSemi polynomy P,(z) stupné nejvyse n takovy
polynom PZ(z), ktery spliiuje:
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. én?;i ) |f(z) — Pi(z)| = I‘I’fég)z én?;t ) |f(z) — Pa(z)|

Poznamka:

P¥i volbé ekvidistantnich uzll byla Gloha Spatné podminéna.

P¥i vhodné volbé uzlt (kofeny tzv. CebyZevovych polynomii - viz dale Q) ma interpolacni proces pro
n — 00 tu vlastnost, ze interpolatni polynomy konverguji na (a,b) stejnomérné k aproximované funkci
napt. v pfipadé, kdyz existuje spojita prvni derivace f’ na (a, b).

Stejnomérna konvergence funkce f, definované na (a, b)
e varianta 1:  posloupnost {f,} je na (a, b) stejnomérné konvergentni

& Ve >0 3dng € N: stejné Vz € (a, b) tak, Ze

Vn > mngaVr € (a,b) : [fo(z) — f(z)| <€

e varianta 2:  posloupnost {f,.} je na (a, b) stejnomérné konvergentni

& lim mp |fala)— fa)=0
nmeE(a,b)

CebyZevovy polynomy

To(z) =1
Ti(z) =z

Toi1 =22 Ty(z) — Thoi(z) )

UzZijeme-li substituci = = cosa, a = arccosz a goniometrické vzorce, dostaneme
| T,.(z) = cos(narccosz) z € (—1,1) & |

Diikaz:
To(z) = cos (Oarccosz) =1 V
Ty(z) = cos (larccosz) =z v
T, = cos (narccos z) dosadime do vztahu &
cos ((n + 1) arccos z) = 2z cos (n arccos ) — cos ((n — 1) arccos z)
—_—————— S———
@ B
Plati:
cosa+cosﬁ:2cosa ﬁcosaiﬂ v

Koreny polynomi jsou
cos(narccosz) =0

7,arccos Ty, = g+k7r, keZ
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_2%+1 w
- arccos T = = 2 ' ' i ' 04 ' . .
b —— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
2k+1 m 181 > 0.3 ——— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu) |
zk:cos( -f), k=0,1,...,n—1 Q
n 2 1.6 ]
Pozndmka: Pro obecny interval (a,b) pouzijeme transformaci 14f -
Tibfaz+a+b 12r 1
=T BT g 1 ]
0.8F 1
— JR— fR— f— 0.6F —— interpolace a) B
w(x) (‘rL‘ SL‘Q)(.’II xl) R (x xN) ® ekvidistantni uzly
© 7. ’ 0.4¢ —— interpolace b) ]
< pro ekvidistantni uzly z; ol © kofeny CebySevova polynomu
: —— zadana funkce
o 1 2 3 4 5
2) n=3
1.8 . . : : 0.1 . : .
—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
1.6 1 —— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
1.4 -
12+ i
- , 1h ]
pro neekvidistantni uzly x; 0sl |
N v ’ o 0.6} 1
(koteny CebySevovych polynomt)
0.4 ——interpolace a) )
02k ® ekvidistantni uzly |
. —— interpolace b)
0¢ @ kofeny Cebysevova polynomu |{
—— zadana funkce
Pfiklad 02 1 2 3 4 5 01% 1 2 3 4 5
Uvazujme funkci f(z) = In(z + 1) zadanou na intervalu (0, 5).
Pro zvoleny polet n uzlovych bodi proved'te interpolaci zadané funkce pro uzlové body, které jsou 3) n=4

a) ekvidistantni,
b) kofeny éeby§evov3’1ch polynomti.

Porovnejte chybu ziskanych interpolacnich polynomd.

1) n=2
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-4
1.8 . . . : 0.04 ‘ . . . 1.8 ‘ ‘ 1x10 ‘
—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
8 il 0.03| [—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly) 1 1.6f 1 ol L chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu)
1.4F 1 —— chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu) 14} ]
0.02 1 ’
1.2F 1 120 1
1L | 0.01
1 _
0.8r ] 0
0.8F 1
06f 1 001 ool |
0.4f —— interpolace a) ] : —— interpolace a)
® ekvidistantni uzly -0.02 o4l ® ekvidistantni uzly |
0.2F —— interpolace b) b ' —— interpolace b)
® kofeny Cebysevova polynomu 003 0.2 ® kofeny Cebysevova polynomu ]
04 —— zadana funkce 1 ’ ’ —— zadané funkce
02 1 > 3 4 5 -0.04 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
4) wm=105 6) n=13
1.8 T T T T 0.015 : . . : 1.8 T T T -
—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
1.61 1 0.01| L= chyba interpolace (kofeny Cebysevova polynomu) 16 ]
1.4 1 1.4 —
100 i 0.005 1ol |
g 1 0 1 1
0.8F 4
0.005 08 |
0.6F g -
0al —— interpolace a) | 0.6¢ —— interpolace a) |
- e gkvidistantm’ uzly -0.01 04l ® ekvidistantni uzly |
0.2r merpolace ) ] ' interpolace b) -4H | | —— chyba interpolace (ekvidistantni uzly) 1
® kofeny CebySevova polynomu .0.015 02l @ kofeny Cebysevova polynomu | . N <
04 —— zadana funkce ] - sadana funkce —— chyba interpolace (kofeny Ceby$evova polynomu)
L L L . . L L L - - - p -5 - : " y
-02, 1 > 3 4 5 -0.02 1 > 3 P 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
5) n=11 Nasledujici obrazek ukazuje pomér maximové normy chyby interpolacniho polynomu vypocteného pro

hodnoty v ekvidistantnich uzlech ku maximové normé chyby interpolac¢niho polynomu vypocteného pro hodnoty
v uzlech uréenych jakozto koreny CebySevovych polynomii.
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ol P, (x
8 L
7t Z

& N /\
6l T,
5 L
4 L
3 L
2 L
1 Il 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 Poznamka:
€et uzll int I
pocet uzll interpolace PouZijeme-li vhodné zvolené neekvidistantni uzly, miizeme amplitudy chyby minimalizovat.
(Vhodnou volbou jsou uzly zvolené jako koteny tzv. CebySevovych polynomd.)
Poznamka:
Interpolaéni polynomy vyssich fadd neni vhodné uZivat pro aproximaci hodnot funkce mimo interval obsa- y

hujici uzly interpolace (tzv. extrapolaci), protoZe absolutni hodnota polynomu nabyvé velkych hodnot.

| Yy P,(x

|

Pozndmka:

Interpolace polynomem neni obecné vhodna napr. pro funkce, které maji asymptotu.

Pozndmka:

Neni obecné vhodné interpolovat polynomem funkci, kterd je dana velkym poétem svych hodnot. Stupen
interpolacniho polynomu by potom byl velky.
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v i)

Pokud chceme aproximovat funkci, ktera ma asymptotu, je vhodné misto linearni aproximace (polynomialni)
pouzit nelinedrni aproximaci

Run(z) = Py(z) :po+p1z+---+pM$M
i Qn(z) 1+aqz+---+aqnzV

Pozndmka:

Pokud mame dalsi informace napf. o derivaci dané funkce v uzlovych bodech, mizeme pouzit tzv. Her-
mitovu interpolaci.

Poznamka:

Vsimnéme si, ze v konstrukci interpolacniho polynomu nezalezi na poradi zadanych tabulkovych bodii.

V fadé pripadil potrebujeme kromé a; vypocitat hodnotu polynomu v daném bodé a, tj.
N,(a) = ag + a1( — zo) + aa( — zo)( — 1) + - - + an(a@ — Zo) (@ — 21) ... (@ — Tp1)-

P¥i vhodném uzavorkovani mizeme vypocet zefektivnit (zmensime pocet operaci s¢itani a nasobeni):

N.(a) = ag+ (& — zo) |a1 + (o — ml)[ag +(a—zo)as + ... [anﬂ]]-

Tento postup mizeme samozrejmé pouzit jen tehdy, kdyz uz zname koeficienty a;.

Chceme-li vypocitat pouze hodnotu polynomu N,(a) v bodé a za co nejmensiho poltu operaci a ne-
potrebujeme-li koeficienty a;, pouzijeme tzv. Nevilledv algoritmus.

Princip je podobny jako v algoritmu pro urceni koeficienti Newtonova polynomu.

1. Pp= f(z:), 1=0,1,...,n

Pr1—PF 1x 1,

2. Pp=Py_1+ (a—z)
Z; — ZTik
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Princip Nevilleova algoritmu je ukazéan v nasledujicim pfikladu.

Priklad  Vypoctéte f(3.5), kde funkce f(z) je dana tabulkou:
z;|[1/2| 4| 5
F(z:)|[1]8]64]125

Reseni:

Uzly z; je vyhodné usporadat podle rostouci vzdalenosti od bodu a, v némz chceme stanovit pribliznou
hodnotu funce f(z). Podle rozdilu hodnot P;; a P,_1 ;1 (1 = 1,...,n) Ize rozhodnout o pfed¢asném ukonceni
Nevilleova algoritmu, pop¥. o vhodnosti interpolace pomoci N,(z).

EEEREAFCN] | |

05 |4| 64
8— 64
15 |2 15—
5 8 ||8+15 S —,
=50
1258 66,5 — 50
-1,5 |5/ 125 |[125-1,5 66,5-1,5 ——
5— 5 4
= 66,5 = 41,75
1-125 78,5 — 66,5 48,5 — 78,5
25 |1| 1 |1+2 05 [©2 7000 | g p 5 590 T 16,0
5 +25 T 785+25 —— 85+25 ——
=785 =485 — 42,875

Z nasledujicich obrazki je patrny vyznam hodnot, které dostavame na diagonale.

Poznamka:

Vyjdéme z predpokladu, Ze mame priblizné interpolovat hodnotu tabulkou dané funkce v libovolném bodé.
Pokud nutné netrvdme na tom, ze v tomto bodé chceme presné uréit hodnotu interpolaéniho polynomu
prochézejicimi vsemi tabulkovymi body, pfistupujeme k Nevilleovu algoritmu iteracné, tj. pokud bude rozdil
po sobé jdoucich diagonalnich prvki dostate¢né maly, ukonéime vypocet.

V tomto pripadé je ovSem rozumné seradit uzlové body podle rostouci vzdalenosti od zadaného bodu, ve
kterém interpolujeme hodnotu funkce.

V nésledujich prikladech jsou demonstrovany vysledky pro stejné zadani, ovSem pfi pouziti riiznych sefazeni
uzlovych bod:

1) od nejblizsiho po nejvzdélengjsi,
2) od nejvzdélenéjsiho po nejblizsi.

Priklad 1  Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé a = 3,6.
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a5 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7
f(z:)|-5|14]19|16|12|14 |35

Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyZ uvazujeme uzly sefazené podle vzdalenosti od o vzestupné:
vysledky ziskané v MATLABu

x (k) | £(k) | Aproximace f(alfa)

4.0000 | 16.0000

3.0000 | 19.0000 | 17.2000

5.0000 | 12.0000 | 16.9000 | 17.3200

2.0000 | 14.0000 | 12.9333 | 19.2800 | 17.7120

6.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 11.4400 | 17.7120 | 17.7120

1.0000 | -5.0000 | 4.8800 | 28.5920 | 17.4432 | 17.7926 | 17.7228

7.0000 | 35.0000 | 12.3333 | -13.0080 | 15.2800 | 18.9574 | 17.9674 | 17.6901

Priklad 2 Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé o = 3,6.

i 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7
f(z:)|-5|14]19|16|12|14 (35
Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyZz uvazujeme uzly sefazené podle vzdélenosti od a sestupné:

vysledky ziskané v MATLABu

x (k) | £(k) | Aproximace f(alfa)

7.0000 | 35.0000

1.0000 | -5.0000 | 12.3333

6.0000 | 14.0000 | 4.8800 | -13.0080

2.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 28.5920 | 15.2800

5.0000 | 12.0000 | 12.9333 | 11.4400 | 17.4432 | 18.9574

3.0000 | 19.0000 | 16.9000 | 19.2800 | 17.7120 | 17.7926 | 17.9674

4.0000 | 16.0000 | 17.2000 | 17.3200 | 17.7120 | 17.7120 | 17.7228 | 17.6901

Pozndmka

Jak se da interpretovat libovolna (tj. i nediagonalni) hodnota v trojihelnikové matici, kterou ziskavame
Nevilleovym algoritmem?

Interpolace spline funkcemi

Nejjednodussi spline funkci je tzv. linearni spline funkce; jde vlastné o lomenou ¢aru spojujici zadané
interpolované body.
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&

[an]
&___________________
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a____
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w

& o __

=

Mame danu funkci f tabulkou hodnot {z;, f;} ¢=0,1,...,n.

Funkci s(z) definovanou na intervalu (zg, z,) nazyvdme linearni spline interpolaci funkce f(z), ma-li
nasledujici vlastnosti:

(i) na kazdém intervalu (z;,Z;;1), ©=0,1,...,m — 1 je polynom prvniho stupng, tj.

s(z) = si(z), z € (z:, Ti1), kde | si(z) = a; + bi(z — z,)|

(ii) splfiuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z:), tj.

siz)=fi, i=0,1,...,n—1

Sn—l(zn) = fn

(iii) je spojitd na (zg, ), tj. i v uzlech z;

| si(@i11) = sipa(@in1), i=0,1,...,n—2
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f3

fo

3:30 5531 3:52 3

Pozndmka:  Témito pozadavky je funkce s(z) uréena jednoznané.
(i) ... hledame 2n koeficientii a; a b;
(ii) predstavuje (n + 1) podminek
(iii) predstavuje (n — 1) podminek

Plati: si(z):fi+%(z7mi), h,=2;,—2;, 2=0,1,...,n—1

Pokud bychom chtéli, aby byla aproximace spline funkci hladka, musime pouzit polynomy vyssiho stupné nez
1.

Nejvice pouzivanou je tzv. kubicka spline interpolace, kterd pouziva polynomy 3 stupné.

Numerické metody KMA/NM
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fo

51:30 3:31 3:32 I3

Kubicka spline interpolace

Funkce f je dana tabulkou {z;, f:}, 2 =0,1,...,n

Funkci s(z) definovanou na intervalu (zo,,) nazyvdme kubickou spline interpolaci funkce f, ma-li
nasledujici vlastnosti:

(i) je na kazdém intervalu (z;,Z;11), ¢ =0,1,...,m — 1 polynomem 3. stupné ve tvaru

i d1
si(z)l= as + bi(z — )/ -+ %(z —z)?+ g(z —z;)°

(ii) spliiuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z.), tj.

si(z:) = f(zi), 1=0,1,...,n—1
5"*1(271) = fn

(iii) je spojitd na (zg,,), tj. v uzlech z; plati

|Si($i+1) = sipa(@igr), 9=0,1,...,n— 2 |

(iv) ma spojitou prvni derivaci na (z, Z,)

|52($i+1) = 8i14(2is1), 1=0,1,...,n—2 |

(v) ma spojitou druhou derivaci na (zg, Z,,)

|s§’(:c,-+1) =5)4(%i11), ©=0,1,...,n—2 |
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Funkce s(z) neni podminkami (i) — (v) uréena jednoznaéné:

(ii) ... (n+1) podminek
(iii) ... (mn—1) podminek
(iv) ... (mn—1) podminek
(v) ... (m—1) podminek
celkem ... 4n — 2 podminek; (potet koeficientd je ale 4n)

2 podminky je nutno dodat:

(A)  ptirozené podminky

|s”(a:0) =s"(z,) = 0|

(B)  podminky periodicity (s periodou T' = z,, — Zq)

s(zo) = s(z,) ... spInéna automaticky (fo = fn)

|s’(zg) =5'(z,), s"(z0) = 5”(£n)|

(C)  podminky tecen

|s’(zu) =9, S(z.) =1, | kde yg, y., jsou dana &isla

(D)  viz MATLAB

Konstrukce kubické spline funkce

Funkci s(z) Ize psat ve tvaru
| 5(z) = moso(z) + Mms1(z) + - + Mn-15.-1() |
kde m; = m:(z) jsou charakteristické funkce intervalu, tj.
N =1na(Z:;Tiy1), Mno1=1na(Tp_1,Zys)

7; = 0 jinde

Snadno Ize odvodit:
[se)—a, s@)=b, s@)—c, @+ —d, (@) —d i

Pomoci téchto vztahti prepiseme podminky (ii) aZ (v) (oznatime h; = z;41—z;, ©=0,1,...

(ii)  interpolaéni podminky

fi=a;, ¢=0,1,...,n—1

Cn—1
2

dn—l

SVE

fn =0n-1+ bn—lhn—l aF hi 1 +

(iii)  spojitost
d;
6

[SH-] (zit1) = Si(mﬂ—l)}

fi+1:ai+bihi+%h?+ R i=0,1,...,n —2

(iv)  spojitost derivace

d; :
bi+cih,-+5hf:bi+1, 1=0,1,...,n—2

[52 (@ir1) = 553 (Zina )}
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Ci+dihi:Ci+1, :0,1,...,7172

[521(55141) = 52@1(3%41)]

Z téchto podminek Ize sestavit soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro neznamé cy, ..., c, a jejich
prostrednictvim vypocitat bg, ...,b, a dg, ..., d,. Po Gpravach dostaneme:
| QxCr-1 + 2Ck + PrCri1 = g, k=1,2,...,m—1
kde
h
Bi=——
hi + hi_q
oar=1—-p
. 6 fror—fo  fo—fr 1]
b= _
hi + hi_1 hs hi—1

Vztahy predstavuji soustavu n — 1 rovnic pro m + 1 neznamych. Pro jednoznacnost je tfeba pridat jednu
z podminek (A), (B), (C). Soustava bude mit tvar:

2 fo Co 90
a; 2 fi C1 91
a 2 ps
= (%)
Qn_1 2 ,Bn—l
@ 2 Cn an
(%) ... prvni a posledni ¥adek soustavy pfedstavuje podminka (A) nebo (B),

pouziti podminky (C') znamena vyskrtnout 1. a posledni fadek a sloupec

Poznamka:

Matice soustavy je tfidiagonalni a ostfe diagonalné dominantni (ax + B = 1). = je reguldrni = 3!
feseni.

Soustavu fesime GEM pro tridiagonalni matice.

Odvozeni tfidiagonalni matice pro vypocet koeficienti c;

Druhd derivace |s;’(m) =c¢ +di(z — z;) | je linearni funkci, tj. zndme-li s"(z;) = c¢;, pak na (z;,Z:11)

miizeme psat

ZTiy1 — T T —T;
si(z) =c¢ e + Cit1 | ®
i i

(Ovéfeni:  s/(z;) = ¢, s(Tis1) = cizr, s)(z) je linedrni.)
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A
Cq
s”(a:)
Ci+1
Tr > Tit1
h

Integraci ® dostaneme

Tir1 — )2 z —z;)°
5;(2):*61‘( +;h- ) +Ci+1( 2h-) + A ®®
(ziyr —2)° (z — =)
(1) = ¢: . Az — z:) + B:
si(z) = ¢ oh. + ciy1 on. + Ai(z — ;) + B;
Z interpolaénich podminek plyne (s(z;) = f:):
Cih2
B,=fi———
Y 6
Proz =z,
hf Cih?
firr = i + Ashi+ fi —
NI
B;
i1 — fi (i1 —ci)hy
N Ai:fﬂhf_(ﬂe ) PP

Ze spojitosti prvni derivace | si(z;,1) = si,, (1), i=0,1,...,n —2 | s uzitim ®® a ®®@® plyne

si(zir1)
e i fi (n-a)hi o Bl fue = fin (Gie = Gadhin
iy ks 6 e Rist 6
A; Ai+l
Sip1(Tit1)
h; hi  hi hiyn  hia hivi _ fisa—firn  fin—fi
ag+en(3 -5+ 6 ) Fomg = R h:
_ h; _ hin
3 -3
f 6
Vynasobime ————— a dostaneme

hiEhia
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i hiy1 6 fire—finn  fin—fi
———C + 2¢ia + Cita = —
hi + hiyy H hi+ hig 2 hi+ hiy ( hiy1 h;
Y S——’
= = B; =G

Minimalni vlastnost a odhad chyby

Oznatme Si({a, b)) mnozinu funkci f, které spliuji podminky (22) az (v) a podminku (A) a jsou navic
na (a,b) integrovatelné s kvadratem. Mezi vSemi funkcemi f € Si((a,b)) pravé pfirozeny kubicky spline
udili nejmensi hodnotu integralu

b

1) = [ 1@ da |

a

J(f) ... mira celkové kfivosti kfivky y = f(z).

Véta
Necht funkce f ma spojité derivace az do Fadu 4 a ma omezenou 4. derivaci pro z € (a,b). Necht déle
plati:
h
e <K, i=0,1,...,n—1, h=max|zi; — T
Kdyz s(z) je spline interpolace funkce f v bodech z; a spliiuje podminky s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b), potom
pro z € (a,b) plati:
|f(z) - s(z)| < e1Kh*
If'(z) — §'(z)| < c2KA?

() = s"(2)] < cs KR

Ptiklad

Urcete kubicky spline pro funkci zadanou tabulkou

; 112|3|4|5/6|7
fz)[3l8|1|7]2]a]3]
Pouzijte riizné dodate¢né podminky. Pro spline s podminkami te¢en pouzijte f'(1) =0 a f'(7) = 0.




KMA/NM
13.2.2013

Numerické metody

Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

Numerické metody
Josef Danék

"'Kai't'ola 8 Aproximace funkci - 11

® Zadané body
Aproximace funkci
e Aproximace na okoli bodu - aproximujeme chovani funkce ,v malém okoli bodu*
v

20+ — Spline (Matlab)
—— Spline - pfirozené podminky

—— Spline - podminky periodicity
e Interpolace - tabulkou danymi body prokladame polynom, tj.

pozadujeme-li, aby aproximace presné prochazela zadanymi body.
pouzijeme, hleddme-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body

——— Spline - podminky te¢en
Interpolaéni polynom
e [r-aproximace -

(ziskanych napfiklad méfenim), kde nutné nevyzadujeme,
aby aproximace danymi body prochéazela.

151

Diivodem muzou byt nap¥. chyby, se kterymi jsme hodnoty naméili.

101

e urdime systém jednoduchych zakladnich (bazovych) funkci (ne nutné polynomil) o, @1, @2,
@, a funkci f aproximujeme linedrni kombinaci zakladnich funkci

o(z) = copo(z) + crpa(z) + - - - + Catpn(z)
., €, podle néjakého

e Otazka vybéru aproximace se tedy pfevede na urceni hodnot parametri cq, ¢,
, ™, tj. aproximaci ¢

o i
kritéria vhodného pro konkrétni Glohu.
Velmi ¢asto budeme za zakladni funkce volit funkce 1, z, z2,

5 6 7
Poznamka:
budeme hledat ve tfidé polynomi nejvyse n-tého stupné.

Uvod d diskrétni L,-aproximace
Myslenka

Chceme aproximovat funkci, ktera je déna tabulkou {[z;, f(z;)], 2=0,1,...,n}.
V pripadé, kdy jsou f(z;) zatizeny chybou (nap¥. vysledky méfeni) nebo pokud je bodd ,mnoho",

neni vhodné provadét interpolaci.
Aproximaci ¢ hledame ve tvaru

o(z) = copo(z) + c1p1(z) + - + CmPm(2),

kde ¢; jsou zadané funkce a c; hledané parametry.
— pocet bazovych funkei ¢; je mensi nez polet zadanych bodii (m < n)
— v pripadé rovnosti se mize jednat o interpolaci (zalezi na zvolenych bazovych funkcich)

— o interpolaci se miize jednat i pokud je m < n

Nasim cilem je minimalizovat ,odchylku” funkce ¢ od zadanych dat.
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) p= co+cl.z+02.z2

U interpolace jsme pozadovali, aby aproximace pfimo prochéazela zadanymi body, tj. chyba

|€i:f($i)*<ﬂ($i):0|

Nyni na tomto netrvdme, pouze chceme tuto chybu v néjakém smyslu minimalizovat.

¢(x)

Jakou pouZzit normu pro méreni chyby e ?

o max {|f(z:) — o(z:)|}

0<i<n

* \Jn-l%-l ;‘f(zf) —(z)*
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ilem je chybu minimalizovat = vybereme tu normu, kterd umozni nejsnazsi postup.

Uvazujme priklad:

f(z:)||1|2]2]
Jak by vypadala minimalizace s uzitim ptredchozich norem?

p(z) =co+ az

e min max{|l —c —¢l,|2—co—2c1|,[2—¢co—3c1|} ... pro poéitani nevhodné
€0,Cc1E
1 2 2
e min —(|1—co—ci|+|2—co—2¢1|+[|2—co—3c1|) ... opét nevhodné
co,c1€R 3

1
° migR \/5 (QM—co—ca)?*+(2—co—2c1)*+(2—co—3c1)?]  zjednodusime
€0,C1

(Nezéporné funkce f nabyva svého minima ve stejném bod& jako nabyva minima funkce /f)

min [(1 —c—c)?+(2—co—2a)2+(2—¢co— 3c1)2}
cp,c1ER
(%)

(%) ... kvadraticka funkce proménnych co, ¢; (konvexni) = je hladka, snadno se derivuje
Formulace
Je dana funkce f tabulkou hodnot v n + 1 bodech zg, z1,...,Z, fz;)

Zvolime tvar aproximujici funkce
| ®(z) = copo(z) + crp1(z) + -+ + () |
s poctem parametrd ¢; nejvyse rovnym n + 1.
Diskrétni Ly-aproximaci funkce f je potom takova linearni kombinace bazovych funkci ¢;(z), jejiz
koeficienty spliiuji podminku, ze Ly norma chyby je minimalni, tj.

RUf,0) = 32 @)~ ol@) = 3 [f(wi) -3 cjwj(mi)}

s

je minimalni.

Pozndmka:

Tato nejlepsi aproximace ma velmi dobré statistické vlastnosti a vyrovnava vliv nahodnych chyb v zadanych
(naméfenych) funkénich hodnotach.

Diskrétni L,-aproximace linearnim polynomem

Ukolem je stanovit diskrétni Lo-aproximaci funkce f dané tabulkou {z;, fi}, ¢ = 0,1,...,n linedrnim
polynomem, tj. zvolime napf. @o(z) = 1, ¢1(z) = .
Tedy

o(z) =co+ ez |
Minimalizujeme funkci

[fi — co — a1y

2y
Il
1

o
I
o
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Nutna r;posta(:ujl'ci podminka minima je n 2
R=Y[fi—c—azi— et
OR 9 g 1=0 i=0
FER ; [fi— o~z = Z nutnych a postalujicich podminek minima
OR : OR 0 OR ;
5R @ — =0, —=0, —=
— =-2) [fi—c—cz]z; =0 Ocg ocy dcy
¢y i—0 dostaneme soustavu ve tvaru

(n+1)co + (Zzi)cl-i-(sz)cz:ZL
Y (Se)a+ (S2)a+ (Sa)a-The
o () a+ () a+ (Xat) =3 fis?

n
2
( -'E,-) C = Z fizi
i—0 . . T 3T 7 frefieclF .
. 5 ! Stejnou soustavu dostaneme i postupem, kdy fesime nefesitelnou soustavu pomoci minimalizace kvadratu
Maticové zapsano erdidg

, kde P je symetricka, pozitivné definitni.

.MS
M=

o

mi) cn+(

i= i=0

T (s Poznamka: V pripadé, Ze nékteré hodnoty chceme eliminovat, napf. diisledkem Spatného méreni, je vhodné
UzZijeme metodu pro feSeni ,neresitelnych soustav". POETE Vel ), fimel e

Plati (mélo by):

R(f,,w) = 3. 1(2:) — o) s,

¢+ azi = fi i:O,l,...,nl

1 z fo kde w; ...véaha uzlu z;.
1z . fi

0| _
1 2 Ll]— fa Piiklad

Aproximujte funkci f, ktera je dana tabulkou

fn

z;
Maticové zapsano f(z)
' pomoci funkce |<p(2) = ¢oT + 122 + oz |
Soustava Qc = F je nefediteln4. Provddime minimalizaci r’r, kde r = F — Qc je reziduum soustavy.
Dosadime-li, pak plati:
r’r = (F — Qc)T(F — Qc) = FTF — c"Q”F — F'Qc + cTQTQc = FTF — 2c"QTF + cT'Q”Qc,
protoze (cTQTF)T = (FTQc).
= 4, &Y 3 N

&islo &islo
Matice QT Q je symetrickd, pozitivné definitni. Nutna a postacujici podminka minima:

Q'Qe-QTF-0 = 2|

tzv. soustava normalnich rovnic.

Plati:
[P=Q7q| a [qa=QTF| 1)
Diskrétni L,-aproximace kvadratickym polynomem
Funkci f aproximujeme kvadratickym polynomem 0 1 2

| o(z) = co + 1T + cpz? |

Minimalizujeme veli¢inu
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Qc=F, Q ... singularni matice
0 0 0] [co 1
11 1 le| =12
2 4 8 [c] |3 3 o(z)
e prvni rovnici nelze splnit = soustava nema Feseni
e feSime metodou nejmensich étverci 2
Q"./ Qec=F - Q"Qc=Q'F
1
5 9 17] [eco 8
9 17 33| |c1| = |14
17 33 65] |co 26
0 1 2

= co =04, c, =265 c5=—105

| o(z) =042 +2,652> — 1,052°

Regitelnost ulohy diskrétni L,-aproximace

Definice:  Rekneme, ¥e systém funkci p;(z), 3 =0,1,...,m, definovanych na (a,b) D int(zo, Z1, . .., Zn)
je diskrétné linearné nezavisly, jsou-li vektory

[©0(Z0), Po(Z1); - - -, ‘Pu(-’En)}T
}T

[@1(20), 01(21), - - -, P1(2n)

[om(20), @rm(1), -, Pm(2n)]

linedrné nezavislé.

Poznamka:

i=0,1,...,n

Tato definice fika, Ze hodnost matice & = [p;(z:)];_g,""7,

je rovna (m + 1).
Plati, ze m < n.

Podminénost ulohy diskrétni L,-aproximace

Budeme-li aproximovat na intervalu (0, 1) funkci f a zvolime-li ekvidistantni déleni a bazové funkce budeme
volit ¢; = z7, bude matice P = QTQ soustavy normalnich rovnic blizk4 Hilbertové matici, ktera je velmi
Spatné podminéna.

ReSeni:  Za funkce @,(z) volime ortogonélni polynomy (nap¥. Gramovy polynomy).

Pozndmka:  Ze systému m-linedrné nezavislych funkci g; Ize pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizaéniho
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. ® procesu zkonstruovat systém ortogonalnich funkci.

e

Spojita Ly-aproximace

Definice:

Méjme funkci w = w(z), kterd je definovana na (a,b) a je kladna a omezena. Mnozinu redlnych funkci
f = f(z) definovanych na (a, b) takovych, ze
b

/w(a;)[f(z)]2da: < 00

a

oznaéime Ly(a, b). Skalarnim soudinem dvou funkei f, g € La(a, b) nazyvame &islo
b

(f,9) = /w(ac)f(z)g(z) dz |.

a

Cislo

1

2

HENHE ( [uw@) [f(z)rdm)

nazyvéame normou funkce f v Ly(a,b).
Funkce f, g se nazyvaji ortogonalni, plati-li

[(BEK|

Chceme tedy minimalizovat veli¢inu
R(f, ) = (f - e, f— Z%‘%‘)
=0 =0
Nutné a postacujici podminky minima maji tvar
OR 0

Bck -
Derivovanim a jednoduchymi Gpravami dostaneme

k=0,1,...,m|

R(f, )= (£, f) —2(f, i cip;) + (i Cipi, i cjp;)

OR S
e = 0= 2(f,0) +2(0r, 3 c505) = 0
Ck 7=0

3

(ox, ci5) = (£, o)

=0

<
I

NgE

c;i(@x, ;) = (f, ¢x)

<.
I
o

Zapsanim vsech podminek dostaneme soustavu

(0, Po)co + (00, @1)c1 + -+ + (@0, Pm)Cm = (90, f)
(1, 00)co + (@1, 01)c1 + -+ + (01, Pm)Cm = (01, f)

Numerické metody KMA/NM
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(@ 90)C0 + Gy @1)C1 +  + (Prms P )m = (O f)

Véta

Jsou-li funkce @g, @1, - .-, @m linedrné nezavislé, ma dloha spojité Lo-aproximace jediné feseni.
Koeficienty c; jsou fesenim normalni soustavy a plati:

|(f7<p*:(pj):0x j:0,1,...,m,
tj. funkce f — ¢* je ortogonalni ke véem funkcim ¢;.

Geometricka interpretace

mnozina funkci
m

p() =Y cipj()

i=0

Pokud lezi funkce f v mnoziné funkei ¢(z) = copo(z) + c191(2) + - - - + Cm@m(), potom

mnozina funkci
m

p(z) =S cjpj(x)

ji=0

Priklad

Stanovte spojitou Ly-aproximaci funkce f(z) =1Inz na (1,e) linearni funkei p(z) = c1z + ¢o.
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@ g

r(co, 1) = / |f(z) — o(z)] dz = /(lnm — ¢y —caz)dz

Podminky minima

ﬂ:72/(1111:7(:07clav)d:r:0
6C0 4
or 72/(1nzfcnfclz):rda::0
661 4

c0/1da;+c1/zda;:/lna;dz
1 1 1

@ ] a

co/:cdz+cl/a;2dz:/mlnzdz
1 1

1
e v=Inz v =— 5 e 5 5 5
T z° 1 e e 1
/zlna;da:: zz:[—lnz]ef/—fda::—ff(ﬁfl):—+—
== , T 2 1 T 2 4 4
1 ’U,I v U = u:? 1

Refeni: o= —0,46518, c; = 0,56325
| o(z) = 0,56325 — 0,46518 |

Numerické metody
Josef Danék

1.2r

04 ¢ =0,56325z — 0,46518

Podminénost ulohy spojité L,-aproximace

P¥iklad: Volime-li véhu w(z) = 1 a aproximujeme-li funkci f = f(z) na intervalu (0,1) funkci ¢ = p(z)

ve tvaru

o(z) =co+ a1z + cuT* + - + cuz™,

1

1
i) = [Tiride = ———.
(94, 95) 0/ itj+1

Soustava normalnich rovnic Pc =g je opét Spatné podminéna, protoze P je Hilbertova matice.

Regenf problému: Volime funkce ¢;(z), 7 =0,1,...,m, ortogonalni ve smyslu skalarniho sou¢inu

(¢5,05) = [ w(@)pi(a)ps(a) da.

a

Potom plati: (¢;, ;) = 0 pro ¢ # j a soustava normalnich rovnic ma diagonalni matici. Pak Ize psat:

e ) 01 m
(5, 95)
c; ... Fourierovy koeficienty.

Gram-Schmidtiiv ortogonalizaéni proces

Jsou dény linedrné nezévislé funkce g1, go, - . ., gn (prvky jistého prostoru).
Hleddme funkce (prvky téhoz prostoru), které jsou navzajem po dvou ortogonalni.
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fo hleddme ve tvaru | fo = go + ko1 f1 | a pouzijeme (fi, fa) =0

(fa, f1) = (92, 1) + ka1 (fr, /1) = |k = —

&2 (f1, f1)

=0

fa hleddme ve tvaru | f3 =03 + Ka1f1 + Kaafa | a pouzijeme (f3, f1) =0

a(fs, f2) =0
(fa, f1) = (93, f1) + Ka1(f1, f1) + Kaz (fo, f1)
=0 =0
_ (g3, f1)
M O
(f3y f2) = (93, f2) + K31 (f1, f2) +Ka2(f2, f2)
=0 =00
o 7(93:f2)
R (fa, f2)

Obecné f hledame ve tvaru | fe =gk + K fo + Ko fo+ - + Krg—1 fe1 |

_ (9%, f)
(f5s £5)

Priklad

Najdéte ortogonélni bézi prostoru polynomi do stupné 2 na (0, 10).

Vyjdeme z baze go =1, g1 = z, g» = z°.

fo=1
fi =z + s fo 1
p z,1) Jzdz
10 = — ==% =——
L) T Prg 10
0
fo = 2%+ 3301 + 351 (z — 5) o
2
G N . S
o0 = — —_ — -3 —_333
1,1) T do 10
0

Numerické metody KMA/NM
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H 10000 1000
3 2
(22,2 — 5) Jo'—batdz  —— 5. 3 30000 — 20000
%21:7(z—5,z—5):7}“(,:_5)2“:7 ®F 204 -
0 & &

fo=12%-33,3—10(z - 5)

[f2 = 2> — 10z + 16,6]

Priklad

Urcete ortogonalni bazi prostoru polynom do stupné 2 pro uzlové body
o =0;2,=0,2,2,=04; 23 =06, 2, =08, z5 =1

Opét pouzijeme jako vychozi bazi

go=1 t [1;1;1;1;1;1]

g1 = tj. [0;0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1]

g2 =z% tj. [0;0,04;0,16; 0,36; 0,64; 1]

fi=g1+ 20fo

(g1, fo) _ 0+40,2+0,4+0,6+0,8+1

(fo, fo) 6

Mo = —

N | =

1

f1:l‘*5

fa = g2 + 20 fo + 221 f1

P (92, fo) 040,04+ 0,16 + 0,36 -+ 0,64 + 1 2,2 1,1
= — - _

(fo, fo) 6 6 3
s — (92, f1) _ [0;0,04;0,16;0, 36; 0, 64; 17 [~0,5;—0,3; -0, 1;0, 1;0, 3; 0, 5]
T (1) 0,25+ 0,09 + 0,01 + 0,01 + 0,09 + 0, 25
_ 0-0,012-0,016+0,036+0,192+0,5 0,7
a 0,7 0,7
1,1 1
—p2 T -
fo=1z - z+2
2

f2:$27$+ﬁ =z - 1+0,13

Pozndmka

Pokud bychom zvolili jiné uzlové body z;, dostali bychom i obecné jiny systém ortogonalnich bazovych

funkci.

Napf¥. pro 2o = 0; z; = 0,125; z, = 0,25; z3 = 0,375; z4 = 0,5; z5s = 0,625; s = 0,75; z; = 0,875;

28:1
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bychom ziskali nasledujici ortogonalni bazi prostoru polynomi do stupné 2:

1
, fi=z— 5l |f2 =z*>— 1 +0,1458 ... Ovéfte (D.cv.).

Poznamka:
Uvazujme dlohu (spojité) Lo-aproximace, kde za aproximujici funkci volime polynom stupné n.
Jak mame volit stupeni polynomu ?

Pokud nemame dalsi informace, je vhodné fesit normalni rovnice postupné pro m =0, 1,2, ... a sledovat
hodnotu
n
> (f(z:) — o(z:))?
2 1=0
ol = |

kde ¢ ... polynom stupné m.

Pokud ¢2, s rostoucim m vyznamné klesa, pokratujeme, jinak hodnota po niZ nenasleduje vyrazny pokles
o2, je ze statistickych divod(i vhodnym stupném polynomu.

f F o
Volime-li za p; =

1. musime Fesit soustavu normélnich rovnic pro kazdy stupen m znovu,
2. Spatna podminénost

Regent: Pouzijeme ortogonalni polynomy — potom staci vzdy dopocitat pouze 1 koeficient.

Ptiklad
Ur&ete spojitou Lo-aproximaci funkce f(z) = e® na (—10;1) pomoci polynomii stupné nejvyse 1, 2, 3, 4
ab.
3 L
—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 1
2 L
1+
0 .

Numerické metody
Josef Danék
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—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 2

0 -8 6 4 2 0 2
—— Zadana funkce

—— L2-aproximace polynomem stupne 3

0 -8 6 4 2 0 2
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ziskime A, B a z B vypotteme C= e”.
3r ] e 2. pfistup  minimalizujeme Ly normu chyby pfimo
—— Zadana funkce .
—— L2-aproximace polynomem stupne 4 R(A,C) = (f- o CeAzt)z
2+ i=0
parcialni derivace:
OR _ 25" (i — Cer=) (Crie™™) =0
oA i=0
1 [ aR n
_ L Az; Az _
%72§(ﬁ Ce )(e )70
o+ soustava normalnich rovnic:
. . ) ) ) ) ) 1. rovnice: .
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 Z (fz _ CeAzi) (CzieAEi) —0
i=0
n n 1
CY fime™ —C?Y e =0 [ Z#0
3+ i=0 i=0 c
——Zadana funkce n n
—— L2-aproximace polynomem stupne 5 S fize®™ — O zie*® =0
i=0 i=0
2 L
2. rovnice: N
35 (1 0ok () <o
i=0
1+
S fiedm - 0 e = o
i=0 i=0
or L . L v
soustava nelinearnich rovnic, pro reseni Ize pouzit napt. Newtonovu metodu.

Ptiklad

Urcete diskétni Ly-aproximaci funkce f zadané tabulkou
z; 0|1]2 /34
f(z:)][1,5]25(35]5(7,5

Nelinearni aproximace metodou nejmensich ¢tverci funkci ve tvaru o(z) = Ce= |
Nap¥. volime-li p(z) = Ce?® (*) Pro feseni pouzijeme oba predchozi pristupy.
e 1. pfistup  je metoda linearizace dat: (x) zlogaritmujeme
1. pFistup
132 =InC+Az script v MATLABuU

& B

$ = Az + B

(piivodni body [z;, f:] je tfeba transformovat na body [z, In f;])
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b & ot
x=0:4 S koef=fminsearch(’R’, [1 1]);
f=[1.5 2.5 3.5 5 7.5] AA=koef (1)
F=log(f)’ CC=koef (2)
Q=[x."0’ x."1°]
P=Q’*Q A
g=Q’*F function out=R(koef);
koef=P\g A=koef (1) ;
A=koef (2) C=koef (2);
C=exp (koef (1)) out=(C-1.5)."2+(C.*exp(A)-2.5) . "2+ (C.*exp(2%A)-3.5) . "2+ ..
(C.*exp(3+A)-5) .72+ (C.*exp(4*A)-7.5).72;
vysledky v MATLABu
X = vysledky v MATLABu
0 1 2 8 4 AA =
f= 0.3836
1.5000 2.5000 3.5000 5.0000 7.5000 cC =
F = 1.6109
0.4055
0.9163
1.2528 . 0,3836
= = 1,6109 "
1.6094 | #s(2) °
2.0149
Q =
1 0 201
1 1
1 2
Lo p1()
1 4
P - 15+
5 10
10 30
g =
6.1989
16.3097 10
koef =
0.4574
0.3912
A= 5
0.3912
C =
1.5799
0 1 I L L |
| N <,01($) = 1,5799 013012z -2 0 2 4 6 8

2. pristup
script v MATLABu
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ris kde T bredstavuje periodu zadané funkce (vzdalenost prvniho a posledniho uzlu v diskrétnim pfipadé, resp.
Table 5.6 Change of Variable(s) for Data Linearization ', délku zadaného intervalu ve spojitém pfipadg).
Function, y = f(x) Linearized form, ¥ = Ax + B 1 of variable(s) and constants Pro jednoduchost uvazujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim pfipadg).
A 1 1 . . p P P . v oy M p . )
y=248 y=A-+B X=-Y=y P<.)cet uvazovanych bazcv)vych fun!(a vollr;ne bud mensi neZ je polet zadanych bodd (ve smyslu Ly
x x aproximace), nebo roven pottu zadanych bodi (ve smyslu interpolace).
D =y D ,
7= x+C y+ F’E(xy} * rd X=xy, Y=y Jednoduchym cvi¢enim je ukazat, Ze systém trigonometrickych polynomi je ortogonalni jak v diskrétnim
C= -1 D= :—E (pozor na pocet) tak ve spojitém pfipadé. Ovérte!
. } T AT a4
1 - . . - P , AT
P — ~=Ax+ B X=xY =~ Ulohu najit koeficienty c; u bazovych funkci @; z vyjadreni
YEAYE y y
y= % Toalie x=Lly=! 0(z) = copo(®) + C1p1(2) + -+ + Canl(z).
Ax+ B ¥ x x ¥
y=Al(x+5 y=Alnx)+ 8 X=hn(x).¥ =y nazyvdme v tomto pripadé Fourierovou analyzou.
— Cphr - -
y=Ce In(y) = Ax +1n(C) X=xY=laQy) Forméalné pouze preznacime koeficienty c;, tj.
— o8B
C=e" u bazové funkce po(z) =1 pouZijeme koeficient Ay,
y = CxA In(y) = A ln{x) + In(C) X =lnx}. ¥ =In(y) u bazovych funkei @ar 1(z) = cos(2mkz)/T  pouzijeme ... Ag
Comeb - u bézovych funkei @o(z) = sin(2wkz)/T  pouzijeme ... B
y = {Ax + B)~? y‘”z = Ax+ B X=xY= y“‘fQ Nésledujici jednoduchy priklad ukaze princip Fourierovy analyzy.
= ~Dx YN = - (_3{ o
y = Cxe 31‘;(2) = —Dx + In{C) X=xY=In x} Priklad
CmeB D=4 Aproximujte 2m-periodickou funkci zadanou tabulkou za pouZiti maximalnitho pottu bazovych funkei (tj.
! ve smyslu interpolace).
L L L 5
Y= e 1::(*-1)=Ax+1a(€) sz.Y=§n(~»~I) &z 0 |7/2|m|3m/2
14 Cedx y ¥
flz)[12] —4afo] 4
C = ¢ and L is a constant 5
that must be given Reseni
Ze zadani je zfejmé, Ze perioda zadané funkce je 2m. Aproximujici trigonometricky polynom budeme tedy
volit ve tvaru
p(z) = Ay + Ay cosz + Bysinz + A, cos 2z.
ZapiSeme interpolacni podminky
Fourierova analyza _ o(z;) = f(z;), 7=0,1,2,3,
t).
Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce hlavné pomoci polynomd. V dvodu jsme uvedli, Ze za 1 coszy sinzg cos2zy Ag f(zo)
bazové funkce mizeme volit libovolné funkce. Napfiklad pro aproximaci periodickych funkci neni vhodné pouzit 1 cosz; sinz; cos2z; A | | f(=z1)
polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak ve smyslu Lj-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkei 1 cosz, sinz, cos2z, B | flz) |’
je vhodné pouzit néjaky systém periodickych bazovych funkci, napt. systém tzv. trigonometrickych polynomii: 1 cosz; sinz; cos2z; A, f(zs)
1 tj.
%o(2) =1 (nebo 5) 1  cos0 sin0  cos0 Ay 12
onkz 1 cosm/2 sinm/2 cosm A | | 4
pa-1(z) = cos k=12, 1 cosw sinm  cos2mw B,| | o |’
onkz 1 cos3w/2 sin3w/2 cos3w Ay 4
(p2lc(z) = sin k= 1: 21 )
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1 1 0 1 Ag 12
1 0 1 —1 A || -4
1 -1 0 1 B| | o
1 0 -1 —1 A, 4
< . 9
Q C F
tj.
4000 Ay 12
0200 Al | 12
0020 B, | | -8
000 4 A, 12

is)
=l
o
o
io)
4
=

QTQ je diagonalni, protoze funkce @q(z) = %, p1(z) = cosz, ps(z) = sinz jsou diskrétné ortogonalni
ve smyslu skalarniho soucinu

2 2m7
7=0
D.cv
1
(—,cos:v) =000 =(0)
2
1 .
(7,s1na:) =ocoo=0
2
(cosz,sina:) =---=0
Vyfesenim soustavy ziskdme hledané koeficienty Ay = 3, A; = 6, B; = —4, A; = 3 a tim i aproximujici

trigonometricky polynom

@(z) =3+ 6cosz —4sinz + 3cos 2z.

Numerické metody KMA/NM
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15¢

——— Aproximace trigonometrickym polynomem s 1 bazovou funkci

® aproximovane body

15¢

——— Aproximace trigonometrickym polynomem s 2 bazovymi funkcemi
® aproximovane body
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Aoroximass Haonomaticem pomomem's  baowm fnkcem acosa+ bsina = rsinvcosa + rcosvsina = r(sinvcosa + cosvsina) = rsin (a + v).
1 5 I ® aproximovane body . . L , , .. . , L,
Fourierovou (harmonickou) analyzou rozumime dlohu uréit amplitudy 7y a faze vy, tzv. harmonickych
° ° . . 2mkr o
10 slozek 7y sin + vy, je-li dana funkce f(z).
Fourierovou (harmonickou) syntézou rozumime Glohu uréit funkci f, jsou-li dany faze vy a amplitudy
5 Tk.
°
Tuto dlohu mizeme fesit nékolika zplsoby:
0r ° (2) Vyjdeme z tlohy spojité Fourierovy analyzy a numericky vypocteme Fourierovy koeficienty, které jsou dany:
ap
° 2 2mk
-5+ a,czfo/f(z)cos gzdm
0o 1 2 3 4 5 6 .
2 2Tk
bsz/f(z)sin UL
T
0
15| — Aproximace trigonometrickym polynomem s 4 bazovymi funkcemi Uzijeme nap¥. lichobéznikové pravidlo (viz dalsi prednaska). Pozor, pro velkd k integrandy osciluji!
® aproximovane body
(44) Funkci f aproximujeme (interpolace, diskrétni Ly-aproximace) ptimo vhodnou funkei ¢, kterd ma
10 tvar trigonometrického polynomu.
Pouzijeme pristup (22) realizovany v pfikladu.
St . : :
Diskrétni Fourierova analyza - ve smyslu interpolace
0r L . .
Véta Trigonometricky polynom
A B
5 o(z) = 7" + > (Axcoskz + Bysinkz), N =2L+1 (N liché)
Bl k=1
. . . . ‘ ‘ ‘ resp.
o 1 2 3 4 5 6 T o »
o(z) = = + > (Axcoskz + Bysinkz) + - cos Lz, N =2L (N sudé)
k=1
splniuje interpolacni podminky
- o
Uloha diskrétni Fourierovy analyzy o(z;) = f(z;), z; = TJ, =0,1,...,N—1,

Radu T periodickych funkci (integrovatelnych) Ize vyjadFit ve tvaru Fourierovy ¥Fady

>, 2Tk . 2mkz
flz)=>" (akcos = + by sin T )

k=0

pravé kdyz koeficienty polynomu ¢(z) jsou dany pomoci vzorcii

2 N 1
Ak:ﬁijcosk:cj, k=0,1,...,L
nebo =0

= . (2mkz ay 9 N-1
f(z) =) resin (T-i-'uk), kde 77 = af + b7, ﬂk:aICtaHF Bk:NZf]-sinkz]-, k=(0,)1,2,...,L
=0

k=0 k

Polozili jsme  a = risinwvg, by = 71 COS Uy,
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(p(z),cos kz) — Ay, (¢(z),sinkz) — By  a vyuzijeme ortogonality.

Z téchto vzorcli vychazi algoritmus diskrétni Fourierovy analyzy.

Ulohu a teSeni Fourierovy analyzy Ize formulovat elegantné pouzitim komplexni proménné.

Uvazujme pro jednoduchost lichy polet bazovych funkei (N = 2L + 1) a periodu dané funkce 2.
Potom ma aproximujici funkce tvar
L

o(z) = Ao + Z(A’c cos kz + By sinkz). (%)
k=1

Pomoci Eulerova vzorce
e® =cosz +1sinz

Ize pro funkce sinz a cos z odvodit vztahy

€% 4 e T gt _ g iz 1

cosz = , sinz=—+—=——i(e"—e™)
2 21 2
a tedy
L /1 - T 1. - -
z) :A0+Z (EAk(e’ SeHept ”)7§sz(e’ et I)) =
1 . ;
7A0+Z( Akf’LBk) 1kz+§(Ak+ZBk)eizkz).
Oznacime-li . )
Co=4,, G E(Aklek), C—kZE(Ak-‘rin)
dostaneme

L
Z) — Z Ck eik:z

k=—L

Pro koeficienty dostaneme vynasobenim (%) jednotlivymi bazovymi funkcemi, vyuZitim jejich ortogonality a
interpolacnich podminek predpisy:

Ngl

N
9 N-1
A== f(z;) coskz;
N =
g N-1
B, = N f(z;) sinke;

0

.
1l
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1 N— 1 N-1
= (AxFiB) = —Z z;) coskz; F z—Zfa: ) sinkz; =
2 N = ] 7 N — 7 7

N 1

(cos kz; F isin kz])

o

[

e;ikzj

=

-1
f(z;) e, k=-L,...,L
0

Cy

I
=)~

J

Poznamka

Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poctu bazovych funkci nez je pocet zadanych bodi, jedna se
o aproximaci ve smyslu metody nejmensich ctverci, tj. diskrétni Lo-aproximaci. Potom obecné nemohou byt
spInény interpolani podminky pfesné (jen ve specialnich pfipadech).

Vypocet koeficienti Cj, predstavuje s¢itani konecné fady.

1 N1 _
= — > flz;) e, k=-L,....L
7=0

Uvazujeme-li poget aproximujicich bazovych funkci N jako mocninu &isla 2 (tj. N = 2M), Ize odvodit
velmi rychly a efektivni algoritmus pro vypocet koeficientii Cy.

Tento algoritmus se potom nazyva rychla Fourierova transformace (Fast Fourier transform - FFT).

Princip metody si ukazeme na nasledujicim prikladé.

Priklad
Uvazujme nasledujici zadanf funkce f pro N = 22 = 4 ekvidistantni uzlové body.
0 T 3m
T, |[To=0|Ty=—|Zy=7|Z3=—
7 0 1 2 2 3 2

f(-Tz) fo fi fa fs

Pocitame koeficienty Cy,.

Plati:
1 . v —
=4 (fot+ fre™™F + foe™ 4 fre™7), k=0,1,2,3 |
Oznaéme
1
Fo=,fe £=0,1,2,3]
Potom

| G = Fo + Fu* + ™ + Fw™,  k=0,1,2,3
Uvédomme si, Ze plati

w'=1  (obecné w" =1).
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R 54
Co 47&5E;tf§24_£51;tfgl . koeficient A(0) = 0.000000 u bazove funkce phi(0) = 1
Ry So koeficient A(1) = 0.128701 u bazove funkce phi(1) = cos(2*pi*1*x/31-1)
C, = (Fy +-w2ﬁb)44y(}a +—uﬁlﬁ) koeficient B(1) = 1.265623 u bazove funkce phi(2) = sin(2*pi*1*x/31-1)
I 3 koeficient A(2) = 0.001321 u bazove funkce phi(3) = cos(2%pi*2*x/31-1)
! ! koeficient B(2) = 0.006426  u bazove funkce phi(4) = sin(2%pi*2xx/31-1)
Co = (Fo + o) + w’(Fy + Fs) koeficient A(3) = 0.126074 u bazove funkce phi(5) = cos(2*pi*3*x/31-1)
koeficient B(3) = 0.401825 u bazove funkce phi(6) = sin(2*pi*3*x/31-1)
Cs = (Fy + w’Fy) + w(F, + w’Fy) koeficient A(4) = 0.005229 u bazove funkce phi(7) = cos(2*pi*4*x/31-1)
koeficient B(4) = 0.012184 u bazove funkce phi(8) = sin(2*pi*4*x/31-1)
o koeficient A(5) = 0.120926 u bazove funkce phi(9) = cos(2%pi*5*x/31-1)
Vypocetni naronost: koeficient B(5) = 0.217866 u bazove funkce phi(10) = sin(2%pi*bxx/31-1)
koeficient A(6) = 0.011564 u bazove funkce phi(11) = cos(2*pi*6*x/31-1)
na Ry, Sy ... 45 +2N koeficient B(6) = 0.016614  u bazove funkce phi(12) = sin(2#pi*6%x/31-1)
koeficient A(7) = 0.113468 u bazove funkce phi(13) = cos(2*pi*7*x/31-1)
UG e e El koeficient B(7) = 0.132175  u bazove funkce phi(14) = sin(2%pi*7#x/31-1)
koeficient A(8) = 0.020067 u bazove funkce phi(15) = cos(2*pix8*x/31-1)
b ... 85 +5N koeficient B(8) = 0.019075 u bazove funkce phi(16) = sin(2*pix8*x/31-1)
koeficient A(9) = 0.104007 u bazove funkce phi(17) = cos(2*pi*9*x/31-1)
koeficient B(9) = 0.080507 u bazove funkce phi(18) = sin(2%pi*9*x/31-1)
Ptiklad koeficient A(10) = 0.030389  u bazove funkce phi(19) = cos(2#pi*10%x/31-1)
Aproximujte periodickou funkci f (perioda T' = 31) zadanou tabulkou pomoci trigonometrického polynomu koeficient B(10) = 0.018942 u bazove funkce phi(20) = sin(2*pi*10%x/31-1)
(ve smyslu Lo-aproximace, az p¥i pouziti plného pottu bazovych funkci ve smyslu interpolace). koeficient A(11) = 0.092929 u bazove funkce phi(21) = cos(2*pi*11*x/31-1)
o —=1,2,...,32 koeficient B(11) = 0.045584 u bazove funkce phi(22) = sin(2*pix*11*x/31-1)
flz) =1 pro k=12 ___ 15 koeficient A(12) = 0.042109 u bazove funkce phi(23) = cos(2*pi*12*xx/31-1)
—o0 oro k — 16 koeficient B(12) = 0.015596 u bazove funkce phi(24) = sin(2*pi*12*x/31-1)
koeficient A(13) = 0.080687 u bazove funkce phi(25) = cos(2*pi*13*x/31-1)
= o 6= U Lol koeficient B(13) = 0.020891  u bazove funkce phi(26) = sin(2%pi*13%x/31-1)
=1 pro k=32 koeficient A(14) = 0.054747  u bazove funkce phi(27) = cos(2pix1dx/31-1)
.., koeficient B(14) = 0.008387 u bazove funkce phi(28) = sin(2*pix*14*x/31-1)
Regent koeficient A(15) = 0.067784 u bazove funkce phi(29) = cos(2*pi*15*x/31-1)
vysledky v MATLABu koeficient B(15) = 0.003438 u bazove funkce phi(30) = sin(2%pi*15*x/31-1)
Aproximace je dana predpisem :
1L,
phi = AC0) + suma [ A(k)*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ]
k=1
pro pocet bazovych funkci N=2L+1
L-1
phi = A(0) + suma [ A(k)*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ] + A(L)*phi(2L-1)
k=1
pro pocet bazovych funkci N=2L
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Definice:  Existuje-li pro danou funkci f : R — R vlastni (tj. kone¢nd) limita

i 1@+ 1)~ £(a)
h—0 h

fikdme, ze funkce f(z) ma v bodé a derivaci.
P¥islusnou limitu zna¢ime f'(a).

Poznamka:

Geometricky vyznam derivace f'(a) je smérnice te¢ny k¥ivky dané rovnici y = f(z) v bod& a (nebot te¢na
v bodé a je limitni polohou se¢ny pro A — 0).

Fyzikalné zna&i derivace funkce y = f(z), kde z je as a y draha pohybu, limitu z primérné rychlosti,
tedy okamzitou rychlost v Case a.

Yy

Poznamka:

Pro danou funkci f(z) vyjadfuje derivace f'(zo) miru ,stoupéani”, resp. ,klesani“ v bodé zg .
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Yy

Zpisoby odvozeni vzorci pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpolaéniho polynomu

Pro funkci f, kterd je zadana tabulkou, sestrojime interpolacni polynom a derivaci funkce f v bodé a
ztotoznime s derivaci tohoto interpolaéniho polynomu v bodé a.

y/ I4(£L'

|
|
|
|
|
T1To2 A I3 Ty Ty T

Poznamky:

- Stupen polynomu nemuze byt nizsi nez fad pocitané derivace.

- Pro jednoduchost hledame hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme ekvidistantni uzly
s krokem h.

2. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje

Pro dostate¢né hladkou funkei f plati (pro A > 0):
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2
f(oo-+ ) = f(@) + hf' (@) + '3 £'(&), & € (@um+ )

Fas — B) = flao) — hf (@) + 5 £1&), 6 € (20— o)

Z prvni rovnice potom plyne vztah

zo+ h) — f(z 1
f( 0 }z f( D) o Ehf”(fl)
N

= Dpf(zo, h)

f(zo) =

Podobné ze druhé rovnice

f(@o) — f(zo — h)
h

- B
= Dy f(%o,h)

F'@o) = + Shi"(E)

Obdrzeli jsme dva zakladni dvoubodové vzorce Dp f(zq, h) a Dy, f(zo, h), tzv. pravou a levou pomérnou
diferenci.

Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje vyssich radi. Plati:

Flzo+ k) = Fl@n) + hf(zo) + o f"(w0) + = ), & € (0,204 )

2 3
F(z0 = B) = £(z0) — hf'(@) + - f"(20) ~ = 1"(62), & € (20— hy0)

Po odecteni obdrzime:
3

F(zo-+ B) ~ f(@n — 1) = 20 f(zo) + o (&) + 1" (£2)

Odtud vyjadiime prvni derivac<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>