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Kapitola 1. Uvod do numerické matematiky

Numericka matematika = véda, kterd se zabyva feSenim matematicky formulovanych dloh pomoci lo-

gickych operaci a aritmetickych operaci s &isly o kone¢né délce.

realny problém
I < Vcrl;v’ba matematického mod’e’h’:rrﬂ

zakony zachoval
konstitutivni vztahy.

matematicky model

matematicka uloha

chyba matody (diskretizace)

ame metodu pro
Fesného reseni,
iznou metodu

' '

algoritmus pFima numericka
[ (numerické metody) ‘ simulace

v -~ !

specialni SW
(Matlab, knihovny)

chyba ve vstupnich datech a
~ zaokrouhlovaci chyby

» analyza vysledk{

Priklad
Realny problém intravenézni davkovani léku
Matematicky model

® nezavisle proménna je pouze as t

e 3iteni latky neni zavislé na prostorovych proménnych
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Reélné hodnoty 777

CHYBY
T ... presna hodnota
& ... priblizna hodnota

absolutni chyba ... A(z) = |z — &| < a(z)
—_
odhad

relativni chyba ...

odhad

Pozn.: P¥i odegitani ,blizkych” &isel roste relativni chyba (ztrata platnych &islic)
a(z£y) =a(z) +ay)

(z+y)-@E+9)| < 2 -7+ F-y

|z+y| -0, M

Pozn.: Nasobeni a déleni nemohou podstatné zvétsit relativni chybu
[a@-v) = Ial- a@) + |y -a(@)]

lzy -39 =loy -2y +3y -39 =|y(e-2)+ & (vy-9) <y - 2—3[+|z]- y-19

T

r(z-y) =r(z) +r(y)
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e popis pomoci diferenciélni rovnice

kde C' je koncentrace latky v krvi a k > 0 je absorp&ni koeficient

e pocatecni podminka

chyba ického modelu odpovida zjed Sujicim predpokladti

Matematicka dloha
o chceme vypocitat hodnotu koncentrace latky v ¢ase t €< 0,7 >
Numerické iloha

o FeSeni hleddme pouze v konetné mnoha bodech
(diskretizujeme &as, tg = 0, t, = n - &7, ty — T)
N je potet déleni intervalu < 0,7 >
chyba diskretizace (metody)

Numerickd metoda

. _.dc - . a a
e derivaci G aproximujeme pomérnou diferenci

chyba diskretizace (metody)
Vypotet
T 5
Chy1 = (1— v k) C,, C,déno
zaokrouhlovaci chyby

Analytické feseni
C(t)=Cq-e **

napi: C(0)=10, k=1, T=5 N=10
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Definice: Mg&jme dény dvé mnoziny X (vstupni data) a Y (vystupni data). Predpokladejme, ze X, Y jsou
Banachovy prostory. Ulohou rozumime relaci

y=U(z), ze X, yeY.

Definice: Rekneme, Ze dloha je korektni na dvojici prostori (X, Y), kdyZ
eVzeXdlyeY: y=U(z) (zobrazeni),

o fedeni y spojité zavisi na vstupnich datech
Han}: 2o =2, Uzn) =4 4=y =U(2).
Poznémka: Banachiiv prostor = tplny + normovany
aplny prostor: metricky prostor, kde ¥ Cauchyovska posl. u, C X ma limitu u € X

normovany prostor = mnozina X:
a) X je linearnf;

b) Vu € X — |Juf:
|lull >0, |lu|=0eu=0;
|au|| = |a] - [lu| Ve €R;
[+ ]| < [lull + [lo]l;
©) d(u,v) = flu—v
Poznamka: Protoze X,Y jsou Banachovy prostory, Ize spojitost zaruit podminkou

llvn = yly < Lzn — zlx.
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Pozndmka: Nekorektni dlohy jsou tlohy, které nejsou korektni.
Nékdy je nekorektnost zpiisobena pouze nevhodnou formulaci.

Definice: Uloha je dobfe podminéna, jestlize mala relativni zména ve vstupnich datech vyvola malou relativni
zménu Feseni.

Cislo podmingnosti Glohy y — U(z)
[Aay]|

[y
z]

=

%=

E‘D

Poznédmka: Je-li C; ~ 1 je Gloha velmi dobfe podminéna.
V praxi hovofime o 3patné podminéné dloze pro C, £ 100.

ulohy
korektni nekorektni
dobie Spatné
podminéné podminéné

L L

Pfiklad 1
Posud'te podminénost tlohy uréit hodnotu funkce y = sin(z)
a) v bodé 3,14;
b) v bod& -0,01.

a) Volime = =3,14, Az =0,01 <+ mald zména na vstupu
(y =) sinz = sin3,14 = 0,0015926
(y + Ay =) sin(z + Az) = sin 3, 15 = —0, 0084072
Ay —sin(z + Az) —sinz — —0,0099998 +  zména na vystupu

A
Relativni chyba na vstupu: % = 0,0031847
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1Aay|
ly

C, =1971,6 —  3Spatné podmil

Relativni chyba na vystupu: = 6,2789149

Poznamka: Podobné ptiklady (posud'te podminénost dlohy uréit hodnotu):

a) |f(z) —z*, = —0, >0

zf'(z) zaz®!

?

za

f(z)

b) [f(z) = arcsinz, 2 > 1, = <1]

zf'(z)

f(=)

arcsinz

»

o) |flzg)=z-1,z—1

Priklad 2

Posud'te podmin&nost tilohy Yesit soustavu linearnich algebraickych rovnic (pro a # +1)

T+ay=1
ar+y=0
z(1-a?) =1

Necht vstup je hodnota a a vystup hodnota z.
Pak

Be| |

fo [z S da | _

? |Aaq] T [ ==
Ja

= proa’ — 1 je tato (loha $patné podminéna!

*  viz predchozi pozndmka
dr _ d 1 _ 1 -
" 5740(1702)’ ((17.12)2( 2“))

Pozn.:  Matice vySe uvedené soustavy je pro hodnoty a blizké +1 skoro singularni.

STABILITA (PODMINENOST) ALGORITMU

b) Volime z = —0,01, Az = 0,01
sinz = —0,0099998
sin(z + Az) =sin0 =0

Ay = 0,099998
Az
Relativni chyba na vstupu: ‘ ‘ =1
@
A
Relativni chyba na vystupu: “7‘1" =1
Yy

C, =1 —  velmi dobfe podminéna dloha

Poznédmka: Podivejme se na predchozi ptiklad obecngji. Uloha mé tvar y = f(z).

Podle véty o stredni hodnoté plati:
Ay~ f'(e)|-|az|

odtud:
‘ﬂ o (@) A
y |f(2)
Tedy
. = f(2)
RG]
v nasem piipadé: y—sinz = 1y —cosz
zTCoST
C = ‘ P ‘ = |zcotgz
‘K |
4
2
=6 4 -2 4 6
2
lim zcotgz = +oo
z—mk
. z .
lim z— = cos0- lim — =1-1=1
250+ sing =>0sinz
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U nestabilni metody (algoritmu) se relativné malé chyby v jednotlivych krocich vypoctu postupné aku-
muluji tak, Ze dojde ke katastrofalni ztraté presnosti numerického feseni dlohy."

- PFi vypottu dochazi k zaokrouhlovacim chybdm. Je proto vhodné vybirat algoritmy malo citlivé na
zaokrouhlovaci chyby.

Stabilni algoritmus

e dobfe podminény - malo citlivy na poruchy ve vstupnich datech
e numericky stabilni - malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb
Poznédmka:

U stabilnich metod roste chyba vysledku s poc¢tem kroki N nejvyse linearné
(v idedlnim piipadé, kdy je znaménko chyby néhodné, zaokrouhlovaci chyba roste ~ /).

U nestabilnich metod roste zaokrouhlovaci chyba rychleji, napt. geometrickou fadou ~ g%, kde |q| > 1.

Ptiklad 3
Reste diferenénf rovnici (rekurentni formule, nestabilni rekurze)
13 4 1 1
Tpi1 = o Tn— 2Tn 1, To =1, T1 = 2
n- 3 3% 1 o 13

0 S TRl 1 7
Snadno se ukaze, Ze feSeni je z, = = (dosazenim).

P¥i numerickém vypoétu dojdeme k problémiim (viz obr). Hodnoty @, zacnou velmi rychle klesat.
Pro vysvétleni ukaZeme obecné FeSeni zadané diferenéni rovnice.

e charakteristicky polynom

A= w. g
3 3
13 4
(predpokladame feseni A™:  A™*' = ?)\" 3)\" )
e koreny
By f(BE_gt 1
Mo = = B 4= A== A =4
1,2 2 1=
o obecné TeSeni
T, = A (
1 0
zﬂ—l—A-(g) +B.4-A+B-1
1 1y 1 1
——=A-(= B-4'=-.A+4-B=-
73 (3) + 3 At 3
= A=1,B=0
Ptes pocate¢ni podminku B = 0 vznik vlivem zaokrouhl ich chyb malé druhé komponenty Feseni

Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT, pevna &rka na 5 &islic
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6
Jo=1In—
clear; 5
format short; Jan= 5:-Jn 1+ n
Nestabilni algoritmus | ... vzdy Ing: J,, <0 !
n=30;
Proto je lépe postupovat odzadu:
x(1)=1;
x(2)=1/3;
for i=2:n e Iogn 1 g1 1
T = =g J":/ d</—d<—/"d:7,.m0
x(i+1)=13/34x (1) -4/34x (i-1) ; ‘ 21575 lo4s 554 TP sy
end o o
plot(1:n+l,x,’b-’,1:n+1,%,’r0’); e napf. zvolime Jipg = 0 a potitéme J, 1 = E(Jp %)
Jigo =0
1 1
Jpi= = dat—
R
T Vysledky z MATLABu, FORMAT SHORT E
T clc;
T clear;
sk format short e;
8- n=24;
W
J(1)=1og(6/5) ;
e
JJ(n)=0;
e
. . X . . X for i=1:n-1
: B R B B ’ J(i+1) = -5*J(1) + 1/i;
end
for i=n-1:-1:1
Priklad 4 JIE) = (1/i - JI(i+1)) / 5;
end
Vypoctéte priblizné hodnotu
[’ 3371
plot(1:n,J,’b-’,1:n,J,’ro0’);
hold on
plot(1:n,JJ,’m-",1:n,JJ, g*’);
Plati:
Déle:
Rekurentni formule:
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omunikace s potitatem
08, T T T
- Zadani v 10-soustavé.
T 1 - Pfevod do 2-soustavy (potitac).
“r 1 - Vypotet (potitat).
o3r 1 - Zpétny prevod do 10-soustavy (potitat).
o b - Vysledek v 10-soustavé.
\
o1 \\ 4
Soustavy
T 1 o desitkova
o s . - x . 1563 = (1 - 10%) + (5 - 102) + (6 - 101) + (3 - 10°)
obecné
S . N = (@i - 10) + (aey - 10% 1)+ + (a1 - 101) + (g - 10%)
1.8232e-001 1.8232e-001 (NEN), a€{0,1,2,...,0}
8.8392e-002 8.8392e-002 znaceni
5.8039e-002 5.8039e-002 N = auay 10k 3 ... @180
4.3139e-002 4.3139e-002
3.4306e-002 3.4306e-002 o dvojkova
2.8468e-002 2.8468e-002 — 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 o
1563 = (1-2 1-2 0-2 0-2 0-2 0-2 1-2 1-2 0-2 1-2 1-2
289000009 2.BacBe 002 (1294 (1:2)+(0-29)+(0-21)+ (0-2%)+ (0-29)+(1-29)+ (1-2)+ (0.-2)+(1-2)+ (1 2)
2.1233e-002 2.1233e-002
1.8837e-002 1.8837e-002
1.6926e-002 1.6926e-002
1.5368e-002 1.5368e-002
1.4071e-002 1.4071e-002
1.2977e-002 1.2977e-002 it Aty
1.2040e-002 1.2040e-002
1.1229e-002 1.1229e-002 Ize vyjadFit jako sumu se zapornymi mocninami dvou
1.0522e-002 1.0521e-002 ReR 0<R<1 d; € {0,1}
9.8903e-003 9.8964e-003 N B
9.3719e-003 9.3414e-003 R—=(di-27")+(d>-27%) 4 ... 4 (dn-27") + ...
8.6960e-003 8.8485e-003 R=(0,didy...dy..)s
9.1515e-003 8.3893e-003
4.2426e-003 8.0535¢-003 L
2.6406e-002 7.3518e-003 Zépis tisel o
~8.6575e-002 8.6957e-003 - V desitkové soustavé (védecka notace)
4.7635e-001 0 0,000747 = 7,47-10 *
313,815 = 3,13815 - 10
- Strojova Cisla
Zobrazeni &isel normalizovana pohyblivé Fadové &arka (REAL)
100000 x=+q-2" %§q< 1... mantisa, n...exponent
Moti 3 — = 9998,55664 2 Ao 5 A " 4 < . Pt s :
otivace i 10 Pozndmka: Mnoho redlnych Cisel, které Ize v desitkové soustavé zapsat pomoci kone¢ného poctu cifer,

e Lidé pouzivaji desitkovou soustavu. pro zapis ve dvojkové soustavé vyZaduje nekoneéné mnoho cifer.

e Pocitace dvojkovou.
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= ®
(0,7)10=(0,10110), =12 '+ Y 1.2 G+ 4 F7q. 9 (428K =
k=0

k=0
o1 3.5 (0 4\F 4 ak_1 1 1 116 _
=2"+2 Z:ﬂ(z ) +2 Z:ﬂ(z ) =5"3% 17%+16 5=
—

1.2 1 154442 217

2t 30 30 10

Piklad:

Sestrojte viechna strojova &isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4, tj.

z=q-2", kdeq=0,didpdsds , neq{ 3, 2, 1,0,1,2,3,4}

Abychom si Iépe uvédomili jakou mantisou a jakym exponentem je uréeno ziskané &islo, uvedeme si je v

asledujici tabulce.
q\n |-3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.1000; ||0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8

0.1001,(|0.0703125 0,140625 0,28125 0,5625 1,125 2,25 45 9

0.1010,(/0.078125  0,15625 0,3125 0,625 125 25 5 10
0.1011,(/0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1,375 2,75 55 11
0.1100,|0.09375 0,1875 0,375 0,75 15 3 6 12
0.1101,((0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3,25 65 13
0.1110,(/0.109375 0,21875 04375 0875 1,75 3,5 7 14
0.1111,]/0.1171875 0,234375 0,46875 09375 1,875 3,75 7,5 15

Ziskana Cisla si je také vhodné vykreslit na &iselnou osu, ziskame tak prehled o jejich rozlozeni. Snadno
zZjistime, Ze &isla nejsou rozlozena rovnomérné.

—05- 4

-1
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

pomocna funkce v MATLABu
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Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4
Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.100000 0.1101 x 27-3 0.1015625
B = 0.200000 0.1101 x 27-2 0.203125
obrazA+obrazB=
0.3046875 0.1010 x 27-1 0.3125
A+B= 0.300000 0.1010 x 27°-1 0.3125
Poznamka:

V tomto ptikladé se shodoval obraz ptesného vysledku s obrazem souctu obrazii jednotlivych s¢itanci.

Ptiklad 6:

Uvazujme mnozinu strojovych Eisel vygenerovanou v predchozim prikladu

(tj. strojova &isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

zobrazit, v pripadé shody na vétsi.

2 o A o g
Ukazme si, jak se v tomto stroji sectou &isla 026

Vysledky ziskané z MATLABu
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function [A,P]=stroj_cisla(cisel mantisy,exponent,zobraz);
%
% [A,Pl=stroj_cisla(4,-3:4,1);

for i=1:length(exponent)
for j=0:2"(cisel mantisy-1)-1
zaklad=dec2bin(j);
zakladstr=num2str(zaklad) ;
for k=1:cisel_mantisy-length(zakladstr)-1
zakladstr=strcat(’0’,zakladstr) ;
end;
zakladstr=strcat(’1’,zakladstr);
zaklad=bin2dec(zakladstr)*2~ (-cisel_mantisy);
A(j+1,i)=zaklad*2" exponent (i) ;

[k,1]=size(A);
P=sort(reshape(A,1,kx1));

if zobraz==
figure(1);
plot(P,zeros(size(P)),’ro’);
pr=(P(k*x1)-P(1))/20;
hold on;
plot ([P(1)-pr,P(k*1)+pr], [0 0],’b-");
end;

format short g;

Ptiklad 5:

UvaZujme mnoZinu strojovych &isel vygenerovanou v predchozim pfikladu
(tj. strojova &isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).
Predpokladame, Ze pocitac zobrazi Cislo na nejblizsi ¢islo, které Ize
zobrazit, v pfipadé shody na vétsi.

1 1
UkaZme si, jak se v tomto stroji sectou &isla 0 a 5

Vysledky ziskané z MATLABu
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Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

Cislo A = 0.300000

Cislo B = 0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4
Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.300000 0.1010 x 2°-1 0.3125
B = 0.166667 0.1011 x 2°-2 0.171875
obrazA+obrazB=
0.484375 0.1000 x 270 0.5

A+B= 0.466667 0.1011 x 270 0.46875

Poznamka:

V tomto pfikladé se obraz presného vysledku s obrazem souctu
obrazii jednotlivych s¢itancii neshodoval !

Chyba vypoctu:

7 14 15 1 —
— 00,1000, - 2° = - — = 0,03
[ 30 30 ’
Relativné:
.'%ﬂ 1 7 m
B _714% N
£ 14

Pfesnost potitace
e Vymezime-li pro mantisu 24 bitii, ziskime 7 desetinnych mist (22* = 16 777216).

e Vymezime-li pro mantisu 32 bitii, ziskime 9 desetinnych mist (232 = 4294 967 296).

Zakladni formaty:
Format || Bytes | Bitli pro mantisu | Bitd pro exponent
Single || 4 24 8
Double| 8 53 11
Priklad:

o Uvazujme format SINGLE , tj. 24 bt pro mantisu.
% = 0,00011, 2 0,110011001100 110011001100, - 2 3.

Chyba zobrazent je 0,T100; - 2 *'(= ;-2 *) ~5,96-10 °.




Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
" s~ Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
4 e 100000 1 A
' ® Mame-li potitat | > ol dostaneme ve formatu SINGLE 9.998, 55664. .
i =0;

Chyba musi byt vétéi ne? 100000 - 5,96 - 10~ — 5,96 - 10~*. h=single(1/10);

Ve skutegnosti je chyba jet& vétsi, nebot se v priib&hu vypotu musi Easteéné suma zaokrouhlovat dolii for i=1:100000
nebo nahoru, jak suma roste, pozdéji pricitana Cisla 1’7“ jsou oproti sumé mensi a jsou tedy pocitany s mensi s=s+h;
presnosti (viz nasledujici priklad). end;

Piklad: [ Ve forméatu SINGLE se&téte &isla 10000 a 0,1. | s

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy ma O desetinnych mist
Cela cast ........... 10000
Desetinna cast ...... 0.000000

prevod_cele_casti =

10000 : 2 = 5000 : 2 = 2500 : 2 = 1250 : 2 = 625 : 2 =312 : 2 =
0 0 0 0 1 0

=156 : 2 =78 :2=39 :2=19 :2=9:2=4:2=2:2=1
0 0 1 1 1 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10011100010000.

(10000, = (10011100010000), = 0, 100111001 - 2'*
(21 = 16384)
10000 ... 0,1001 1100 1000 0000 00000000 - 2'*
0,1 ... 0,110011001100110011001100 - 2 3
0,1 po SHIFTu ... 0,000000000000000001100110 - 2'¢
—(01100110), -2 24214 = (64 +32 4+ 4+2) - 2 10 =

=122 — 0,099609375

10000 + 0,1 ... 0,100111001000000001100110 - 24

Cislo 10000 je zobrazeno presné.
Chyba zobrazeni 0,1 po SHIFTU je {5 — 1% — 0,1 — 0,099609375 — 3,90625 - 10~*

Shrnutf:

10000 + 0,1 — vysledek s chybou 3,90625 - 10 *

(v sumé z motivaéniho piikladu jde o jeden krok)
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B
. . % e regula fal
! Vg o -
pitola 2. Nelinearni rovnice g etodalprosieliicrace
Zpftesiiujici metody
Formulace:
. e Newtonova metoda
Je dana funkce f : R — R definované na intervalu (a,b). Hledame z € (a, b) tak, aby f(z) = 0.
(z ... kofen rovnice) ® metoda seten
e Mullerova metoda
Poznémka:

Metoda prosté iterace

Najit pfesné Feseni analyticky je mozné jen ve velmi jednoduchych pfipadech, napf. pfi feSeni linearni
rovnice 12z — 3 = 0, p¥i feseni kvadratické rovnice 4z — 5z + 8 = 0 nebo nap¥. pfi feSeni rovnice sin 5z = .

(Blisizs 2 kiR 5 ellzant Pt e it mmeiid e usedin, Vsechny (jednobodové) iteracni metody Ize pokladat za specialni pfipad této metody.

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat jsou zaloZeny na itera¢nich principech. Pro kazdou Princip:
itera¢ni metodu nas budou zajimat odpovédi na dvé otazky: e

@ plivodni rovnici prepiSeme na tvar

© Konverguje posloupnost iteraci ke hledanému kofenu?
® Jestlize ano, jak rychle? e existuje cela fada moznosti, jak to udélat!

@ na konkrétni volbé funkce ¢ zéavisi

Véta: konvergence metody

Predpokladejme, Ze
(i) redlna funkce f je spojita pro € (a, b),
(ii) f(a)-£(b) <O0. O
itnus:
Potom existuje aspofi jedno feSeni z rovnice f(z) — 0 na (a,b). goritnus:

rychlost konvergence

1) Zadéme z, € {a,b), e > 0
2) ZTrq1 = (k)
3) Je-li i1z < e, pak & = zps1, KONEC

Y f(a) jinak jdi na 2)

Vétu ilustruje nasledujici obrazek.

I\
1
1
1
:
a I Th b

Startovaci metody

e metoda pileni intervalu
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x
Yy=% y=op()
21 = ¢()
R e
/1 |
| I
| |
| I
| |
/ | |
VAR |
| | I
| | I
1 | I
- - | | T
I 1 | I
| | I g
! | ! ! 035 0 o5 1 15 2 25 & s 4 a5 5
—1 1 I | | I
| | | | |
4 i) n n L z 2. zpiisob:
T I3 X2 T ) ) 10
Inz—= — _
z’ +Inz = . o(z) P
Priklad 1 k| o
Metodou prosté iterace najdéte na interval U 25 Podobné jako v predchozim pfipadé, zde
1| L je 2. iterace £, mimo zadany interval a
2| 4.3852 27 M a
3 0.4829 metoda prosté iterace opét nekonverguje.
Za potatelni iteraci volte stfed zadaného intervalu, tj. 2o = 2,5. 2202122
Regeni
Ukazeme si 4 zplisoby prepisu rovnice f(z) =0 na tvar ¢ = ¢(z).
1. zpiisob:
10
0, : (* - I’)
Ing = z ¢ = tj. g(z)=e\ZT
k Ty
= == Jiz prvni iterace z; je mimo zadany interval,
2 navic druhd iterace ; je velmi velké &islo
L 05 a proto metoda prosté iterace nekonverguje
2] 1.5845- 104 '
Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
A s y:g)( A 2 +zlnz-10=0 = ti. p(z)=+V10-zlnz
45
4 ar
Y
35 350
3
3l
25
k| 25f
2 o] 25
s 1[1.0755 2r
2 [ 2.0532 i
1 3 [2.0427 151 S/ I! i
05 4]2.0441 s I: i
i 5 | 2.0430 1 % :i i
/ ! i
0 g I ! I
05 P i
05 / | M I
Z0.5 o / ! i T
PZ T Ty
3. zplisob: -0.5
-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
z? V tomto poslednim ptipadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z velmi rychle. To dokazuje
ten fakt, ze kdybychom pouzili pro zastaveni podminku, aby absolutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich
t ] z» iteracf byla mensf nez 10 1° pottebovali bychom k tomu pouze 10 iteraci.
0 2.5
1 |1.7560 Poznamka:
2 |2.2653 Chovéni metody prosté iterace je zavislé na zvoleném predpisu pro funkci ¢ = @(z). Porovnanim grafii z
3 | 1.8965 predchoziho piikladu Ize usoudit, Ze je vhodné, aby se funkce (z) co nejvice bliZila konstantni funkci.
4 |2.1524
5 | 1.9696 Véta (Postalujici podminky konvergence metody prosté iterace.)
6 | 2.0974
7 | 2.0067 Predpokladejme, Ze je funkce ¢ na intervalu I = (a, b) spojité a plati:
8 |2.0704 (@Vzel:p(z)el (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),
9 |2.0254 (b) 3¢ € (0,1): |o(z) o(y) <qlz y| Vo,yel (funkce ¢ je kontrakce).
10 | 2.0571 B
i; ;g:;: 1) v intervalu I existuje pravé jeden kofen a rovnice z = ¢(z),
13 2'0393 2) posloupnost {z}z2, uréené formuli zx = @(zi 1) konverguje pro kazdé zo € I a limy_,o, T = .
14 | 2.0472
x
15 | 2.0416 Diikaz
16 | 2.0455
17 | 2.0428 o5 . . . . . . . . . § 1)|I|je iisledkem podminky (a) a spojitosti ¢
18 | 2.0447 ~05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
19 | 2.0434

V tomto pripadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku Z, rychlost “zahustovani” byla oviem
mala.
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lze, lze +5pojitost y=x
nelze €,
b Poznamka:
Podivejte se na souvislost predpokladii predchozi véty a volby funkce ¢ v jednotlivych pfipadech pfikladu
1.
Pozndmka:
Pro diferencovatelnou funkci ¢ Ize podminku (b) nahradit podmink
(b') 3¢ € (0,1): |¢'(z) <q Vzel
Rychlost konvergence metody prosté iterace je charakterizovana |¢'(z:)|, jelikoz Ize psat
a
O O(Tes1) = (Tk) _ Taga — Tuir
- b . b Trs1 Tk Tl Tk
= ¢(z)>a, p(z)<b Vz € (ab)
= musi platit Pozndmka:
a) > a, b)<b .
@ » 9(0) < Souvislost “zahustovéni iteraci” a hodnot& ¢’
w(a) <b, p(b) Za
a) ¢51 = |m-—ze | § lmoi—3k 2
plyne z vlastnosti (b)
DK sporem: Ptedpokladejme, Ze existuji 2 rizné hodnoty a; # oy takové, ze -%lk72 :}k 1 %k
o = p(on), o= p(a)
Potom plati: b) gR0 = m-z K Ti—Trs
@ —a =lplaz) —plen) < g-laa—a < lo—m
R spar
+ H
Tp_o T Tp—1
2) Plati:
T = (k1)
a= a
_a=¢(@) Poznédmka:
po odecteni: Jak bylo Fec¢eno hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci neodpovida obecné chybé priblizného FeSeni.
o —a = (k1) - ¢(a) Geometricky si to lze predstavit takto:
—af= _ <gq- _
o —al = plo 1) - pl@)| S ma-a (5) o i
(®) z TpTh—1Th—2
() = z,—a <q-|zg—al

z, a<gq 'z a/<g-|lzg a
Odhad chyby metody prosté iterace

e Mame konvergentni proces  zx = ¢(zk_1), k=1,2,...

< q*
low @< g |z _of VZo€(ab) o Presné fesent a spliiuje vztah @ — p(a), Jim a¢ — @
-

(+#)  konst
(*%) ¢* — 0 pro k — oo (|g] < 1)
2 Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
>y~ Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
i s e Po odetteni dostaneme z, a=¢(zx 1) ¢(a) {0,4) : lo'(z) <1
t. [z~ = ¢(z 1)~ g(a)] = 1 L
2v/z +4
e Predpokladdme, Ze ¢ je lipchitzovska s konstantou g € (0, 1), tj. musi platit: 1
=
lp(@r-1) — ()| < g T2 —a — 2Vz +4
e Dale pouzijeme A nerovnost: 1<2/z+4
Tk 1 =z T+ a <[z T|t|z a = 1<4z+ 16
e 7 poslednich 3 vztahli dostaneme: —15 < 4z
|ex — | < g- |z 1 — 2| + ¢ |2k — o Vlastni vypocet:

volime z, = 2 a pro zastavovaci podminku hodnotu € = 0.001.

1-q) |z —a|<g: Tk 1 — Tk .
T

2
2.4494
2.5395 =
2.5572
2.5607
2.5613

o—a < Tecn — 7

e PouZijeme-li zastavovaci podminku

|k — Ty <,

a|s|w| v =|of

potom plati odhad chyby

e Odhadnéme velikost chyby pfiblizného Feeni predchoziho ptikladu.

Graf funkce ¢(z):

25 = 2.5613.

Pfiklad 2

Pomoci metody prosté iterace feste na intervalu (0, 4) rovnici

T JVr+4=0.

eree] o] 2v2

presné Tedeni:

z=vz+4 [/

’=z+4 2
2z 4=0
1+ /17
ma=—p— = D N2B615, @A 15615 (0,4)
ici prepis : = 4
o Rovnici pfepideme na tvar:  z =V + 4 0 4
()
e OvéFime splnéni predpokladil véty o postalujicich podminkéch konvergence metody prosté iterace:
(a) Yz € (0,4) @ 0< Vo t4d<4 Platf:
1
0<z+4<16 ¢ = ENCE: kladn4 klesajici funkce
-4<z<12 v L o L F 1
=%= =(z(z+4) 7)) = —(z+4) := ——F——<0
W'=Ge+y == +9 PEFR ey )

U
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1
P —— . )
max |¢'(z) =10'0)l =7 =4 podminka (b')

Zvolili jsme & = 0,001 a proto plati odhad chyby:

1

s — Q| < i -0, =0,
L5 4 - .0,001 = 0,000333
i

Definice: Rikame, e posloupnost a; konverguje k &islu @ rychlosti r, jestlize pro k — oo
ki1 — af = clzi — e + O( 2 — @ ™).

Mluvime o asymptotické rychlosti konvergence (k — 00).

Poznamka:
_ f@)| 2 .
f(z)=0(g(z)) poz —a & @ je omezena (a nenulova) pro z — a.
Priklady:
5o
a) |a:5-sinz:0(a:5) pro a:—>oo| o TS0T =|sinz| <1 proz— o0
b) |a:5-sin:c:0(z°) pro 14»0|<:> ‘7:ﬂ41 proz — 0

Rychlost konvergence metody prosté iterace
Je-li funkce ¢ dostate¢né hladkd, miizeme napsat jeji Tayloriiv rozvoj v bodé a a potom pro = zp_;

plati:
ol ) =o@+ o @ s 0+ XD 0+ T, ap

o —a = ¢'(a)(ze1 — @) + (Tx1—a)* + (T2 —a)?

¥'(@) @"(€)
2
o je-li ¢'(a) # 0, potom
2 — & = ¢'() (@1 — ) + O((zr-1 — 0)?)
= rychlost konvergence je Fadu 1

e je-li ¢'(a) = 0a ¢"(a) # 0, potom

Ty — o= (k1 — @) + O((zr—1 — @)?)

#'(a)
2
= rychlost konvergence je fadu 2

Newtonova metoda

Predpoklady:

Necht v intervalu I = {a, b) leZi jediny jednoduchy kofen Z rovnice f(z) = 0. JelikoZ mluvime o zp¥esfiujici

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

i 155 Sk
Rychlost konvergence Newtonovy metody

1. zplisob odvozeni (Newtonova metoda jako specialni pfipad metody prosté iterace)

Rychlost konvergence zavisi na ¢'(a), resp. ¢"(a) ... (viz dFive).
Plati: 1)
@
PE=2 )
. f=ff " _ ff
¢ R ) 0
¢'(a) =0, protoze f(a) =0
Plati:
= "+ £ ")) = ff 2"
(£
oy — S () Y _
¢'(@) 7 Flay Pt fl@)—0

Plati tedy ¢'(a) =0 aobecné ¢"(a) #0 = rychlost konvergence je fadu 2.

2. zplsob odvozeni

Pomoci Taylorova rozvoje funkce f v bod& zo (necht existuji f'(z) a f"(z) v I):

$(@) = flza) + (@) - (= = 20) + 3 - (&) - (2 = )

Dosadime za z presné fedeni a (tj. f(a) = 0)

fla)=fle) + flan)- (@ a)+ 3 ') (@ 2o
Vydélime f'(zo) # 0:

_ f(zq) lf”(iu)

0= +a_zo+ a  z)’
Pl Tt g @ )
=
_ 1&) 2
- = Ef’(zn) (& = 20)
Proces opak
_ 1f"(&) 2
Tki1 —Q = 2@ (o — ) (*)
chyba k + 1 iterace kvadrét chyby
k-té iterace
=> rychlost konvergence — 2

Necht plati

Numerické metody KMA/NM
J ~  Josef Dangk 13.2.2013

. % metodé, predpokladame, Ze mame zadanu nultou iteraci zo € I, ktera je relativné blizko hledanému YeSeni.

‘4 Vyjadfime Tayloriiv rozvoj funkce f v bodé zq. Pfitom predpokladame, Ze existuji prislusné derivace funkce f.
h 1 "
(@) = f(@0) + f(@o)(@ = 7o) + 51" (€)@ — 20)°
Rovnici f(z) = 0 nahradime linearni rovnici
f(@0) + f'(z0)(z — 20) = 0

Ta ma kofen

_ f(zo)
o f'(za)
Cely postup opakujeme a dostavame iteraéni formuli
_ f(zx)
Tri1 = Tk Zen)

Geometricky vyznam Newtonovy metody:

K¥ivku y = f(z) nahradime te&nou ke grafu v bod& z a hodnotu ;.1 ziskdme jako priisecik te€ny s osou
z. Proto se také Newtonova metoda nazyva metoda tecen nebo metoda linearizace.

Poznadmka:

Jako zastavovaci podminku Ize napf. volit |zx.1 — x| < & nebo |f(zx)| < 4.

Poznédmka:

Algoritmus Newtonovy metody je specialnim pfipadem metody prosté iterace. Za funkci ¢ jsme volili funkci

f(z)
I)=1T— .
v = )
Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013
C venel

(Ur&it C muze byt obecné problém.)

Oznatime-li &, = o — a chybu k-té iterace, potom z (x) plyne

lexs1l < Clexl?, tj. |Cersa < |Cexf?

|Ces| < Ceof®
Ces < |Ceif < (ICe0 )
Ce; <|Cesf* < (( Ceol’)’)?

Cei| < |Ceo >

Dostavame odhad chyby:

Postacujici podminka konvergence:
Plati & < Clea? = Clen &0
s,
#

Pokud bude # < 1, dostaneme kontrakci.

Ceo| =||C(a @) <1

Cla—z) < Ca—zp) <1, tj. Cel|<1
NaligietiA Nl

& B

Pro “velkou” hodnotu C musf byt potatecni iterace z, “velmi presnd”.
Véta (Postatujici podminky konvergence Newtonovy metody.)

Je-li f'(z) # 0, f neméni znaménko v I = (a, b), plati-li f(a)-f(b) < 0a

f(a) ‘

b
o) < b—a, f‘i‘ < b—a,

potom Newtonova metoda konverguje Vz, € I

Platnost tvrzeni Ize ovéfit pomoci nasledujiciho obrazku.
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Resime-li danou rovnici Newtonovou metodou pro konkrétni poZate&ni aproximaci ze étverce (—2;2) x
(—2;2), dostaneme jedno ze EtyF uvedenych FeSeni. Obarvime-li bod predstavujici pocateni aproximaci riiznou
barvou, podle toho k jakému FeSeni dospéjeme, ziskame fraktalovou strukturu.

\S
—

>
=

-0

napf. 7f(bl), : f(c) =f®) = b-c= ff’((?)

Praktické pravidlo pro odhad presnosti:

Je-li |o—zx| <10 @ potom @ —zpy, < 10 %

(pokud jsou splnény predpoklady pro odvozeni metody)
Pokud vykreslime pro kazdy pocatecni bod pocet iteraci nutnych k rozhodnuti, ke kterému z moznych
kotenii metoda konverguje, dostaneme nasledujici obréazek (tmavé odstiny znamenaji maly pocet iteraci, svétlé

Poznamka:
odstiny velky potet iteraci).

Dosud jsme fesili nelinearni rovnici pouze v R. Algoritmus Newtonovy metody miizeme vSak pouZit i pro
FeSeni dané rovnice v oboru komplexnich &isel.

Ptiklad 1
Newtonovou metodou Feste v komplexnim oboru rovnici

z+z—a0, z=z+iy, T,yER

Iteracni formule bude mit tvar

Zjy1 = Zk — zit 2
=2 ey
Je zfejmé, Ze dand rovnice bude mit 4 FeSeni:
1 3 3
0 -1, 148 1M,
2 2 2

Numerické metody
Josef Dangk
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Ptiklad 2
Newtonovou metodou Feste v komplexnim obor

2" + 744/6112°

u na &verci ( 1.2;1.2) x ( 1.2;1.2) rovnici

86/160572* 4 25/357 = 0

Koreny:
o * *
0.75 + 0.75% 06 . *
—0.75 — 0.75i
0.75 + 0.75¢ 04
0.75 — 0.75¢ . *
—0.65 + 0.25i oz
0.65 0.25¢ .
—0.25 + 0.651
0.25 0.65¢ 02
0.25 + 0.65¢ ’ '
0.25 0.65¢ 04
0.65 + 0.25¢ s
0.65 — 0.25¢ . '
7“—08 -06 -0.4 -02 ] 02 04 06 08

Numerické metody
Josef Dangk

KMA/NM
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Poznamka:
P¥i odvozovani Newtonovy metody jsme predpokladali, ze f'(a) # 0, tj. & je jednoduchy koten.

Piklad:

Pomoci Newtonovy metody najdéte kofen rovnice

Yy
23 a=20 trojnasobny kofen
f(zx)
Tpyy = I,
B T CH)
_ L
L1 = Tk 323
x
= rychlost konvergence je 1 !!!
2 2 2
Tes1 = 3Tk A E=F= = (Ikn*ﬂ)zg(lkfﬂ)l
Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

To, Ty, Ty — Q@ =Tz

T3,Tqg,Ts — Q= Tp

Priklad 3

Pomoci metody prosté iterace feste rovnici > z = 0. Pouzijte prepis
T — 3 a zastavovaci podminku |z — z; 1| < 107°

|, pocatecni iteraci

vysledky ziskané v MATLABu

| krok | x(k) | dx(&)=x(k)-x(k-1) |  dx(k)/dx(k-1) |
| ol 3.000000 | | |
| 11 1.732051 | -1.267949 | |
| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
I 31 1.147203 | -0.168871 | 0.405963 |
[ 1.071075 | -0.076127 | 0.450800 |
[ 5 | 1.034928 | -0.036148 | 0.474833 |
| 6 | 1.017314 | -0.017614 | 0.487272 |
[ 1.008620 | -0.008694 | 0.493600 |
I 8l 1.004301 | -0.004319 | 0.496791 |
| 9 | 1.002148 | -0.002153 | 0.498393 |
| 10| 1.001073 | -0.001075 | 0.499196 |
111 1.000537 | -0.000537 | 0.499598 |
| 12 1.000268 | -0.000268 | 0.499799 |
| 131 1.000134 | -0.000134 | 0.499899 |
| 14| 1.000067 | -0.000067 | 0.499950 |
I 15| 1.000034 | -0.000034 | 0.499975 |
| 16| 1.000017 | -0.000017 | 0.499987 |
|17 | 1.000008 | -0.000008 | 0.499994 |

Predchozi vypocet urychlete pouzitim Aitkenova procesu.

vysledky ziskané v MATLABu

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Definice: Koten a rovnice f(z) = 0 mé nasobnost s, jestlize [0 # g(a) < oo|, kde

Modifikovana iteraéni formule

jiz opét kvadraticky iteratni proces

3

T
pro predchozi priklad: Thir = Tk — 3y

=z — 2, =0
2
3z,

nevyhoda - musime znat nasobnost s

Jiny pfistup pro hledani nasobnych kofenil

Je-li @ s-nasobny kofen rovnice f(z) = 0, potom je a (s — 1)-nasobnym kofenem rovnice f'(z) = 0 a
tedy jednoduchym kofenem rovnice
_@ _,

90 =7 =

D.cv: ¢'(z) =7

Aitkenav proces

Konverguje-li iteraéni metoda linedrné, Ize pomoci Aitkenova procesu urychlit konvergenci.
Plati:

a—Tiy1 = Crpa(@—2), [Cr < 1|

kde Cy| — C je asymptotické konstanta chyby.
Jsme-li blizko limity, jsou &isla Cj priblizné stejna a lze psat
a—zp 2 Cla—m), |C|=C
Pro dal3i iteraci ~
a TR C(a Tiu)

Po vylougeni C:
QA Tri1 O Tryo
a T, o Tpa
(@ — @xs2) (@ — @) & (@ — zapa)?
0" T+ Tein) F TeZrin R Q@7 20T + Thy,y

2
TyThsz  Tpyy X 0Tk 2Tis1 + Thsz)

g Numerické metody KMA/NM
TUE J ~  Josef Danek 13.2.2013
| krok | x(k) | dx(®@=x(&)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
| 0| 3.000000 | | |
| 1| 1.732051 | -1.267949 | |
| 2| 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 3| 1.112973 | -0.203101 | 0.488251 |
| 4 | 1.054975 | -0.057997 | 0.285559 |
| 5 | 1.027120 | -0.027855 | 0.480285 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 6 | 1.001378 | -0.025742 | 0.924133 |
| 71 1.000689 | -0.000689 | 0.026771 |
| 8 | 1.000344 | -0.000344 | 0.499742 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 9| 1.000000 | -0.000344 | 0.998968 |
| 10 | 1.000000 | -0.000000 | 0.000344 |

Ptiklad 4

Pomoci Newtonovy metody Feste rovnici z2 — z = 0. Pouzijte pocatecni iteraci zop = 3 a zastavovaci
podminku |z — zx 1| < 1075,

vysledky ziskané v MATLABu

| krok | x (k) | dx(®)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
| 0| 3.000000 | | |
| 1 1.800000 | -1.200000 | |
| 2| 1.246154 | -0.553846 | 0.461538 |
| 3 | 1.040603 | -0.205551 | 0.371134 |
I 1.001525 | -0.039078 | 0.190113 |
| 5 | 1.000002 | -0.001522 | 0.038959 |
| 6 | 1.000000 | -0.000002 | 0.001522 |

Rychlost konvergence Newtonovy metody je 2, tj. pro urychleni nelze pouZit Aitkenliv proces. Pokud
bychom jej pouzili, vypocet se naopak zpomali.

vysledky ziskané v MATLABu
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| krok | x(k) | dx(@)=x(k)-x(k-1) |  dx(k)/dx(k-1) |
| ol 3.000000 | | |
| 11 1.800000 | -1.200000 | |
| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 31 0.771429 | -0.474725 | 0.857143 |
| 4| 1.096241 | 0.324812 | -0.684211 |
| 5 | 1.007767 | -0.088473 | -0.272383 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 6 | 1.026707 | 0.018940 | -0.214073 |
| 71 1.000677 | -0.026030 | -1.374350 |
| 8 | 1.000000 | -0.000677 | 0.025995 |
Zpresneni pomoci Aitkenovy formule
| 9| 0.999982 | -0.000018 | 0.026688 |
| 10| 1.000000 | 0.000018 | -0.974664 |
11 1.000000 | -0.000000 | -0.000018 |

Nevyhody Newtonovy metody
e zadana funkce f musi byt diferencovatelnd
e derivace se pfimo vyskytuje v iteraéni formuli
o v kazdé iteraci musime kromé funkéni hodnoty poditat také hodnotu derivace

Pro odbouréni posledni vlastnosti miizeme za predpokladu, Ze se derivace f' na okoli kofene pfiliz neméni,
Newtonovu metodu modifikovat tak, ze hodnotu derivace vypo¢teme pouze jednou, tj. v bodé zp a polozime

fl(zx) ~ f'(@0)-

Dostaneme iteraéni formuli modifikované Newtonovy metody

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné, nahradime v iteraéni
formuli derivaci f'(zx) diferentnim podilem

fl@) m = ———=

Dostaneme iteratni formuli metody secen

k— Tk 1

T4 = T *f(lk)m -

Geometricky vyznam modifikované Newtonovy metody

Teény ke grafu v bodech [z, f(zx)] nahrazujeme pfimkami rovnob&znymi s te¢nou ke grafu funkce y =

Numerické metody KMA/NM
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Poznamka:
Pro zahéjeni vypoltu potfebujeme znat 2 pocitetni aproximace, ale na rozdil od Newtonovy metody
potitdme v kazdém kroku pouze jednu novou funkéni hodnotu, co? je Gspora Easu.

Poznamka:

S

Metoda seen ma obdobny algoritmus jako metoda regula falsi, vak splnéni

flzi 1) - flae) <0

Rychlost konvergence metody seéen

Odvozuje se podobné jako u Newtonovy metody. Necht plati
1

5 c Vgnell

Potom
lersa] < C-lew| - €x 1 -

Naznak odvozeni:
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Y

1
VAl
a
1/
y 4

T T4T3/ Ty /T1 T

Poznédmka:

V této modifikaci pocitdme pouze jednu hodnotu derivace f'(z,), a proto je tento postup vhodny je-li
derivace f'(z) slozita. Neméni-li f'(z) a f"(z) znaménko, je mozné dokazat konvergenci této metody.

Geometricky vyznam metody secen
Mé&jme dvé dobré aproximace zy_, a zx kotene Z rovnice f(z) = 0. Kfivku y = f(z) nahradime p¥imkou

(secnou), kterd prochézi body [zx 1, f(zk 1)] a [zk, f(zk)].
Dal3f iteraci o1 ziskdme jako priiseik se¢ny s osou z.

Numerické metody KMA/NM
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Oznaéme dy = Cley| , potom
disr < didy 1.

Necht &isla dg a dy jsou rovna &islu d < 1 nebo mensi, potom dosa-
zovanim dostavame

dy < dydg < dd=d*
dy <dydy < d*d=d’
dy < dgdy < d*d® = d°
ds < dyds < d°d® = d®

diyy < d™, kde Mgy =M 4+ng_q, Ny =1, ng=1.

Rekurentné dana posloupnost 7, definuje tzv. Fibonacciova &isla.
Odpovidajici charakteristické rovnice je

S=o+1
Pro jeji kofeny plati:
_1++6. [ 1618
@2= =5 0618

Snadno se ovéfi, Ze explicitni vyjadfeni pro ny je nasledujici
1 |' 1+ \/g k41 71— \/g k+1“

Np=— =||=—== .

B\ 2 2 |

Hledany ¥ad metody 7 potom ziskdme ze vztahu

diiy & dy,
tj. po zlogaritmovani

_ log dy.41 _

log dm++!
£k = E, pro k — oo.

T log dj. log dn= N

1

s Mkl g
lim —* — Iim

k=00 My k—»m%[(%)k'ni(

59 9 L

ket 1} 2

Pro rychlost konvergence tedy dostavame
1
r=50+ VE) = 1,618  (pro k — 00).
Poznédmka:

Metoda secen je tzv. dvoukrokova interpolacni metoda, analogicky Ize odvodit tfikrokovou interpolacni
metodu, kterou nazyvdme Mullerova metoda.
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Geometricky vyznam Mullerovy metody
1
Méjme t¥i dobré aproximace zx 5, Zx 1 a Tx kofene z rovnice 2) a= Z
f(z) =o0. . Y o Y1
K¥ivku y = f(z) nahradime parabolou (kvadratickou funkci), ktera prochazi body . )
[Tr—2, f(Za-2)] [Ze-1, f(zr-1)] @ [Tk, f (k)]
Dal3i iteraci &1 ziskdme jako priise¢ik paraboly s osou . (Ten, ktery je blize k @.) st ot
/
y y=f(z) T U/ '
N ! y
T |~ T
N\ 3) a=0 4) a=-1
I
I B s
‘ y! y
I z p .
1
T—p Tpy Tk Thpy T 1
2} | pe
) . M -
. b T of -
o S . .
Prostfedky MATLABuU pro FeSeni nelinearnich rovnic B o v B 3 : B ER] [
fzero pro obecnou nelinearni rovnici
roots pro kofeny polynomu
Formulace:
Pfiklad: Jsou dény funkce F;: R™ = R, i —1,...,n definované na (a;, b;).
Relte soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé (a € R ... parametr) Ozname I = (a1, 1) X (az,b2) X -+ X (@n, bn).
Hleddme x = (z1,Z2,...,2.)7 € I tak, aby
z?—y+a=0
244 +a=0 Fy(21,23,...,8a) =0
Fy(z1,22,-..,2,) =0
Fo(21,22,...,8a) =0
Vektorové:
F(x)=0, kde F=(F,F,...,F,)".
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Véta (Postalujici podminky konvergence metody prosté iterace.)

Predpokladejme, Ze je funkce @ na I spojitd a plati: y
(a) ¥xeI: ®(x) eI (funkce ® zobrazuje I do sebe),
(b) 3g€(0,1): [|[®(x) @(y)l[<gllx vyl Vx,y €I (funkce ® je kontrakce).
2b N
Potom _— ~_
1. v mnoziné I existuje pravé jedno Feseni x soustavy rovnic x = ®(x), sk // o
2. posloupnost {x*}# , uréen formuli x* = ®(x* !) konverguje pro kazdé x° € I a lim 0 x* = x. ’ / \
\
1+ \‘\
Metoda prosté iterace \ /
osf
. _~
Soustavu rovnic nahradime soustavou rovnic (vice moznosti). T~ __— T
Algoritmus:
1) Zadéme x° € I, £ > 0 os-
2) Xk+1 — &(X’E)
3) Je-li [|x**1 — x*|| < ¢, pak x = x**1, KONEC s 2 ET— 0 i 2
jinak jdi na 2)
Z 2.rovnice vyjadfime z: Z 1.rovnice vyjadfime y:
Priklad 5 i=y—1 4y = 8y — z?
Reste metodou prosté iterace soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé
= y=1/8y o’
z° +4y> — 8y — 0
P —y+1=0
Y Rekurentnf formule:
Tiir = Sy — 1 =1 /8y, — z?
1. rovnice je rovnici eplipsy z?+4(y—1)2 =4 K i Ykt = 3/ k(+1)
z\2 2
(5) +y-1)7=1 vysledky ziskané v MATLABu
2. e T 0 REr 7= g | krok | x_1(k) | x_2(k) I Hx@-xG&-111 |
| 0| 1.000000 | 1.000000 | |
| 11 0.000000 | 1.322876 | 1.050832 |
| 2| 0.686033 | 1.626577 | 0.750250 |
| 3| 0.855706 | 1.770732 | 0.222643 |
| 4 | 0.916856 | 1.832595 | 0.086985 |
| 5 | 0.940758 | 1.858772 | 0.035448 |
| 6 | 0.950516 | 1.869836 | 0.014752 |
| 71 0.954580 | 1.874514 | 0.006197 |
| 8 | 0.956288 | 1.876492 | 0.002613 |
| 91 0.957009 | 1.877328 | 0.001104 |
| 10 | 0.957313 | 1.877682 | 0.000467 |

vysledky ziskané v MATLABu



Numerické metody KMA/NM

Josef Dangk 13.2.2013
| x_1(k) | x_2(k) I HxG)-x®&-D I |
| -1.000000 | 0.000000 | |
| 0.500000 | 0.000000 | 1.802776 |
| 0.651123 | 0.677644 | 2.108913 |
| 0.670383 | 1.241743 | 1.749676 |
| 0.716783 | 1.573937 | 1.015477 |
| 0.838816 | 1.743370 | 0.454007 |
| 0.906819 | 1.820267 | 0.181812 |
| 0.936234 | 1.853465 | 0.074113 |
| 0.948577 | 1.867581 | 0.030794 |
| 0.953759 | 1.873559 | 0.012921 |
| 0.955941 | 1.876088 | 0.005446 |
| 0.956862 | 1.877158 | 0.002300 |
| 0.957251 | 1.877610 | 0.000972 |

Poznémka:

Pozor na defini¢ni obory funkci.
Pozor na zépis funkci v MATLABuU.

>> (-8)7(1/3)
ans =
1.0000 + 1.7321i

Poznédmka: Pokud chceme v predchozim prikladé najit druhé feseni, je tfeba zvolit jiny predpis pro funkci

P.

vysledky ziskané v MATLABu
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k41 ziskéme ze vztahu
XLk 4 pE

Poznamka:

F'(x*) je Jacobiho matice funkce F(x) v bodé x*.
Je zfejmé, Ze musi byt regularni (musi existovat matice k ni inverzn).

Pfiklad 6
Reste Newtonovou metodou soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé

z?+4y* -8y =0

P —y+1=0
z? +4y° — 8
R =[S ]
0F(z,y) 0F(z,y)
=2 =
EP @ By 8y 8
0F;y(z,9) 2 OFy(z,y)
= = 1
oz 22 oy
, 2z 8y 8
Plag) - [ 25 W0
1. iterace

1= 131+

b’ = [F(z%,¢°)] "F(2°y°)

Plati
Abychom nemuseli poéitat inverzni matici, vypoéteme h? jako feeni soustavy
F'(2% y°)h’ = —F(2°,¢°)

re) =[5 -] %)

Dostaneme

2. iterace

Numerické metody KMA/NM
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Metoda proste iterace pro reseni soustavy nelinearnich rovnic
F(x)=0 s vyuzitim prepisu na tvar x=Phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=[1,1] a
zastavovaci podminku |[x(k)-x(k-1)|[<0.001
Funkce Phi(x) je zadana takto:
function out=Phi(in);
x=in(1);
y=in(2);
if (y-1)>=0
out (1)=(y-1)"(1/3);
else
out (1)=-(1-y)~(1/3);
end;
out (2)=(x"2+4*y"2)/8;
out=out’;
| krok | x_1(k) | x_2(k) I Hx@-x@&=-1 11 |
| 01 1.000000 | 1.000000 | |
| 11 0.000000 | 0.625000 | 1.068000 |
| 2| -0.721125 | 0.195312 | 0.839436 |
| 3| -0.930127 | 0.084076 | 0.236761 |
| 4| -0.971150 | 0.111677 | 0.049444 |
| 5 | -0.961296 | 0.124127 | 0.015879 |
| 6 | -0.956783 | 0.123215 | 0.004604 |
| 71 -0.957116 | 0.122020 | 0.001240 |
| 8 | -0.957550 | 0.121953 | 0.000440 |
Newtonova metoda
Odvozeni je opét analogické pripadu funkce jedné realné proménné.
Vyjéd¥ime si Tayloriiv rozvoj funkce F v bodé x*.
(PYedpokladame, Ze existuji derivace !)
Soustavu rovnic F(x) = 0 nahradime soustavou linearnich rovnic
FE)+F)(x x)=0
Jeji Yeeni oznatime x**1, tj.
F(x*) + F'(x*) (** - x*) =0
© =4
he
Dostavame soustavu
F'(x*)h* = —F(x"),
ktera ma Feseni
bt = —[F'(x")]"'F(x)
Numerické metody KMA/NM
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|- [3]+13]

h' = [F(z',9")] 'F(e',y")

Plati

Abychom nemuseli pocitat inverzni matici, vypoéteme h' jako Fesenf soustavy

F(z",y)h' = F(z'y')

0,52 2,8 6,4
1l — ) (gl 1) = | 2 )
F(a!,y') = 1’944] F(I,y)—{s’88 71}
Dostaneme
hl:[ 0,3206 |
L 0, 0590 J

z? z! hi 1,4 —0, 3206 1,0794
2 = 1 w 1 = w =
y y h} 1,8 0, 0590 1,8590

Dalsi iterace bychom pocitali podobné. V nasleduji tabulce jsou shrnuty 4. iterace Newtonovy metody.

T Y |l = x|
2.0000 | 2.0000
1.4000|1.8000 0.6325
1.0794|1.8590 0.3260
0.9703|1.8763 0.1105
0.9577|1.8779 0.0127

NENEERE

Normy vektorii a matic

Pfipomenuti:

Norma je zobrazeni n linearniho vektorového prostoru £ do Ry

1. n(z)=0 & z=0 (definitnost)
2. n(Az) = A n(z) (homogenita)
3. n(z +y) < n(z) + n(y) (A nerovnost)
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MATICE: eome‘t‘}icki vyznam vektorovych norem
L {
IIx]p = (i z:f?)? i jednotkové koule v R? ... mnozina (bodii) prvkii s normou < 1:

... p-ta vektorova norma

Il = 5% o o Alls = max {5 al} I-lh<t Ile<t Il <1
... prvni vektorova norma ... sloupcova maticova norma 1 1 1
1
[l = /52i 22 © [|Allsp = max {A; (A" A)}
. euklidovska vektorova norma ... spektrélni norma
0
-1 1 -1 1 -1 1
[1] a0 = max, |z| © |Allz = max{$x |a: } g 0
L
= lim oo (3 |24 7)*
. maximova norma ... fadkova maticova norma
Pozndmky: —1 —1 _1
AH ... hermitovsky transponovana matice; A¥ = [afl] = [a;]; a je komplexné sdruzené &islo k
Cislu a

. ’ ; Loixlh = Sila: =zl +ly <1
Symbol ¢ znati vazbu mezi vektorovou a maticovou normou.

PFislusna maticova norma je generovana piislusnou vektorovou normou. 2. |Ixllz = \/ﬁ =/ rgP<l
Piiklad 3. [Ixlleo = max; |z;] = max{le], [y[} <1
Pro zadanou matici A a vektor x urlete vySe uvedené normy.
a=|2"1 , = 9.
0 3 =1
llAlls = max{|2] + 0; 1]+ 3]} = max{2;4} = 4 [xl=16 + 1]=7
|Allp = max{2 +|—1];]0] + 3} = max{3;3} =3 [Xlloo = max{|6, 1]} =6
[|Allse:
ara_| 20] [z -1]_[ & -2
-1 3 0 3 -2 10
4—2 —32
det(A7A — M) = =
i ) —2 10-AX

=4 A0 A) 4=) 141436

14+1/147-4-36

2

—7+/7—36="7+/13

Aua(ATA) =

max Ay 5| = 7+ V13

lAllse = /15 13 = 3,2566 | x|la = /62 + (~1)2 = +/37 = 6,0827
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o F e * Uy Uy Uss] [T y
v 7 o 11 12 13 1 1
pitola 3. SLAR - pfimé metody i eaeten [
0 0 sl lzs Ya
Formulace: Trojthelnikovou soustavu lze velmi snadno FeSit zpétnou substituci. Realizovany proces se nazyva
Je déna Etvercova matice A = [ay]7;_, a vektor pravé strany b = [by, by, ..., b, zpétny chod.
Hleddme vektor x = [z1, Zs, . . ., 2|7 tak, aby platilo
Gaussova eliminacni metoda
Ax = b,

a lozkach G @12 G13 | by
rozepsano po slozkacl Ax = b rozepsano po slozkich ap Gy Qo3 | by

Q11T + 12T + - - + G1aTn = by R

Q21T + Q2T + - - + GopTn = by
Definujeme multiplikatory

Cn1Z1 + Gn3Ta + 0 + CanTn = bn

1) v (1)
W =l b’ =b
Ptedpokladame, Ze je matice A reguldrni  (tj. soustava ma pravé jedno Feden). L . (1)
fy =T +mah by’ = by + ma by
i = ¥ + mashy 8" = by + marhy
Mame dva zakladni typy soustav:
e soustavy s obecnou matici Ziskame novou soustavu ... 1. faze eliminace

e soustavy se specialni matici (symetricka, pozitivné definitni, ¥idka, pasova apod.)
’ran a1z a3 | b ]
Pro prvni skupinu se vétSinou pouZivaji pfimé metody, pro druhou skupinu metody iteraéni nebo specialni Al = ) . O bgl)

modifikace pfimych metod. Gy Q3
0 1 01| pn)
3

Q3 O3
Cramerovo pravidlo ) aly
det A, Definujeme multiplikitor |mas = =
L4 SLo vy o et Aq a;
nezndma slozka feseni = 22
det A
pocet operaci: Iv,(li) — F[il) b(l2) — bgll
Je nutné vypoditat (n + 1) determinanti. @) _ 1) ) 1)
.y H Y we s o v v - ‘ . fa ' =F by’ =by’
Pro vypoéet determinantu je tieba n! s¢itani a v kazdém séitanci je (n — 1) nasobeni. 2 2 2 2
Dostavame: F?) = 751’ A muFén bg” = bgl" o mubg“
(n+1)[(n—1)n! +n!] = n(n + 1)!
Ziskdme novou soustavu ... 2. faze eliminace
napi: pro n = 30, 10° operaci za sekundu — vypocet trva 7,82 - 10 let
ay 0 a; | b
1 1) | (L
A@x=b® | o aff aff |8

Idea dalSich pfimych metod vychazeji z faktu, Ze soustavy

a [TAx=1Tb] 0 0 a@ 5@

Seni, tj. jsou ekvivalentni.

kde T je regularni matice, maji totéz

Touto transformaci Ize ziskat trojihelnikovou soustavu Cely tento postup nazyvame primy chod. Trojihelnikovou soustavu fesime zpétnym chodem.

Ux=y: U=TA, y=Tb
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E -
Efektivnost algoritmu GEM

Bereme v (ivahu pouze operace nasobeni a déleni (polet operaci s¢itani je priblizné stejny).
(N ... jeFad matice A)
o Celkem je N — 1 fazi eliminace. V K-té fazi potitame N — K multiplikatord (tj. N — K dé&leni)

=

-1

N Wor) - (- K:(N—l)N—%(N—l)N:%(N—l)N

x
Il

1

o Kazdym multiplikatorem vynasobime (N — K + 1) prvkil roziifené matice (jeden rozsiteny Fadek),
tj. (N — K)(N — K +1) v K-té fazi
N1 N1
(N K)N K+1)=Y [(N*+N) K@N+1)+K|=
k=1 k=1

=(N 1)(N®+N) %N(N 1)(2N+1)+%(N 1)N(2N 1)

1, 01 1, 1,01
N NN N Niinyinveiv vy iy
* FRtaNagh Nty

e Zpétny chod

I+(L+ L )+0+2)+ - +(1+N-1)= ik—%N(NJrU

déleni  nasoben K=1

Celkem

1 1 11
~N(N -1 ~N'— N+ _-N(N+1)=
FN( ) +3 NN+

vipotet multiplikatord pimy chod 2pétny chod

Priklad 1

Reste soustavu rovnic

T + 2y + 3z = 14 123 T 14
2z + 4y + 5z = 25, tj. 245 y|=1|25
7z + 8y + 9z = 50 789 z 50
Regeni
Pro zapis budeme pouZivat tvar matice rozsitené:
Numerické metody KMA/NM
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Poznadmka: Matice A je symetricka, plati-li pro jeji prvky

a;=a; Vi,j=1,2,...,n.

Poznamka: Matice A je pozitivné definitni,
ma-li vechna vlastni Cisla kladna

nebo jinak feceno ¥x # o : xTAx > 0.

Poznamka: Pro soustavu s matici, ktera spliiuje predpoklady nékteré z uvedenych vét, je mozné dopredu
Fici, Ze piijde feSit pomoci Gaussovy eliminaéni metody. Obracené to ovdem neplati, tj. neni-li napf.
matice soustavy ostfe diagonalné dominantni, jesté to obecné neznamena, Ze nepiijde pomoci Gaussovy
elimina¢ni metody Fesit.

Poznédmka: Abychom zarutili, Ze soustava piijde vyFesit pro libovolnou regularni matici, musime algo-
ritmus Gaussovy elimina&ni metody upravit. Zavedeme tzv. vybér hlavniho prvku (pivotaci).

Pozndmka: Pivot (hlavni prvek) ... prvni nenulovy prvek v daném tadku matice.
Pfiklad 2

Pomoci GEM se sloupcovou pivotaci vyfeste soustavu rovnic z PFikladu 1, kde selhala klasickd GEM,
t]. FeSime soustavu Ax = b, kde

123 14
A=|2 45| ab=|25
7809 50
Reseni
1. sloupec
1
P12314 7 8 9|50 [ 3
vymén 2 4 5|25 ~ 2 4 5|25 4
l—> 7 8 9|50 12 3|14
2. sloupec
4
neni 7 8 9|50 . .
theba — | g 2 17|75 /'(7$):’§*
- 7 7|7
meénit J+
03 2|2
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1 2 3|14
2 45|25
7 8 9|50

0 —6 —12|-48

e Algoritmus Gaussovy eliminaéni metody pro tento piiklad neni realizovatelny.
e Snadno se presvédéime, Ze ma dana soustava reseni
z=1,y=2 a z=3.

Gaussova eliminaéni metoda ale selhala.
Otdzka 1: Pro jaké matice A ma soustava Ax = b pravé jedno feseni?

— matice A musi byt regularni, tj.
vSechna vlastni &isla musi byt riizna od nuly
jinak fefeno Fadky matice A musi byt linearné nezavislé
Jjinak Feeno sloupce matice A musi byt linearné nezavislé
jinak Feceno det A # 0

Pozndmka: Vlastni &islo matice A je &islo A splfiujici rovnici Av = Av, kde v je vlastni vektor
odpovidajici vlastnimu &islu A. Cislo A tedy uritym zpisobem charakterizuje matici A.

Otéazka 2: Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy eliminacni metody realizovatelny?

— Véta: Je-li matice A ostfe diagonalné dominantni, pak je algoritmus GEM realizovatelny.

Poznamka: Matice A = [ay;];;-1,., je ostfe diagonélné dominantni, plati-li

@i > Z Qij

I=lg#1

tj. absolutni hodnota diagonélniho prvku je vétsi nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvkii v Fadku.

Napf.:
712
A=|1 41
2 49
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Poznédmky:

o Pfi sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp. jeho &asti pod diagonélou vEetng) vybirali
&islo, které bylo maximalni v absolutni hodnoté a v pfipadé, Ze toto &islo nelezelo na diagonéle, vyménili
jsme pfislusné 2 rovnice. Déle jsme pokracovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty
pod diagonalou.

Sloupcova pivotace nenf jedind moznost. Podobné miizeme vybirat i maximalni prvek v absolutni hodnoté
z piisludného Fadku (resp. jeho &asti) a poté vyménit pisluné sloupce. Pozor! Je oviem tfeba zaménit
i pFislusné slozky feseni x. V tomto pripadé hovotime o Fadkové pivotaci.

Dal3i moznosti je vybirat maximélni prvek v absolutni hodnoté z celé matice A (resp. pfislusné podma-
tice). V tomto pfipadé hovofime o tplné pivotaci. Opét je tieba mit na paméti, Ze je tfeba zaménit
slozky ve vektoru feseni. Nevyhodou (ipIné pivotace je pomalejsi vypocet nebot hlavni prvek vyhledavame
z celé dosud neupravené &asti.

e Libovolnou pivotaci dosat realizovatelnosti GEM pro libovol regularni matici A.

Metoda LU-rozkladu

Opét uvazujeme regularni matici A ¥adu N. Matici A Ize rozloZit na soutin A
kde L je dolni trojdhelnikova matice ¥adu N a U je horni trojihelnikova matice fadu N.

Nap¥:
a1 Gy G h 0 0] [un un ws
[ﬂn o '123J = [121 Io OJ - [ 0 uxp U23J
Q3 Q3 QGas lay lay las 0 0 wuss
Tento rozklad neni dén jed né (12 amych a 9 podminek), jed &nosti dosah napf. tim,

Ze poloZime |1

Algoritmus: (viz skripta)
je odvozen z postupného nasobeni Fadki matice L a sloupcii matice U
(1,1) uy = ey
(1,2) 412 = a1p
(1,3) w13 = a1

(2,1) a2 = lyun (3,1) ag1 = la1un
(2,2) @z = Inwis + Uz (3,2) @z = la1ti + laotnn
(2,3) 23 = laytaa + Un3 (3,3) Qg3 = lartz + lastina + Ugs

ReSeni soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1. Realizace LU-rozkladu: A = LU

2. ReZent trojithelnikové soustavy: Ly = b

3. Regeni trojiihelnikové soustavy: Ux — y
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Souvislost GEM a metody LU-rozkladu
Gaussovu eliminaci Ize popsat pomoci nasobeni regularnimi maticemi.
[ |
my 1
T et M3y 1
Prvni fézi popiseme takto ... kde M; =
Mgy 1
Mp1 1
an Q12 Qa3 . Qin
My1@11 + @21 M21Gia + Qoo M1laz + Ao M2181n + Qon
M31811 + @31 Ma18i2 + Qaz  Ma1ia + Aaz M3101n + Qan | =
Mn1@11 + @n1 Mn1G12 + Gny Mp1813 + Ana Min1Gin + Gnn
1
Qi1 Q12 Q13 ... Qin
my 1
@ Gz Qo3 ... Qo
ma; 1
= - |@31 Q3w Qa3 ... Qan
tom 1 . . . .
[m'm 3] 8w @nz @n oo e
1
1
2q P may 1
Druhou fazi popieme takto ... kde M, =
Mag 1
Mn2
Nakonec (n — 1) fazi popiseme kde M, _; =
1
1
1
1
Man 1 1
Dostali jsme horni trojihelnikovou matici, ozna&ime ji napt. V/
V=A" V=M, M, :M, ;... MbM;A| = |A=M'V
ozn. M
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("‘) dolni trojiihelnikova s 1 na diagonale

(**) horni trojihelnikova

= jedn4 se o LU-rozklad (rozklad je jednozna¢ny) |[L=M 'a U=V

Vypotet determinanti
1. Uziti GEM

U=My 1My 2... MbM;A

det U = det My_, det My_,...det M, det M, det A
=1 =i =1 -1

N
det A = det U = ] ui
i1

2. Uziti LU-rozkladu

N
det A =detL detU = []ux

i=1

Vypotet inverzni matice

1. Uziti GEM
AX=1 (maticové soustava)
X=A"
2. Uziti LU-rozkladu
A=LU
A= U-lL-!

Numerické aspekty GEM a metody LU-rozkladu

P¥i numerické realizaci nevypotteme presné matice L a U, ale pfiblizné matice L a U.
Teoreticky plati A = LU.

Oznatime A = LU ... dopotteno pro ziskané matice L a U.

Budeme zkoumat rozdil A A.

Oznaéme E a F matice chyb takové, Ze plati:

L=L+E, TU=U+F

Potom:

A-A=LU-LU=(L+E)U+F)-LU=EU+LF +EF

Numerické metody KMA/NM
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Jak vypada napt. M, ?
Y |
1
. ||
mg 1 -1 2
M, = e 1 - M;'= .
Mn2 1
L 1
protoze po vynasobeni:
o i-ty fadek x j-ty sloupec (j # 1)
—bud e 1+1-(—ma) =0 ]
— nebo mgp-0+0-1+1-0=0
e i-ty fadek x -ty sloupec
—Mmgp-0+1-1=1
ti. Mp-Mzl=
Jak vypadda M ! ?
1
Moy 1
M'=|-mug -mzp 1
Mp1 Mpz Mg 1
Pr.:
1 0 0] [1 0 0 1 0 [
my 1 0] 10 1 0l = mn 1 0
—m3 0 1] |0 —mz 1 —m3; —Mmg 1
Plati
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;Tyne zavér: Pokud jsou multiplikatory v absolutni hodnoté velké, pak prvky L jsou v absolutni
hodnoté velké = chyba mize byt velka. Toto je jeden z diivodi realizace pivotace.
PFimé metody pro soustavy se specialni matici

UvaZujeme matice:
e symetricka

e symetrickd a pozitivné definitni
e diagonalné dominantni
® pésova

Plati: Je-li matice A symetrickd a A(¥) jsou matice ziskané GEM v zakladni verzi, pak podmatice A(*)
jsou také symetrické.

pr
apc] SCBy D
bde +
ce f
a b @
0 d 2 e k
o e ¥ f 9

Lze pak pouzit symetrickou verzi GEM a LU-rozkladu.

Je-li matice A navic pozitivné definitni, pak Ize realizovat Choleského metodu rozkladu

Poznamka: V algoritmu je potfeba realizovat vypocet odmocnin a to lze pouze pro pozitivné definitni

matice.
o
a; ap a3 uy; 0 0 Uy Up Uiz
@y @y Q3| = U Uy O || 0 up;y U
az; Q3 Qa3 U3; U3y Usg 0 0 s
(1,1): an=u} (2,1) ¢ an = wz - un (3,1): @y = w3 un
(1,2) 1 @12 = - (2,2): an = ul; +ui, (3,2) 1 a3z = Usa - sz + Usa - Uno
(1,3): @13 =1 - Uiz (2,8) 1 asg = g - Usg + Usy - Ung (3,3) 1 gy = ui; +uj; + uls

Metoda LU-rozkladu pro pasové matice

UvaZujeme matici A takovou, Ze

(3itka pasu je 2p + 1).
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p+1

p+1

Pokud lze realizovat LU-rozklad, pak

Li; =0, kdyz j>1 a j<i—p,
u; =0, kdyz j<i a j>i+p.

Poznamka: V pFipadé obecné matice viak nelze Eekat, Ze matice L a U bude mit nulovy prvek v téze
pozici jako jej méla matice A.

Pro pasové, symetrické, pozitivné definitni matice pouZivime specialni verzi Choleského rozkladu.

Metoda faktorizace pro tfidiagonalni matici

UvaZujeme soustavu n + 1 linearnich algebraickych rovnic ve tvaru:

cg  —by fo
—a; o b h
a & b; f2

—az ¢ —b; fs

—ap 1 Cup1 b 1| fa1

=, @ fn

Oznatime

Prvni dvé rovnice (prvni rovnice je vydélena cg) Ize psat ve tvaru:

a = a; —
Yo 191 B /@ ) "
—ay + ay — by = fi -

(e —aen)yy — by = f1 + a1 B
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E =
Zatim jsme neuvedli pfedpoklady pro metodu faktorizace
e je treba zajistit, aby jmenovatel ¢; a;o; byl nenulovy pro ¢ =1,2,...,n

® y; se uruje z rekurentni formule (%), pfitom miize dojit k akumulaci zaokrouhlovacich chyb.

Necht o, B; jsou dokonce presné vypotitané a necht méme §, = y» + €, (s chybou &,).

Potom postupné vypoitame podle (x)

Gi1=Bi+adf i=nn-1,..,1

chybu, bude jisté spliiovat homogenni rovnici

(protoze presné hodnoty ¥; spliiuji ¥:—1 = B; + 0:¥:)

Oznadime-li |&;

= Pokud by byly koeficienty |a;| > 1, dojde k velkému nériistu chyby & 11!

Pro[|a; <1,i=1,2,...,n|]je algoritmus stabilni.
—
()
Postacujici podminky pro zajisténi (s): Matice soustavy je ostfe diagonalné dominantni.

Diikaz viz literatura.

Pfiklady aplikaci, které vedou na soustavu s tfidiagonalni matici

1. Reeni okrajové dlohy

(ken'(@) —g(au(@) — —f(z) z€ (1)
u(0) 0
ul) = 0
k(z) > 0
ae) > 0
xg:—o )'(, )'(2 )I@ ' x,,l-/

z na(0,1) diskretizujeme ... sitz;

plvodni dlohu nahradime dlohou s diferenéni rovnici a pouzijeme vzorec pro pomérnou diferenci

2. Diferenéni schémata pro rovnici vedeni tepla

Numerické metody KMA/NM
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P?epi§e:e (rovnice vydélené koeficientem u y1) na tvar:
Y-y = B
kde
by | fi+aify
= ———| |fo=———
1 — a1 C1— a1
Po zobecnéni:
o PRIMY CHOD
1,2,...,n 1 N
o ZPETNY CHOD
Pro posledni dvé rovnice ziskame:
Yn-1 — Cnln = B / 'ﬂn‘_)
+

—GnYn1 + CaYn & = fa

(en = @n0n)Yn = fn + @nPBn

& ve druhé rovnici jiz neni ¢len —b,Yns1

Vyjadfime posledni slozku FeSeni:

Zpétné dosazujeme:

Efektivnost algoritmu

délent om+1 (A 4n—1+1+n)
nésobeni - 3n (n+n+n)

s¢itani a odéitani + 3n (n+n+n)

celkem (8n + 1) operaci

Poznamka: Pokud budeme Fesit tuto soustavu pro riizné pravé strany F, nemusime jiz znovu vyjadfovat
koeficienty a;, protoze nezavisi na F. Staci tedy prepotitat §;.

Numerické metody KMA/NM
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ou 8u
5 - e z€(0,0), t>0

u(0,) = m(t)
u(l,t) = pot)
w(z,0) = uo(z)

3. Soustava pro vypotet koeficientli kubického spline

(aproximace funkce) ... budeme probirat

Podminénost ilohy Fesit SLAR

UvaZujeme opét soustavu Ax=b, A ... n x n regularni, b € R".

Oznaceni:
AA ... mald zména matice A

Ab ... mald zména vektoru b
Ax ... odpovidajici zména vektoru neznamych

X" ... presné FeSeni soustavy Ax = b

Plati:

[(A+24)x +28x)=b+ 4D

1. Uvazujme situaci AA = 0, tj. A je zadana presné
Otéazka: Jakou zménu feSeni vyvold zména pravé strany?

Ax"+ AAx=b+ Ab
AAx = Ab
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Ax=A 'Ab
Z vlastnosti maticové normy plyne:

1o_ Al

(= [l

Ax'=b = |b]| <[A] - [x7|| =
Ax=A 'Ab = ||Ax]| < [A |- [Ab|

[Ax]| _ AT [|Ab]| - [IA]
<)~ [Ib]

<[lA - [lAll

2. P¥ipad, kdy Ab =0, tj. b je zadana presné

(A+AA)(x"+Ax)=Db
Ax® + AAX* + AAx+ AAAx=Db
AAx= AA(x"+Ax)

Ax = —AT'AA(X + Ax)

A
Iax] < 1A - IAA] - x* + Ax - 121
Tal
llax] v e IBA]
Ay g LAAT
e + Ay < 1A Iy
>Cyp
<A - 1]

3. Rozmyslete obecny pfipad Ab # 0, AA # 0 viz skripta (D.cv.)

Pozndmka: Pro symetrické matice je &islo podminénosti podil nejvétsi a nejmensi absolutni hodnoty
vlastniho Cisla.

[Armas|

G, =AMl |Al =
— ~  [Amin

1

e
Fmin

= Numerické metody KMA/NM
o ;- losef Dansk 13.2.2013

zménénd soustava y =3,1 —z;y —z— 1,2
2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

0 0,1 _ (1 11
AAf[U’2 0]’ A+AA7L’2 J

zménénd soustava Y = 17(3—z);y=1,22 —1

Numerické metody KMA/NM
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e

Geometricka interpretace - dobfe podminéna dloha (2D)

z+y=3 y=3 = iz =12
= feseni

z y=1 y=z 1 Yy =1
4

3

2

1

0

-1

2% 0 1 2 3 4 5

Dobte podminéna iloha - mald relativni zména vstupnich dat vyvola malou relativni zménu vystupnich

dat.
Gy = |74

0,5 0,5

Al= =0,5A
0,5 —0,5 ’

C, = 1-2 = 2 (tadkova, sloupcové norma); C, = %ﬁ =1 (spektrélni norma) |

20
(ara=[2 3] 1alsr=va A ther=5)

2
1. zména pravé strany  (zména matice AA = 0)

Ab— [0’1}, b+ Ab — [3'1]
0,2 1,2

Numerické metody KMA/NM
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Geometricka interpretace - $patné podminéna dloha (2D)

T4y—2 y=2-z } =1

= Feseni
z4+1,1y=2,1 y=11(21-12) y' =1

Spatné podminén4 dloha - mala relativni zména vstupnich dat vyvol4 velkou relativni zménu vystupnich

dat.
Gy =4 - |4l

11 10
A ’[ 10 10}

C, =2,1-21 = 44,1 (tadkova, sloupcové norma); C, = 2,0512 - 20,5125 = 42,07 (spektrélni norma) |

1. zména pravé strany  (zména matice AA = 0)

ab= 0 b= |2l
0,2 2,3
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zménénd soustava y=2,1 z;y= (2,3 1z)

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab — 0)

0

0 1
0 0,05

1
AA= [ 1 1,05}

| avan-]

zménéna soustava Y =2 —z; y
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* Poznémka: Jiny vypocet &isla podminénosti (prakticky)

lIxlly =3"1z: s [lxlleo = maxfz; , [lx]l2 = \/ZI?

s
Alls =max S aul, [|Ale=max3> aal, [Allsr = maxrf(4”4)
i k

(P¥i pouziti riiznych norem dostavéme obecné riizné &isla podminénosti.)

Cp=lA | - [|A]l

o [2,02 -2
S R

C, = 151 - 4,02 = 607,02 (¥adkova |.|);
C, —201 - 3,02 — 607,02 (sloupcova ||.||);

C,, = 158, 7479 - 3,1750 = 504,03 (spektralni ||.|})

Poznamky k podminénosti
o Stéle predpokladame, Ze A je regularni matice.

Soustava ma potom pravé jedno Feseni.

Predpokladejme, Ze je matice A normalizovana tak, Ze jeji max. prvek v absolutni hodnoté je roven 1.

Je-li soustava $patné podminénd, potom matice A~ musi obsahovat velké prvky.

napf:

1 1 —99999 100000
A— At =
[1 0,99999} = LUUDDU IUUUUD}

To odpovida faktu, Ze &islo podminénosti je velké [C, = ||Al| - |[A ||| (norma |A || je velka).

e Rozbor chyb

X" ... presné, X, ... vypoltené

= chybu miZeme méFit pomoci rezidua b (pro presné feSeni je r = Ax" b=

0)

Plati: Je-li x. blizko x* = reziduum je malé. Bohuzel to neplati obrdcené !!!

Ax=b
zména na vstupu ... AA
vyvold zménu na vystupu ... Ax
(A+AA)(x+Ax)=b
[[Ax]|
o Ix
7 [2A]
lIA]
Ptiklad

zména matice soustavy

0 01 = 50 —99,9
AA= : —A+AA= .
A [0,2 0] = DSl {50,2 101}
o w1, [2.8527
X=A b’[1,4278}

oeex x-f] 8- [520

1| |1,4278 0,4278
Il 1.vektorova / sloupcové|maximova / fadkova | euklidovska / spektralni
1,2805 0,8527 0,9539
] 2 2,2361
0,2 0,2 0,2
50 100
A= [50 7101} 201 151 158,7479
Cp 428,97 321,89 338,6
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Pro $patné podminénou Glohu obsahuje A~" velké prvky, které i pro malé hodnoty r mohou znamenat
velkou chybu.

pi:
A= [1 i ] , b= { 2 }
1 0,99999 1,99999

presné Feseni: x* = [1,1]7
vypottené mize byt:  x. — [~98,100]"

r=Ax.—b= 2 = 2 = v
1,999) ~ |1,99999]  |—0,00099

= je lepsi pokouset se odhadovat ||x. — x*||.

Bohuzel se v odhadech vzdy vyskytuje norma ||[A || 1!l Podrobnéji viz literatura.
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€ - ;. z® = 0.99
F i B N S ]
g araéni ¢ @
Kapitola 4. SLAR - iteratni metody gt =mam
z®) = 0.9999
Metody na Fe$eni SLAR
fimé (GEM, metoda LU-rozkladu) 7 Zastavime nap¥. pomoci podminky na rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci z(*) — z(®)| < ¢ = 0.001
® primé , metoda LU-rozkladu

® iteracni Uvedeny postup realizujeme pro soustavy.
e gradientni
Podobné jako v metodé prosté iterace pro nelinearni soustavy prepiseme soustavu
Iteraéni metody najdou presné feSeni teoreticky az po nekone¢né mnoha krocich. Ax—b=o0 — F(x)=o
Pamatujme si, Ze v numerické praxi pouzivdme pro FeSeni soustav s plnou matici pfimé metody, zatimco na tvar
pro specialni (¥idké) matice pouzivéme iteraéni metody. x—Hx+g — x = ®(x)

Toto rozdéleni je déno vypotetni sloZitosti téchto metod, tj. po¢tem matematickych operaci s&itani,
od¢itani, nasobeni a déleni nutnych k ziskani vysledku. Uvazujeme-li soustavu linearnich algebraickych rovnic, tj. funkce F je linearni, miizeme potom najit linearni
predpis pro funkci ®.

Poznamka: V pripadé plné matice je vypocetni cena v kazdé iteraci fadu n”, srovname-li toto s celkovou
vypoletni cenou primych metod, tj. fadové 2/3 n?, vidime, Ze ma-li byt vypoZetni sloZitost iteraini metody
stejnd jako u pfimé metody, musela by iteraéni metoda najit Feseni (s pfedem zadanou presnostf) fadové po
n iteracich. Na druhou stranu v pfipadé specialni (Fidké) matice je vyhodné pouZit iteraéni metodu.

V3echny iteralni metody pro FeSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic budou pouZivat iterani formuli

samoziejmé s rliznou itera¢ni matici H a vektorem g a je zfejmé, Ze o kvalité metody rozhoduji pravé
vlastnosti matice H.

Ptiklad
Uvagujme rovnici Potatetni aproximaci x(°) zvolime a vypotet ukon&ime pomoci zastavovaci podminky
9z —9 [x®  xtD) < ¢
Pfesné feseni je
zt =1
Rovnici Ize pfepsat napf. na tvar )
10z —z— 9 Jacobiova metoda
Princip:
_9+=z
x 10 Z i-té rovnice vyjadfime z-tou slozku vektoru x
i-ta rovnice: @i Ty + QinZs + - -+ + AinTn = b;
e viz metoda prosté iterace pro nelinearni rovnice
n
e nyni uvazujeme linedrni rovnice, proto predpis funkce @(z) miize byt linearni pro a;; # 0: T = a%, (171 Z ﬂtjlj)
3=1, 3
e Fedeni hledame pomoci rekurentni formule (volime napt. z(® =0 ) L
Iteraéni formule:
k
I(k+1):g+z(] ot q = .
10 ot = @ | b > '11'115 )
3=1, 371
Dostavame
z = 0.9
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Nz
Gaussova-Seidelova metoda 1 il n
zsk“] =(1-w) Ifk) +w o b — Za,jzgk'l] -3 a,]zgk]
Princip: it i=1 joit1
25 2 G5
Stejny jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem, Ze jestlize pfi vypottu (k + 1)-iterace jiz 5

znéme (k + 1)-iteraci nékterych slozek, tak ji pouzijeme. , ) L o X L .
Poznamka: (k + 1)-iterace metody SOR je linedrni kombinaci (k + 1)-iterace ziskané Gauss-Seidlovou
Z i-té rovnice vyjadiime i-tou slozku vektoru x metodou a predchozi k-té iterace metody SOR

)

4 . k41 k41
1-t4 rovnice ATy + QinTs + -+ + QinTn = b; :cf )= "JIEGS U (1 wa

pro a;; 7 0 T

Iteracni formule:

) Maticovy zapis iteraénich metod

i1 n
(k+1) 1 (k+1) (k)
T =gy (b1 - Z]“UI: - > T,
=

st Nejprve rozlozime matici A:

kde L je dolni trojiihelnikova &ast matice A s nulami na diagonale, D je diagonalni matice a U je horni
trojahelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale.

Relaxaéni metoda SOR Jacobiova metoda

Princip: Ax b
(L+D+U)x b
Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jejiz iteratni formule je Dx+(L+U)x — b
3 1 =1 1) o o Dx = b—(L+U)x
Z’L D (b: = Zaﬁjzgk U > asz(k s .
e Ah 09 x = —D{(L+U)x+D"'b
o, &
dale vyjédiime (k + 1)-ni iteraci pomoci k-té iterace a prisluné zmény  (tj. pficteme a odetteme
15" ) Gauss-Seidlova metoda
1
z5k+1] _ zsk) + L Ax b
i (L+D+U)x = b
(L + D)x + Ux b
® (L +D)x b Ux
k urychleni vypoctu pouzijeme ideu, Ze nepfi¢teme k predchozi iteraci zménu r; ', ale jeji nasobek . .
k x = (L+D) 'Ux+(L+D)'b
wry —— [ S—
Hgs gcs

1 i1
zEk“) = zEk] +w- ;(h = auzﬁk“)
. =il Relaxatni metoda SOR

Iteracni formule:
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Mo = 1 Po odecteni dostévame
wAx = wb /+Dx X x = HEED x)
(wA+D)x = wb+Dx el®) = Helt=
[w(L+D+U)+D)]x = wb+Dx Plati:
(wL+D)x = wb+ Dx—wDx - wUx o) = Holk 1) — HZel3) = — FFe®
(wL+D)x = [(1-w)D - wU]x+wb
x = (wL+D) *[(1-w)D-wU|x+ (wL+ D) 'wb limx* —x* & lime® —0
Hsor BSOR —o0 k—oo

Véta: Dana konzistentnf iteraéni metoda x**! = Hx(*) + g konverguje pro libovolné x(®) € R” pravé tehdy,

Iteraéni metoda je dana formuli kdyz je stabilni, tj

A (e o) PR o(H) = max; |A,(H) <1 |
Pro presné feseni x* musi platit kde ¢islo o(H) nazyvame spektralni polomér matice H a A;(H) jsou vlastni &isla matice H.

o x'=Hx'+g

= [A'=HAb+g]

e x=A'b Poznamka: PFi fime souvislost s dou prosté iterace pro FeSeni soustav nelinearnich rovnic. Funkce
®(x) z prepisu x — P(x) musela spliiovat podminku (b') ... (pokud byla diferencovatelna)

[Zac0n): 19@i<a vz ]

Definice: Iteraéni metodu x(**1) = Hx(¥) + g nazveme konzistentni, pokud plati (*).
V nasem pfipadé je d(x)=Hx+g = & (x)=H

Poznamka: Uvedené metody jsou konzistentni.

e napf. pro Jacobiovu metodu musi platit: L

-1, _ _p-L =il =il
A — DL+ U)A'b+D"'b

H, L34 Spektralni polomér p(H) je také normou matice H, tj.
A™'b=D7" ( (L+U)+ A] A™b Predchozf véta je silngjsi (kritérium)
NSt it
D

Y Véta pro prostou iteraci uvadéla postacujici podminky

D.cv: Ukaizte, z idel R j konzit i A . a p . - 1 a —
O B Wheriis, e CausSaiiblng meivib 2 ek H0IR fson Lol Poznamka: Uréovat g(H) je celkem drahé, proto za chvili uvedeme vétu (postaujici podminky) jejiz

predpoklady se ovéFi snadnéji.
Definice: Itera¢ni metoda x(**1) = Hx¥) + g se nazyvé konvergentni, jestlize pro kazdou potate¢ni
aproximaci x® € R plati:

= Definice:
lim x*) o
oo Maticovou normu || .|| nazveme multiplikativni, spliiuje-li pro vdechny Etvercové matice A, B Fadu n
Chyba k-té iterace: vztah
Pfiklad 2
Nutna a postacujici podminka konvergence metody Re¥me soustavu Ax — b Jacobiovou metodou.
1 0,9 0,9 2,8 1
iteraéni predpis x® = Hx* D g 0,9/, b= (28|, presné resenix" = |1
1 2,8 1
konzistentni metoda x'=Hx"+g !
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) 0 -0,9 —0,9
H-1-09 0 -09 V(Ax) = u([Ax,0,0,...,0]) = u(A[x,0,0,...,0]) < u(A)u([x,0,0,...,0]) = u(A) - ¥(x)
0,9 0,9 0 (=)
vlastni &isla jsou 1,8;0,90,9 = pH)=1,8>1 = metoda diverguje !!! (*) @ je multiplikativni

Uvazujme normu ||H]||x = max;; [hy;]
D.cv. UkaZte, e ||| a splfiuje vlastnosti normy. Véta (Postacujici podminka konvergence)

H

I[EL Je-li pro multiplikativni normu splnéna podminka |[H]| < g < 1|, potom posloupnost {x“‘]} uréena
|| /2 neni multiplikativni: konzistentni formulf

napr: x® = Hx* D 4 g
A= {1 1] B= [2 2] A-B= [4 4] konverguje pfi libovolné volbé vektoru x(®) € R™ a plati
1 1] 2 2| 4 4

Al =1, IIBllw =2, |[|A-Bfx=4

1A e - 1Blle =2 < [|A-Bllu =2

i Diikaz: Diisledek kritéria a predchozi véty (jiny diikaz viz skripta).

Véta: Pro kazdou multiplikativni maticovou normu || . || a &tvercovou matici A plati: Odhad chyby
o(A) < [|All} Predpokladame, Ze je splnéna postacujici podminka konvergence
IH[ <g<1
x® —x* =H(xk U _x*) =
Dilkaz: = H(x®1 — x®) 4 x(*¥) —x*) =

o(A) = max{|A[} = A —HxE D x®) L HE®  x)

o necht &islu A, odpovida normovany vlastni vektor v, (v(v,) = 1)

e potom Odtud dostavame w
o(A) = A,|-v(v,) = v(,v,) = ¥(AvV,) [ —x

<gq Hx(k) _ xlk 1)H +q ‘ k) _ x*

(1=q) |x—x
(S

< ol
vlastnost kompatibilni maticové a vektorové normy:

>0
v(Avy) < [|A| = IAll-1 =]lA]l a po vydgleni
- D P , ‘Xm & <LHX(H N UH
Pomocnié véta: Ke kazdé multiplikativni maticové normé p existuje kompatibilni vektorova norma v. 1-¢ i
Diikaz: Je dana maticova norma p.
Definujeme v(x) = u([x,0,0,...,0]) ... spliiuje vlastnosti normy Jestlize Hx”" x(* ‘)‘ < €, potom

? kompatibilita:
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Priklad 3

Jacobiovou metodou Teste soustavu Ax = b.

8 4 2 14 0
A=|110 1|, b= 12}, x‘“’fH
00 2 2 0
000 [8 0 0] [042
A:1on+0100+001}
ooo looz2 looo

0 0,5 0,25 1,75
H,--D'L+U)-|-0,1 0 70,1}, gJ*D’ib*[l,Z}
0 0 1
Provedeme 5 iteraci:
k| ¥ k] ah
0j0 0 0
1(|1,75 12 1
2(/0,9 0,925 1
3/|1,0375 1,01 1
41/10,995 0,99625 |1
5//1,001875 |1,0005 1

0, 006875
x®  x® = |0,004250
D) 0, 000000,

Odhadnéme chybu x®, tj.

H|
HX(S) x*|| < 1”7” . HX(S) x(“)H

[H]|

maticova norma vektorova norma odhad chyby

0,5
||H]||s = max(3 ha) = 0,5 |[t®; = S |r; =0,011125 i ’0 = - 0,011125 = 0,01112!
. 0,75
|H||x = max;(3 hi) = 0,75 |[£®)]| o = max; |7;| = 0, 006875 05 - 0006875 = 0,0206
k 1
0,56

s
||H||sp = max; AZ(HPH) = 0,56 ||[x®)[| = ©r = 0,0081 - 0,0081 = 0,0103
i

0,44

Numerické metody KMA/NM
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Rychlost konvergence
o Linearni rychlost konvergence

Sq€(0,1) Fko > 0VE > ko ||Ix4) — x*| < gf]x®) — x|

o Superlinearni rychlost konvergence

[1x#D = < qel x® — '], kde gx =0 (k — o)

o Konvergence Fadu r
[ — ] <l
Poznédmka:
e Jacobiova, Gauss-Seidelova i SOR metoda maji linedrni rychlost konvergence
x4yt — H(x® — x*)
béhem vypoctu se neméni iteratni matice H, jedna se o stacionarni metody
||[H| <gq, [H| ... pevné &islo

e Metody se superlinearni rychlosti konvergence patfi mezi nestacionarni procesy

V kazdém kroku se mohou ménit Hy, gx.

Potom ||[Hy|| < gy, plati-li gx — 0 pak jde o superlineérni metodu.

Definuj asymptotickou rychlost konvergence

Numerické metody KMA/NM
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Geometricky vyznam

vzdalenost x(®) a x* je mensf nez vypottena hodnota

x(5) < 0,0206

[|x5)

Il < 0,011125

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

lle®|

|R = flﬂgiue(,ﬂ,l]“ > —log|[HJ||

ta urcuje pocet platnych desetinnych mist ziskanych v jednom iteraénim kroku.

Prakticky:

el _ ™ x5 <™ XY

=21~ [ac®=0 et [ 7 g2 [l x|

Poznamka: Pro metody s linearni rychlosti konvergence (Jacobiova, Gauss-Seidelova, SOR metoda) Ize pro
urychleni pouzit Aitkenovu extrapolaéni formuli (viz dfive).

Posloupnost chyb je geometrickd
o®) — Helk-1

E(H\) e(h)
—_—
oY @ o o
o o o) g
o n =
ok ok 1)

po Gpravé:

o ks (=0 =)
T} N T = -

: sz“) 215"] +z;

P¥i odvozeni metody SOR jsme se pokusili urychlit vypocet zménou iteracni matice H tak, aby méla mensi
spektrélni polomér g(H). Cim mensi je o(H), tim je vét3i asymptoticka rychlost konvergence.

- log x
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Véta: Spektralni polomér g(Hsor) spliiuje podminku

eHson) >0 1| VweR

Diikaz:
Hsor = (wL+ D) *[(1 - w)D - wU]

Je znamo, Ze soutin vlastnich isel je roven determinantu

[T2: = det(Hsonr)

1

det(Hsor) = det [(WL + D) *[(1 - w)D - wU]] = det [(D(MD 'L+1)) 'D[(1-w)-wD 1UH =

— det [(WD’1L+I)’1 [(2 —w)I - wDU] ] — det (wD~ ~.det [(1 —w)I - wDU] = (1~ w)"
-
(%) (%)
() dolnf trojdhelnikova matice s 1 na diagonale
(**) horni trojihelnikova matice a prvky (1 — w) na diagonale

Mx=01 w) = |max|]h > o
——
o(Hson)

(*xx) Dikaz sporem: VA;: |A]< 1-w /ﬁ

i=

T <1 —wf”
=1

Diisledek: Aby SOR konvergovala, musi platit:
o= 1] < [elHson) <1]

lw-1]<1 =

Poznamky:
Parametr w v relaxatni metod& SOR volime z intervalu (0, 2).
Pro w = 1 prejde relaxaéni metoda na Gauss-Seidlovu metodu.

Volba parametru w samozfejmé ovlivni rychlost konvergence iteraéniho procesu metody SOR.
Lze ukazat, Ze existuje optimalni hodnota parametru omega
2
. —
1+ 0*(Hy)

Wopt =

Numerické metody KMA/NM
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Ax=b, rozklad matice A =L+ D+ U

oznaéime-li C =L + U, potom A =C+D
o Jacobiova metoda

x4 = Hyx®) + g,
Hy= D'(L+U)= D'C a g,=D7"b

e Matice A je ostfe diagonélné-dominantni, tj. plati

n
lasl > > ay i=1,2,...,n
i=l#i

e Pro nas rozklad A = C+ D tedy plati:
di| > > |eis i=12...n [:|di#0
=1

( kdyby |di;| = 0, potom by byl cely fadek nulovy ... A je ale regulérni

)

o Plati:

<1 proi—1,2,...,n (%)

M=
e

e Pro iterani matici plati:

H;=-D'C=-| =

o Radkova norma matice H:

||HLll = m'axz <1 plyne z ()
=

ij
di;

Geometricky vyznam Jacobiovy metody

z(®) y*)
9.0000{0
5.3333]2.6667
4.7407|5.1111
4.1975|5.5062
4.1097|5.8683
4.0293|5.9268

9z + 2y = 48 241 = 1(48 — 2y(0)

2z + 3y = 26 y®+D) = 1(26 — 2z(0)

EEOEEEE
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Pro spektralni polomér iteraéni matice Hsor relaxacni metody Ize odvodit nésledujici zavislosti:
e zévislost spektralniho poloméru iteraéni matice metody SOR na relaxaénim parametru w

o(Hsor)

0 1 W, opt 2

e zavislost spektréiniho poloméru iteraéni matice metody SOR na spektralnim poloméru iteraéni matice
Jacobiovy metody

Konvergenéni véty

Dosud jsme udavali podminky pro iteraéni matici H. To je oviem nepraktické. Uvedeme nékolik snadnéji
ovéfitelnych podminek.
Véta 1 Je-li matice A ostre diagonalné-dominantni, potom konverguje Jacobiova i Gauss-Seidelova metoda
pro libovolnou volbu x(®).

Véta 2 Je-li matice A symetrickd a pozitivné-definitni, potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pro
libovolnou volbu x(®).

Véta 3 Nutnou podminkou konvergence metody SOR je 0 < w < 2. Pfidame-li symetrii a pozitivni
definitnost matice A, dostaneme postacujici podminky konvergence.

Duikaz Véty 1 pro Jacobiovu metodu:

Numerické metody KMA/NM
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Jacobiova metoda

12 1. rovnice
2. rovnice
e} iterace

9x+2y=48
-2} 2x+3y=26

-4+

Geometricky vyznam Gauss-Seidelovy metody

4.0043|5.9971
4.0006|5.9996

NECEPS
0]9.0000]0
9z + 2y = 48 g+ = 1(ag 2y 1]/5.3333|5.1111
2|[4.1975[5.8683
2z + 3y = 2 y*+ 0 = 1(26  2z(++)) 3[/4.0293|5.9805
4
5
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Gauss-Seidelova metoda e Metoda SOR
4
121 \\ 1. rovnice 12 \ ———  1.rovnice
2. rovnice 2. rovnice
\ o iterace o iterace
101
sl
sl
4
2
ofF
9x+2y=48 Ox+2y=48
-2F 2x+3y=26 -2 2x+3y=26
\ omega=0.8
4 4|
. | | | . | L . . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Geometricky vyznam metody SOR (w < 1) Geometricky vyznam metody SOR (w > 1)
9z + 2 — 48 olis) = 1(48 — 2y®) 9z + 2 — 48 2l = L(48 — 2y®)
2 + 3y — 26 st = (26 — 22(k+1)) 2z + 3y = 26 g8 = 1(26 — 20(k+)
AESHPS AESPS
[0/9.00000 [0 9.0000]0
o) — wi(48 — 2yM) + (1 — w)z® 16.0667]3.6978 2+ = wl(48 — 2yM) + (1 — w)z® 1(/4.6000]6.7200
24.8226|5.1008 2/3.6880|6.1056
Y = w(26 — 22049) + (1 - w)y® 343244 5.6472 Y4 = wi(26 — 22t4Y) + (1 — w)y® 3][4.0342[5.9515
4114.1276|5.8614 41/4.0061|6.0048
5/4.0502|5.9455 51/3.9975/6.0010
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Metoda SOR Ny e
Ve k. B
2l \ P— pitola 5. SLAR - gradientni metody
2. rovnice
[e} iterace
10 Metody na reSeni SLAR
e piimé (GEM, metoda LU-rozkladu) v
8 e iteratni (Jacobiova m., Gauss-Seidelova m., metoda SOR) v
o gradientni
6k
Motivace
4
Uvazujme kvadratickou funkci redlné proménné z:
- 1 2
2 f(z)=30z" —bz+c, a>o0
ok Nutné a postaujici podminka minima funkce (f’(z) = D) ma tvar
9x+2y=48 \ az = b.
\ X
-2t 2x+3y=26 \
\ To znamend, Ze misto FeSeni linearni rovnice mizeme Fesit Glohu najit minimum konvexni kvadratické
omega=1.2 \ funkce f(z) (ob& Glohy maji stejna fedenf).
4l
L L L L L L Uvédomme si, Zze v pripadé funkce vice proménnych je teba splnit dalsi podminky kladené na matici
0 2 4 6 8 10 soustavy A, abychom zarudili konvexnost pfislusné kvadratické funkce.

Uvazujeme soustavu (kde matice A je symetricka, pozitivné definitnf)
Ax=b
Dale uvazujeme kvadratickou formu, tzv. energeticky funkcional
F(x) = % TAx — bTx.

Plati
grad F(x)=Ax b.

Funkce F(x) je konvexnf a kvadraticki =  F(x) ma globélni minimum a pro bod minima X platf
grad F(X) = AX— b = 0.

Bod minima X je tedy feSenim soustavy Ax = b.

Pozndmka: Ulohy najit bod minima funkce F' a Fedit soustavu Ax = b jsou ekvivalentni.

Poznamka: V piipadé soustavy 2 rovnic si Ize udélat geometrickou predstavu, nebot pro x € R? je grafem
funkce F(x) elipticky paraboloid, jehoz vrstevnice jsou elipsy. Minima F(x) se nabyva ve vrcholu paraboloidu.
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z T
N~
1 Yy P~
el
Priklad 1
Uvazujme velmi jednoduchou soustavu Ax = b, kde Rezy svislou rovinou y = pz +4q
25 0 25 1
A= . b= L x = . I 2 1 oen2 2
0 16 8 0,5 F(z) = (252" + 16y°) — 25z — 8y — (252° + 16(pz +4)°) — 25z — 8(pz +q) =
Y
1
= —(252” + 16(p°z” + 2pgz + ¢°)) 25z 8(pz +4q) =
0,5 x* 2
25 16
=G+ 7p2) z? + (16pq — 25 — 8p)z + 8¢° — 8¢
0 1 x S———
>0
Odpovidajici kvadraticka funkce je
1 1 25 0 [z T 1
F(x) = =x" Tx == = —(252” +16y°) 2 b
(x) X Ax b'x 2[1 y][o 16] L] [25 8] L] 2(52 +16y”) 25z 8y
Vrstevnice (hladiny):
1 2 2
5(262° +16y?) — 262 — 8y — ¢
2522 + 16y° — 50z — 16y = 2c
1
25(z — 1)? — 25 + 16(y — E)’ —4=2c
1
25(z  1)° +16(y 5)2 =2c+29
napt. pro ¢ = %:
Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
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N
P 74
F(Ila x?)
Sy
T2
Princip V pipadé soustavy dvou rovnic ziskime promitnutim grafu funkce F(x) do roviny proménnych z;, z,

systém soustfednych elips - hladin (vrstevnic).
Stejné jako u kazdé iteratni metody nejprve zvolime potatetni aproximaci fedeni x(%).

Princip gradientnich metod spotiva v tom, Ze zvolime smér a v tomto sméru se budeme chtit co nejvice Z2
pribliZit k presnému FeSeni. Gradientni metoda je tedy uréena volbou smérii, ve kterych minimalizujeme funkci

Béhem jedné iterace se pohybujeme po povrchu grafu funkce F(x) tak, abychom se dostali na nizsi
vrstevnici.

T

Metoda nejvétsiho spadu

Metodu nejvétsiho spadu ziskame, pokud budeme za smérové vektory volit sméry nejvétsiho spadu, tj.
vektory
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[4% = — grad F(®) = b — Ax®)]

Iteracni formuli volime ve tvaru

X x4 ¢ g |

v kazdém kroku metody ur¢ime smér nejvétsiho spadu d®) a provedeme jednorozmérnou minimalizaci v
tomto sméru, tj.

min F(x® 4 ¢td®).
t>0

NVl

funkci proménné t ozna&ime ¥(t).

Potom plati:

1
F(x® +td®) = 3 (x® + ¢ d®)T AP + £d®) — bT(x*) + ¢d®) =
(S

(t)

= %x“‘)TAx(k) 4 %tx("]TAd(") + %td("]TAx("] + %ﬁ d®TAd® — pTx®) — ¢ pTd*)

Lﬁt] = %x(*)TAd““] + %d("]TAx(") +td®TAd®)  BHTA®

Poznamka: Prni 2 &leny, tj. x®TAd® a d®TAx(®) jsou skalry a jsou si pro symetrickou matici A
rovny.

dOTAx® = (d®T AxENT = (Ax)Td®) = xBT AT

Numerické metody KMA/NM
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Véta: Metoda nejvétsiho spadu konverguje (pro symetrickou, pozitivné definitni matici A) pro libovolnou
{ volbu potatetni aproximace x(®) k presnému feeni soustavy Ax = b.

Diikaz:
Konvergenci dokazeme v normé |.| o = vxTAx (tzv. energetickd norma).

|[-lla je s euklidovskou normou ||.||> ekvivalentnt, tj. z toho jiz plyne i konvergence v | .|, = vxTx

(Definice: X ... linearni prostor, ||.[[z a[.[l2 ... normy na X;

lll1 a |||} jsou ekvivalentni, existuji-li &sla ¢,C' > 0: Vx € X c|[x]: < [jx[]2 < C|x]1)

tj. ma platit
&xTx < xTAx < C%Tx
(@hx < xTAx < xT(C°I)x
plati pro ¢ = Amin , C = [Amaz
x* ... presnéfeseni Ax=b
e®) = x(k]  x* . chyba k-té iterace

Odvod me nejprve vztah pro energetickou normu chyby k-té iterace.
F(x®) - F(x*) = F(x* + e®) - F(x") = ... (%)

Obecné pro 2 body x, x + td plati:

1 1
E(x +td)TA(x + td) — bT(x + td) — ExTAx +bTx =

F(x+ td) — F(x
1
— xTAd + ST Ad = tbTd -
=td"(Ax b)+ %t’dTAd

Pro n&$ pripad x =x*, t=1,d = el®

1 )
L= F(x +e®) - F(x*) = Ee“‘]TAe““ = [le®|% (+%)
)+ (0%) = F(x®)  F(x') = le® Ael® (xxx)
(xxx) = F(x*+D) - P(x*) = %e("“]TAeU‘“) (%)

Odeétenim (#x##%) a (***) dostaneme
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ay(t)

== td®"Ad® + x*®TAd®  pTd®
el el
(x®TA —pT) d)
& a70)
qwT

%Et) — £ T AQ® 4 x BT Aq) _ pTql)
9 AdY - b

(x®TA —bT) d®
& 22
_qwT

av(y

= td®T AW — T g — o

o FOMFEO]

TNV

Poznamka:

Pokud by matice A nespliiovala podminku symetrie, jaky vysledek by nam dala metoda nejvétsiho spadu?

grad F(x) = 0

e ) = e (%XTAX b7x) = %(XTA)T + %Ax = %ATX n %Ax b=0

Algoritmus metody nejvétsiho spadu
1. volba x9 ¢
2. vypotet sméru spadu  d* = b — Ax(*¥

4 _ 4®T g

h ypolet koefici
3 vypocet koeficientu d("]TAd("]

4. vypolet nové iterace  x**1) = x(¥) 1 ¢(kig(*)

5. k=k-+1 azpét na2) pokud [x*+1) — x| > ¢

Poznamka: Abychom usetfili operace nasobeni matice a vektoru, uréime d®**1) takto:
d*+1) — b — Ax*H) — p — A(x(F) 4 ¢F)@g)) = @F) — ¢} Aq(R)
&
()
(%) toto se potitalo v kroku 3 v predchozi

iteraci
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F(X(k+1)) F(x(k)) — %e[k+1)TAe(l:+l) %e(k]TAe[k) | (%)

kde iterace x(**1) je vypottena metodou nejvétitho spadu, tj.

41 (k) y (k) ()

Pro vyraz na levé stran& opét pouzijeme zvyraznény vztah pro hodnoty x = x(*), ¢ = ¢(¥) d = r(¥)

F(x® 4 t0p®)) - p(x®) = t(k]r(k]T(Ax(h) _ b) + L2 T g )
——/"3

IO
( (%) jsme potitali podle vztahu
T T T
_ Ty L1 (W r®)? T g 1 (x®Tp®)? -
rT AR 2 (p(0)T Ap(k))2 2 p()" Ap(k)
( )
Porovnanim (&) a (&) dostaneme
1(e®T®)2 @ 1 T
_LE )T LT k) _ LT p )| 0
2 0T Ars) 20 € 3¢ A¢ ©)
Nyni posledni rovnici
a) vynasobime 2
b) posledni &len pfevedeme na druhou stranu
c) a vydélime jim rovnici
Dostaneme
elk+1)T A glk+1) a (r(k)Tr(kJ)z i
eMT Aelt) T Ar® et Ael®) )
e G S
Plati | Ae® )] protote Ax*—b=0 a rl) —b— Axk*
@ =b Ax¥+Ax b
X TAX)
A(x® —xM)
S
RO)
Dale z | Ae® )| plyne e®) = A 'r*) a tedy odhad
le®1 < 1A |- =¥
Pro () dostdvéme odhad:
elk+1)T A glk+1) ”[.(k] 14 1
<1- —1- =q<1
e®Tae®) =" [A[-[[r®]2 [[A 1] [x2 AT A T ¢
Tj.
| k4T A1) < g oM Ael®) VE | (m)

ekt 0T A glkt1) < q e®T A) vk
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Diikaz:
Jde o to odhadnout g v (H).
le® IR < qlle™i = ™ < ¢*le®i
gmie— 2 __ g 1 _[Z&)=1_ H&)-1
IA[ - [A 1 #(A) AA) N\ HA)+1
S~ S——
= Amaz 1
i
Diikaz posledni nerovnosti:
(e(A) -1 _ #(A) -1
) — o) o . —
VI S A
»x(A)—1 1
el S’ S R .
(A) = (A F1 [ A)A) +1)
%2 (A) —1< %2(A) . OK
Geometricky vyznam metody nejvétsiho spadu
Numerické metody KMA/NM
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\ i
Vlastnost rezidui

Véimnéme si faktu, Ze vzdy po sobé jdouc iterace sméru spadu, tj. d® a d**%) jsou na sebe kolmé.

Cviceni:  Ukazte, Ze plati
AWT g+ — q®T (p — Ax(k+D)y —
( )

— dWT (b — A(x®) 4 t®aM)) =

= d®7 (b— Ax®) — tBIA dW) =

= d®T(d® A dW) =

— dBTqr R geT A qi) =

T
— a®Tqe _ d®7d® w7, g
PO

— d®Tq® — gwTgm — g

Poznémka:

V pfipadé, ze budou hladiny (elipsy) ,velmi protéhlé”, bude obecn& metoda nejvétsiho spadu konvergovat
velmi pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt.

Na druhou stranu, pokud budou hladiny (elipsy) ,skoro kruznice”, bude metoda nejvétsiho spadu konver-
govat velmi rychle.

Nevyhodu cik-cak efektu odstrani nova metoda, tzv. metoda sdruZenych gradienti, kterd vyuziva
dtimysln&jsi volby smérii minimalizace, a sice tak, aby se neopakovali, jak k tomu dochazelo u metody nejvétsiho
spadu.

Priklad 1 - pokragovéani

Uvazovali jsme jednoduchou soustavu Ax = b, kde
2% 0 ~[os
o 16/

7]

8

Jedna z vrstevnic méla tvar

pomér poloos:

\/):*\/EHAMEM—\/E*\/Z

Poznamka:
e Propfipad Ay > Ay ziskame protahlé elipsy
e Propripad A; 2 A,  ziskdme skoro kruznice
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Metoda nejvetsiho spadu
L 1. rovnice 0] 0]
12 —— 2. rovnice 1= )
o iterace 01]/9.0000|0
hladina 1][4.7425]1.0321
10 2/5.5081|4.1902
3/4.2240|4.5015
4]/4.4549|5.4541
5/4.0676|5.5480
8
6
4
2
0
Ix+2y=48
-2 2x+3y=26
4k
L L L 1 L 1
0 2 4 6 8 10
-50
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i~

Ptiklad 2

n
T

°
T

-

Pomoci metody nejvétsiho spadu Feste soustavu Ax = b, kde
3 0
~ [0 200]’

Metoda nejvetsiho spadu

A et ©
, pocatecni iterace x\*) =

27
0,6

1. rovnice
2. rovnice
iterace
hladina

FO)
27.000000{ 0.600000
26.307758|-0.317804
25.139940| 0.563008
24.491101|-0.297251
23.396504| 0.528335
22.788346|-0.277987

y(®)

-2.657606 | 0.010180

Priklad 3

Pomoci metody nejvétsiho spadu Feste soustavu Ax — b, kde

40 01] . _[-8
A= 01 41] b’[z]

vlastni Cisla matice A:
A1 =3 a X =200

, potétetni iterace x(®) = {

27
0,6

presné feSeni soustavy je x* = [

J

3
1
100

|
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.. #(A)—1 2
Metoda nejvetsiho spadu d (A) T 1 = (A) +1 ~ 0
40 1 —_—
~2
;' :gz::ﬁz o Pokud jsou vrstevnice sféry (v R? kruznice), potom metoda nejvétsiho spadu nalezne Feseni (presné)
20 o iterace v jednom kroku.
——  hladina
Poznémka:
20
Smér, ve kterém provadime minimalizaci v ramci jednoho kroku metody, miizeme volit i jinak nez smér
nejvétsiho spadu.
10 Obecné oznatme pouzivané sméry s(*).
Novou iteraci hledame ve tvaru
(k1) = x(0) | ¢gk)
0

Koeficient ¢ ziskdme z jednorozmérné minimalizace

min F(x® + ts®))
50—
~10 2(t)

1 )
3(t) = E(x“‘) +ts®)TA(x®) 4 50) — b7 (x¥) + ¢ 5¥))

-20
_30 40x+0.1y=-8 %}Et} = tsMT A 4 (T AGH) _ Tk — g
1 = —_—
0.1x+41y=2 (x(HTA bT) i
T 4
40 (Ax®) p)”
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 S
= ™ (reziduum)
k[[z®) y®) vlastni &fsla matice A:
0(27.000000/0.600000 A =39,99 a Ay =41,01
1]]-0.197972|-0.032418
21|-0.199872|0.049274 presné Fedeni soustavy x* se s x(%)
31|-0.200123 | 0.049268 shoduje na 6 desetinych mist Volime-li za vektory s(*) postupné jednotkové vektory soutadnych os, ziskame Gauss-Seidelovu metodu !!!
Pokud na vektor x aplikujeme 1 iteraci gradientni metody se smérovym vektorem e; = [0, ...,0,1,0,...0]7

Poznamky k rychlosti konvergence:

(na -té pozici 1, jinak 0), dostaneme:

0 gl = (ZA =1k o) e Te;
[EREEN (K(A)H % — x*[[a ximx+ Fe, )
i Aey
Plati: elA ... i-ty fadek matice A
e Je-li #(A) > 1, tj. Amaz > Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje pomalu o . A @ i A
"(A)’l,”(A)’lJrl*l,l 2 < 5 r = b—Ax ... reziduum
x(A)+ 1 #(A) +1 x(A)+1 = rTe; =7, ... i-té slozka vektoru r
YT
— 00 pro x(4)—00 r=b NI, a,e
o Jerli 3(A) 21 tj. Amaz & Amin, pak metoda nejvétsiho spadu konverguje rychle Vztah (=) 2v&t&f i-tou slozku vektoru x o hodnotu 73, tj.
Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
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P¥i vhodné volbé smérovych vektori s!*) je mozné dojit do presného Fedeni za konetny potet kroki < n.
Musi existovat 7 vektorii s*) tak, Ze

Script v MATLABu (%)
function [vysledky_gs,vysledky_gm]=gs_gm(A,b,x0,iteraci); Jak volit sméry s!¥)?
% o Zkusime takto: necht s*) tvoii bazi (ortogonlni) m-rozmémého euklidovského prostoru, potom
% Porovnani Gauss-Seidelovy metody a vynasobenim (%) skalarné s s(¥) a tGpravou ziskame
3 gradientni metody, kde za smery volime - -
% Jjednotkove vektory souradnych os s (x* — x(0) = ¢Kglk) k)
2
n=size(A,1); ()T (x* — x(0)
k) — s(xTix] . nesikovné !, obsahuje presné feseni
Y s(k) ™ g(k)
% Gauss-Seidelova metoda o je treba zvolit lepsi strategii volby vektord s(*)
s
x=x0; Definice x*) je optimalni vzhledem ke sméru s # 0, jestlize
vysledky_gs=x’; F(x®) < F(x®
+1ts) VieR *
D=diag(diag(A)); L=tril(A)-D; U=triu(A)-D; | () < F( ) | )
H=-(L+D)\U;
g=(L+D)\b;
for i=l:iteraci
x=H¥x+g;
vysledky gs=[vysledky gs;x’];
end F
s
% Gradientni metoda
5
x=x0; !
vysledky_gm=x’; L S
B
for i=1:iteraci
for j=1:n
s=zeros(n,1);
s(j)=1;
T=-R*x+b; Poznamka: Je-li x(*) optimélni vzhledem k libovolnému sméru z vektorového prostoru V/, fikdme, ze je
t=(r7*s)/(s”*Axs) ; x(*) optimalni vzhledem k V.
x=x+t*s;
end; Podle (%) se minima nabyvé pro t — 0, tzn. Ze derivace F' podle t je v minimu (¢ — 0) rovna 0:
vysledky_gm=[vysledky gm;x’];
el oF (x®) +ts) = tsTAs + 57 (Ax¥) — b)
ot
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<5 O (x) =" (ax® b)=0

T

Poznédmka: Iterace x(**1) metody nejvétsiho spadu je optimélni vzhledem k reziduu r®) — b — Ax(*)
. sméry, ve kterych minimalizujeme.

<@

Nasim cilem je, aby se i v dalSich iteracich zachovévala optimalita k jiz pouZitym smériim.
To pro metodu nejvétsiho spadu bohuzel neplati.

Nap¥. pro soustavu ve 2D jsme ukazovali, Ze sméry nejvétsiho spadu (reziduf) jsou na sebe kolmé,

tj. x() Lplt) g pledD) | pkd2) o

= x**2) je optimélni vzhledem k r(¥*1), ale jiz neni optimalni vzhledem k r(*}

Existuji sméry, které udrzuji optimalitu k pfedchozim?

Necht

Predpokladejme, ze x(*) ke optimalni vzhledem k v (tj. r*) Lv).

Numerické metody KMA/NM
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ST A (x — x(©) = ) ®)T A g(k)
=

Ax* AxXO=Ax" b Ax" b
& S Aax o
) 0

Strategie volby smérii
o Mame-li ortogonalni bazi R", Ize z ni procesem A-ortogonalizace ziskat A-ortogonalni bazi.
o Za ortogonalni bazi budeme volit reziduové vektory.
Aby proces ortogonalizace vedl k cili, musime zarudit, Ze reziduové vektory tvofi bazi.
Ortogonalitu ukaZeme vzapéti; miize se stat, Ze se nékteré reziduum anuluje.
Potom ovsem iteraéni proces koné&i - dosahli jsme presného feseni.
o Provadime tedy souasné 2 procesy!
— iteraéni proces
— proces A-ortogonalizace
o Vektory rezidui budeme znaéit r*), ziskané sdruzené sméry oznatime s(*)
— pro zadané x(©) ur¢ime r(® — b — Ax(®
— 59 polozime rovno r®)
— ur¢ime x(!) optimalni vzhledem k s(®)
— ur¢ime r(!)
~ s uréujeme z 1) tak, aby s(VTAs®) = 0
— atd.

Proces A-ortogonalizace

k-1
s® = 1) £ 3 By, s (o0)
=

(P¥i uréeni s*) vyjdeme z r(¥). P¥ititame nésobky predchozich s(®) tak, abychom zarutili A-ortogonalitu.)
Koeficienty By; volime tak, aby

sPAs® =0, (i<k)
(we) vynasobime s(‘)TA-/

sOTAgH = 0T AL 4 Br T Ag
S
=0
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<t

Chceme-li, aby bylo i x(**1) optimélni vzhledem k v, (tj. r**1) | v), musf platit:

0 = vTrlkH) — yT(b— Ax**D) = v7 (b - A(x® + s]) =vT b= Ax® —As | =T (r("] = As) = —vTAs
Ao OX

RC)

Zavér

Chceme-li zachovat optimalitu vzhledem ke viem pouzitym smériim, musi tyto sméry spliiovat podminky
tzv. A-ortogonality, tj. pro 2 riizné sméry s a i it:

Poznamka: Vektoriim které jsou A-ortogonalni se také Fika A-sdruzené.

Metoda sdruzenych gradienti
Za sméry, ve kterych minimalizujeme, budeme brat A-ortogonélni vektory s(*).
Plati tedy:

ST A g0

Chceme, aby platilo:

stTA / ()
Numerické metody KMA/NM
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> Z vlastnosti A-ortogonality vyplyva fada skute¢nosti.
Vi
Véta 1 Platf
T g6 = T . g6) k<j
BT . g6) = ¢ k>j
Diikaz:
b/ A/ xE = xB) L 0g0
= HER) L) | g A B

k-1
N O S 2 )
i=1

vynasobime skalarné s s}

20756 — (@Tg6)  4l) BT A )
~—
()

(*) potitame (viz dfive) takto

0T,
£0) — 070
si)T As)
O
Diikaz:
vztah (ee) vynasobime skalarné s Asl)
ko1
s® = 1) 4 5™ gs) (wo)
=1
T A B _ 0T AgH L S )T A )
sW A S = sl Ay +§ﬂh sVTAS
=0(k<j) To=0(k<y)
#0(k=7)
O
Dikaz:

Uplnou matematickou indukci ukéZzeme, Ze 0Ty pro j>kf

Plati
(k)

) = b — Ax(E+D) = b — A(x(¥) 4 ¢R)p(K)) = pk) _ i

1Lj=1= k=0
7 2y T 7 T (@70 T
HOTHO) (1) 4 g 00T 10 OO g0 A 10) Ty LS T p g

sOT A 5(0)
(x® = 5(0)
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b ‘ 2. a)Vk<j plati TR0 _ g d ‘ Ge\omet.r ky vyznam metody sdruzenych gradienti
u —_— b e 3
DT LR — (rm +0) AS(:))Tr(k) — TR 4 0) GOT A ()
—0 (predpoklad) —0 (Véta 2)
b) [r0*07r) — o
T 7] T AT ol @76 p
LT = (0 4 (0 A §0) T 1) = TR pOGOTA LD = 100 - ST A L)
s)” A s00)
sOTASD = sOTA)  (Véta 2
r@0Tr0) — (@ g0) (Véta 1
[}
Diikaz: Plati:
sOT Ap(k)
Bu=—oTasm
Pro ¢itatel plati:
0T A 8 — 197 A g0 — (07 L (1641 _ 40
s Ar! ' As e © (r i ),
kde se pouzil vztah
r@# 0 = 0 4 ¢OA D 0 20 prox 20
Plati
. — _ (BT (pi+1) (i) 1 i
e proi < k —1: &tatel frg — (r =i ) ® 0 (Tvrzeni)
i — . & _ T ([ k1 L L K
o proi=k—1: Citatel Byy_y = r*) (r( ) — pl ))mfr I m%ﬂ (pro r*) £ 0)
(m]
Algoritmus (Metoda sdruZenych gradientii)
1. x, e
2 10 —h— AxO®, 0 — 40
k)T (K
3. ¢k — &
skTA s(k)
4. xk+1) = x(6) 4 4()gk)
5. plk1) = p(k) 449 A g0
(6)T A pli+1)
6. o= S ArtH
st A glk)
7. slk+1) — pls1) 4 g o)
8. If |[x**1)  x(¥| < ¢ then konec, else — add 3
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il Metoda sdruzenych gradientu 1
Poznédmka: Gradientni metody patfi mezi nestacionarni metody.
 row Ea®  [y®@
12 o . rovnice
\ ? 2. rovnice 01[9.0000]0 napf. pro metodu nejvétsiho spadu plati
\ perace 1][4.74251.0321
2/4.0000] 6.0000 x4 = x4 g0 = 5B 4 ¢ (b AxM) = (T tPA)xM + ¢80

& 7 &
H® g

V kazdém kroku se méni matice H*).

Plati-li ||H®)|| — 0 (pro k — 00), dostaneme metody se superlinedrni rychlosti konvergence.

Véta Necht A je symetrické pozitivné definitni. Potom metoda sdruzenych gradientii konverguje nejvyse po

6 n krocich. Navic chyba k-té iterace (k < n) je ortogonalni na sméry s0), j =0,1,...,k — 1 a plati:
2c*
k: 0]
¥ —x*la < 1+02k\\X‘ N
A) 1
4 kde 0= VA 1 ny Do

Jr(A)+ 1

Pozndmka: V metodé nejvétsiho spadu vystupuje ve vztahu pro chybu k-té iterace koeficient
w(A) —1\*
x(A)+1) °

Je zFejmé, %e na rychlost konvergence mé vliv &slo 3(A), ti. Amaz @ Amin. CIm bliZe je Amaz @ Amin, tim
Ox+2y=48 rychleji metody konverguiji.
-2+ 2x+3y=26
Priklad 4

\ Reste soustavu
-4r oo [ N
{U 10000]' b [IDDUD , Ppresné feseni x’ -

o pomér poloos elips je /10000 : 1/1 = 100: 1 I

o x(A) =120 — 10000 = pomal4 konvergence!

0

1
Vezméme si matici P~ = [ ? ] (det(P~!) # 0) a feSme soustavu

10000

P 'Ax=P

-100
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o 1610

o (P 'A)=1=1 = rychlé konvergence (1. iterace). Mluvime o tzv. pfedpodmifiovani.

Poznamka:

Chceme-li i novou (predpodminénou) soustavu fesit metodou sdruzenych gradientii, musi byt jeji matice

symetrickd pozitivné definitni.

Misto matice P~'A vezmeme matici (podobnou A) P AP # (P ...
a fesime soustavu

symetrické pozitivné definitni)

Jak volit matice predpodminéni P ?

. fada moznosti, napt. P = diag(A)

Ptiklad 5

Porovnejte vlastni &isla zadané matice A a matice ziskané pomoci diagonalniho predpodminéni.
1000000 200 30 O

A_ | 200 10000 40 0O
| 30 40 100 0
0 0 o0 1
1000000 0 0 O
Do 0 10000 0 O
0 0 100 ©
0 0 0 1
1 1
+/1D00000 ? 0 0 1000 0 0 0
1
P 3= 0 /10000 [11 0 _ 0 5 00
0 0 7w ? 0 0 Lo
0 0 0 = 0 0 0 %
ww © O 0] ooooo0 200 30 o] [mw © O O
A_piapi_ |0 W5 0 0| 200 10000 40 0|0 7 O O
- o o Lo 30 0 1000/ |0 o iof
0 0 o0 1
0 0 o0 % 0 0 o0 ?

1 0.002 0.003 0O
_|0.002 1 0.04 0
0

1

0.003 0.04 1
0 0 Q
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Vypotet vlastnich &isel a vlastnich vektora

S pojmem vlastniho &isla jsme se jiz setkali napfiklad u iteraénich metod pro FeSeni soustav linearnich
algebraickych rovnic. Velikosti vlastnich isel iteracni matice rozhodovaly o konvergenci pfislusné iteracni
metody. S tlohou na vlastni Cisla se setkame i v aplikacich pfi feseni fady technickych a fyzikalnich problémi.

Je déna &tvercové matice A adu n. Cislo A, pro které ma soustava
Av=2v resp. (A-A)v=0

nenulové FeSeni, se nazyva vlastni &islo matice A, jemu odpovidajici nenulové feSeni v vlastni vektor
matice A.

Homogenni soustava ma nenulové feSeni <  matice soustavy je singularni, tj. jeji determinant je
nulovy.

Vlastni €isla A1, A, ..., A, jsou koteny charakteristické rovnice
pa(A) = det(A — AI) = 0.

Ke kazdému vlastnimu &islu A; existuje alesponi jeden vlastni vektor v;.
Poznémka:  Charakteristicky polynom je stupné n. = 3 n vlastnich E&isel.
Definice: Matici A = diag(A1, A2, - - ., A,) nazyvéme spektralni matici matice A.

Ulohy na nalezeni vlastnich &isel rozdélime do dvou skupin:
e Uplny problém - iiloha najit vdechna vlastni &isla

. éésteény problém — (loha najit pouze nékteré vl. &isla (obvykle s nejvétsi absolutni hodnotou)

Ulohu na vlastni &isla si pfipomeneme na prikladu.

Ptiklad 1

Stanovte takova &isla A, pro ktera ma homogenni soustava Av = Av nenulové feseni, déle uréete toto
FeSeni, pro matici

2 00
A=12 21
11 2

Numerické metody
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_. 1000000,041304614

|1{(A) = 3 = 1000000,041304614|

vlastni &isla matice A = P"3AP"3:

X = 0,959987454937999; A, = 0,999702401514713; A3 = 1; A, = 1,040310143547287

. 1,040310143547287

= ——————— = 1,083670560689229
0,959987454937999

| (&)
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. £
Resime tedy soustavu

2 A 0 0 v 0
(A ADv=| 2 2-1 1 uw | =|0].
1 1 2 Allw 0

Aby homogenni soustava méla nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy nulovy. Hleddme proto
takova A, aby
det(A M)=(2 A (2 V=@ N[e N 1= N NE N=0
Dostali jsme algebraickou rovnici stupné 3 a pouze pro jeji koreny

M=3, M=2 A=1

bude mit uvaZovana soustava nenulové feseni.

Ke kazdému vlastnimu &islu A; miizeme najit nenulové feSeni homogenni soustavy

(A-XxI)v—=0.
NapF. pro A; = 3 Fesime soustavu
=1 0 o0 vy 0
2 1 1 vy | =
1 1 -1 ug 0

Matice soustavy je samoziejmé singularni a proto bude existovat cely systém FeSeni v zavislosti na parametru
r € R. Kazdy vektor [0,r, 7|7 ¥e$i danou soustavu. Ze systému vybereme jednoho zastupce, napt. v} —
[0,1,1]7, a fikime, ze v(¥) je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu A;. Podobné bychom nalezli vlastni
vektory odpovidajici vlastnim &islim A; a As.

Pozndmka:

Vlastnf &isla (horni) trojihelnikové matice jsou rovna jejim diagonalnim prvkiim, nebot charakteristicky
polynom ma tvar:
Pa(A) = (@11 — A)(azs — A) ... (@nn — A).

Motivace

Vlastni vektor je takovy vektor, pro ktery plati, Ze vynasobime-li matici A s timto vektorem, ziskame
nasobek piivodniho vektoru. Mluvime o samodruznych prvcich.

Priklad: Osové soumérnost = zobrazeni y = Ax.
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1,2

x1,—2]

P¥iklad: Urlete vlastni &isla a vlastni vektory téchto matic:

2]0]0 2 10
A=|0[2[0|, B=|0 20|,
[1 OHI}’IH ofof2 Lo ofz]
0 1[0 <o
% % 2|0 0 21 0}
c—|olz1|, D=|0 2 1.
0lo 2 00 2
2a(A) = ps(A) = pc()) = pp(A) = (2 - V)%,
Avy = vy
Vidime, Ze A = 2 je trojnasobné vl. &islo viech ¢tyf matic.

| Regeni: Vsechny zadané matice maji stejny charakteristicky polynom
‘ Vlastni vektory:

A: v =[1,0,07 Pozn.: matice A I je nulova, tj. systém
2 =[0,1,07 véech Fedeni rovnice A AT = 0 je lin.
v® = [0,0,1]T kombinaci v(1), v(?), (3),
010
L) T
B: ”(3)7[;’3’% Pozmn: B Al= [0 0 0}
1 o]fo]_ o @ = [0,0,1] P
0 -1 |1 \)\/ 1
—_— 1 =~
2 000
i C: v =[1,0,07 { ]
Pozn. C-AI=10 0 1
v® = [0,1,0]7
e LO 0 UJ
01
D: +™ =[1,0,07 Pozn: D—AI= |0 0 1
000

Poznédmka:  Pocet linedrné nezavislych vlastnich vektori miize byt mensi nez je ¥ad matice.
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. Ptipomefime si nékteré poznatky z linearni algebry. % , I I I I M
£y g X
A- Vi Val ... |Vn = Vi Vaf ... |Vn -
Definice: Rikédme, 7e matice A a B jsou podobné, existuje-li regulérni matice P takové, ze
[P AP =B] resp. [A =PBP 1] An
X X A

Véta Podobné matice maji stejna vlastni &isla.

Véta: Necht A je redlna symetricka matice. Potom existuje ortogonalni matice Q takova, Ze pro spektralni
matici plati Mvi| [Aeve| o [Aava

Diikaz
Véta Necht A je Etvercova matice Fadu n, A jeji vlastni &islo a v jeji vlastni vektor, tj. Av = Av. Potom
_ det(P) = _ o _ plati:
det(A — M) = det(A — M) 3755 = det(P™) - det(A ~ 1) det(P) = det [P*(A-2nP| = ) ke N AAR) — A
(ii) A ... regularni = A(A H=[MA) !
(iii) A(A") = A(A)
O (iv) vlastni &isla symetrické (hermitovské) matice jsou reélna
(v) vlastni vektory symetrické matice odpovidajici riiznym vlastnim &isliim jsou ortogonalni
Véta Je-li v vlastni vektor matice A, potom P~'v je vlastni vektor matice B = P~'AP. (vi) symetricka pozitivné definitni matice mé viechna vlastni &isla kladna
Diikaz: Diikaz:
Av = v @)
P!/ PBPlv=)v A/ Av=)v = A=) Ay =Nv
-
BPly—Ply S8
W W A/ Abv=atv s ARy —OF Ay =Ry
~
O =Av
Poznamka: Pokud jsou vlastni vektory vi, va, ..., V, linedrné nezavislé, potom plati: (i)
Av=>v = AT'Av=)ATlv
X'AX = A (A = diag(A1, As, ..., As) -.. spektralni matice) v AA-ly / . %
Matice A je tedy podobna diagonalni matici. Matice X je matice, jejiz sloupce tvoFi vlastni vektory 1

—v=A"v

A

(iii) Oznaéme B — A — AL.  Plati
det BY = det BT = det B

det(A” AI)=det(A X)) =0
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Av =2v
v =vE(dv) = vBAv = viAfy
2y
Cislo
pridime Ha
(%) vy =
vy
v)
uf - / Av=)v - _ .
u AFp A= p=n A=A
° / Au = pu
u?Av = auflv
v Au = pviu /H
uf Ay = pufly
0=\ p)uv =
&2
#0
(vi)
Av = v
vIAv = Wy
Plati (pro pozitivné definitni matici A):
Vv#o: vIAv >0 = Aviv >0 =
~—
>0
O

Poznamka:  Ortogonalni matice Q:

/-a:

isla

Podminénost ulohy na vlastni

Omezime se na pfipad, kdy matice A méa n linearné nezavislych vlastnich vektorii vy, va,...,v, od-

povidajicich vlastnim &islim Aq, A,..., A,
e Aag; ... malézmény v prvcich ay; |Aa;;| < e

e porudend matice A(e) = A+ AA mévlastni Eisla  Ax(e) = A + Ay

o dale plati (viz literatura):

|Ae(€) — Ae| S sae, kde g — =TT

kde v je Ghel vy a vlastniho vektoru A# odpovidajicimu vlastnimu &islu A

Numerické metody KMA/NM
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A=
-1 5 0
3 1
0 0 2
AH =
-1 [ 0
5 3 0
0 1 2
v =
1.0000 1.0000 -1.0000
0 0.8000 -0.6000
[ [ 0.6000
c =
-1 0 0
0 3 0
0 0 2
vH =
-0.8000 0.0000  -0.0000
1.0000 -1.0000 0.0000
-0.3333 -1.0000 1.0000
cH =
-1.0000 0 0
[ 3.0000 0
0 [ 2.0000

Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,
cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel

lambda =
=il
vlastni_vektor A =
1 [ 0

vlastni_vektor_AH =
-0.8000 1.0000 -0.3333
cosinus_uhlu =
-0.6046
uhel =
127.1966

lambda =
3
vlastni_vektor A =
1.0000 0.8000 0
vlastni_vektor AH =
0.0000 -1.0000  -1.0000
cosinus_uhlu =
-0.4417
uhel =
116.2141

lambda =
2
vlastni_vektor A =
-1.0000 -0.6000 0.6000

Numerické metody
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-
Pro symetrickou matici je

a,=0
[i(e) =X <€

® Pro nesymetrickou matici je

a, #0 =

= =1
dobfe podminéna dloha

2, mize byt velmi velké

Spatné podminéna dloha

Priklad

script v MATLABu

A=[-150; 031; 00 2]
AH=ctranspose (A)

[v,cl=eig(A, ’nobalance’)
[vH,cH]=eig(AH, *nobalance’)

disp(’

for j=1:length(A)

disp(’ Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,’)
disp(’ cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel’)

?)

disp(’
lambda=c(j,j)
vlastni_vektor_A=v(:,j)’
vlastni_vektor AH=vH(:,j)’

uhel=acos(cosinus_uhlu);
uhel=uhel*180/pi
pause

end;

cosinus_uhlu=vlastni_vektor_A*vlastni_vektor_AH’...
/norm(vlastni_vektor_A)/norm(vlastni_vektor_ AH)

’)

vysledky v MATLABu
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Priklad 2

Vypocet determinantu (A — AI) pomoci rozvoje podle posledniho Fadku:

pa(A) = det(A — AT) = (2

e proe—=0 =

o proe=20120 1 =4,64-10 7

Pa(A) = (20 N9 X)...(0 A

konst.¢len = 20!

0—A)(19 — A)...(1— ) —20%%

20201207 =X - (...)=0 =

e Malé zméné & odpovida velkd zména vlastniho &isla Apin.

e Vlastni &isla nesymetrickych matic jsou citliv:

4 na zménu prvki

(citlivost roste s rostouci vzdalenosti od diagonaly).

Mocninna metoda
Chceme uréit vlastni &islo matice A s nejvétsi

Predpoklady:

i absolutni hodnotou (dominantni vlastni &islo).

1. A mé n-linedrné nezavislych vlastnich vektor

2. existuje jediné dominantni vlastni &islo

3. vlastni &isla Ize sefadit: [Ay| > Xp| > [Ag > ---

Odvozeni:

1. Zvolime y(® jako linedrni kombinaci vlastn

> A

ich vektorti

¥y = a1vi + 05va + - + QG Vi

2. Sestrojime posloupnost
v = Ayl

y¥ = a1Afv

=1 g y®) = ARy,
+ o Afvy + -+ apAfv,.
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ati Av; = A;v;, proto
y“‘) =a; )\',“ v1+ Qg)\;vg +- 4 nn)\f,vn.
——
v
4. Vytkneme dominantnf vlastni &islo (viz )

=0
—_—~—

" T\
¥ = v, + e (T> W
i=2 4
s
& — 0
5. Analogicky vyjadiime y(**1).

6. Vybereme j-tou slozku y(**1) a y(*), vyd&lime je a provedeme limitni prechod

(k+1) /—‘0
41
lim % _ A (v +Ei1g) _ 2
Pac R 0 et M(owvr, + €xy) 0
Y; (01215 k.
<D

-0

Priklad

Mocninnou metodou stanovte dominantni vlastni &islo matice A, kde

110
A=|111 a vy =11,1,1]7.
011

PouZijeme iteracni formuli

y* ) = Ay®), pro k=0,1,...

¥ = (232"
y®@ =[5 75"
y@ = [12;17;12]7
A = 4L 9 4117,

vy = [29;41;29]7

_ 170 9g- (&) _ 99
y® = [70;99; 70]" A7 = 2 & 2,4146.

Poznamka:

Abychom zamezili preteeni, resp. podteeni pfi zobrazeni &isel v poéitadi je vhodné v kazdém kroku

Numerické metody KMA/NM
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci
A=
900 20 1
20 500 30
1 30 100
| k| y k| y@2) k | y(3) _k || lambda_k |
I ol 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |
| 1 ] 921.0000000 | 550.0000000 | 131.0000000 |[921.000000 |
(I 1.0000000 | 0.5971770 | 0.1422367 || |
| 2| 912.0857763 | 322.8555917 | 33.1389794 |1912.085776 |
[ 1.0000000 | 0.3539750 | 0.0363332 || |
| 31 907.1158338 | 198.0775114 | 15.2525693 |[907.115834 |
[ 1.0000000 | 0.2183597 | 0.0168144 || |
| 4 | 904.3840077 | 129.6842642 | 9.2322257 |[904.384008 |
[ 1.0000000 | 0.1433951 | 0.0102083 || |
| 5| 902.8781109 | 92.0038151 | 6.3226842 |[902.878111 |
| | 1.0000000 | 0.1019006 | 0.0070028 || |
| 6 | 902.0450147 |  71.1603809 | 4.7572988 |1902.045015 |
| | 1.0000000 | 0.0788878 | 0.0052739 || |
| 7 | 901.5830307 | 59.6021361 | 3.8940255 |[901.583031 |
| | 1.0000000 | 0.0661083 | 0.0043191 || |
| 8 | 901.3264854 |  53.1837310 | 3.4151593 |]901.326485 |
| 1.0000000 | 0.0590061 | 0.0037890 || |
| 9 | 901.1839104 | 49.6167046 | 3.1490857 |901.183910 |
| | 1.0000000 | 0.0550572 | 0.0034944 || |
110 | 901.1046393 |  47.6334548 | 3.0011561 |[901.104639 |
| | 1.0000000 | 0.0528612 | 0.0033305 || |
vysledky v MATLABu
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2 -
normovat vektor y*) (norma y*) roste, resp. klesa pro vlastni &islo v absolutni hodnoté v&ts, resp. mensi nez
1).

vysledky v MATLABu

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
A=

900 20 1

20 500 30

1 30 100

| k| y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k |l lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 9.210000e+002 | 5.500000e+002 | 1.310000e+002 || 921.0000000 |
| 2 | 8.400310e+005 | 2.973500e+005 | 3.052100e+004 || 912.0857763 |
| 3 | 7.620054e+008 | 1.663913e+008 | 1.281263e+007 || 907.1158338 |
| 4 | 6.891455e+011 | 9.882011e+010 | 7.035006e+009 || 904.3840077 |
| 5 | 6.222144e+014 | 6.340402e+013 | 4.357249e+012 || 902.8781109 |
| 6 | 5.612654e+017 | 4.427701e+016 | 2.960060e+015 || 902.0450147 |
| 7 | 5.060274e+020 | 3.345262e+019 | 2.185582e+018 || 901.5830307 |
| 8 | 4.560959e+023 | 2.691242e+022 | 1.728164e+021 || 901.3264854 |
| 9 | 4.110263e+026 | 2.262997e+025 | 1.436285e+024 || 901.1839104 |
110 | 3.703777e+029 | 1.957860e+028 | 1.233554e+027 || 901.1046393 |
>> eig(A)
ans =

1.0e+002 *

0.977622158203950

5.012324900167472

9.010052941628578

vysledky v MATLABu
Numerické metody KMA/NM
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
A=
1/1000 -3/10000 -1/2000
1/5000 1/200 -1/10000
-1/1000 1/500 3/1000
| k| y(1) _k | y(2) k | y(3) _k Il lambda k |
| 01 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 2.000000e-004 | 5.100000e-003 | 4.000000e-003 || 0.0051000 |
| 2 | -3.330000e-006 | 2.514000e-005 | 2.200000e-005 || 0.0049294 |
| 3 | -2.187200e-008 | 1.228340e-007 | 1.196100e-007 || 0.0048860 |
| 4 ] -1.185272e-010 | 5.978346e-010 | 6.263700e-010 || 0.0052368 |
| 5 | -6.110626e-013 | 2.902831e-012 | 3.193306e-012 || 0.0050981 |
| 6 | -3.078565e-015 | 1.407261e-014 | 1.599664e-014 || 0.0050094 |
| 7 1 -1.529867e-017 | 6.814767e-017 | 7.921371e-017 || 0.0049519 |
| 8 | -7.534983e-020 | 3.297572e-019 | 3.892361e-019 || 0.0049137 |
| 9 | -3.688946e-022 | 1.594793e-021 | 1.902570e-021 || 0.0048880 |
110 | -1.798617e-024 | 7.709928e-024 | 9.266189e-024 || 0.0048704 |
>> eig(A)
ans =
0.000770409049726
0.003399468175334
0.004830122774940

vysledky v MATLABu
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci
A=

1/1000 -3/10000 -1/2000

1/5000 1/200 -1/10000

-1/1000 1/500 3/1000

| k| yWk | y@Dk | y@®_k || lambda k |
| 01 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |
| 11 0.0002000 | 0.0051000 | 0.0040000 || 0.005100 |
|| 0.0392157 | 1.0000000 | 0.7843137 || |
| 2 | -0.0006529 | 0.0049294 | 0.0043137 || 0.004929 |
| | -0.1324582 | 1.0000000 | 0.8750994 || |
| 31 -0.0008700 | 0.0048860 | 0.0047578 || 0.004886 |
| | -0.1780614 | 1.0000000 | 0.9737532 || |
| 4 | -0.0009649 | 0.0048670 | 0.0050993 || 0.005237 |
| | -0.1892287 | 0.9544432 | 1.0000000 || |
| 51 -0.0009756 | 0.0046344 | 0.0050981 || 0.005098 |
| | -0.1913573 | 0.9090360 | 1.0000000 || |
| 6 | -0.0009641 | 0.0044069 | 0.0050094 || 0.005009 |
| | -0.1924507 | 0.8797227 | 1.0000000 || |
| 7 1 -0.0009564 | 0.0042601 | 0.0049519 || 0.004952 |
| | -0.1931316 | 0.8603014 | 1.0000000 || |
| 8 | -0.0009512 | 0.0041629 | 0.0049137 || 0.004914 |
| | -0.1935843 | 0.8471929 | 1.0000000 || |
| 91 -0.0009477 | 0.0040972 | 0.0048880 || 0.004888 |
| | -0.1938928 | 0.8382309 | 1.0000000 || |
110 | -0.0009454 | 0.0040524 | 0.0048704 || 0.004870 |
| | -0.1941054 | 0.8320495 | 1.0000000 || |

Poznamka:

Nejlepsi aproximaci dostaneme, délime-li slozky, které maji nejvétsi absolutni hodnotu.
Obecné nelze pouzit libovolnou slozku vektoru y*) nebot odpovidajici vlastni vektor ji méize mit nulovou.

vysledky v MATLABu
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A=
1 1
-1 1 [
0 1

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

v =
1.0000 -1.0000 0.0000
-1.0000 1.0000 -1.0000

0 0 1.0000
c =
2.0000 0 0
(] 2.0000 0
0 0 1.0000

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

I % | ywx y@ k| y(3) k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 5.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 1.600000e+001 | -5.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.2000000 |
| 3 | 4.400000e+001 | -2.100000e+001 | 1.000000e+000 || 2.7500000 |
| 4 | 1.120000e+002 | -6.500000e+001 | 1.000000e+000 || 2.5454545 |
| 5 | 2.720000e+002 | -1.770000e+002 | 1.000000e+000 || 2.4285714 |
| 6 | 6.400000e+002 | -4.490000e+002 | 1.000000e+000 || 2.3529412 |
| 7 | 1.472000e+003 | -1.089000e+003 | 1.000000e+000 || 2.3000000 |
| 8 | 3.328000e+003 | -2.561000e+003 | 1.000000e+000 || 2.2608696 |
| 9 | 7.424000e+003 | -5.889000e+003 | 1.000000e+000 || 2.2307692 |
[10 | 1.638400e+004 | -1.331300e+004 | 1.000000e+000 || 2.2068966 |
150 | 8.556839¢+016 | -8.219069e+016 | 1.000000e+000 || 2.0402685 |
[100] 1.914152e+032 | -1.876123e+032 | 1.000000e+000 || 2.0200669 |
1150 3.225580e+047 | -3.182762e+047 | 1.000000e+000 || 2.0133630 |
1200| 4.836884e+062 | -4.788675e+062 | 1.000000e+000 || 2.0100167 |
1250 6.802785e+077 | -6.748508e+077 | 1.000000e+000 || 2.0080107 |
1300] 9.187032e+092 | -9.125921e+092 | 1.000000e+000 || 2.0066741 |
1100011.608334e+304 | -1.605120e+304 | 1.000000e+000 || 2.0020007 |
11013 Inf | -1.332031e+308 | 1.000000e+000 || Inf |

Numerické metody KMA/NM

Josef Dangk 13.2.2013
1 0
0 2 0
0 0 3

v =

1 1 0

0 1 0

0 0 1
c =

1 0 0

0 2 0

0 0 3

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k| y() _k | y(2)_k | y(3)_k |1lambda k 1s || 2s || 3s |
| 0 | 2.000000e+00 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 || I I |
| 1 1 3.000000e+00 | 2.000000e+00 | 3.000000e+00 || 1.5000000 || 2 I 3 |
| 2 | 5.000000e+00 | 4.000000e+00 | 9.000000e+00 || 1.6666667 || 2 || 3 |
| 3 | 9.000000e+00 | 8.000000e+00 | 2.700000e+01 || 1.8000000 || 2 || 3 |
| 4 | 1.700000e+01 | 1.600000e+01 | 8.100000e+01 || 1.8888889 || 2 || 3 |
| 5 | 3.300000e+01 | 3.200000e+01 | 2.430000e+02 || 1.9411765 || 2 I 3 |
| 6 | 6.500000e+01 | 6.400000e+01 | 7.290000e+02 || 1.9696970 || 2 || 3 |
| 7 | 1.290000e+02 | 1.280000e+02 | 2.187000e+03 || 1.9846154 || 2 || 3 |
| 8 | 2.570000e+02 | 2.560000e+02 | 6.561000e+03 || 1.9922481 || 2 [| 3 |
| 9 | 5.130000e+02 | 5.120000e+02 | 1.968300e+04 || 1.9961089 || 2 I 3 |
110 | 1.025000e+03 | 1.024000e+03 | 5.904900e+04 || 1.9980507 | 2 || 3 |
Poznémka:

P¥i praktickém pouZiti mocninné metody neovéfujeme, zda jsou splnény predpoklady odvozeni.

Zadana matice nemusi mit jediné dominantni vlastni &islo nebo

pocet linedrné nezévislych vlastnich vektori miize byt mensi nez ¥ad matice.

P¥i nesplnénych ptedpokladech odvozeni miize byt konvergence pomala.

Dal3i nevyhodou mocninné metody je potom odhad chyby ziskané aproximace.

vysledky v MATLABu
Numerické metody KMA/NM

"y~ Josef Dangk 13.2.2013

=
Z uvedeného prikladu je dale vidét, Ze je opravdu vhodné normovat vektor y(*) a zabréanit tak preteeni.
e

Poznémka:

PYi praktickém pouziti mocninné metody pouzijeme napiiklad potiteéni volbu vektoru y(® =
1,1,1,...,17.

Je-li ovdem vektor y(®) takovou linearni kombinaci vlastnich vektorii, e koeficient u vlastniho vektoru
odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu Cislu bude roven 0, potom mocninnd metoda nevypocte dominantni
vlastni €islo, ale nejblizsi nizsi, u kterého u odpovidajiciho vlastniho vektoru bude nenulovy koeficient.

Pokud bychom provadéli vypocet dostate¢né dlouho, dojde vlivem zaokrouhlovacich chyb k tomu, Ze u
prisludné iterace y(*) bude jiz zmifiovany koeficient u vlastniho vektoru odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu
¢islu jiz nenulovy a metoda nakonec dominantni vlastni &islo nalezne.

vysledky v MATLABu



Numerické metody KMA/NM
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A=
4 =8 2
0 2 0
0 -4 6
>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)
v =
1.0000 1.0000 -0.5000
0 0 -1.0000
[ 1.0000 -1.0000
c =
4 0 0
0 6 0
0 0 2
>> y=[11 1]’
>> alpha=(v\y)’
alpha =
0.5000 0 -1.0000
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci
Ikl yWk | y@k | y@_k || lambdak |
| 01 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |
| 1 ] 3.0000000 | 2.0000000 | 2.0000000 || 3.000000 |
|| 1.0000000 | 0.6666667 | 0.6666667 || |
| 2| 3.3333333 | 1.3333333 | 1.3333333 || 3.333333 |
| | 1.0000000 | 0.4000000 | 0.4000000 || |
| 3 1 3.6000000 | 0.8000000 | 0.8000000 || 3.600000 |
| | 1.0000000 | 0.2222222 | 0.2222222 || |
| 4 | 3.7777778 | 0.4444444 | 0.4444444 || 3.777778 |
| | 1.0000000 | 0.1176471 | 0.1176471 || |
| 5 | 3.8823529 | 0.2352941 | 0.2352941 || 3.882353 |
| | 1.0000000 | 0.0606061 | 0.0606061 || |
| 6 | 3.9393939 | 0.1212121 | 0.1212121 || 3.939394 |
| | 1.0000000 | 0.0307692 | 0.0307692 || |
| 7 | 3.9692308 | 0.0615385 | 0.0615385 || 3.969231 |
| | 1.0000000 | 0.0155039 | 0.0155039 || |
| 8 1 3.9844961 | 0.0310078 | 0.0310078 || 3.984496 |
| | 1.0000000 | 0.0077821 | 0.0077821 || |
| 91 3.9922179 | 0.0155642 | 0.0155642 || 3.992218 |
| | 1.0000000 | 0.0038986 | 0.0038986 || |
110 | 3.9961014 | 0.0077973 | 0.0077973 || 3.996101 |
| | 1.0000000 | 0.0019512 | 0.0019512 || |
|11 | 3.9980488 | 0.0039024 | 0.0039024 || 3.998049 |
| | 1.0000000 | 0.0009761 | 0.0009761 || |
112 | 3.9990239 | 0.0019522 | 0.0019522 || 3.999024 |
| | 1.0000000 | 0.0004882 | 0.0004882 || |
113 | 3.9995118 | 0.0009763 | 0.0009763 || 3.999512 |
| I 1.0000000 | 0.0002441 | 0.0002441 || |
Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013
A=
3 3 0
0 4 2
0 0 1

>> [v,c]=eig(A, ’nobalance’)

v =
1.0000 1.0000 1.0000
0 0.3333 -0.6667
0 0 1.0000
@ =
3 0 0
0 4 [
0 0 1
>> y=[11 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =
-5 5 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k| y(1) _k | y(2) _k | y(3)_k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
>> y=[10 11

>> alpha=(v\y)’

alpha =
2 2 1

Mocninna metoda pro

vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

Ik yWw .k | y@ .k | y(3®_k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 3.0000006+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 |
| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 8 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

Numerické metody

KMA/NM

>> alpha=(v\y)’

alpha =
-6 8 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

I k| y) _k | y(2)_k | y(3)_k Il lambda k |
| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

Josef Dangk 13.2.2013
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k-ta iterace
Poznémka:
Iteraéni proces ukonéujeme pouZitim zastavovaci podminky ve tvaru
[ R |
Posud'te vysledky ziskané pro nasledujici priklad. ~ Kde je problém ?
vysledky v MATLABu
Numerické metody KMA/NM
all } ~  Josef Danek 13.2.2013
>> y=[3 2 11

VZechny predpoklady byly spinény, byla pouita i vhodna potatetni volba vektoru y(®).

Jediné, co se stalo je skutecnost, Ze v posloupnosti pribliznych feSeni generovanych mocninnou metodou

se objevily dva po sobé jdouci stejné leny, které zdaleka nebyly limitou této posloupnosti.

vysledky v MATLABu

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k| y(1) _k | y(2)_k | y(3) _k |l lambda_k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 3 | 1.860000e+002 | 1.060000e+002 | 1.000000e+000 || 5.1666667 |
| 4 | 8.760000e+002 | 4.260000e+002 | 1.000000e+000 || 4.7096774 |
| 5 | 3.906000e+003 | 1.706000e+003 | 1.000000e+000 || 4.4589041 |
| 6 | 1.683600e+004 | 6.826000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3102919 |
| 7 | 7.098600e+004 | 2.730600e+004 | 1.000000e+000 || 4.2163222 |
| 8 | 2.948760e+005 | 1.092260e+005 | 1.000000e+000 || 4.1540022 |
| 9 | 1.212306e+006 | 4.369060e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112400 |
110 | 4.947636e+006 | 1.747626e+006 | 1.000000e+000 || 4.0811775 |




Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
T T T T T T T T T T
B « Y 4 5t 4
5.5¢ 1 4.5¢ 1
= L i =z L i
< 5 < 4
4.5¢ q 3.5¢ q
4t J J
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
k-ta iterace k-ta iterace
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
| % | ya) x| y@ x| y@3) k || lambda k | |k | ya x| y@ k| y@3) k || lambda k |
| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || | | 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 | | 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 | | 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 3 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 3 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 |
| 4 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 | | 4 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 |
| 5 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 | | 5 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211 |
| 6 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211 | | 6 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 |
| 7 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 | | 7 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 |
| 8 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 | | 8 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 |
| 9 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 | | 9 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 |
110 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 | 110 | 8.034315e+006 | 2.796202e+006 | 1.000000e+000 || 4.0596724 |
Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
99 4 11
vlastni &isla A; = 100, A, = 99, A; = 11 = Dopt — ; = E6|
5l 11
45
A=A-551= 44 ... Vlastni &isla X, = 45, A, = 44, Ay = —44
4.8t u
A, 99 X, 44
22_ = _q,09 22-—2"=0,0778
< 4.6 Ay 100 ]
<
4.4} vysledky v MATLABu
S, n 0.99°n  0.9778°n
42r 1 0.9900  0.9778
2 0.9801 0.9561
3 0.9703 0.9349
4 : y . . : 4 0.9606  0.9141
2 4 K-ta it 6 8 10 5 0.9510 0.8938
-la fterace 6 0.9415  0.8740
7 0.9321 0.8546
8 0.9227 0.8356
o —— 9 0.9135  0.8171
10 0.9044 0.7989
Pro urychlovani konvergence metody 11 0.8953 0.7812
o Ize pouzit napt. Aitkeniiv proces, 12 0.8864  0.7638
13 0.8775 0.7469
e pokud plati, Ze A; a A, jsou si velmi blizka, rychlost konvergence mocninné metody bude mala; 14 0.8687 0.7303
predpokladame-li napf., Ze jsou vSechna vlastni isla redlnd, Ize pouzit Wilkinsonovu metodu: 15 0.8601 0.7141
A ma vlastni &isla Aq, Ag,. .., An 16 0.8515 0.6982
A =A—pl mévlastni&sla A; =D, Ao — D, -, An — D 17 0.8429 0.6827
Uk e eiliclios, 52 Sech A >0 18 0.8345 0.6676
vazujme pro jednoduchost, Ze jsou vdechna ; 5 19 0.8262 0.6528
A
Pomalou konvergenci zpiisobuje podil 2i<t 24y OB 0.8
M| 21 0.8097  0.6241
BN 22 0.8016 0.6102
. > T 2
Chceme tento podil co nejvice zmensit: N 23 0.7936 0.5967
A P4 24 0.7857  0.5834
Jak musime volit p? Popt = 227 %n | predstavuje posunuty potatek 25 0.7778 0.5705
2 26 0.7700  0.5578
27 0.7623 0.5454
28 0.7547 0.5333
29 0.7472 0.5215
f 1 t — 30 0.7397  0.5099
0 An An—1 Mg Popt - )3 A2y

Priklad:
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Metoda Rayleighova podilu
Chceme uréit vlastni &islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni &islo).
P odvozeni metody Rayleighova podilu budeme navic (oproti mocninné  metodg)

predpokladat, Ze matice A je symetrickd (redlnd). Potom musi byt vlastni vektory —ortonormalni
(V‘TVJZO pro i#j a v?v,:l).

Odvozeni:
6. krok z odvozeni mocninné metody nahradime vyjadrenim souginu  y )" y(*)

7]

Ex Ex
n & 2 *
0T ) — 3|7 BN T X -
vy = A aavi + e swRAE Mowvi + 3oy ) vl =
=2 4 =2 U
n 2%
e 2 (A
Plai+3 ol By
i=2 4
e’
eler
asoutinu  y® Ty 0
A
&
T o A 2
YTy e ot + S () V7] 8 e + S
=2 U i=2

Numerické metody KMA/NM
RUF Josef Dangk 13.2.2013
A=
60 20 10 1
20 50 10 2
10 10 30 5
1 2 5 10
>> [v,c]=eig(A, nobalance’)
v =
0.029201136324116  0.070393944798935 -0.657594927428575 -0.749507103097250
-0.002755406652908  0.347503151150767  0.720730957555407 -0.599817350945878
-0.241058474917619 -0.907169537175591  0.206770509289230 -0.276007606741715
0.970067272431118 -0.226560551059880  0.073224003781179 -0.047728910858600
c =
8.781938031360916 0 0 0
0 26.642118061325501 0 0
0 0 34.824093743363321 0
0 0 0 79.751850163950266
>> y=[1111]’
>> alpha=(v\y)’
alpha =
0.755454527184707 -0.715832992285768  0.343130543197241 -1.673060971643443
Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
| k| y() _k | y(2) _k | y(3) _k | y(4) k |1 lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
| 1 ] 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 91.000000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 84.263736%
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 81.
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 80.
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 80.
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.
110 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.
111 | 1.040944e+021 | 8.330871e+020 | 3.833471e+020 | 6.629211e+019 || 79.
112 | 8.301813e+022 | 6.643928e+022 | 3.057218e+022 | 5.286774e+021 || 79.
113 | 6.620882e+024 | 5.298622e+024 | 2.438173e+024 | 4.216253e+023 || 79.
114 | 5.280287e+026 | 4.225737e+026 | 1.944484e+026 | 3.362525e+025 || 79.
115 | 4.211131e+028 | 3.370099e+028 | 1.550760e+028 | 2.681670e+027 || 79.
116 | 3.358456e+030 | 2.687715e+030 | 1.236759e+030 | 2.138680e+029 || 79.
|17 | 2.678431e+032 | 2.143502e+032 | 9.863383e+031 | 1.705636e+031 || 79.
118 | 2.136099e+034 | 1.709482e+034 | 7.866230e+033 | 1.360276e+033 || 79.

Numerické metody
Sy~ Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

-
Dostavame:
—0
—_——
T, T +:
Ly AW y® Tyt AR (a4 efergn)
M S ETyE AR ST m et ele)
G yy TR

—0

Poznamka: Soutin efex konverguje k nule (pro k — 00) zhruba dvakrat rychleji nez ex k nulovému

vektoru

= metoda Rayleighova podilu bude rychlejsi nez mocninna metoda.

Ptiklad

Metodou Rayleighova podilu uréete dominantni vlastni ¢islo matice A, kde

110
A=|111 a yO=[y11"
011
Regeni:
7 y(1)
yO = (2327 A=Y _ Y 793333
Ty ~ *
YOy
Y@ =[5757 AP =4~ 24117,
¥ = [12;17;12/7 AR) = soeilsen_am 5 g1477,
Piklad 3

Pro stejné zadani symetrické matice A porovnejme rychlost konvergence mocniné metody a metody

Rayleighova podilu.

60 20 10 1 1
2050 10 2| o |10
10 10 30 5 1
1 2 5 10 1

vysledky v MATLABu
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Metoda Rayleighova podilu pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A
| x| y(1) _k | y(2)_k | y(3) _k | y(4)_k Il lambda_k
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 61.500000C
| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 78.1796884
| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 79.5606714
| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 79.725227C
| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 79.747844¢€
| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.7512057
| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.751740€
| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.751830¢
| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.751846€
110 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.751849¢
100

90} iterace ziskané mocninnou metodou

80

700

iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu
60 . . .
0 5 10 15 20

k-ta iterace
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79.9+
iterace ziskané mocninnou metodou
79.85-
79.8-
79.75-
iterace ziskané pomoci metody Rayleighova podilu
79.7+

4 6 8 10 12 14 16
k-ta iterace

Poznamka:

Pokud jsme vypotitali Aq, vi a chceme uréit dalsi vlastni &isla, resp. vlastni vektory Az, va, As, vs, ...
(ovSem ne vechny), miizeme pouZit metody vyuZivajici znalosti A1, vi  atd.

* Maticova redukce
Véta: Necht ); je vlastni &islo matice A a vy jemu odpovidajici vlastni vektor. Necht w je libovolny vektor,

pro ktery wTv; — 1. Pak matice

ma stejna vlastni &isla jako matice A,

).

A1, které je nahrazeno &islem 0

(W; ... redukovand mati

Otazka:  Jak volit vektor w ?
1. Hotellingova redukce

w ... levy vlastni vektor vlastniho &isla A1 (je normalizovan: wlvy = 1)
obvykle levy vlastni vektor nezndme a miize byt w”v; = 0
uzijeme tuto metodu pro symetrické matice, protoze potom w = v

(tj. pravy a levy vlastni vektor odpovidajici stejnému vlastnimu &islu je stejny)

N}

. Wielandtova redukce

(viz literatura)

w

. podobnostni redukce

(viz literatura)

o Anihilagni postupy

Je-li w libovolny vektor a A;, v vlastni &islo a vektor matice A, pak vektor
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Sestrojime posloupnost matic Ay:
(i) Ag=A k=0

(ii)  provedeme LU rozklad matice Ay = LUy
(iii)  sestrojime matici A1 = ULy
(iv)  jeli matice Ay;1 horni trojdhelnikova = konec,
jinak k = & + 1 a jdi na (ii)
Poznamka:

Da se ukazat, ze kdyz matice By = LgL; ... Ly konverguji k regularni matici, potom matice A; také
konverguji, a to k horni trojiihelnikové matici s vlastnimi &isly na diagonale. Plati

A = LAy Ly
S

Uy
a tedy
Ap =Li'Lt, Lot AgLoLy .. Ly
—_— —
B, B
Poznédmka:

Matice By konverguji k matici, jejiz sloupce tvori vlastni vektory matice A.
Pro symetrickou matici A je diikaz zfejmy

Poznamka:

Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, provadime LU-rozklad ve smyslu Choleského rozkladu
(A = LL”). Potom lze ukazat, 7e A, konverguje k diagonalni matici.

Nevyhody:
- pomald konvergence posloupnosti Aj
- velky potet operaci pro matice vétsich fadi
- nelze realizovat pro obecné matice A

Metody ortogonalnich transformaci

Pouzijeme podobny princip jako v predchozim p¥ipadg, tj. sestrojime posloupnost navzijem podobnych
matic Ag, Ay, Ay, ... tak, Ze

[Ac:=qfaQ, k=012
Pozadujeme, aby posloupnost A konvergovala k matici, jejiz vlastni &isla lehce uréime. Ortogonalni matici
Q. vybirame specidlnim postupem. Vyhodou tohoto algoritmu je numericka stabilita.
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A - nDw

nema slozku ve sméru vektoru v,

Cv. vyjadfime vektor w jako linedrni kombinaci vlastnich vektord v; a ovéfime
w=) Bivi
=1

n

u=(A All)(i Bivi) = Z(Qéﬁ Bidvi) = Bidvi Bidavi + i(ﬁ'lAlvz MBivi) =
= =N iz

=0-vi+y BN v
=2
[m]

e Pouzijeme-li u jako vstup do mocninné metody, ziskame Az, v, (pozor na problém se zaokrouhlovacimi
chybami).

e Abychom odstranili tento problém, odbouravéme stéle slozku ve sméru v,

u=(A-\Du

Charakteristika metod na FeSeni tplného problému:

1) metody zaloZené na vypottech vlastnich &isel pomoci charakteristického polynomu

Nevyhodné pro velkd n (fad matice A), protoZe je obtizné vypotitat pa(A) = det (A — AI) z definice
determinantu.

2) metody vyuZivajici podobnosti matic

Tato kategorie metod vyuziva faktu, Ze podobné matice maji stejna vlastni &isla.

Princip: konstruujeme posloupnost navzijem podobnych matic, kterd konverguje k matici, jejiz vlastni
Cisla se daji jednoduchym zpiisobem uréit.

3) smiSené metody

zaloZené na prevodu obecné matice na matici tfidiagonalni (nap¥. Givensova, Householderova a Lanczo-
sova metoda) a nésledny efektivni vypolet kotenii charakteristického polynomu této upravené matice.

Metoda LU-rozkladu (LR-transformace, LR-algoritmus)
(Lower-Upper, Left-Right)

A =LU ... rozklad matice A na dolni trojihelnikovou matici L a horni trojihelnikovou matici U, kde
na diagonale matice L jsou pro jednoznacnost rokladu jednotky.

Sestrojime matici B, ktera bude podobna matici A.

B=UL (U=L'A = B=UL=L 'AL)

Numerické metody
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Poznamka:  Pro obecnou matici pouzivime metodu QU-rozkladu (QR-transformace).

A=QU Q... ortogonalni matice (QQ"=1,. Q" =Q 1)
U... horni trojiihelnikova matice

B=UQ (U=Q'A = B=Q'AQ = B=QTAQ).

Motivaéni priklad:

Pfikladem ortogonalni matice je matice rovinné rotace o dhel a:

Q(a):[cosa sinn}g{: Z}

sina  cosa

Pro matici
21
A=[33]
stanovte matici B = QT(a)AQ(a) tak, aby b1, = 0.
Regent:
Rozepiseme si prvky matice B:
b bia| [ cs| |21 [c s|_
by byn| | —s ¢ 13 s ¢
_ 2c+s c+3s| | c —s| _
| —2s+c —-s+3c s ¢

_ [ 2+ cs+es+3s® —2cs—s?+c?+3cs
T | 2s+c® s2+3cs 25 cs cs+3c? |

Pro splnéni podminky by, = 0 musi platit

—255—52+c2+355:cs—s2+c2:0,

tj.
cosasing _sin’ a + cos’a = 0.
(et B G AP B B
1
L il +cos2a
2
1
cos2a = -2 sin 2a
2 = tan2a
a = —0,5535
Po dosazeni dostaneme, ze
3,6180 0
B=|" .
0 1,3819

B je diagonalni matice s vlastnimi Cisly na diagonale a stejna vlastni &isla ma i matice A. [m]
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Podobné jako v predchozi metodé, pro dostatetné velké k je Ay horni trojihelnikovd matice a vlastni
vektory jsou (pFiblizné) sloupce matice QoQ1 .. Qi 1.

Pozndmka:
Pro symetrickou matici A vede uvedeny postup na tzv. metodu Jacobiovy diagonalizace.

Jacobiova diagonalizace  (specialni pfipad QR-transformace)

Véta: Je-li A realna symetrickd matice, potom existuje ortogonalni matice Q tak, ze

(A ... spektrélni matice = diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagonale).

Princip:  Matici Q ziskéme souinem matic  Q,4(a), kde
1
1

cos o —sina i il

g 1
Qpa(@)

: 1 : ..

sina cosa = Ry T

1
1

T T

-ty sloupec g-ty sloupec

a parametr o volime tak, abychom vynulovali prvek v pozici (p,q) a tedy iv pozici (g,p).

(Dov. Q7 (@)Qu(a) =1. )

. cosa ... sina .. sina...cosn...]

p-ty Fadek QF, g-ty sloupec Q,,

byq = Gy (cosa? —sina?) + (ag — a,,) cosasina

pozadujeme, aby b,, =0 :

KMA/NM
13.2.2013
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1.
05 €082 + (Bgq  Gpp) 7 i 2a = 0 / 2
2a,,C082a = —(@qq — Gyp) Sin 20 / : cos 2 / 1 (Ggq — Gpp)
2a,
2 = tan2a = a =
a"lq - a’PP

Poznadmka:

P¥i vypottech nemusime uréovat dhel «, ale sta&i ndm vyjadfit sina a cosa. Lze odvodit vzorce pro

sina = ... cosa = ...

Celkovou matici ziskdme takto - postupné nulujeme vSechny nediagonélni prvky.

Poznadmka:

Zbyva zvolit strategii na volbu indexti p a g. Nejjednodussi je postupné nulovat viechny mimodiagonalni
prvky (podobné jako v Gaussové eliminaéni metodé pro feSeni soustavy linearnich rovnic). Uvédomme si ale, ze
se ziskané nuly z predchoziho kroku obecné nezachovaji. Dal$i moZnosti je nulovat vzdy mimodiagonélni prvek,
ktery je nejvétsi v absolutni hodnot& (zde je tfeba v kazdé iteraci vyhledat tento prvek, coz zpomali vypocet).
Iteraéni proces zastavime, je-li norma trojihelnikové matice pod diagonalou mensi nez zadan3 tolerance.

1. varianta - postupné nulovani

2. varianta - nulovéni nejvétsiho prvku (v abs. hodnoté)

Vlastni vektory:
Ar = QTAQ
Az = QTAQ;
A — QF AL 1 Qx
= Ar=QiQi, - QT AQuQ; ... Qi
—_ ==

PT Py

P. A = AP
~ ~

Givensova transformace
® SlouZi pro prevod matice A na t¥idiagonalni tvar (pfedpokladame, Ze A je symetricka)
e Opét pouzivame podobnostni transformace

Apit = QT ALQ:

matice Qy jsou opét maticemi rovinné rotace, oviem jsou voleny tak, abychom zachovali jiz anulované

prvky
1
Gn _Gm
d d
a1 G2
Q= d d— /a3, + a3

1
A; = QTAQ; bude mit 0 v pozici (3,1) a (1,3)
1
21 841
d d
1
Q= = & d=1/a}; +aly
1
1

Az = QTA2Q: bude mit 0 v pozici (4,1) a (1,4)

atd.
Priklad: Preved'te matici A na tfidiagonalni tvar.
14 3
A=1(4 2 6
3 6 5
ay =4, ayn =3, d=+4+3*=5

(*) Ak = A (k— o00)

Josef Dangk

()

(=%)

(#*) Py — X ... jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A
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QfQ

Efektivni vypocet F

1 0 0
4 3
Q=0 < o
3 4
0 =z Z
5 5
=17
1 0 0 1 0 0 1 0
0 4 3 a 4 3
5 5 5 5|70 1
o 3 4104 g 4 0o o
5 5 5 5
1 0 0 1 4 3 1 0 0
rao—|o t 3 ot 3
QI AQ: = 5 5 4 2 6 5 5
g 2 41ls 6 5]|g &8 &
5 B 5 B
1 4 3 1 0 0 1 5 0
26 39 4 3 221 78
- |5 = Zllo = =I5 = =
5 5 5 5 25 25
18 2 3 4 78 46
0 = < 0o -= = 0 = —
B B 5 25 25
harakteristického poly pro t¥idi alni matici
a; ¢
by ay
by a3 ¢
A= .
- Cno1
b, a,
fa() =0
fo) =1
fi@Q)=(ax A fi 1(A)  beck 1fe 2(A)  k=1,2,...n
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a; A cy

by ay— X cy

rozvoj podle posledniho fadku:

A) det(M, 1)  bpc, 1 det(M, 5)

prvnich n — 1 ¥adki a sloupcii z M)

detM = (a,
(M, 1
M, = a; — A = det(M,)
My =1
M_; =0
Podstata vypottu vlastnich &isel tfidiagonalni matice pomoci jednoduchého vyjadfovani hodnoty charak-
teristického polynomu metodou bisekce:

Piklad:

=1 # =1

Zvolime interval (0, 5) v ném olekavame vechna vlastni Cisla

Vypottem snadno uréime

fa(0)=0
fo(0) =1
£1(0) = (a1, =0) fo(0) ~ brco £ 1(0) =2
=2 =1 =0
FO={e 050 = & g LO=3
2 -3 =41=-_127

f2(0) = (a5, 0) f2(0) \b3, \52’f1(0):4
=2 =3 =41=2123

{

bico f1(5)= 3
=0

KMA/NM
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Motivace

PFi numerickém FeSeni Gloh matematické analyzy asto nahrazujeme danou funkci f, vystupujici v fesené
matematické tloze, jinou funkci @, ktera v né&jakém vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pfitom
matematicky zpracovava ¢ modeluje na potitadi. Tuto funkci @ nazyvame aproximaci funkce f.

Pozndmka:  Aproximaci funkce jsme jiz pouzivali u feSeni nelinearni rovnice. Napfiklad u Newtonovy
metody jsme danou funkci f z FeSené rovnice f(z) = 0 aproximovali linearni funkei (te¢nou ke grafu funkce
f); podobné tak tomu bylo u metody secen.

Poznimka:  Jiz pouhy vypotet funkénich hodnot nékterych zakladnich funkci (sinz, e®, Inz, ...) v
potitadi ¢i na kalkuladce se provadi uzitim aproximace téchto funkci. Tyto aproximace jsou oviem zabudovany
do vypocetniho systému a uZivatel si ¢asto ani neuvédomuije, Ze piSe-li v programu napt. y=sin(x), nahrazuje
vypocet hodnoty funkce sin z vypoctem hodnoty jistého polynomu.

Priklady uZiti:
® numerické metody pro vypocet ur&itého integralu
® zpracovani vysledki méfeni

Formulace (zékladni aproximaéni tiloha)

Je dana funkce f — f(z), = € (a,b). Zvolime (n+ 1) linearné& nezévislych funkei g, @1, . . . @ a hleddme

funkei @ definovanou na (a, b), kterou Ize vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace
[¢(2) = copo(@) + c101(2) + - + catpn(z)]
a ktera je v n&jakém smyslu blizka funkci f.

e Tento typ aproximace se nazyva linearni aproximace
® Pokud za funkce p;(z) volime polynomy, mluvime o polynomialni aproximaci

o Ptikladem nelinearni aproximace je funkce ¢(z):

() = g+ 01T + ... + Gy T™
w2 = 14+ by + ... + byz"

V tomto pfipadé mluvime o racionalni aproximaci

Pfistupy k aproximaci
Aproximace na okoli bodu - Pouzijeme, chceme-li aproximovat chovani funkce v malém okoli bodu.
Piikladem miize byt napf. vycisleni hodnoty sin 7 na kalkulacce.
Interpolace - Pouzijeme, chceme-li tabulkou danymi body prolozit polynom, tj. pozadujeme-li, aby aproxi-
mace presné prochazela zadanymi body.

L,-aproximace - PouZijeme, hleddme-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body (ziskanych naptiklad

Numerické metody KMA/NM
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8 7(5) = (@2, =5) fuls) = b c1 fol5) = 8
=2 =—23 =-1=-1-1
f3(8) = (g3, —5) fa(5) — by, & fi[6) =21
=2 =0 s=l==l= J
0
Vypotteme stred intervalu, s = %% — 2,5 a uréime fs(2,5) ...
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), kde nutné nevyzadujeme, aby aproximace danymi body prochazela. Diivodem miizou byt
napf. chyby, se kterymi jsme hodnoty naméili.

Aproximace na okoli bodu

— mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem

Ptedpokladame, Ze dana funkce f ma v daném bod& z, a jeho okoli spojité derivace az do fadu n.
Podminky pro funkci, kterd co nejlépe napodobuje chovani funkce f matematicky zapiseme takto:

(o) = f(20), =0,1,...,m

(Hodnoty derivaci funkei f, ¢ v bodé z jsou stejné az do fadu n.)

Tuto podminku samozfejmé spliiuje Tayloriiv polynom

f'(z0)

Ta) = f(a0) + F3 e L)

zn)+%(z Zn)2+"'+T(I ao)”

Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati
_ _ N z0)"
(@) = £(2) = (@) = QT € UGa)
umime-li odhadnout (7 + 1)-ni derivaci funkce f na daném okoli bodu zo, miZzeme provést nasledujici odhad
chyby aproximace:

zo|™ 1.

M
i-li (n+1) <M <
Plati-li |f"*!)(z) Vz € U(zo), potom e(z)| CES] |z

Ptiklad Stanovte odhad chyby aproximace Taylorovym polynomem 10. stupné funkce f(z) — e* v bodé

Zo = 0 na intervalu (—1,1).

@) =e, §=0,1,...; fOQ=1,5=0,1,...

10

z? T
T.(z)=1 ==
| @=1+z+>+.+ 5
10 ef 11
e(z)=e® T"(z)= i =
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—— zadana funkce

25+ Tayloruv polynom 0.stupne

Tayloruv polynom 1.stupne

Tayloruv polynom 2 stupne

Tayloruv polynom 3 stupne
2k
150
s
051

Ptiklad Urete stupeii Taylorova polynomu funkce f(z) =sinz v bodé zo =0 tak, aby jeho chyba
na intervalu (—m, ) byla nejvyde 1072, resp. (107'2).

Pro chybu plati

(z = zo)"*

efe) = 1(2) = Tule) = “C NS 0E) |

Zajimé nés chyba na intervalu délky 2m = odhad pro  f("*U(z) je ‘f("“)(z]‘ <1 Vze
L&Y
(=)

(=m,m)
(%) bud £sinz nebo +cosz - tento odhad je vzdy nejmensi
mozny
Zntt
= 1078
‘(n+1)!‘ 0™° Vze( mm)
ant
<107° . 107"
m+1) (i )
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Aproxil interpolaénim pol
Aproximujeme funkei, které je dana svymi hodnotami v n + 1 bodech z;, i = 0,1,...,n (body z;

nazyvame uzly interpolace), a pozadujeme, aby aproximace (interpolaénim polynomem) prochéazela zadanymi
body.

Aproximace nam potom poslouzi k ziskani pfiblizné hodnoty zadané funkce v libovolném bodé intervalu
(0, Tn)-

T
Interpolaéni podminky
[P =f=d i=0,1,...n
Chyba e(z) = f(z) — P.(z) pak nabyvé nulovych hodnot v uzlech interpolace.
Véta Interpolaéni dloha ma jediné YeSeni, pokud jsou uzly o, Z1,...,Z, navzajem riizné.

Dikaz: Interpolacni polynom uvazujeme ve tvaru
Py(z) =Y axz* |
k:

Dosazenim do interpola¢nich podminek ziskdme soustavu (n + 1) linedrnich rovnic pro koeficienty
Qpy A1y .00y On
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7{'ﬂ4+1
" (n+1)!
0 3.141592653589793
1 4.934802200544679
2 5.167712780049969
3 4.058712126416768
4 2.550164039877345
5 1.335262768854589
6 0.599264529320792
7 0.235330630358893
8 0.082145886611128
9 0.025806891390014
10 0.007370430945714
11 0.001929574309404
12 0.000466302805768
13 0.000104638104925
14 0.000021915353448
15 0.000004303069587 < 10 °
16 0.000000795205400
17 0.000000138789525
18 0.000000022948429
19 0.000000003604731
20 0.000000000539266
21 0.000000000077007
22 0.000000000010518
23 0.000000000001377
24 0.000000000000173 < 1072
Jak vypadé Tayloriiv polynom Ty (z)?

f(z) =sinz f(0) =0

f'(z) =cosz o)y =1

f'(z) = —sinz (o) =0

f"(z) = —cosz ) =-1

f@(z) =sinz @) =0

To(@) — f(@) + £(@) (@~ 20) + = f(3a)(@— 36 )+ - + 1) (zo) (@ — 20 )"
_— = " 2l — ~ n! ~
0 1 -0 0 -0 o
2 & o & &8 o8 oo
M@= StE wte wtm

Mé-li kalkulatka vypocitat nap¥. sin0,4 a ma povolenou chybu 10=%, uré&i |sin0

Pro dodrzeni chyby 1072 sta&i uréit

tj. pficist dalsi 4 ¢leny.

Poznadmka:

Stejny postup lze uZit i pro vypocet v bodech mimo interval (—, ). Sta&i vyuZit periodi¢nosti funkce
sinz.
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g
Yakzt = f(z:) i=0,1,...,n

Matice soustavy (Vandermondova matice):
n

1 zg 73 ... z¢
i @ & oo @

V=

1
Soustava ma pravé jedno FeSeni, pokud
Matici soustavy pfevedeme na trojiihelnikovy tvar

o pri¢tenim nésobku Fadku k jinému Fadku se determinant nezméni

e vynasobime-li fadek &islem a, pak je determinant a nésobkem piivodniho

Od 2. az (n + 1)-niho fadku odetteme 1. fadek.

1 g @] ) oo @y
W @ @ @ o B @ ceo @y o
Ve~ |0 za @ z; x5 z3 23 ... z3 I}

08z Nz o2z S zB 7T
Vynormujeme — (j + 1)-ni fadek vydélime (z; o), 7=1,2,...,n.
1 & ) . o
2 2 3 3 n m
7 — T Iy — T Iy —T
0 1 HBiZ% THi-% T
Ty —Tqg T —Ig T —Ip
o g Bo oda  moa
M Ta—T T—T | T— 3o
o B @@ @ @
Tn Top Tn o Zn Zo
od 3. az (n + 1)-niho Fadku odecteme 2. Fadek
1z oz i con @
0 1 23+ z}+z1Z0+ 2]
0 0 z, z; ()
Vo~
0 0 z3 =z (%%)
00 z,—2
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s Vime, ze li(z) ma kofeny o, 1, Ti 1, Tise,---,Tn a nabyvé hodnoty 1 v bodé z;.
3_ .3 3_ .3 o 3 .
(x) = T E (23+-2220+25) (23 +2120+2F) = 2327+ To(22—21) = (22-21)(Z2+21+20) 1 RlLzenshsiliedvizansotlveli vortl
Ty — Ty T1—Tp L(z) — (z—zo)(z—1)... (T —Zi 1)(T— Tisa)... (2 — Tn)
e . s ' (@i )@ @) (2 )@ zia) (@ 2a)
)= Ta—To Ti—To (@54 eazo-teg) = (e1+ 2120+ 25) = 25-01420(23-21) = (23—21)(2a+21-+20) Na obrézku je ukézan priklad dilétho polynomu I3(z):
y l3(x)
Vynormujeme — (j + 1)-ni fadek vydélime (z; —z:), 7 —2,3,...,n. 1
1z x? x3 ... ap !
|
0 1 zta @243zt !
|
00 1 T3 + T, + T !
. et | |
00 1 T3+ T+ Tg | |
. . 1
1 \&\ /
I
0 0 1 T AF @ AR Ol 4 4
0 Fo /T2 T3 T5 T
|
Ziskame trojihelnikovou matici s jednickami na di; ale, tj. vysledna matice ma determinant roven 1.
P¥i Gpravach jsme délili (z; — z:), j > %
= |detV = [[(z; — =)
7>
detV#£0 & z;#z; Vi#j
0 N o T P

Lagrangeiv interpolaéni polynom

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné L,(z).
Vime, Ze musi byt splnény interpolaéni podminky

(@) = @) 0= 0ot

Lagrangeiv interpolaéni polynom hleddme ve tvaru

kde L(z) jsou polynomy n-tého stupné takové, ze plati

1, i=3

(snadno se presvédCite, ze dosadite-li do predpisu pro L, (z) uzly interpolace, ziskate zadané interpolaéni

podminky).

Konkretizujme nyni diléi polynomy Ii(z).

P! ni

Oznaéme si hledany polynom n-tého stupné N,(z).
Pro jeho odvozeni pouZzijeme jinou kontrukci. Polynom volime ve tvaru

[Ma(2) = a5 + as(z — 20) T as(z — )z —21) + -+ au(z —m) (@ —21) . (2—2a 1) |

1a¢nich nodminek

Opét pozaduj spInéni interp

N,(z;) = f(z;), i=0,1,...,n.

Poznédmka:  Vyhodou volby tohoto zdanlivé slozitého predpisu je fakt, Ze pfidame-li dalsi bod interpolace
[@ns1, f(Zns1)], nemusime cely vypocet opakovat, ale staci dopocitat pislusny koeficient @,y (ostatni
koeficienty a; ziistavaji beze zmény). P¥i pouZiti Lagrangeova polynomu bychom museli cely vypo&et provést
znovu.

Ukazme si, co dostaneme dosazovanim interpolaénich podminek do ptedpisu polynomu:

No(z0) =

pro pouze prvnich M zadanych tabulkovych bodi.
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No(z1) = ao + a1(z1 — 20) = f(z1) =
N(22) = ao + a1(z2 — o) + a2(z2 — To)(z2 — 21) = f(22)
f(z2) = (@) [
z5) — f(zo) — a1
= = JWe) — i) — e el —2h)
“ (@2 — 20)(@2— 1)
No(z) =ao= f(x
e f@) @), ) () ] olz) = ao= f(xo)
f(w2) = f(mo) (z2 — 71) T () — . .
_ ) A _ Ni(z) = ap+ ai(x — xo)
(22 = o)(2> — 1)
_ Ns(z)
flen) — flo) - 1O T@D g, g ;
_ T, — T, N 2(1’) =ao+ 111(1' — J'(]) + (1,2(‘1' — TONT — 'J;1>
(w2 = z0)(22 — 71) °
f(za) f(=1) flm) f(zo)
__ oz T, T
= Q= ————————L
: T, — T Zo X1 ) 3 T4
Poznamka:
Potitat koeficienty a; pFimo ze soustavy neni praktické, budeme je potitat pomoci tzv. pomérnych Ny(z)=ag prochazi bodem [zo, f(zo)]
diferenci.
Ni(z) = ag + a1(z — zo)
Algoritmus (koeficienty Newtonova polynomu) prochézi bodem  [zq, f(zo)] a smérnici ma takovou, aby prochézel také bodem [z1, f(z1)]
Proi=0,1,.. Ny(z)=ag+ai(z o) +axz zo)(z 1)
prochazi bodem [zq, f(zo)], dale jelikoz plati Na(z1) = Ni(z1), prochazi i bodem [z1, f(z1)] a
A,
o navic
prochazi bodem [z, f(z2)].
Ni(z)
Vystup: Na(z) = ag + a1(z — o) +aa(z — zo)(z — 71)
~ ——— —,
(*) (x) (% % %)
hé Igorit:
Schéma algoritmu (*)  prochazi [z, f(zo)]
zq | f(20) = Ago = ag ()  pridame tento &len tak, aby se zachoval priichod [zq, f(Zo)] (hodnota pro z = g je 0), a; se
urci
— A Ay =
21| f(z:) 10 m=0a tak, aby prochézel [y, f(z1)]
23| f(22) = Az An An =a; (x %) pridame tento Elen tak, aby se zachoval priichod [zg, f(2o)] a [z1, f(21)] (hodnota Elenu
pro
o : T =19 ax =z jenulovd), a, se urdi tak, aby prochazel bodem [z, f(z2)]
Zn | f(Tn) = Ano A A .. An=a,
Poznémka: Vezmu-li z matice A pouze prvnich M ¥adkii znamen4 to, Ze jsem sestavil Newtoniiv polynom Co ji jednotliva Cisla v tabulce?
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g zo | f(z0) = An
1 o |fl@)=Auw A
T3 | f(z2) = Ax An Az
Zn [ f(zn) = Ano An Ao
f(zo)
flzn)
fla)
f(a2)
) I T2 In
Véta Ma-li funkee f, k niz piislusi data f(z;), ¢ = 0, 1,..., n, spojité derivace v néjakém intervalu (a,b) >

int (2g, 21, --,Z.) do Fadu n a derivaci f"*)(z) v (a,b), potom Vz € (a,b) 3¢ = £(z) € (a,d) tak, ze
pro chybu interpolagniho polynomu P, (z) plati:
£

9(1)’f(I)*Pn(I)’W(I*In)(zfﬂh)---@*%) ®

polynom (n + 1) stupn&

(Diikaz pomoci véty o stredni hodnoté, viz déle. )

Odhad chyby interpolace

Umime-li stanovit &islo M takové, e Vz € (a,b) je f("“”(a:)‘ < M, pak
()| < e max fu(e) |
(n+1)! (n + 1)! z6(a)b)

kde jsme oznatili w(z)=(z  zo)(z  z1)...(z ).

le(2)| <
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o
il Vztah ®® zderivujeme (n + 1) krat podle t:
1 ) P, -
Fo = g Ry L8 B@ymag
e N Wi1(T)
(a) —0 (a0) —(n+1)! (su0)
Vime, Ze existuje ¢ tak, ze F(**1)(¢) =0
(ee) P, ... polynom n-tého stupné
(eee)  wn.1(t) je polynom (n + 1) stupné a u t™*' je koeficient 1
(n+1)
— f(nt1) f(z)  Pa(z) 1 P _ £ (3]
o=y LOFBmenr = | j@ R@ = v
[m]

o Pokud interpolujeme funkci zadanou v ekvidistantnich uzlech, mohou mit nepfesnosti ve vstupnich da-
tech silny vliv na hodnotu vysledku — (loha je Spatné podminénd

Poznamka: épatné podminé plati tim vice i pro extrapolaci.

w(z)

N

e Dobrou strategii je volit z; tak, aby byly rozlozeny stejné jako koreny CebySevovych polynomii —
i lizuje se tak hodnota max |w(z)|.

Definice (Cebyevova aproximace)

K dané spojité funkei f(z), € (a, b), chceme najit mezi viemi polynomy P,(z) stupné nejvyse n takovy
polynom P} (z), ktery spliiuje:

Numerické metody KMA/NM
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3 = Pribeh chyby nezavisf jen na (), ale i na w(z)!
Dilkaz:  Zvolme bod z # z;, 1 =0,1,...,n libovoln&. Definujme funkci
f(@) = Pu(2)
F(t) = f(t) — Pa(t) - ————=—wny1(t) | ®®
® = 10 - P - SO =2 0
Tato funkce proménné ¢ ma n + 2 nulovych bod:
ez, 1=0,1...,n:
z) Pz
F) = fz) Poe) {02 @) -0
-0 =
.z
f(z) - P(z)
F(z) = f(z) — P.(2) - —————w,;1(z) =0
(@)= f(0) - Po(o) - L= (o)

PouZijeme-li (n +1)krat Rollovu vétu zjistime, Ze prvni derivace F'(t) ma v (a, b) alespofi n+ 1 nulovych
bod.

Rollova véta:

Necht f(z) je v (a,b) spojitd a mé v (a,b) derivaci. Necht f(a) = f(b). Pak existuje
alespoii 1 bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) =

0.

F(t)

ro T1 T2 T T

Pokracujeme dal a aplikujeme nyni Rollovu vétu na funkci F'(t) a zjistime, ze F”'(t) ma v (a, b) alespori
n nulovych bodi, atd.

F(+1(t) ma v (a, b) alespoii jeden nulovy bod a ten oznatime ¢ = £(z).

KMA/NM
13.2.2013
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Pi(z) = min  max  f(z)— P.(z)| |

moxy, f0)- Po(z)z € (a,b)

z € (a,b)

Poznémka:

P¥i volbé ekvidistantnich uzlii byla dloha Spatné podminéna.

P¥i vhodné volbé uzlii (koteny tzv. Cebysevovych polynomii - viz dale ©) ma interpolaéni proces pro
n — 00 tu vlastnost, Ze interpolaéni polynomy konverguji na (a,b) stejnomé&mé k aproximované funkci
napt. v pripadé, kdyZ existuje spojita prvni derivace f’' na (a, b).

Stejnomérna konvergence funkce f, definované na (a, b)
e varianta 1:  posloupnost {f,} je na (a,b) stejnomérné konvergentni

< Ve >0 3ng € N: stejné Vz € (a,b) tak, Ze

Vn>mngaVz € (a,b): |fa(z) f(z)<e

e varianta 2:  posloupnost {f,} je na (a,b) stejnomérné konvergentni

< lim sup |fa(z) f(z)| =0
% g6 (a,b)

Cebysevovy polynomy

Ty(z) =1

Ti(z) =z

Tpy1 = 22Th(z) Tn 1(z) L]

UZijeme-li substituci & = cos @, & = arccosz a goniometrické vzorce, dostaneme
| T,(z) = cos(narccosz) € ( 1,1) & |

Diikaz:
Ty(z) = cos (Oarccosz) =1 v
Ti(z) = cos (larccosz) =z V'
T, = cos (narccos z) dosadime do vztahu &
cos((n + 1) arccos z) = 2z cos (narccosz) cos((n 1)arccosz)
—_— —_—
& B
Platf:
cosa+cosﬂ:2wsa:ﬂ v

Koteny polynomii jsou
cos (narccosz) = 0

T AIccos Ty = ;Jrk'n, keZ
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;. _2%+1 7w
] arccos ey = — — - o 2 04
d —— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
2%+1 18 03) | ——chyba (koreny & polynomu)
T = Cos w3 ) k=0,1,...,.n 1 Q 16
Poznamka: Pro obecny interval (a,b) pouZijeme transformaci 14
b—a atb 12
T = zy + b
2 1
08
= —_ —_ — 06 —— interpolace a)
w(z) = (z —xo)(z — 21) ... ( — zn) ety
.7 , 04 ~—— interpolace b)
< pro ekvidistantni uzly x; v o kofeny Gebysevova poynomu 03
—— zadana funkce
1 2 3 4 5 04 1 2 3 4 5
2) n=3
1. 0.1
—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
18] y! (koreny & polynomu)
14 0.05
12
, 1 0
pro neekvidistantni uzly z; 06
~ M / ) 06 -0.05
(koteny Cebysevovych polynomi)
04 —— interpolace a)
02 ® ekvidistantni uzly o1
- —— interpolace b)
of © kofeny Cebysevova polynomu
——zadana funkce
Ptiklad 0% 1 2 3 4 5 015 1 2 3 4 5
Uvazujme funkci f(z) = In(z + 1) zadanou na intervalu (0, 5).
Pro zvoleny potet n uzlovych bodii proved'te interpolaci zadané funkce pro uzlové body, které jsou 3) n=4
a) ekvidistantni,
b) koreny CebyZevovych polynomii.
Porovnejte chybu ziskanych interpolaénich polynomii.
1) n=2
Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
~  Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
"
18 0.04 1 4 X10
16 —— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
: 0.03} [——chyba interpolace (ekvidistantni uzly) 16 0s y (koteny C: polynomu)
1.4 —— chyba (kofeny Ci polynomu) 14 :
0.02
1.2 12 B
1 0.01
1
038 0 05
08
06+ 001 . ,
04 ——interpolace a) —— interpolace a) N
® ekvidistantni uzly 0,02 04 ® ekvidistantni uzly
0.2 ~—— interpolace b) ~—— interpolace b) 15
® kofeny Ceby3evova polynomu 0,03, 02 ® kofeny Ceby3evova polynomu h
of —— zadana funkce : ——zadané funkce
02 ] 2 3 P 5 0.04 1 2 3 4 5 2% 1 2 3 4 5
Hn_s 6) n=13
1. 0.015, 1
—— chyba interpolace (ekvidistantni uzly) 16
16| i &
0.01 ¥ (koeny polynomu)
1.4 14
12 12
! 1
038
08
06
04 —— interpolace a) 06 — interpolace a)
g . ?kvidislanm' uzly 04 ® ekvidistantni uzly
02 ~——interpolace b) ~——interpolace b) n
® kofeny Cebysevova polynomu o kofeny CebySevova polynomu -41{| | —— chyba interpolace (ekvidistantni uzly)
of —— zadan4 funkce 02 — Zadana funkce —— chyba (koreny C polynomu)
02, 3 2 3 4 5 1 2 3 4 5 ~o 1 2 3 4 5
5) n=11 Nasledujici obrazek ukazuje pomér maximové normy chyby interpolaéniho polynomu vypocteného pro

hodnoty v ekvidistantnich uzlech ku maximové normé chyby interpolaéniho polynomu vypocteného pro hodnoty
v uzlech uréenych jakoZto koreny CebySevovych polynomii.
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10 2 4 6 8 10 12 14

poget uzlli interpolace

Poznamka:

Interpolaéni polynomy vysSich Fadi neni vhodné uzivat pro aproximaci hodnot funkce mimo interval obsa-
hujici uzly interpolace (tzv. extrapolaci), protoze absolutni hodnota polynomu nabyvé velkych hodnot.

\ Yy Pn(m)

Poznamka:

Neni obecné vhodné interpolovat polynomem funkci, kterd je ddna velkym po&tem svych hodnot. Stupefi
interpolaéniho polynomu by potom byl velky.
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yA

—e

Pokud chceme aproximovat funkci, kterd ma asymptotu, je vhodné misto linearni aproximace (polynomiélni)
pouzit nelinearni aproximaci

Pu(z) _ P +pz+ -+ pyzM

R, =
| ) Qn(z)  1+qz+-+anaV

Poznamka:

Pokud mame dalsi informace nap¥. o derivaci dané funkce v uzlovych bodech, mizeme pouzit tzv. Her-
mitovu interpolaci.

Pozndmka:

Vsimnéme si, Ze v konstrukci interpolaéniho polynomu nezalezi na pofadi zadanych tabulkovych bodii.
V Yadé pripadii potfebujeme kromé a; vypocitat hodnotu polynomu v daném bodé a;, tj.
No(a) = a0+ ai(a — 2o) + az(@ — zo)(a — 1) + -+ + @ — 20) (@ = 1) ... (@ = Tur).

P¥i vhodném uzavorkovani miizeme vypocet zefektivnit (zmensime polet operaci s¢itani a nasobent):

No(a) = ag + (a — z) |a; + (@ — I])[Ua +(a—z2)[aa + ... [ﬂn]]H-

Tento postup miizeme samoziejmé pouzit jen tehdy, kdyZ uz zname koeficienty a;.

Chceme-li vypotitat pouze hodnotu polynomu N, (a) v bodé a za co nejmensiho pottu operaci a ne-
pottebujeme-li koeficienty a;, pouzijeme tzv. Nevilleiiv algoritmus.

Princip je podobny jako v algoritmu pro ureni koeficientii Newtonova polynomu.

L Po=f(@), i=01...,n

Pij-1 = P
2. Pp=Py1+ (a—2z) %;
i = Tiok
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YIn P, (z)

Poznamka:

Pouzijeme-li vhodné zvolené neekvidistantni uzly, mizeme amplitudy chyby minimalizovat.
(Vhodnou volbou jsou uzly zvolené jako kofeny tzv. CebySevovych polynomii.)

Y

< T

Poznamka:

Interpolace polynomem neni obecné vhodna napf. pro funkce, které maji asymptotu.
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Princip Nevilleova algoritmu je ukazan v nasledujicim prikladu.

Piiklad  Vypottéte f(3.5), kde funkce f(z)

bulkou:

Regen:
Uzly z, je vyhodné uspofadat podle rostouci vzdalenosti od bodu @, v némz chceme stanovit pribliznou

hodnotu funce f(z). Podle rozdilu hodnot P;; a P; 1; 1 (1 =1,...,7) |ze rozhodnout o pfed€asném ukon&eni
Nevilleova algoritmu, popf. o vhodnosti interpolace pomoci N, (z).

o —z|z: ] f(z.)
-05 |4| 64
8 64
15 (2| 8 |[|8+15 R
=50
1258 66,5 — 50
-15 | 5| 125 ||125-1,5 66,5-15 ———
5—2 5
= 66,5 = 41,75
1125 78,5 66,5 48,5 78,5
25 |1 1 1+25 T 5 78,5+2,5 —1 3 48,5+2,5 —1 1
=785 =485 = 42,875

Z nasledujicich obrazkii je patrny vyznam hodnot, které dostavame na diagonle.

Poznamka:

Vyjdéme z predpokladu, Ze mame pfiblizné interpolovat hodnotu tabulkou dané funkce v libovolném bodé.
Pokud nutné netrvdme na tom, Ze v tomto bodé chceme presné uréit hodnotu interpolaéniho polynomu
prochazejicimi vSemi tabulkovymi body, pfistupujeme k Nevilleovu algoritmu iteraéné, tj. pokud bude rozdil
po sobé jdoucich diagonalnich prvkii dostate¢né maly, ukon&ime vypocet.

V tomto pFipadé je ovem rozumné sefadit uzlové body podle rostouci vzdalenosti od zadaného bodu, ve
kterém interpolujeme hodnotu funkce.

V nasledujich ptikladech jsou demonstrovany vysledky pro stejné zadani, ovéem pfi pouZiti riiznych sefazeni
uzlovych bodi:

1) od nejblizéiho po nejvzdalenjsi
2) od nejvzdalenéjsiho po nejblizsi.

P¥iklad 1  Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé a = 3,6.
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Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyZ uvazujeme uzly sefazené podle vzdalenosti od a vzestupné:
vysledky ziskané v MATLABu

x(&) |  £() | Aproximace f(alfa)

4.0000 | 16.0000

3.0000 | 19.0000 | 17.2000

5.0000 | 12.0000 | 16.9000 | 17.3200

2.0000 | 14.0000 | 12.9333 | 19.2800 | 17.7120

6.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 11.4400 | 17.7120 | 17.7120

1.0000 | -5.0000 | 4.8800 | 28.5920 | 17.4432 | 17.7926 | 17.7228

7.0000 | 35.0000 | 12.3333 | -13.0080 | 15.2800 | 18.9574 | 17.9674 | 17.6901

Priklad 2  Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodé a = 3,6

Vysledky Nevilleova algoritmu, kdyz uvazujeme uzly sefazené podle vzdalenosti od a sestupné:

vysledky ziskané v MATLABu

x(k) I f(k) | Aproximace f(alfa)

7.0000 | 35.0000

1.0000 | -5.0000 | 12.3333

6.0000 | 14.0000 |  4.8800 | -13.0080

2.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 28.5920 | 15.2800

5.0000 | 12.0000 | 12.9333 | 11.4400 | 17.4432 | 18.9574

3.0000 | 19.0000 | 16.9000 | 19.2800 | 17.7120 | 17.7926 | 17.9674

4.0000 | 16.0000 | 17.2000 | 17.3200 | 17.7120 | 17.7120 | 17.7228 | 17.6901
Poznamka

Jak se da interpretovat libovolna (tj. i nediagonalni) hodnota v trojdhelnikové matici, kterou ziskdvame
Nevilleovym algoritmem?

Interpolace spline funkcemi

Nejjednodussi spline funkci je tzv. linearni spline funkce; jde vlastné o lomenou Caru spojujici zadané
interpolované body.
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.i‘1 i‘z X3

Pozndmka:  Témito pozadavky je funkce s(z) uréena jednoznatné.
(i) ... hleddme 2n koeficientli a; a b;
(ii) predstavuje (n + 1) podminek

(iii) predstavuje (n 1) podminek

Plati: s,(z]:f,+%(z—z,), hi=Tiy1—z;, ©=0,1,...,n—1

Pokud bychom chtéli, aby byla aproximace spline funkci hladka, musime pouzit polynomy vyssiho stupné nez
1.

Nejvice pouzivanou je tzv. kubicka spline interpolace, kterd pouZiva polynomy 3 stupné.
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[ I
(=}

Méme dénu funkei f tabulkou hodnot {z;, fi} ¢ =0,1,...,7n.

Funkei s(z) definovanou na intervalu (zg,z,) nazyvame linearni spline interpolaci funkce f(z), ma-li
nasledujici vlastnosti:

(i) na kazdém intervalu (z;, z;:1), 2 =0,1,...,m 1 je polynom prvniho stupng, tj.

5(z) = si(z), T € (24, T0s1), kde | 5:(7) = @i + bi(z — z:)

(ii) spliiuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z:), tj.

si(@)=fi, 1=0,1,...,n 1
5n-1(Tn) = fn

(iii) je spojitd na (g, Z,), tj. i v uzlech z;

| 5i(Zis1) = 8is1(Tis1), i=0,1,...,n 2
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Z0 T1 22 C3

vyssich stupii slozité

Kubicka spline interpolace

Funkce f je déna tabulkou {z;, f;}, i=0,1,...,n

Funkci s(z) definovanou na intervalu (zq, z,) nazyvdme kubickou spline interpolaci funkce f, ma-li
nasledujici vlastnosti:

(i) je na kazdém intervalu (z;,Z;;1), 2 = 0,1,...,n — 1 polynomem 3. stupné ve tvaru

si(z) = a; + bi(z — ;) + %(I — a:,)2 + %(z — IJJ

(ii) splfiuje interpolaéni podminky s(z;) = f(z:), tj.

si(@:) = f(2:),
sn 1(2n) = fa

(iii) je spojitd na (zo, z,), tj. v uzlech z; plati

[s:@a) = sn@a), i=0,1,..,n 2]

(iv) ma spojitou prvni derivaci na (g, »)

[si(@in) = sp(@n), i=0,1,..,n-2]

(v,

ma spojitou druhou derivaci na (g, Z,)

[#@is) = stalmir), i=0,1,...n 2]
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Funkce s(z) neni podminkami (ii) — (v) uréena jednozna&n&:

) (ii) (n + 1) podminek
(iii) ... (n 1) podminek
(iv) ... (n—1) podminek
(v) ... (n 1) podminek
celkem ... 4n —2 podminek; (polet koeficienti je ale 4n)

2 podminky je nutno dodat:

(A)  prirozené podminky

s'(z, "z,

(B)  podminky periodicity (s periodou T' =z, o)

s(20) = s(zn)

spinéna automaticky (fo = f»)

[F@o) = 5(zn),_o"(z0) = 5'(ax)]

(C)  podminky tecen
s'(za) =y, S'(zn) = ys| kde yg, y, jsou dand &isla

(D) viz MATLAB

Konstrukce kubické spline funkce
Funkci s(z) Ize psat ve tvaru
[5(2) = mso(®) + ms1(@) + -+ 7w 150 1(a)]
kde 7; = m:(z) jsou charakteristické funkce intervalu, tj.
7i = 1 na (i, Tis1), 7n 1=1na(Ty 1,Tn)

7: = 0 jinde

Snadno Ize odvodit:
s(@)—a, s(@)=b, s'"@)=c, $"(@+)=di, $"(@@—)=—dii]

Pomoci téchto vztahii prepiseme podminky (ii) az (v)

) interpolaéni podminky
fi=ai, 1=0,1,...,n 1
Cn1 d,

> R2_, +

fn = @ny + bn_ahny +

R
(iii)  spojitost
G, diig .
fin = Garlid 3 Sl 4 Sy d=Uhihooopm=2
[si1(@isa) = si(@isn)]

(iv)  spojitost derivace

d; .
b,+c.h1+5h3:bm, i=0,1,...,n—2

[s4(zesn) = stoazenn)]

(ozna&ime h; = ;41 z;, 1=0,1,...,n 1)
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S//( )
Ci+1
Z; Ti+1
hi
Integraci ® dostaneme
T — x)? T — ;)%
o) = et o EBE L, oo
Tipq — )3 z — x;)}
si(z) = ¢ *(’ST) + c.“% + Az — =)+ B;
Z interpolanich podminek plyne (s(z;) = f:)
Proz =z,
h? c;h?
For = ol A g 2
—
B;
fir—fi (Cisr — i)
= A== = = =
i h i DD
Ze spojitosti prvni devivacels((a:,“) =si(zh), i=0,1,... . n— |5 uzitim ®® a ®®® plyne
si(2is1)
@ E + finn fi (G c)h = @ h?u + firxa  firn  (Cixa  Cis)hin
7] hs 6 1y b 6
Ay A1
i (ist)
hs hi  hi | hisa hi hisi  faz  fin fir fi
sgten(z §v3 6t = omn he
_h _ hin
3 3

Vynéasobime a dostaneme
1

B
hi+hiy
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¢ +dhi =ciyr, =0,1,...,n 2

[$(@is1) = st (@i02)]

Z téchto podminek Ize sestavit soustavu linearnich algebraickych rovnic pro neznamé cq, ..., c, a jejich
prosttednictvim vypo&itat by, ..., b, a dq, ..., d,. Po lpravich dostaneme:
[oxee 1 +2ce+ Beeesr — g, k=1,2,...,n—1
kde
hi
Bi——
hy + by o
ax=1 f
o= 6 frsr fx fe fea
e =
hi +he o hy P 1

Vztahy predstavuji soustavu n — 1 rovnic pro n + 1 neznamych. Pro jednoznacnost je tfeba pfidat jednu
z podminek (A), (B), (C). Soustava bude mit tvar:

2 b c 90
a 2 By [} 91
a 2 fo
= (*)
n 1 2 Pn
a, 2 Cn In
(*) ... prvnia posledni fadek soustavy predstavuje podminka (A) nebo (B),
pouziti podminky (C) znamena vySkrtnout 1. a posledni fadek a sloupec

Poznédmka:
Matice soustavy je tridi alni a ostte di; 4lné domi ni (ax+ Bk —1). = jeregularni = 3!

FeSent.
Soustavu fesime GEM pro t¥idiagonélni matice.

Odvozeni tfidiagonalni matice pro vypocet koeficienti c;

Druha derivace |s!(z) w+ di(z ;)| je linearni funkei, tj. zndme-li s”(z;) = ¢, pak na (z:, Z:s1)

miizeme psat

si(z) = ,Z'“ —2 + Cis1 ®
(Ovéfeni:  s!(z:) = ¢, S!(Tis1) = Cis1, S)(z) je linedrni.)
Numerické metody KMA/NM
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his1 6 fise fin  fin fi
2¢ n =
B Y e e TP s ( e he
N
=5 =9

Minimalni vlastnost a odhad chyby

Oznaéme Si((a, b)) mnoZinu funkci f, které spliiuji podminky (iz) az (v) a podminku (A) a jsou navic
na (a,b) integrovatelné s kvadrdtem. Mezi viemi funkcemi f € Si((a,b)) pravé p¥irozeny kubicky spline
udili nejmensi hodnotu integralu

b

1= [1f@F do |

J(f) ... mira celkové kfivosti kfivky y = f(z).

Véta
Necht funkce f ma spojité derivace az do ¥adu 4 a ma omezenou 4. derivaci pro = € (a,b). Necht dale

plati:

h .

h—gK, i=0,1,...,n 1, h:m?x Tiy1 i

3

Kdyz s(z) je spline interpolace funkce f v bodech z; a spliiuje podminky s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b), potom
pro z € (a,b) plati:

|f(z) = s(z) <cKh*
If'(=)
() - ¢

z) < coKh®
z)| < c3Kh?.

(
(

Ptiklad

Uréete kubicky spline pro funkci zad

dodatetné nodmink

Pouzijte riizné p

. Pro spline s podminkami te€en pouzijte f'(1) =0 a f'(7) = 0.



Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

® Zadané body

20+ —— Spline (Matlab)

~—— Spline - pfirozené podminky
~—— Spline - podminky periodicity

15¢ ~——— Spline - podminky tecen
--------- Interpolaéni polynom
10f
5 L
[
1 2 3 4 5 6 7
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) <F:C()+cl.z+cz.12
/

)
f(z1)

>

9
)
|
|
|
|
1

T
U interpolace jsme pozadovali, aby aproximace pfimo prochazela zadanymi body, tj. chyba

e =f(z:) o(@)

Nyni na tomto netrvdme, pouze chceme tuto chybu v néjakém smyslu minimalizovat.

o()

Jakou pouZit normu pro méfeni chyby e ?

o max {|f(a:) - ()}

1<i<n

LS i) - o(z)

n+15

~ -
© ISV e

=0
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*Kabitola 8. Aproximace funkei - 11

Aproximace funkci

o Aproximace na okoli bodu - ap chovéni funkce ,v malém okoli bodu* v

e Interpolace - tabulkou danymi body prokladame polynom, tj.
pozadujeme-li, aby aproximace pfesné prochézela zadanymi body. v

o L-aproximace - pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body
(ziskanych napfiklad mé&fenim), kde nutné nevyZzadujeme,
aby aproximace danymi body prochazela.
Diivodem miiZou byt napf. chyby, se kterymi jsme hodnoty naméfili.

e ur&ime systém jednoduchych zakladnich (bazovych) funkci (ne nutné polynomil) o, 1, @, -..,
@, a funkci f aproximuj linedrni kombinaci zakladnich funkci

¢(z) = copa(z) + c191(2) + +++ + Capn(T)
e Otéazka vybéru aproximace se tedy pfevede na ureni hodnot parametrii ¢y, ¢1, ..., ¢, podle néjakého

kritéria vhodného pro konkrétni dlohu.

Pozndmka:  Velmi &asto budeme za zakladni funkce volit funkce 1, z, 2, ..., z", tj. aproximaci ¢
budeme hledat ve t¥idé polynomii nejvy3e n-tého stupné.

Uvod d diskrétni L,-aproximace

Myslenka

Chceme aproximovat funkci, ktera je dana tabulkou {[z:, f(z:)], 2 = 0,1,...,n}.

V pripadé, kdy jsou f(z;) zatiZzeny chybou (napf. vysledky méfeni) nebo pokud je bodii ,mnoho”,
neni vhodné provadét interpolaci.

Aproximaci ¢ hleddme ve tvaru

9(z) = copo(z) + c1p1(2) + - + CmPm (),
kde p; jsou zadané funkce a ¢; hledané parametry.

— pocet bazovych funkei @; je mensi nez pocet zadanych bodi (m < n)
— v pFipadé rovnosti se miiZe jednat o interpolaci (zaleZi na zvolenych bézovych funkcich)

— o interpolaci se miize jednat i pokud je m < n

Nasim cilem je minimalizovat ,odchylku” funkce ¢ od zadanych dat.

Numerické metody KMA/NM
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ilem je chybu minimalizovat = vybereme tu normu, kterd umozni nejsnazsi postup.
Uvazujme priklad:

¢(z) = cg + a1z

Jak by vypadala minimalizace s uZitim predchozich norem?

e min max{1l—-¢c —¢ ,|2—co—2¢c1],2—¢co—3c1 }

pro poéitani nevhodné
0,c1ER

1
~(l1—c—@c|+ 2—c—26 + 2—¢—3c;)

min opét nevhodné
en,e1€R 3

1
. minm \/5 [(1-—co—c)’+(2—co—2a)?+ (2 —co—3a)?]  zjednodudime
e

(Nezéporna funkce f nabyvé svého minima ve stejném bodé& jako nabyva minima funkce /F)
min [(1 @ a)’+(2 o 2a)+(2 o 3c1]2]

co,c1€R
(¥

(*) ... kvadraticka funkce proménnych cg,c1 (konvexni) = je hladka, snadno se derivuje

Formulace

Je déna funkce f tabulkou hodnot v n + 1 bodech g, z1,...,Z, %H—
|0

Zvolime tvar aproximujici funkce
[[e@) = copo(@) + c101(2) + - + cmiom(a) |
s poCtem parametrii c; nejvyse rovnym n + 1.
Diskrétni L,-aproximaci funkce f je potom takova linearni kombinace bazovych funkei wi(z), jejiz

koeficienty spliiuji podminku, Ze Ly norma chyby je alni, tj.
R =5l v =5 i) Sone)]
=0 =0 3=0

je minimalni.

Poznamka:

Tato nejlepsi aproximace ma velmi dobré statistické vlastnosti a vyrovnava vliv nahodnych chyb v zadanych
(naméfenych) funkénich hodnotach.

Diskrétni Ly-ap

linearnim pol

Ukolem je stanovit diskrétni Ly-aproximaci funkce f dané tabulkou {z, f.}, 7 = 0,1,...,7 linearnim
polynomem, tj. zvolime napf. po(z) = 1, pi(z) = z.
Tedy

[ =arer]

Minimalizujeme funkci
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Nutna a postacujici podminka minima je

R

o ; [fi & az]=0
OR =
SE_ =
% 2 i @ azlz=0

Koeficienty ¢g a ¢; nalezneme jako FeSeni soustavy

(n+1)cn+(zﬂ:zl)c1:iﬂ
(iz;)cn+ (izf) ¢ :ifizi

Maticové zapsano
kde P je symetricka, pozitivné definitni.

Jiny postup:
UzZijeme metodu pro FeSeni ,nefesitelnych soustav”.
Plati (mélo by):

¢ + T = fi, i:O,l,...,nl

Zo fo
T fi
T2 [C"] =|f2
C1 3
1z, f;

Maticové zapséno

Soustava Qc = F je nefesitelna. Provadii i r’r, kde r=F Qc je reziduum soustavy.

Dosadime-li, pak plati:
r=(F Qc)"(F Qc)=F'F c¢"Q"F F’'Qc+c"Q"Qc=F"F 2c"Q"F +c"Q"Qc,

protoze (c"Q"F)” = (F"Qc).
EX T E Y
¢islo &islo
Matice Q" Q je symetrickd, pozitivné definitni. Nutna a postacujici podminka minima:
QQc-QF-0 = [Q7Qc—QF
tzv. soustava normalnich rovnic.
Plati:

Diskrétni Ly-aproximace kvadratickym polynomem

Funkei f aproximuj kvadratickym polynomem
pz)=c+acte

Minimalizujeme veli¢inu

Numerické metody KMA/NM
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Qc=F, Q ... singularni matice

e prvni rovnici nelze splnit = soustava nema FeSeni

e fesime metodou nejmensich &tvercli

Q"/ Qc=F — Q"Qc=Q'F

5 9 17] [c 8
9 17 33| |a| = |14
17 33 65] [co 26

= =04, ¢ =265 c——105

[ o) =04z +2650" 10527
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i 2
EDY [f‘ — g — 1T — c;z?] |
=0
Z nutnych a postacujicich podminek minima
3R 6R R
—=0, —=0, —=
Bcy dcy dcy

° |

dostaneme soustavu ve tvaru
(n+1)eq + (Ztcl) o+ (sz) =) fi
(Zz,) co + (sz) ¢+ (Ezf) =) fit;
(X e+ (Xl e+ (Xal)e= fa

Stejnou soustavu dostaneme i postupem, kdy FeSime nefesitelnou soustavu pomoci minimalizace kvadratu
rezidua.

Poznamka: V pfipadé, Ze nékteré hodnoty chceme eliminovat, napt. diisledkem $patného méFent, je vhodné

pouZit vahy, tj. minimalizujeme

R(f,p,wi) = Y [f(2:) — o(@)  ws,

i=0

kde w; . ..vaha uzlu ;.

Ptiklad

Aproximujte funkci f, ktera je dana tabulkou

pomoci funkce

3 L]
2 °
1
0 1 2
Numerické metody KMA/NM
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3 p(x)
2
1
—y
0 1 2

#(0) = ¢1(0) = x(0) =0 = ¢(0) =0
Resitelnost dlohy diskrétni L,-aproximace
Definice:  Rekneme, e systém funkci @i(z), =0,1,...,m, definovanych na (a,b) D int (zg, Z1,-..,Z,)
Jje diskrétné linearné nezavisly, jsou-li vektory
[¢o(2a), ga(@1), - -, po(@a)]”
les(2a), gr(@1), -, pa(@a)]”
[Pm(20), @m(@1), -, @m(@n)]”

linedrné nezévislé.

Poznédmka:
Tato definice fikd, ze hodnost matice & — [(p](z,)];:;’ll"_"t" je rovna (m +1).

Plati, Ze m < n.

Podminénost ulohy diskrétni Ly-aproximace

Budeme-li aproximovat na intervalu (0, 1) funkci f a zvolime-li ekvidistantni déleni a bazové funkce budeme
volit ¢; = a7, bude matice P = QTQ soustavy normélnich rovnic blizka Hilbertové matici, ktera je velmi
Spatné podminéna.

Refeni:  Za funkce ©;(z) volime ortogonalni polynomy (napf. Gramovy polynomy).

Poznamka:  Ze systému n-linedrné nezavislych funkei g; lze pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizaZniho
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&
*“procesu zkonstruovat systém ortogonalnich funkci.

I

Spojita L,-aproximace

Definice:
Méjme funkci w = w(z), kterd je definovana na (a,b) a je kladna a omezena. Mnozinu realnych funkci
f = f(z) definovanych na (a, b) takovych, e
b
/w(z)[f(z)]gdz <o
oznatime Ly(a,b). Skaldrnim souinem dvou funkei f, g € Ly(a, b) nazyvame &islo
b
(£,9) = [w(@)f(@)g(z)dz |

Cislo
7l =51 = ( [ utz) [f(z)]zdz)

nazyvédme normou funkce f v Lo(a,b).
Funkce f, g se nazyvaji ortogonalni, plati-li

3

Chceme tedy minimalizovat veli¢inu

R(f.0) = (f -2 f - ch%)
=0 =0

Nutné a postacujici podminky minima maji tvar

0, k

dcx !
Derivovanim a jednoduchymi Gipravami dostaneme

0,1,

RU,0) = (1) = 20 5 60) + (5 cn 3 6,05)

j=0

OB () + 2 S i) — O

Acx o
S0 ci0s) = (1)
> clone) - (o)

Zapsanim vsech podminek dostaneme soustavu

(90, P0)co + (90, P1)e1 + - + (90, @m)Cm = (@0, f)
(91, 90)c0 + (91, 91)c1 + - + (01, 9m)Cm = (91, f)

KMA/NM
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res,er) = [ f(z) - p@)f do = / (nz - co— cio)Pda

1 1

Podminky minima

& o
i:72/(lnz—cn—cjz)d:ﬂ:0
dcq ]
P e
76;1: zl/(lnz ¢ caz)zdz=0

cu/ldz+c1/zd17/lnzdz
1 1 1

e e
cn/zdz+c1/z’d:c:/zlnzd:c
1 1 1
{ e—1 %(52—1)} {cn}_ 1
= |2
@ -1 de-n)la] " [£41
7 P=ins o=s h
/lnz 1 dz = z :[zlnz]!—/ld:c:e—twrl:l
I i 1
10U gy =1 u=z 1

Refenf:  co= 0,46518, c; = 0,56325
[ o) =0,56325z 0, 46518 |

KMA/NM
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(@, 00)e0 + (my @)1 + - + (P, 0m)om = (6m )

Véta

Jsou-li funkce @q, @1, . . ., Pm linedrné nezavislé, ma tloha spojité Ly-aproximace jediné Feseni.
Koeficienty c; jsou fesenim normalni soustavy a plati:

[G=¢e)=0 =01, ,m]
tj. funkce f — ¢* je ortogonalni ke viem funkcim ¢;.

Geometricka interpretace

\
mnozina funkci

Pokud lezi funkce f v mnoziné funkci ¢(z) = copo(z) + c1901(2) + - - - + Cm®Pm(z), potom

\
mnozina funkci

e(x) = Scjps()

Priklad
Stanovte spojitou Ly-aproximaci funkce f(z) =Inz na (1,e) linearni funkei ¢(z) = c1z + cq.

KMA/NM
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1.2

0.8

04 p=0,563252 —0,46518

Podminénost ulohy spojité L,-aproximace
Ptiklad: Volime-li vahu w(z) = 1 a aproximujeme-li funkci f — f(z) na intervalu (0, 1) funkei ¢ — ¢(z)

ve tvaru

o(z) = co+ a1z + 0z’ + - + cpz”,

1
1

aw@;) = [ Trldr = ———.
(i 95) U/ e

Soustava normalnich rovnic Pc = g je opét Spatné podminénd, protoze P je Hilbertova matice.

,m, ortogonalni ve smyslu skalarniho souinu

Regeni problému: Volime funkce @@ J =0 000
b
(i 05) = [w@pi(a)p;(z) da.

Potom plati: (s, ¢;) = 0 pro % # j a soustava normélnich rovnic ma diagonalni matici. Pak Ize psat:

5o

§= (s 7), j=0,1,...,m
(¢, 95)

c; ... Fourierovy koeficienty.

Gram-Schmidtiiv ortogonalizaéni proces

Jsou dany linedrné nezavislé funkce g1, s, - - -, gn (prvky jistého prostoru).
Hleddme funkce (prvky téhoz prostoru), které jsou navzajem po dvou ortogonalni.
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fa hleddme ve tvaru fa =93+ ka1 f1 + Kaafa a pouzijeme (fa, f1) =0

a(fs,fa)=0
(fa, f1) = (93, fr) + Ka1(f1, f1) + K32 (f2, f1)
=0 =0

S

(f3, f2) = (93, f2) + Ka1 (fu, f2) +Kaa(fo, f2)
=0 =0

Obecné f. hledame ve tvaru | fe=gr+Kufi+ Kfot+ o K 1 fe o |

Priklad

Najdéte ortogonalni bazi prostoru polynomii do stupné 2 na (0, 10).

Vyjdeme z béze gy =1, g1 = z, 9> = 2%

fi=z+:ofo 0
d:
G B G
10
1,1) Fra 10
bl
fo = 2 + 2301 + 3001 (T — 5) 0
2
2 [ z*d:
sy = (11 ’11) - - 333
(1,1) T1dz
0
Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

10000 z 1000

10
3_ g2
(z2,z 5) [TeF=trcs "3 _ 30000 20000 o
sy = = = — 3 = ==
(z 5z 5) € E® B 250 - 4
z — 5)%dz ==
{==9 33

fo =2 — 333 10(z - 5)

Priklad

Urcete ortogonalni bazi prostoru polynomii do stupné 2 pro uzlové body
zo=0;z,=02;,=0,4; 2 =06; 2, = 0,8, 25 = 1

fr= 2% — 40,1458 ... Ovéfte (D.cv.).

Poznamka:

Uvazujme tlohu (spojité) Ly-aproximace, kde za aproximujici funkci volime polynom stupné n.
Jak mame volit stupeii polynomu ?

Pokud nemame dalsi informace, je vhodné ¥esit normalni rovnice postupné pro m = 0,1,2,. .. a sledovat
hodnotu
5 (f(@:) — p(@:)’
o2 — i=0

n—m

kde ¢ ... polynom stupné m.

Pokud 02, s rostoucim m vyznamné kles, pokraZujeme, jinak hodnota po ni# nenasleduje vyrazny pokles
a2, je ze statistickych divodii vhodnym stupném polynomu.

Volime-li za ¢; = 7

1. musime feSit soustavu normalnich rovnic pro kazdy stupefi m znovu,

2. 3patna podminénost

Regeni: PouZzijeme ortogonalni polynomy — potom sta&i vzdy dopotitat pouze 1 koeficient.

Pfiklad
Uréete spojitou Lo-aproximaci funkce f(z) — e® na (—10; 1) pomoci polynomii stupné nejvyse 1, 2, 3, 4
ab.
3
—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 1
2
1
0

Opét pouzijeme jako vychozi bazi

g=1 t [11111]

91—z tj. [0;0,2;0,4;0,6;0,8; 1]

2 tj. [0; 0,04; 0,16; 0,36; 0,64; 1]

(91,f0) _ 0+0,24+0,4+06+08+1 3 1

(fo, fo) 6 6 3

f2= g2 + 320 fo + e f1

(92, fo) 0+0,04+0,16+ 0,36+ 0,64+ 1 2,2 1,1
= = —_Se__ L2

(fo, fo) 6 6 3
(92, f1) [0;0,04;0,16; 0,36;0,64; 1]" [0, 5, -0,3;-0,1;0,1;0, 30, 5]
o = — - =
! (Fur f1) 0,25 + 0,09 + 0,01 + 0,01 + 0,09 + 0, 25
0-0,012-0,016+0,036+0,192+0,56 _ 0,7
- 0,7 0,7

Poznédmka

Pokud bychom zvolili jiné uzlové body z;, dostali bychom i obecné jiny systém ortogonalnich bazovych
funkei.

Napf. pro zg = 0; z; = 0,125; z, = 0,25; z3 = 0,375; x4 = 0,5; z5 = 0,625; z¢ = 0,75; z; = 0,875;
zg=1
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3k
—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 2
2
1
0
-10 -8 -6 -4 -2 0 2
3
——Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 3
2
1
0
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s ziskdme A, B a z B vypocteme C= e”.
3 e 2. pfistup  minimalizujeme L, normu chyby pfimo
—— Zadana funkce
—— L2-aproximace polynomem stupne 4 R(A,C)=Y" (f CeAz,)2
€)= {
2 =
parcialni derivace:
oR . = Az; Azi)
il 2§(f,—0e )(Cze ) 0
1 n
R . Az; Azi)
%72§(f‘—0e )(e ) 0
0 soustava normélnich rovnic:
. . . . . . 1. rovnice: .
-10 -8 -6 -4 -2 0 Z (f. Ce"‘) (CI‘EAZ‘) —0
=0
n n 1
CY fimet™ — C* Y ze*s™ = 0 / = #0
3 =0 =0 c
——Zadana funkce - -
—— L2-aproximace polynomem stupne 5 3 fized® —C Y zethn =0
i=0 =0
2
2. rovnice:
1
0 e 5 o - 3
soustava nelinedrnich rovnic, pro feSeni Ize pouzit napf. Newtonovu metodu.
oos 6420 Piklad
Uréete diskétni Ly-aproximaci funkce f zadané tabulkou
Nelinearni aproxil metodou Sich Etverch funkei ve tvaru
Napf. volime-li p(z) = Ce** () Pro feSeni pouzijeme oba pfedchozi pFistupy.
e 1. piistup  je metoda linearizace dat: (x) zlogaritmujeme
1. pristup
Lnfi =InC+Az script v MATLABu
3 B
$—Az+ B
(piivodni body [z;, fi] je tfeba transformovat na body [z;, In f;])
4 Numerické metody KMA/NM - < . Numerické metody KMA/NM
F %~ Josef Danzk 13.2.2013 k- SE >~ Josef Dansk 13.2.2013
x=0:4 koef=fminsearch("R’, [1 11);
f=[1.5 2.5 3.5 5 7.5] AA=koef (1)
CC=koef (2)
3
g=Q’ *F function out=R(koef);
koef=P\g A=koef (1) ;
A=koef (2) C=koef (2);
C=exp (koef (1)) out=(C-1.5).72+(C.*exp(A)-2.5) .72+ (C.*exp(2*A)-3.5) . "2+ ...
(C.*exp(3%A)-5) . ~2+(C. *exp(4*A)~7.5) . 2;
vysledky v MATLABu
2o vysledky v MATLABu
0 1 2 3 4 A =
f= 0.3836
1.5000 2.5000 3.5000 5.0000 7.5000 cC =
P e 1.6109
0.4055
0.9163
1.2528 B 0,3836 =
= 1,6109¢e™
1.6094 pa(z) ’ €
2.0149
Q =
1 0 20
1 1
1 2
13 p1(x)
1 4
.- 15/
5 10
10 30
- p()
6.1989 L
16.3097 10
koef =
0.4574
0.3912
A= 5F
0.3912
C =
1.5799
. . . .
-2 0 2 4 6

709 03912

2. pristup
script v MATLABu
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Table 5.6 Change of Variable(s) for Data Linearization
Function, y = f(x) Lineanized form, ¥ = Ax+ B Change of variable(s) and constants
A 1
y=7 +B y= A; +B
= + :—1(xv) + b
Y=r¥e YrTwTT
=L Loaxes B
Ty 3o
__x 1 Al B
YT AT B yo oY T
y=Aln(x)+B y=Aln(x)+ B X=hx),Y=y
y=Cerr In(y) = Ax + In(C) X =x,Y=In{y)
C=e8
y=Cx? In(y) = Aln(x) + In(C) X =1In(x), ¥ =Inly)
C=éf
y=(Ax+B)"2 y V1= Ax4+ B X=xY=y 2
= —Dx PAYEEN = = b4
y=Cxe ln(x)_ Dx + In(C) X-x‘Y—ln(x)
C=ef,D=-4
L L [ L A
V= ln(;—~l)=Ax+ln(C) X=J.Y=ln(;—l)
C = ¢ and L is a constant
that must be given

Fourierova analyza

Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce hlavné pomoci polynomii. V dvodu jsme uvedli, Ze za
bézové funkce miizeme volit libovolné funkce. Napfiklad pro aproximaci periodickych funkei neni vhodné pouzit
polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak ve smyslu L,-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkci
je vhodné pouZit né&jaky systém periodickych bazovych funkei, nap¥. systém tzv. trigonometrickych polynomii:

1
©o(z) =1 (nebo 5)
omkz
¢ 1(z) = cos T k=1,2
2mk:
on(z) = sin% k=1,2,...,
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1 1 0 1 Ay 12
10 1 1| A
1 -1 0 1 B; 0
1 0 -1 -1 Ay 4
-— oL =
Q © F
tj.
400 0] 4 12
02004/ |12
0020/ [B | | 8
000 4 A, 12

—_— S ——

Q'Q ¢ Q'F

Q7Q je diagonélni, protoze funkce ¢o(z) = L, ¢1(z) = cos z, pa(z) = sinz jsou diskrétné ortogonalni
ve smyslu skalarniho souinu

8 273
) =L))oz, N-3
3=0
D.cv.
1
(—,cosz) =cco=(1
2
a1 o
(E,smz) =-2=0
(cosz,sinz) =.--=0
VyfeSenim soustavy ziskdme hledané koeficienty Ag — 3, A; — 6, By — —4, A; — 3 a tim i aproximujici

trigonometricky polynom

¢p(z) =3+6cosz  4sing + 3cos2z.

Numerické metody
Sy~ Josef Danék

KMA/NM
13.2.2013

) kde T predstavuje periodu zadané funkce (vzdélenost prvniho a posledniho uzlu v diskrétnim pfipadé, resp.
‘4 délku zadaného intervalu ve spojitém pripadé).

Pro jednoduchost uvazujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim p¥ipadg).

Potet uvazovanych bazovych funkei volime bud mensi ne? je pocet zadanych bodii (ve smyslu L,-
aproximace), nebo roven pottu zadanych bodii (ve smyslu interpolace).

Jednoduchym cvicenim je ukézat, Ze systém trigonometrickych polynomii je ortogonalni jak v diskrétnim
(pozor na potet) tak ve spojitém pripadé. Ovéfte!

Ulohu najit koeficienty ¢; u bazovych funkei @; z vyjadreni

©(z) = copo(z) + 191 (Z) + - -+ + can(z).

nazyvame v tomto pripadé Fourierovou analyzou.
Formalné pouze preznatime koeficienty c;, tj.
u bazové funkce po(z) =1  pouzijeme koeficient A,

u bazovych funkei @a. 1(z) = cos(2mkz)/T  pouzijeme ... Ay
u bazovych funkei @o(z) = sin(2mkz)/T  pouzijeme ... By

Nasledujici jednoduchy pfiklad ukaze princip Fourierovy analyzy.
P¥iklad

Aproximujte 27-periodickou funkei zadanou tabulkou za pouZiti maximalniho po¢tu bazovych funkei (tj.
ve smyslu interpolace).

ReZeni
Ze zadani je zfejmé, Ze perioda zadané funkce je 2. Aproximujici trigonometricky polynom budeme tedy
volit ve tvaru
¢(z) = Ag + A, cosz + B sinz + A, cos 2.
ZapiSeme interpolacni podminky
p(z;) = f(z3), 7=0,1,23,

.
1 coszy sinzy cos2zg Ay F(zo)
1 cosz, sinz; cos2z; A w _ { flz1) “
1 cosz, sinz, cos2z, B | | f(z) |
l 1 cosz sinz; cos2zy l Ay J l flzs) J
Y.
1 cos0 sin 0 cos0 Ay 12
1 cosm/2 sinw/2 cosmw A | _ | -4
1 cosm sinm  cos2r | | By | | 0 |’
1 cos37w/2 sin3w/2 cos3m Ay 4

KMA/NM
13.2.2013
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—— Aproximace trigonometrickym polynomem s 1 bazovou funkci
15 @ aproximovane body
. .
10
5
.
0 .
.
-5
0 1 2 3 4 5 6
15 —— Aproximace trigonometrickym polynomem s 2 bazovymi funkcemi
@ aproximovane body
. .
10
5
D)
0 .
.
-5
0 1 2 3 4 5 6
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4 I acosa+ bsina — rsinvcosa + rcosvsina — 7(sinvcos a + cos vsina) = rsin (@ + v).
15/ | ——Aproximace trigonometrickym polynomen s 3 bazovymi funkcei
® aproximovane body . . . e .. X ., _
Fourierovou (harmonickou) analyzou rozumime dlohu uréit amplitudy 7 a faze vy tzv. harmonickych
° ° . . 2mkr s
10 slozek 7 sin + v, je-li dana funkee f(z).
Fourierovou (harmonickou) syntézou rozumime tlohu uréit funkci f, jsou-li dany faze v, a amplitudy
Tk
5
.
Tuto dlohu mizeme Fesit nékolika zpiisoby:
0 M (#) Vyjdeme z tilohy spojité Fourierovy analyzy a numericky vypocteme Fourierovy koeficienty, které jsou dany:
T
2 2mk:
-5 ° a.,,*?u/f(z)cus szz
0 1 2 3 4 5 6 .
2 2mk:
b — ?/f(z)sin rTIda:
0
15 TADlemaoe mgbur;omelrlckym polynomem s 4 bazovymi funkcemi UZijeme napt. lichob&Znikové pravidlo (viz dalsi prednaska). Pozor, pro velkd k integrandy osciluji!
ody -
(42) Funkci f aproximujeme (interpolace, diskrétni Lp-aproximace) primo vhodnou funkci ¢, kterda ma
10 tvar trigonometrického polynomu.
PouZijeme pfistup (%) realizovany v pfikladu.
5
Diskrétni Fourierova analyza - ve smyslu interpolace
0 - . v
Véta  Trigonometricky polynom
A, L
5 o(z) = 7“ + Y (Axcoskz + Bysinkz), N =2L+1 (N liché)
- k=1
. s . . L . . resp.
0o 1 2 3 4 5 6 o o
o(z) = 7ﬂ + )" (Axcoskz + By sin kz) + - cos Lz, N =2L (N sudé)
=
spliiuje interpolacni podminky
i’ S q : 27 )
Uloha diskrétni Fourierovy analyzy o(z;) = f(z;), == = j=0,1,...,N—1,
Radu T periodickych funkci (integrovatelnych) Ize vyjadfit ve tvaru Fourierovy Fady L. . L ) , B .
- = pravé kdyz koeficienty polynomu @(z) jsou dény pomoci vzorcii
f@)=> (a cos 2mha + by sin 27{“) g o1
= k ke
= T Ak:ﬁijcoskz,, k=0,1,...,L
nebo o=
e . [27mkz a 2 a a g N 1
f(z)fgrkmn(TJrvk), kde 77 =a} + b}, kaaxctana Bk:ﬁ;fﬁinkzj, k=(0,)1,2,...,L
Polozili jsme @y = T sinwvg, by = Ti COS g,
Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013 Josef Dangk 13.2.2013
(=231 -4 ST iB) = & f(e,) coka, ¥ it 3 f(a) sink
b= — ik = = (Ax F1By) = — z;) coskz; F i— z;) sinkz; =
N % fi d 2 N = 3 ol N = 3 o
QN
== 3 f(z;) (cosks; F isinka;)
Diikaz: Nz
eFike;
(¢(z),cos kz) — Ay, (¢(z),sinkz) — By a vyuZijeme ortogonality.
1 N-1
Z téchto vzorcii vychazi algoritmus diskrétni Fourierovy analyzy. Cy = i f(z)e =, k=-L,...,L
=0
p L ) | L ) L Poznamka
Wi & (sl oty awelizy (2 ifmirmaltosei: Gliasaming? (ki Lamiern Fromme. Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poctu bazovych funkci nez je pocet zadanych bodi, jedna se

Uvazujme pro jednoduchost lichy pozet bézovych funkei (N — 2L + 1) a periodu dané funkce 2. o aproximaci ve smyslu metody nejmensich Ctverci, tj. diskrétni Li-aproximaci. Potom obecné nemohou byt
Pot . imuifci funkee t spinény interpolaéni podminky ptesné (jen ve specialnich p¥ipadech).
otom ma aproximujici funkce tvar
o(c) = Ao + ZL:(A cos ke + B, sin ka) ) Vypocet koeficientli Cy, predstavuje s¢itani kone¢né Fady.
= 4o ke k .

k=1

lN 1
Co=+ 3 flz)e ™, k= L,...,L
N &

Pomoci Eulerova vzorce

e =cosz +isinz

Ize pro funkce sinz a cos z odvodit vztahy Uvazujeme-li potet aproximujicich bazovych funkei N jako mocninu &isla 2 (tj. N = 2M), Ize odvodit
velmi rychly a efektivni algoritmus pro vypocet koeficientd Cy.

it 4o i e _ g it 1.
: i (el iz
COST = ————, SIng=——rm——=—71 (e®—e ™) Tento algoritmus se potom nazyvé rychla Fourierova transformace (Fast Fourier transform - FFT).
a tedy
L, 1 - . 2 iicim pHklade.
o@) = Ao+ 3 (E Ay (€ 4 ek — Ein (e — e"’“’)) . Princip metody si ukaZeme na nasledujicim pfikladé
k=1
L P¥iklad
— 1 : ikz 1 A i B —ikz
= Aot ’; 2 (Ax —1By) ™ + E( « +iBy)e . Uvazujme nésledujici zadani funkce f pro N = 22 = 4 ekvidistantni uzlové body.
v : N s 3m
Oznadime-li 7 7 z; ||Zo=0{z1 = g|FT=m|Ta= oo
Co = Ao, Ck:E(Ak*in) ) C—kZE(AkJrin)
f@)| fo f fa fa
Uestanens 3 Potitame koeficienty Ci.
o(z)= 3 Cre™| Plati:
==l 1 = 3
| Ci=7 (fot fre "3+ foe "4 fre *F), k=0,1,2,3 |
- A 2 ; ret] (WAt P " Oznatme
Pro koeficienty dostaneme vynasobenim (%) jednotlivymi bazovymi funkcemi, vyuZitim jejich ortogonality a T
interpolaénich podminek predpisy: F = ka k=0,1,2,3(
Potom

1 N-1
A=x ,Z::u f(z;) C.— Ry + Fu* + Fw® + Fw®™,  £—0,1,2,3 |
Uvédomme si, Ze plati

2
A=y 12;; #(z;) coska; w'=1  (obecné w" =1).

f(z;) sinkz;
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Co :w+w i koeficient A(0) = 0.000000 u bazove funkce phi(0) = 1
Ry So " koeficient A(1) = 0.128701 u bazove funkce phi(1) = cos(2xpix1xx/31-1)
Cy — (Fy + w’F,) +uw (Fy + w?F) koeficient B(1) = 1.265623 u bazove funkce phi(2) = sin(2xpix1*x/31-1)
—R'_’ —S'_’ koeficient A(2) = 0.001321 u bazove funkce phi(3) = cos(2xpi*2#x/31-1)
! ! koeficient B(2) = 0.006426  u bazove funkce phi(4) = sin(2*pi*2*x/31-1)
Co = (Fo + F2) + w?(Fy + F3) koeficient A(3) = 0.126074  u bazove funkce phi(5) = cos(2*pi*3+x/31-1)
koeficient B(3) = 0.401825 u bazove funkce phi(6) = sin(2*pi*3*x/31-1)
Cs = (Fo + w’Fy) + w?(Fy + w’Fy) koeficient A(4) = 0.005229 u bazove funkce phi(7) = cos(2xpi*4*x/31-1)
koeficient B(4) = 0.012184 u bazove funkce phi(8) = sin(2xpix4xx/31-1)
koeficient A(5) = 0.120926 u bazove funkce phi(9) = cos(2xpi*5kx/31-1)
Vypotetni ndronost: koeficient B(5) = 0.217866  u bazove funkce phi(10) = sin(2*pi*5*x/31-1)
koeficient A(6) = 0.011564 u bazove funkce phi(11) = cos(2*pi*6*x/31-1)
na Ry, Sy ... 45 +2N koeficient B(6) = 0.016614  u bazove funkce phi(12) = sin(2#pi*6%x/31-1)
koeficient A(7) = 0.113468 u bazove funkce phi(13) = cos(2xpi*7*x/31-1)
na Gy von CEISFELY koeficient B(7) = 0.132175 u bazove funkce phi(14) = sin(2%pi*7*x/31-1)
koeficient A(8) = 0.020067 u bazove funkce phi(15) = cos(2*pi*8+x/31-1)
T ... 88 +5N koeficient B(8) = 0.019075 u bazove funkce phi(16) = sin(2xpi*8*x/31-1)
koeficient A(9) = 0.104007 u bazove funkce phi(17) = cos(2xpi*9*x/31-1)
koeficient B(9) = 0.080507 u bazove funkce phi(18) = sin(2%pix9*x/31-1)
Pfiklad koeficient A(10) = 0.030389  u bazove funkce phi(19) = cos(2*pi*10%x/31-1)
Aproximujte periodickou funkci f (perioda T' = 31) zadanou tabulkou pomoci trigonometrického polynomu koeficient B(10) = 0.018942 u bazove funkce phi(20) = sin(2*pi*10%x/31-1)
(ve smyslu Ly-aproximace, aZ p¥i pouZiti plného pottu bézovych funkci ve smyslu interpolace). koeficient A(11) = 0.092929  u bazove funkce phi(21) = cos(2*pi*11xx/31-1)
e —1,2,...,32 koeficient B(11) = 0.045584 u bazove funkce phi(22) = sin(2*pi*11xx/31-1)
_ _ koeficient A(12) = 0.042109 u bazove funkce phi(23) = cos(2*pi*12xx/31-1)
flz) =1 pro k=1,2,...,15 L . . X
—a pro k — 16 koef?c%ent B(12) = 0.015596 u bazove funkce ph%(24) = sln(2*p?*12*x/31—1)
koeficient A(13) = 0.080687 u bazove funkce phi(25) = cos(2*pi*13*x/31-1)
== 0 1= U0, 100003l koeficient B(13) = 0.020891  u bazove funkce phi(26) = sin(2*pi*13+x/31-1)
=1 Fo B=& koeficient A(14) = 0.054747  u bazove funkce phi(27) = cos(2+pi*14%x/31-1)
2 s koeficient B(14) = 0.008387 u bazove funkce phi(28) = sin(2%pi*14*x/31-1)
Regeni koeficient A(15) = 0.067784  u bazove funkce phi(29) = cos(2*pix15%x/31-1)
vysledky v MATLABu koeficient B(15) = 0.003438  u bazove funkce phi(30) = sin(2#pi*15%x/31-1)
Aproximace je dana predpisem :
L
phi = A(0) + suma [ A(k)#*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ]
k=1
pro pocet bazovych funkci N=2L+1
L-1
phi = A(0) + suma [ A(k)*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ] + A(L)*phi(2L-1)
k=1
pro pocet bazovych funkci N=2L
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- § - d
pitola 9. Numerické derivovani Y

Definice:  Existuje-li pro danou funkci f : R — R vlastni (tj. kone&na) limita
fla+h) - f(a)
h

lim
h=0

fikéme, Ze funkce f(z) ma v bodé a derivaci.

Ptislusnou limitu znatime f'(a). / [
Poznamka: /
9oz /
Geometricky vyznam derivace f'(a) je smérnice te€ny kfivky dané rovnici y = f(z) v bodé a (nebot te¢na T

v bodé a je limitni polohou setny pro h — 0).

Fyzikalné znaii derivace funkce y = f(z), kde z je &as a y drédha pohybu, limitu z primérné rychlosti,
tedy okamZitou rychlost v ase a.

y Zpiisoby odvozeni vzorcii pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpolaéniho polynomu

y=[flz)—

Pro funkci f, kterd je zadana tabulkou, sestrojime interpolagni polynom a derivaci funkce f v bodé a
ztotoznime s derivaci tohoto interpolacniho polynomu v bodé a.

Yl

a a‘+h T

Poznémka:

Pro danou funkci f(z) vyjadtuje derivace f'(zo) miru ,stoupani”, resp.  klesani* v bodé g .

Poznamky:

- Stupei polynomu nemiize byt nizsi nez ¥ad pocitané derivace.

- Pro jednoduchost hleddme hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme ekvidistantni uzly
s krokem h.

2. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje

Pro dostate¢né hladkou funkei f plati (pro A > 0):
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2
f(zo + h) = f(zo) + hf'(z0) + %f”(él)v & € (20,20 + h)

fl@o =) = f(=0) = hf'(20) + %Zf"(fa)x £ € (20— h, )

Z prvni rovnice potom plyne vztah

Fla) = LEHM) S 2o
= Dpf(zo, k)
Podobné ze druhé rovnice
Flay = 12T 1), 2 g,
= Drf(2o,h)

Obdrzeli jsme dva zakladni dvoubodové vzorce Dp f(Zo, h) a Dy f(Zo, h), tzv. pravou a levou pomérnou

diferenci.

Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje vyssich Fada. Plati:

2 3
F(oo + B) = @) + hf' (@) + @) + K p6), 6 € om0+ h)

f(zo  h)=f(z) hf'(za)+ h;f”(%) %afm(ﬁa), &E (T hzo)

Po odetteni obdrzime:

o+ )= fleo = ) = 20 (@a) + o (77(6) + 7(6)

Odtud vyjadiime prvni derivaci a ziskame tfibodovy vzorec D¢ f(zq, k), tzv. centralni pomérnou diferenci

Fay = TR S B W) 1 )

De f(zo, h) %fﬁ/({)
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Y
1)
f(&2)
J"E&) + ["(E2)
2
f(&)
i xr
zo—h & o ¢ Saoth

Uvedené vzorce jsou pro vypotet prvni derivace f'(zg).

Pro vypocet druhé derivace f”(z,) Ize pouzit naptiklad vzorec, ktery dostaneme po setteni vztahii:

h? h® h*
Flaa+B) = f(za) + hf (o) + = f"(a0) + (@) + 22 FOE), € (0,204 )

F(z0 = ) = f(z0) = hf'(a0) + = 1"(20) = = f"(@n) + 21 E), b€ (@ = o)

Samoziejmé Ize odvodit fadu dalSich vzorcii, pricemz plati, Ze &im vice bodii pouzijeme, tim bude Fad

chyby vyssi.

Pfiklad:  Pomoci uvedenych ti vzorcii vypottéte piibliznou hodnotu prvni derivace funkce f(z) = e*(1—z)
v bodé zo = 1. Pouzijte krok A = 0,1.

Regent:
Nejprve si pro kontrolu analyticky zjistime pfesnou hodnotu prvni derivace funkce f bodé z,.

fi(z) =e*(1—z) +e*(—1) = —ze®, tj. f'(1) = —1le! = —e~ —2,7182

Nyni pouzZijeme pravou, levou a centrélni pomérnou diferenci:

1.
_ 1107 _ _el(1 _
Def(zo,h) — f(zu+hr)L flzo) _et(1-11)—el(1-1)
0,1
e
= D{; 11e — —eM v —3,0041 (chyba 0, 2858)
: fe) S B)_e0 1) &0 09)
Dif(zo,h) = n = 01 — =
. 0,9
= 0[; 11e = —e"® ~ —2,4596 (chyba 0, 2586)
3 flmo+h)— f(za—h) _e"}(1-1,1) —e"’(1-0,9)
DCf(Iﬂxh) - 2h - 0’2 -
0,1e™  0,1e%° el! +e%f
= A~ 2,731
03 5 , 7318

(chyba 0,0136)

Vsimnéme si velikosti chyb v jednotlivych pfipadech. Potvrzuje se fakt, Ze chyba prvnich dvou (dvoubo-
dovych) vzorcii je Fadu h, tj. v ¥adu desetin a chyba posledniho (tfibodového) vzorce je fadu h2, tj. v Fadu
setin.

Podminénost tlohy numerického derivovani

UvaZujme nyni nap¥. vzorec s pravou diferenci Dpf(zo, k), tj. plati

flag - LEtR o) L
- h P
Def(zo, k) chyba metody

Chybu metody oznaéme ;.

M
Plati-li |f"(z) < M pro z € (o, + k), potom 7| < Th'

Musime uvéZit chyby méFeni (zaokrouhlovaci chyby) - ozna&ime 7.

Oznagime-li

F(oo+ B)+ flza — ) = 21 (a0) + 5 f(a0) + Ao (£9(E) + £O(E)

Odtud vyjadime druhou derivaci a ziskame t¥ibodovy vzorec pro druhou derivaci

)= Lot W ool d e ) _ K g, 1 pioge,)

1z Bk
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f(zo), f(za+h) ... presné hodnoty
fr(@o), fH(@o+h) .-... vstupni hodnoty

Potom pro 7, plati
fl@ot+h) flzo) fzot+h)  fHz0)
Ty =
h h
presna hodnota vzorce vypoétena hodnota vzorce

A dale

[

f(mo+h) = f(zath) f(zm)= fz)
h * B S

f(ma+h) f'(zoth) +\f'(ﬂln) f(=zo)l <
h h

+- =

2e
h

EA
Bl

Vyuzili jsme zde odhady

[f*(@+h) flm+h)<e
fH(@o) = flmo)| <€
¢islo € miize predstavovat napt. strojovou presnost.
Pro celkovou chybu r potom plati

2
h

M
[r| < |ra] + 72| < 7h-*—

hopt h

i se h roste chyba)

o Uloha numerického derivovant je $patné podminéna ! (pro

e Lze najit optimélni krok Aopt
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'l
V nésledujicich prikladech ukaZzte chybu 3 odvozenych vzorcii pro vypotet prvni derivace funkce f(z) v bodé 10° -
o pi poutitf krokii h — mfm’ 10715’ . 101, = pomoci prave pomerne diference DP
Priklad 1  f(z) = sinz, o = 1. pomoci leve pomerne diference D,
107 -
pomoci centralni pomerne diference Dc
10° - > pomoci prave pomeme diference D, 10*
pomoci leve pomerne diference DL
107 - — B
pomoci centralni pomere diference D 107 -
10 -
10° -
5
107 +
107
10° - \ : . '
107 107 10° 10°
10"
Piiklad 3 f(z) =€®, 2o = 1.
.

Priklad 2 f(z) — sin % zo=1.

Numerické metody KMA/NM - Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013 % J ~  Josef Danék 13.2.2013
g &
u 'l
» pomoci prave pomerne diference DP » pomoci prave pomerne diference DP
10° - — 100 -
pomoci leve pomerne diference DL pomoci leve pomerne diference DL
10‘2 © pomoci centralni pomerne diference Dc 1 04 pomoci centralni pomerne diference DC
10 - 10% -
10° - 10° -
10° 10° -
10" 107"
107 107 10° 10° 107 107 10° 10°
Priklad 4 f(z) —e:, 2o — 1. Poznémka:

Na zakladé Spatné podminénosti se zd4, Ze nebude mozné pfi vypoctu derivace dosahnout libovolné
presnosti.

ZvySeni presnosti ale miizeme dosahnout
1) pouZitim vzorce s chybou vy$siho Fadu
2) pouzitim tzv. Richardsonovy extrapolace

Richardsonova extrapolace

Jde o obecny princip, ktery se pouziva nejen u numerického derivovani.

Myslenka vychazi z toho, Ze na zakladé znalosti vyrazu pro rozvoj chyby vyuzijeme dvou pfibliznych vysledki
k ziskani tretiho, ktery bude presné&jsi.

Tento proces eliminace chyb budeme demonstrovat nap¥. na poméré centralni diferenci D¢ f(zq, k).

Vyjdeme z Taylorova rozvoje:

&) Faoth) = Fao)+ha(zo) o (@) o (e o ) o )

2 3 4 5
@) Flao=h) = flaa) =iz} o " (an) "o F"(aa) o S a) - 3 F(6)
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h3 h®
- F(zo+h)=f(zo=h) = 2hf (@)t £ (@o) +g7 (F(6) + 19)(60)
O(r®)
flzo+ h);hf(ln -h) F(zo) + gf//l(zu) T o) ®
Do f(zo, k)
Stejny vzorec pouzijeme pro vypotet s krokem h = 2h.
h2
Dof(ae,F) = F'(@s) + o f"(a0) + O(R*)
2
Dof(z0,2h) = f'(a0) + 4 £"(30) + O(h") @®

PodtrZené ¢leny chceme eliminovat — rovnici ® vynasobime 4
h2
4Do f(wo, h) = 4f'(20) + 4 f"(20) + O(h*)

Odecteme ®@® )
h
De f(z0,2h) = f'(20) + 4?fm(1n) +0(h*)

4Dof(zo,h)  Dof(2o, 2h) = 3f'(2c) + O(R*)

| () = 2DeLonh) Doflen®h) | o) |

nebo jinak zapsano

Dcf(zo,h)  Dcf(zo,2h) +

f'(20) = Dcf (2o, h) + 3 O(n*) |

Poznamka:

Timto zplisobem jsme eliminovali chybu ¥adu h?. Algoritmus Richardsonovy extrapolace Ize samoziejmé
pouZit opakované pro eliminaci chyb vysSich Fadii. Tato metoda je potom velmi efektivni.

Pokud bychom chtéli stejnym zpiisobem eliminovat chybu fadu napf. 4, potom bychom dostali:
Do f(o,h) = f'(2o) + KR* / -2% a odecteme 2. rovnici

Do f(@o, 2h) = f'(z0) + K2°h*

| (e = 22ellenh]_Defleo2) |

| #60= Dot + 5 et w0 - Des(anm)

Pro eliminaci chyb vysSich Fadi postupujeme analogicky, tj. misto 4 pouzijeme pfislusny ¥ad.

Poznamka:

V nazvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, Ze nova hodnota derivace je linedrni kombinaci

KMA/NM
13.2.2013

Numerické metody
>, ~  Josef Dank
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Algoritmus Richardsonovy extrapolace

Na zakladé znalosti rozvoje chyby pfislusného vzorce miizeme pro zpresiiovani hodnoty vypoétené derivace
pouzit nasledujici algoritmus.

Algoritmus (napF. pro vzorec D¢ f)

Pro s=0,1,2,...,S
Too = Def(z0,2 °h)
Pro k=1,2,...,s

Top 1—Te 1 1
41
~~

()

Top = Top—r+

(x) 4% =2%, protoze v rozvoji chyby tohoto vzorce jsou pouze sudé mocniny A.

Schéma
h  Tw
LTy Ty
LT T Tn

LTy Ty Tn Ty

Pozndmka:  Pokud se napt. rovnaji Tb, a Tsy, nemusime potitat Tys, protoZe vyjde stejné.

Priklad:

Poutzijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro vypo&et derivace funkce f(z) = Inz v bodé zo = 3
pomoci centralni pomérné diference s kroky h = 0,8; 0,4; 0,2 a 0, 1.

Regeni:

Ukazali jsme, Ze pro dostatecné hladkou funkci f plati vztah

f(zo+h)— flzo —h)

f'(zo) = 5 + cih® + bt +esh® 4 ..,
Dof (70, ) rozvoj chyby

kde &isla ¢1, c,, ca predstavuji kontanty obsahujici pislusné derivace.

Vysledky zapiSeme prehledné do tabulky:

KMA/NM
13.2.2013
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e

P¥i urtovani rozvoje chyb jednotlivych vzorcli vychézime z Taylorova rozvoje funkce f.

Rozvoj chyby pro Dp f(zg, h) a Dy, f(zo, h)

(1) @) = f(50) + h(20) + o f"(a0) + o 1 (a0) + o 1) + Ao FOE), € (@ muth)

2 3 4 5
() f(20=h) = flao) ~ hi(eo) + o (ma) = 5 (00) + 3 Oa0) = 1 FOE), 6o € (2omhy20)

To+h @ h h? h® h*
W = fag= B @) Ry By Rroe) 2o
il
Dp f (@0, k) ah ch® csh® O(h*)
T zo h h R’ h? h*
@) = fe)=TE S0 B Ay By s B o) Eoi)
N—— S ——r —— —
Dy /(20 k) ok cah? cah? o)

Rozvoj chyby pro Dc f(zq, )

h? h® h* h® h® A’
f(za+h) = f(za) + hf'(2a) + if”(mn) + ?fm(zu] + ﬁf(”(%] + ﬁf(s)(fn) + %f[ﬁ)(ln) + ﬁfm(ﬁ;),
& € (20,20 + h)
h

P = v R, P R s R s R o) L)
f(za—h) = f(za) — hf'(z0) + L (za) = = (za) + o () = = (za) + 720d (za) = wt (&),

&€ (20 h,zo)

Po odecteni:

7
Heoth) fao B)=2nf(z0) + SRF(ae) + oo fOa) + o (106 + 17(e)
= O(r")
— — 6
F(zo) = f(zu+h)2hf(zn h) %h’f”‘(:cn) _ %h‘f‘s’(zn) _ ilzf(7)(£)
Dcf(zo, h) o h? coh? o(h%)
Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

h || f'(ze, h) 1. korekce [3; —3] 2. korekee  [3; — 5]

0,8 || 0,341589

0,4 (| 0,335329 | £0,335329 — } 0, 341589 —

= 0,333242
0,2(/0,333828 | £0,333828 10,335329 = | 1£0,333327 10,333242 =

=0,333327 =0,333332
0,1 0,333456 | £0,333456 — 0,333828 — | 120,333332 — 1.0,333327 —

—0,333332 — 0,333332

Ve vypoctu jsme pouzili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby fadu h?, ale dale také 2. korekci, kterd
eliminovala chybu ¥adu h*.

V tabulce chybi sloupec pro 3. korekci. Diivod je ten, Ze se hodnoty, ze kterych by se extrapolovala nova
hodnota, rovnaji (dostali bychom to samé &islo).

Pro diplnost dodejme, e presné hodnota derivace je f'(z) = L, tj. f'(3) = 1.

Pomoci nasledujicich vysledkii Ize porovnat efektivitu p¥i pouZiti riiznych vzorcii.

vysledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_P’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec prave pomerne diference D_P.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

1.korekce | 2.korekce |  3.korekce

4 h | D_P(f,x0,h)

0.40000 | 3.006234654 |

0.20000 | 2.941793905 | 2.877353156 |

0.10000 | 2.737868276 | 2.533942647 | 2.419472477 |

0.05000 | 2.612795286 | 2.487722295 | 2.472315512 | 2.479864517

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je  2.478349732955

vysledky v MATLABu



Poznamka:

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je  2.478349732955

Numerické metody KMA/NM
F J ~  Josef Dantk 13.2.2013
>> derivace_richardson(’D_L’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);
Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]
Pro vypocet se pouzije vzorec leve pomerne diference D_L.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.
! h | D_L(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |
| 0.40000 | 1.394507747 |
| 0.20000 | 1.912110950 | 2.429714153 |
| 0.10000 | 2.195575019 | 2.479039089 | 2.495480735 |
| 0.05000 | 2.338245228 | 2.480915437 | 2.481540886 | 2.479549479 |

vysledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_C’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec centralni pomerne diference D_C.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je  2.478349732955

! h | D_C(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |
| 0.40000 | 2.200371201 |

| 0.20000 | 2.426952427 | 2.502479503 |

| 0.10000 | 2.466721648 | 2.479978054 | 2.478477958 |

| 0.05000 | 2.475520257 | 2.478453127 | 2.478351465 | 2.478349457 |

Aproximaci derivace funkce jsme jiz pouzili nap¥. u odvozeni metody se¢en z Newtonovy metody.

Newtonova metoda

_ f(x)
AT i)
F(z) ~ f(f”;z = ;Eff:—l)

metoda seCen

Numerické metody
Josef Dangk
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1
U1 Wit Ui) +a@)li = f(@)

U = 0o
U = 0
. soustava diferen¢nich rovnic
. . - A - - A - A d A *
ro=021 2 3 T4 Ts TN-1TN=1
Nezname hodnoty uvnitf intervalu, tj. v 1,5, ..., Zx 1.

V prvni rovnici figuruje hodnota Uy, ta je ale rovna gg a tento Elen prevedeme na pravou stranu.
Obdobné pro posledni rovnici, za Uy dosadime gy a prevedeme na pravou stranu.

Ziskana soustava:

2+h'g -1 0 0 17 fit+ s
-1 2+h% -1 0 0 U, fa
1 0 -1 2+4+h% -1 0 U, fs
R : : : : N :
: : 0 1 2+h%y » 1 g :

0 0 0 =il 2+ h%qy 1l Uy 1 fnai-%

R

A U F

Soustava linearnich algebraickych rovnic

A ... symetrickd, tfidiagonélni, pozitivné definitni (= regulérni)

- symetrie matice je disledek symetrie pouzité diferentni aproximace u" a o€islovani uzlii
(zde je v3e pfirozené, vyznam u parcialnich diferencialnich rovnic)

- pro regularni matici soustavy 3! fedeni
Otézky:
S jakou presnosti priblizné feseni aproximuje presné reseni?

Zmensuje se chyba priblizného eseni, zjemiiujeme-li sit, tj. h — 0?

Pro aproximaci derivaci |ze samozfejmé pouzit i jiné vzorce.

Pouzijeme-li napF. vzorec 7, bude vysledna matice soustavy opét pasova, Site pasu bude nyni 5.
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Tk — Tk 1
Tiyr = Te — f(Tk) ———
S VS (C9)
Metoda koneénych diferenci
... jeden ze zplisobli FeSeni okrajovych dloh.
Resme okrajovou dlohu (ODR 2.¥adu)
—u’'+g(@ju=f(z) z€(01)
(0) = go ®
u(1) =g
g, f ... dané funkce definované a spojité na (0, 1), g(z) > 0
9o, 91 ... dané &isla
(= (dloha mé pravé 1 klasické FeSeni)
Interval (0, 1) rozdélime na N stejnych podintervalti (ekvidistantnf sit)
h
° . Fadnt . . . . o . °
zo=021 T2 T3 T4 Ts TN-1ZN=1
S={z;=1h; i=0,1,...,N} ...sit; h ... krok sité&.
PFiblizné feseni konstruujeme jako funkci diskrétniho argumentu ;.
P¥iblizné Feseni je uréeno vektorem U = [Ug, Uy, Us, ..., Un_1,Uy], kde slozky U; aproximuji hodnoty

u(z;) presného FeSeni v uzlech sité.
Klasické Feseni spliiuje rovnici ® v kazdém bodé z € (0, 1), tj.
—u'(2) + (z)u(z) = f(<)

Na (0,1) jsme zvolili rovnomémou sit S a v kazdém vn!
() + az)ulz) ®0

druhou derivaci aproximujeme druhou pomérnou diferenci
" 1 Ju(zi+h) —u(z:)  u(z:)—u(z—h)] 1
v~ g h h 2

soustavu @@ nahradime soustavou pfibliznych rovnosti

m bodé této sité musi platit:

z; — h) — 2u(z:) + u(z: + h]]

Flue W) 2u(@)+u@+ b +aleul@) ~ (2

Numerické metody KMA/NM
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Aproximace Odhad chyby Schematicky zipis
1] w(z) |t —w) 3h max |u"(z)|, ueC?
2| wiz;) |flus—uny) $h max |u’(z)|, ueC?
(0-120)
3| wiz) |gluis — i) 4 max |u®(2), ueC?
212
4| (@) |Fel—uisz + duppy —3u;) | 1h? max |ju¥(z)), ue
(C)
5| wiz) | F(Bui—duy +u o) |3h? max |u®(z)], ueC?
. (ze-2.20)
6| w'(x:) | prluisn —2u; + i) &h? max  |u(z)), uecC?
27 (rerais)
7| w'@) | —tia+ 160y — 0(hY), ue s
—30u;+ 16u; 41—t 12)

Ukazme si jak postupovat pFi diskretizaci Glohy s derivaci v okrajové podmince.

Je-li na nékterém z koncii intervalu zadana Neumannova nebo Newtonova okrajova podminka, musime
predchozi postup modifikovat, nebot nezname hodnotu %(0) nebo (1).

V takovém pripadé musime sestavit také diferencni aproximaci pisludné okrajové podminky a pfipojit ji k
soustavé diferenénich rovnic, jez ve vnittnich uzlech aproximuji diferencilni rovnici.

Ukazeme tfi takové mozné aproximace pro FeSeni nasledujici tlohy.

—u" +g(z)u = f(z) z € (0,1)
aou(0) = Beu'(0) = g0 Bo >0 (&)
u(l) =g

Ve vnitnich uzlech sit& aproximujeme diferenciélni rovnici (#) stejnymi diferenénimi rovnicemi jako v
predchozim pripadé

1 .
— s = W+ Vi) + 9@ = f(z) =12, N -1

V téchto rovnicich vystupuji neznamé Uy, Uy, . .., Un—_1,Uy.

Abychom dostali stejny pocet rovnic jako neznamych, musime tedy (na zakladé okrajovych podminek) k
ziskanym N 1 rovnicim je$té 2 rovnice pfipojit. Jednu z nich dostaneme z Dirichletovy okrajové podminky
v bodé z = 1 tak, Ze polozime . Levou okrajovou podminku (v bodé z = 0) miZzeme zuZitkovat
rliznymi zpisoby.

1.zplisob
Aproximujeme-li %(0) pomoci vzorce 1 (tj. pravé pomérné diference), dojdeme k diferenéni rovnici

U ﬁu¥ =90 (B #0),

kterou klasické FeSeni spliiuje s chybou velikosti O(h). Rovnici vynasobime &islem 1/(hf,) a upravime na tvar
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o 1 ag g0 |
Y ﬁ[(l—ﬂ—h)vn—v,]:ﬁ, 5
d d aU7ﬁU|*h2(<1nUu*fu]*2Uu+U17
tuto Gpravu déldme proto, aby vysledna matice soustavy sitovych rovnic byla symetricka. ome ° 2h -
Ptedchozi rovnici pfidédme k ziskanym diferenénim rovnicim a dosadime g; za Uy. Dostaneme opét soustavu a dospéjeme k diferencni rovnici
line4rnich algebraickych rovnic se symetrickou t¥idiagonalni matici (pozor: U = Uy, U, ..., Ux—1|T). 1 U, _ U, 1
g + ~Bshao) Uy — fo——— = go + oo
(a0 + 360 = S Pohfo,
1+ %“f =i 0 0 Uy :T? kterd aproximuje okrajovou podminku v bodé x5 = 0 a kterou dostate¢né hladké pfesné FeSeni nasi okrajové
1 24 h2q 1 0 0 U, f: Gilohy spliiuje s chybou ¥adové velikosti O(h?). Rovnici upravime na tvar
1 0 =i 2+ h?g -1 0 U, f2 1 agh 1 1
_ = _ Q00 2 A
~| : : : : ; 5 h2[(1+ TR U] TR
: : 0 -1 2+h%y » =i : fr-a L » o
0 0 0 1 2+ h%qy_1| LUy 1 fv1— 8 a pripojime ji k diferen&nim rovnicim pro vnitini uzly.
aco - - W

D4 se ukédzat, Ze chyba piblizného FeSeni je v tomto pripadé velikosti O(h?).
Matice soustavy je fadu N a lze dokézat, Ze je regularni. PFiblizné FeSeni Ize proto jednoznacné stanovit
a dé se ukézat, ze jeho chyba je velikosti O(h).
Tato skutecnost, tj. snizeni fadu chyby metody, mozna prekvapi, nebot sitové rovnice pro viechny uzly s
vyjimkou zo aproximuje diferencilni rovnici s diskretizaéni chybou O(h?). Ptesto viak okolnost, Ze jsme se v
jediné rovnici dopustili diskretizatni chyby velikosti O(h), ovlivni velikost chyby metody nejen v blizkosti bodu
g, ale ve viech bodech sité. Jde tu o jev, ktery je pro uZiti diferenéni metody typicky a ukazuje, Ze chceme-li
vyuZit presnosti, s niz jsme aproximovali diferencialni rovnici samotnou, musime stejné presné aproximovat i
okrajové podminky.

2.zplisob

Bezprosttedni moznost presnéjsi ndhrady hodnoty derivace v okrajové podmince spotiva v uziti vzorcii 4
a 5 z tabulky. Tyto aproximace maji pro u € C? diskretizaéni chybu O(h?).

Vznikla soustava diferennich rovnic v8ak jiz neni tfidiagonalni, neni symetricka a navic se pfi jejim Fedeni
standardnimi metodami mohou vyskytnout numerické problémy. Proto tento postup nedoporucujeme.

3.zplisob

Hodnotu «'(0) aproximujeme pomoci vzorce 3 (centralni pomérna diference).

2'(0) ~ i[u(zl) —u(z 1)],

kdez ;= h.
Chyba aproximace je druhého fadu. Okrajovou podminku ayu(0) — Bou'(0) = gy tak nahradime diferenéni
rovnici

U U
aUp ﬂn% =90 (Bo#0) (©)
Je zde v3ak navic dalsi neznama U ; a pottebujeme proto pfipojit jesté jednu rovnici.

Nejjednoduseji to provedeme tak, Ze zddame platnost rovnice pro vnitfni uzly i pro hraniéni uzel zg, tj.
platnost rovnice

7%(11,, — 20Uy + Uh) + q(z0)Un = f(a)- (4)

(Jde vlastn& o aproximaci diferencialni rovnice v bodé x0 = 0).

Fiktivni hodnotu U 1 kterd nemd vyznam aproximace presného Fedeni nasi okrajové tlohy (nebot toto
Fedeni uvaZujeme pouze na intervalu (0, 1)), z rovnic (©), (¢) vylou&ime

Uy =h (QAUu - fn) +2U0 — Uy,
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s b b b
e B Lo . ‘/,, f@ds— [[ola)da| < [ 1(2) - p(a)] do < (0= 0) sup f(2) - (o)
pitola 10. Numerické integrovani =
Numericky vypocet hodnoty urcitého integralu Princip vétSiny metod na vypocet uritého integralu
b
Formulace: Mg&jme na (a, b) danu integrovatelnou funkci f = f(). Nasim cilem je uréit p¥ibliznou hodnotu /‘l f(z)dz

urcitého integralu
je zaloZen na tom, Ze interval (a, b) rozdélime na N podintervalii (z, Ti.1) tak, Ze

a=2Zo<T1<Ty< - <Ty_; <Ty=>b
Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a integrujeme tento polynom.

Poznamka: Vzorce pro vypotet urcitého integrélu (tzv. kvadraturni vzorce) délime na:

Geometricky vyznam integrélu I(f) (viz obrazek) je obsah plochy mezi grafem funkce f a osou z na na intervalech (zy, z4.1) ... zakladni
intervalu (a, b).
(a.®) pes cely interval (a,b) ... slozeny (sloZeny kv. vzorec je souétem zékladnich kv. vzorcii)

Pro jednoduchost predpokladéme, Ze jsou vdechny podintervaly (zy, zj.1) stejné velké.

y _— Ekvidistantni uzly potom vyjadiime takto

Ty =To+kh, kde k=0,1,...,.N 1 a h=

y-Cotesovy zakladni kvadraturni vzorce

1) Obdélnikové pravidlo (f nahrazujeme konstantni funkci ¢)

s Y f
o
a b T . J
LI
[ @) e heflm + ) ® /
£ - 2 2} //
Numerické metody vypottu integralu uZivame zejména tehdy, kdyz I(f) neni mozno spoiitat analyticky = Rz(f,h) | _~ i
(velmi asty pFipad) nebo je sice analytické feseni mozné, ale je velmi pracné. V pfipadé, ze méame zadanu i T
funkci f tabulkou, neni ani jiny pFistup mozny. :
S i : Tk mry Thtl
Pfirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychazi z aproximace funkce. Danou funkei f a2

nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu I(f) prohldsime hodnotu integralu I(yp), tj.

1N~ 10) = [ ola)do.

2) Lichob&znikové pravidlo (f nahrazujeme linedrni funkei ¢)
Poznamka:
Narozdil od vypoltu derivace je vypocet integralu stabilni, protoze je-li ¢ dobrou aproximaci funkce f na
intervalu (a, ), je integral I(y) dobrou aproximaci I(f).
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4 s Y /
LI h 3
[ fe)de 2 1£() + (@) ®
Zk < 2|
= Tz(f,h)
T
Tk Lh+1
B T T S
3) Simpsonovo pravidlo (f nahrazujeme kvadratickou funkei ¢)
41y
/
‘ ¥
iz h N E
[ 5@ de = 2 () + 4 @) + F@nsa)] ;
e 2 ]
= Sz(£,h) { 1
{ ' T
o pUL A0 LMY -
Tk Tg+1 Th+2
Odvozeni Simpsonova pravidla
Nap¥. pomoci Lagrangeova interpolaéniho polynomu:
PBi(a) = f(@)lale) + [ O)h(e) + F(e)k() L)
(z b o (z b o
L@ =G e 9-
_@ o o _(& a o
W)= ae o - A
(z a)(z b) (z a)(z b)
le(z) = OO 5T a b c
Numerické metody KMA/NM
7~ Josef Danek 13.2.2013

dkladnich Newtonovych-Cotesovych vzorcli vypoltéte integral

12
/ e”dz.
1

Reseni:

(Pesné Feseni je [e*];” = e? — e! = 0,601835.)

Ry(e%; 0,2) = 0,2eM = 0,600833 chyba: 0,001002

Ty(e*; 0,2) = %2(e® + e!?) = 0,603839 chyba: 0,002003
Sz(e%; 0,1) = %(e + 4e™ +e'?) = 0,601835 chyba: 0,000000
Poznamka:
Vsimnéme si chyb. U obdélnikového pravidla vysla chyba mensi nez u lichobéznikového, prestoze u li-

chobé&Znikového pravidla jsme funkci f aproximovali ,lepsi* funkei ¢ (linedrni). Chyba u Simpsonova pravidla
vysla mensi nez u ostatnich. Tyto vysledky potvrzuji vztahy pro chyby jednotlivych vzorci. Fakt, Ze obdéInikové
pravidlo je presnéjsi nez lichobé&Znikové miizeme demonstrovat na obrazku:

Yy

k+1

N
H,4444444444444444

Zakladni vzorce se odvodi snadno na zakladé geometrické interpretace.

Pokud chceme vyjadfit sou¢asné i vztahy pro chyby téchto vzorcli, musime pouZit k odvozeni Tayloriiv
rozvoj.

[ t@)ds = Ratim)+ 37 50

Numerické metody
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h2

j(z b)(z c)dz f(b)j(z a)(z c)dz+f2(h?ﬂ/‘(z a)(z b)dz =

@[z e ) [ = SIS <
=% |3 2(b+c)+zbcﬂ W |7 ?(a-ﬁ-c)—#a:acn-i—2h2 3 7(a+b)+zabﬂ7
3 3 2 g2 D [E 2 g2
= f(a) [ % (% %) (b+¢c)+ (c a)bc} fIEQ) [% % (% %) (a+c)+(c a)ac| +
(*) (#3)
f(c a® ¢ a?
+2(hﬂ) s 3 5 7 (a+b)+(c a)ab
(+4%)
(%) é(c a) [2c2 +ac+2a” 3(a+c)(b+c)+ Gbc] E
2h 2 2 2
=5 [2¢® + 2ac + 20° — 3(a + b)c — 3¢* — 3ab + Gbe| —
2
= ?h [ ¢ ac+ 3bc+ 2a” Hab] =
:%[ a® ¢ +3b(c—a)+u(a—c)]:
(a—c)(a+c) 2h —2h
—2h
= %[7 (a+c)2h + 2h3b — 2ha| =
2
:—%[a+c—3b+a] =
4h?
= —T(2u—2b+c—b) =
—2h h
— Lha = ghﬂ
6 3
1
K% o= (2 viz pomocny vypocet pro odvozeni lichobéznikového pravidla (slide 10.5.
6h3 y vypot d! i lichobéznikovéh: dla (slid
2
(xxx) ... = gha stejné jako (%) — plyne ze symetrie

2h% 3 2 2 3

[Pizyae = 182 TO Ly JO 2 Blra) s agey+ 160)] = Tatrn)

Priklad:

Numerické metody
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[ @z =tarm) - 3 1@

Thiz h®
L7 f@yde = sa(r.m) - g5 19

QOdvozeni pro obdélnikové pravidlo

Ptedpokladejme, Ze je integrovana funkce f dostate¢né hladkd a pouzijeme Tayloriiv polynom.

f(x)

Tk Yk Th41

hi

Oznatime
Tk + Thy1

hi = Tier — T, Yo = 5

2

| 1(8) = S+ (2~ () + 2o — wPF(E), & € int {ui )

Potom plati:

hy Ay

Thir 2
Tk + T

2

hi
8

2
[ f@de= (B2 LGS e G (BB,

S O H [ e

hi
8

EI
Ty + Thaa

J flayde = g (BB L B,

S——
Raz(f, ki) chyba metody

QOdvozeni pro lichob&Znikové pravidlo

Funkci f aproximujeme na (zy,y.1) linedrni funkci, tj. interpolaénim polynomem 1. stupné.
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1 | t@a=50m+ 18 (@ w)e e suwde .
£

£

Atkoliv z uvedeného vychazi, ze chyba by ¥adové méla byt h*, je chyba o jeden ¥ad vy$si. Divod je podobny
jako u odvozeni chyby obdéInikového pravidla (integrujeme funkci symetrickou podle stfedu intervalu).

(2 —xr) (@ — 2pg1) (@ — Trp2)

Tht1

Tk LR+ 1 Th+2
hi

Z aproximaci funkce zname:

f(@) = Pi(z) +

f"(&)
2

(& ze)(@  Trar), €k € (Tky Tuaa)

Potom plati:

Fe)de =" (1w + f@n) + T [ (@ au)(a - 2a) o

£

JelikoZ vyraz pro chybu zakladniho Sii pravidla obsahuje 4-tou derivaci, je zfejmé, Ze Simpsonovo
pravidlo bude ptesné integrovat polynomy aZ do stupné 3, protoze pro né je 4-ta derivace identicky nulova.

2h

pomocny vypocet

) ) Newton-Cotesovy slozené kvadraturni vzorce
/(g; a)(z b)dr = / (12 z(a +b) + ab) dz = SloZené kvadraturni vzorce ziskdme se¢tenim zakladnich kvadraturnich vzorcii:
: L. ) ; (z—a)(z—b) b N e M e
2t (32 arn+0-am- [1@a =X [ @i = T [ e
= %(b a)(t + ab+ a?) %(b a)(a+b7+(b a)ab= = -
1 R(f,h) = b3 f(zk+§)
=5b-a) [25 + 2ab + 20" — 3a® — Gab — 35" + 6ab| — a 3 k=0
- %(b —a)[~a® + 20— 2] — 7%(1, —a)? T(f,h) = gmm +2f(21) + 2f(22) + -+ + 2f (@noa) + f(zw)] =
= h[3e0) + X (@) + S Caw)]
Tk h h,3 k=1
[ 1@ de= (5 + fleens))  as"(6r) A
% TR chube ey 5(fih) = [F(zo) +47(@) + 2f(z2) + 4 (as) +
zZ\J, bk
+-+ 2f(@noo) + 4f(ano1) + fan)|
KomentéF pro Simpsonovo pravidlo

Funkei f aproximujeme na (zx, i) kvadratickou funkcf, tj. interpolatnim polynomem 2. stupné. Pro chyby sloZenych vzorcii potom plati:

(&)

f(z) = Py(z) + 6 (& =)@ zpa)(@  Teeo)
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.5 F lovanou presnost ?
P 1I(f) = R(An)+ (0 a) 57 £(€)
Ze vzorcl |ze odhadnout velikost chyby, pfipadné uréit krok h tak, aby chyba byla mensi nez predem
[ zadana tolerance.
1) = TU.R) - (b-a) 35 1(©)
P¥iklad  Urlete h tak, aby chyba sloZzeného lichobé&Znikového pravidla pro vypocet
h‘l
() = Sk (0 a) 755 46

3
1
180 122/7(1 l)dz

byla nejvyse 1072,

N 3 3 N 3 3 a L
Z h* F"(&) = ;L z (&) = hﬁ N (€)= i ”J (¢) Musi platit:
= s %5 2 % h —
chyba zakladniho | T h.:rggg)\f"(z) <10° |
vzorce na (T 1,Tx)

= je nutné odhadnout f":

1
'
= &y
= ﬁ na (2,3) je f” > 0 (kladnd)
3
= 7(1 = <0 = f" jeklesajici

> max @)= 10 = G -

35 7(6)

i=1

= h?<6-107°

Priimér hodnot lezi mezi minimalni a maximalni hodnotou:
o 1
min (&) < >0 f"(&) < maxf'(&)
3 N4 b

Ze spojitosti funkce f”(z) vyplyne:

e (o) fE) = 3 3 &)
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/(x-1)

Ty

0.6- I

101
T(ﬁﬁ) —...=0,69352
T

Presna hodnota: 1= [Inz — 1\]2 =In2—1Inl=1In2=0,69315

Skuteéna chyba:  3,7.107% < 10~?

Nevyhody tohoto postupu:
® vyrazy pro chybu obsahuji derivace (Zasto vysokého Fadu), které neni lehké odhadnout
e vysledné odhady jsou vétsinou velmi pesimistické

o Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni

(zvy3ujeme-li ¥ad vzorce, nemusi konvergovat aproximace integralii k teoretické hodnot&)

® pro odhad chyby je vhodné uZit metodu polovi¢niho kroku (Richardsonova extrapolace)

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

b T Ty Ty

A T T T Ty

Vsechny hodnoty Ty jsou aproximacemi piivodniho integralu.

Pro funkci f integrovatelnou v Riemannové smyslu plati

T — I(f) pros— o0, k=0,1,...
a také
Ty — I(f) pro k — oo.

Dale se da ukazat, Ze celd procedura je numericky stabilni.

Ptiklad

5
Pomoci lichobéznikového pravidla vypoctéte / Inz dz. Ke zpfesnéni pouzijte Richardsonovu extrapolaci.
1

ReZent: Pro rozvoj chyby lichob&znikového pravidla plati
I=T(f,h)+ ah® + a:h® +azh®+ ...
)
tab k=2 tab. k=4

Vysledky opét zapiSeme do tabulky

| T(f,h) 1. zptesnéni (k =2) | 2. zpresnéni (k = 4)

4
4| S(n1+mn5)=3,2188

2 3,8066 3,2188
Z0n1+2l34ms)= | =

= 3, 8066 + 3,8066 = 4,0025

3,9827 — 3, 8066 4,0414 — 4,0025
3 15
+2In4 +In5) — 3,9827 | +3,9827 — 4,0414 +4,0414 — 4,04399

+

1
E(ln1+21n2+21n3+

Numerické metody KMA/NM
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s .
*." Richardsonova extrapolace

Stru&né si pripomefime princip Richardsonovy extrapolace, kterou jsme jiz pouZivali pro zpFesfiovani pi
vypottu hodnoty derivace funkce.

Predpokladejme, Ze vyraz pro chybu ma tvar

a

e(f) = h*M, h:bN

PFesné hodnota integralu je potom
I=K(h)+h*M. (%)

< M . h
Integral vypocteme stejnym vzorcem, ale s krokem 3. Dostaneme

3
h h . g2k
(@) - w2 ”
N/
ozn. &

Dosadime-li h* do (), ziskame
e2k M
Ml

I-K(h)+ (k%)

Predpoklddame-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu pfilis neménf (tj. M ~ M), potom

M
— a1 apro (%) a (xxx) musi platit
M,

K (ﬁ> +e ~ K(h)+2%

Odtud plyne odhad chyby &

a presngjsi hodnota integralu je potom

1=k(3)+ [ (3) *K(”)]|

k ... fad eliminované chyby

Algoritmus (Pro slozené lichobéZnikové pravidlo)

Pros=0,1,2,...,8 ho=b—a
1
Too = T(f, hs) hy = Ehn
Prok=1,2,...,s :
Top—1  To-1p-1 a1
T, =T P -
Sk sk 1+ 71 hs = o ho
Schéma
Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

Poznédmka

Metoda Richardsonovy extrapolace pro lichobéZnikové pravidlo se nazyvdé Rombergova metoda.

Adaptivni integrovani
e intervaly integrace nejsou dany dopfedu
e urluji se na zakladé splnéni testu chyby zaloZeném na odhadu pomoci metody polovi¢niho kroku

Motivace: Pokud ma integrovana funkce napf. tento priibéh

a b

je zfejmé, Ze na druhé &asti intervalu staci pro splnéni zadané tolerance uvaZzovat vétsi kroky, nez v prvni
Easti.

Stavy

interval, na kterém je zajisténo splnéni chybového testu
aktivni interval integrace
interval, pres ktery se jesté nezapodital diléi integral

ERSE
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. . a+pB
1) A rozpilime, tj. A= (a,
S 4 7 (i) 4 rozpilime, . A= (o, 2F)
i a+fB
a o B b () N:= NU(=2=,p)
@ (442) novy TEST CHYBY
S A
1) a (2) opakujeme dokud S # (a,b
P = =y |@ (1) (2) opakyj 7 (@b)
Ptiklad
PouZijte adaptivni pfistup pro vypocet
S A
/ ’ L aF L 6dz
a a f b b 03z 0121001 ' (= 05)+004
tak, aby vysledna chyba aproximace integralu byla mensi nez 0,25.
Zmény stavu: Pro vypocet pouZijte obdéInikové, lichob&znikové i Si vo pravidlo.
(1) Je spinéna podminka na velikost chyby na intervalu A o )
Obdélnikové pravidlo
(2) Neni spInéna podminka na velikost chyby na intervalu A
T T T T T T
Test chyby:  (pomoci metody poloviéniho kroku) — interval {a, B) rozpiilime a pouzijeme stejny vzorec
—— 100 4
1 h o
es(a, B) =~ = 1(5,05)(5) Tiapy(h)| k  Fad chyby vzorce 8ol 1
6o H
a0 4
e — celkova pozadovana presnost 2l 1
Algoritmus or )
na zacatku: 200 7 L | ! L L
A= (a,b) 0 05 1 15 2 25 3
=\a,
N=0
S—0 vysledky v MATLABu
a
Is=0 s ~ /f(:c)d:c)
(1) je splnén TEST CHYBY:
(2) Is:=Is+1a
(4) S=SUA;, A=N
(2) neni spinén TEST CHYBY:
Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce ”' Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
£(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x~.5) "2+.04) -6 f(x)=1 /((0.3*x-.1)"2+.01)+1/((x-.5) "2+.04)-6
na intervalu <0.000000,3.000000> na intervalu <0.000000,3.000000>
se zadanou presnosti 0.250000 se zadanou presnosti 0.250000
Pro vypocet se pouzije obdelnikove pravidlo I_O. Pro vypocet se pouzije lichobeznikove pravidlo I_L.
Presna hodnota integralu ....... 69.800931 Presna hodnota integralu ....... 69.800931
Vypoctena hodnota integralu . 69.784747 Vypoctena hodnota integralu . 69.686611
Skutecna chyba .. . 0.016184 Skutecna chyba .. . 0.114320
Odhadnuta chyba . . 0.110713 Odhadnuta chyba . . -0.084305
Pocet podintervalu ...... oo A7 Pocet podintervalu . cooocoa A
Celkovy pocet deleni intervalu Celkovy pocet deleni intervalu
pro dodrzeni odhadu chyby .... 94 pro dodrzeni odhadu chyby .... 89
LichobéZnikové pravidlo Simpsonovo pravidlo
120 T T T T T T T T T T T
100 -+ 100 e
801 -+ 80 e
60f- -+ 60 e
a0 -+ a0t e
20+ -+ 20+ e
o ) o )
f L ! 1 ] 1 1 1 1 L7
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

vysledky v MATLABu vysledky v MATLABu
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Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce
£(x)=1 /((0.3%x-.1)"2+.01)+1/((x~.5)"2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije Simpsonovo pravidlo I_S.

Presna hodnota integralu . . 69.800931
Vypoctena hodnota integralu . 69.849993
Skutecna chyba . —0.049061
Odhadnuta chyba . . —0.073144
Pocet podintervalu .. 4
Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 11

Poznamka

Odhadujeme-li chybu pomoci metody poloviéniho kroku, nemusi byt skute¢na chyba mensi nez zadand
tolerance.

Ptiklady v nichZ je splnén  TEST CHYBY, ale chyba je ve skute¢nosti vét3i nez zadana tolerance
o Obdélnikové pravidlo:

Iop=1y

Numerické metody KMA/NM
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Iy, =1-47m I, =1-2w+1-2n =47

Odhad chyby je

1
(Bx = Iir) - 3 =0

Pfesna hodnota je

an

/cusz dz =0

0
Chyba skute¢na je

4m

Poznamka:

Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji (m + 1) ekvidistantnich uzlii a integruji presné polynomy az do
m-tého, ptipadné. (m + 1)-niho stupné (mame na mysli zékladni vzorce na intervalu (T, Tim)).

Pro zvyseni presnosti by se mohlo zdat vyhodné pouzit vice uzlii a funkci f aproximovat polynomem vyssiho
Fadu. Ze zkus i z aproximace funkce poly ovsem vime, Ze limitni pfipad polynomu stupné m — oo
nemusi odpovidat piivodni funkci (fikame, Ze Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni).

Gaussovy kvadraturni vzorce

Princip: SnaZime se , aby kvadraturni vzorec integroval pfesn& polynomy co mozna nejvy3siho Fadu.
Obecné kvadraturni vzorec (zékladni) uvazujeme ve tvaru

K(f) = S (=),

kde w; jsou tzv. vahy a z; jsou uzly.

Mame-li na zakladnim intervalu m + 1 bodii, potom nejvy3si mozny stupeii polynomu, ktery jesté kvad-
raturni vzorec integruje presné, je 2m + 1 (mluvime o tzv. algebraickém ¥adu p¥esnosti).

Pocet parametrii kvadraturniho vzorce je 2m + 2
— polovina pro vahy w;
— polovina pro uzly z;

(Newton-Cotesovy vzorce integrovaly presné polynomy do stupné ~ m.)

Cenou za vys3i presnost budou ovéem neekvidistantni uzly.

Ptiklad: Odvod'te pro interval ( 1,1) zékladni Gausstiv kvadraturni vzorec pro m = 0 (tj. v intervalu
uvaZujeme pouze jeden uzel).

Regent:
Kvadraturni vzorec pro m = 0 ma tvar
K(f) = wof (o),

kde vystupuji 2 neznamé wg a zq.

Numerické metody
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1 Loy
In
ho
e Lichobé&Znikové pravidlo:
Iop=1In
Nap#
4
/coszd:c, tolerance & =10 °
o
1
0 27 4r
-1
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2 S —
Vzorec musi presné integrovat:

1) konstantu

1 b
—
/bdz*prgwu-f(zn) =  wg—2.

1

2) linearni funkei

i a 1 .
/(az+b)dz:[u%+bz} :%7g+2b"%‘wn-
b 2 2

-0

= 2b=2(azo+b) =z =0.

Jednobodovy zakladni Gaussiiv kvadraturni vzorec je

f

k() = [ f@)da =21

1

0)+ 37

chyba

Y

azg+b
—_—~—

z0)

Priklad: Odvod'te pro interval (—1,1) zékladni Gaussilv kvadraturni vzorec pro

uvazujeme 2 uzly).
Kvadraturni vzorec pro m = 1 ma tvar
K(f) = wof(z0) +w
kde vystupuji 4 neznamé wy, wy, Tg a ;.

Vzorec musi pfesné integrovat polynom az 3 stupné:

1f(z1),

m =1

(tj. v intervalu
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1 73 z? z? ! 2 poz.
3 2 = ||rE e o 2 —0. . . .d P2
[1 (az +bz® +cz + d) dz [a 4 i 3 +e 2 + dz} . Domsk 3 3F 0@ et Dvoubodovy zakladni Gausstiv kvadraturni vzorec je

pozp (0z + b2] + czo + d) +wi (a2} + bz + cay + d) = K(f). K(f) = /f(l) dz = f (*?) +f (%) 4 éﬂ“)(g)
h &
f(a) f(z1) G

Soustava nelinearnich rovnic pro 4 neznamé:

a: wozy + wiz = 0 (1) y f
b: woz] + wizi — 2 (2)
c woTo + Wiz = 0 ®)
d: wy +w = 2 (4)
(1)-Q): wozo(zd 1)+ wizi(al 1) =0. T
—(a). 2 _ 2 _1)_ _4& (gt o =z
@-@)  wlE-DiwmEE-1=-1 /() [ (=) T 70 1
3 3
t wo(zo z)(@F 1) = im:
! wi(z z)@ 1) = 320 Poznamka:
3)a(4)= w = 2—wyq = Dal3i zakladni Gaussiiv kvadraturni vzorec (tfibodovy, tj. pro m = 2) vypada na intervalu (—1, 1) takto:
woTo + (2 wo)zr = 0 1 5 3) 8 5 3 1
wo(zo — 22) - o K(f) = [ f@)ds =2 —\ﬁ +of )+ of [ + o f9(e) |
—L -1 9 5 9 9 5 15750
chyba
4 4 2 1
—211(zﬁ—1):521 = —2(13—1):3 = zﬁ—l:—g = zﬁzg
1
=z0=-\/3
analogicky:
(3)a(4)= wo =2 w
(2—wi)zg +wizy — 0 -
wy(zy — Zo) = -2z
—
4
—ZIu(zf—l):gzu = —Z(zf—l):g = aH=il=—= = ==
1
= oy = 3
(3) a (4): wo+wy =2
\/gwu—\/%un = 0= wy—w = wy—w; = 1
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z = 1,1+0,1- (—/1) =
2 f(z)dz ~
1
. =1,1-0,1y/3
~01[f(1,1 015)+ f(1,1+0,1%)] = €
_ 1
= 0,1[2, 835632 + 3, 182716] — @ = 1,140,/
=0,601834. wy = 0,1-1=0,1,
w; = 0,1.
Presny vysledek: el?
Pozndmka:
Podobné jako u Newton-Cotesovych vzorcli miizeme definovat sloZzené Gaussovy kvadraturni vzorce
o Tl T2 Priklad
wo w1 w2 Vypottéte ! 22 sin 3z dz poutitim jedno-, dvou- a tiibodového slozeného Gaussova kvadraturniho vzorce.

0
Pocet déleni intervalu (0, 7) volte N — 10, resp. N — 20.
Regent:

Poznémka: Koeficienty a uzly vzorcii vyssich ¥adi jsou uvedeny v tabulkéch. B
vysledky v MATLABu

1
Pozndmka: To, Ze jsme vyjadfili / f() dz neubira nic na obecnosti, miizeme totiz libovolny interval
= Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=x"2*sin(3*x)

(o) EmmitaTone: o (=T 1) & (poubdis @iborams evsieliyy na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=10

Pozndmka: Gaussovy kvadraturni vzorce jsou konvergentni.

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priklad
12 e .
Vypoététe / e” dz pouzitim jedno- a dvoubodového zékladniho Gaussova kvadraturniho vzorce. bl lieslieie el CligiE
1 - pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.266250 0.124530
P - pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141191 -0.000529
ReSeni: - pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141721 0.000001

-1 .0 0 01 — 1 2 L1 =z L2

2,=1,1+0,1-2%,

w; = (1,2 - ) = 0, 10"

n=0
fi? f(z)dz ~ 0,2 f(1,1) =

=0,2 et =
= 0,600833.

2o=1,1+0,1-0=1,1
wg=0,1-2=0,2
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 1 uzlem
8
6
4
2k
=TT N
0
2
0 05 1 15 2 25 3
Gaussuv kvadraturni vzorec's 2 uzly
8
6
4
2
0
-2
0 05 1 15 2 25 3
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 1 uzlem

zadana funkce

Gaussuv kvadraturni vzorecs 2 uzly

zadana funkce

Numerické metody KMA/NM
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Gaussuv kvadraturni vzorec's 3 uzly

vysledky v MATLABu

Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=x"2*sin(3%x)
na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=20

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priblizna hodnota integralu chyba
- pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.172331 0.030612
- pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141687 -0.000033
- pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141720 0.000000

Numerické metody KMA/NM
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Gaussuv kvadraturni vzorecs 3 uzly

Integrovani periodické funkce pres periodu

Pro lichobé&Zznikové pravidlo plati:

s

T(f,h) = / f(a)dz + g [7'(0) = 7(a)] = o5 [F0) = £9@)] + ...

(tzv. Euleriiv - Maclauriniiv vzorec)
Souvislost s rozvojem chyby:

(e
£®) fa) £8) @)
= =3

r I B
T = [f)dst; 6 6 ) g5 [9E) ¢ @)t
Pro kladnou periodickou funkci s periodou na intervalu (a, b) plati:
f'(a) = f'(b)
19(0) = £(0)

b
Pozor: Obecné nemusf platit, ze T'(f, h) je ptesna hodnota integrélu [ f(z) dz, protoZe zbytek mé tvar
a

(b—a)cam K™ FO™(€)| a €

Plati v3ak, Ze chyba je velikosti O(R*™) pro libovolné m takové, e f ma spojitou 2m-tou derivaci. Proto
neni nutné pouZivat Rombergovu metodu.
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Priklad: Vypoctéte slozenym lichobéznikovym pravidlem
2r
/(2 + cos 3z) dz.
0

(P¥esné hodnota je 4m.)

3

Zvolime krok h =7, tj. N =2:

T(m)—g[f(u)uf(r)”(aw)] = §(3+2-1+3)—4w.

o
g

ti:  SloZené lichob&Znikové pravidlo s (k + 2) uzly integruje pfesné trigonometrické polynomy k-tého
stupné a stupiiti mensich (tj. obsahujici Eleny cos kz, sin kz) pres periodu 27.

Nevlastni integraly

P¥i vypoctu integrélu
)

/ f(z)dz

Ize vétSinou predpokladat, ze hodnoty funkce f a nizsi derivace f jsou vné né&jakého intervalu { R, R)

dostate¢né malé. Proto je vhodné pouZit lichobéZnikové pravidlo pro integral

/Rf(z)dz s

Ptiklad

Vypoctéte integral I = / e * da.

)
Pro |z > 4 je integrand mensi nez 0,5 - 10 © a jeho prvni derivace mensi nez 10 ©. Pouzijeme-li li-
chob&Znikové pravidlo pro (—4,4), dostaneme:

T(f,1) = 1,772636

T(f;0,5) = 1,772453

Numerické metody
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k{

o
B}
a

c
N T M
d

zi=a+i-h, yi=c+j-k

—=

(/f(z,y)dy)dz:

e obdélnikové pravidlo:

i=0

Ne1 /4 B 1 M-1 h k N-1M-1 h
o0 =0} f(.+—,)d):h (k f(.+—, +—)):hk f(,Jr—, +
;(/ Tt 5.y dy ) g Tit 5%t ) zit 5.9

k

2
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I =+/m=1,7724538

Poznamenejme, ze

o 4
/e”: dz. /e”] dz < 107"
—o0 4

P¥i vypottu integralu miizeme pouzit transformaci = p(t).

dt z||0|oc
— _nt, dz—-2
a) =z nt, T 2o

grovani funkce 2 proménnych

Odvod'te obdélnikové a lichob&znikové pravidlo pro integrovani funkce 2 proménnych na obdélniku (a, b) x
(e,d). 4.

b d
[([f@vay)de
Numerické metody KMA/NM
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. . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
c ~—~
@ h

e lichobé&znikové pravidlo:

o>

3 ](/ [£(z9) + f(@i21,9)] dy) =

|

EN M
2

M-1

> [f(z,,y,) + f(zhy7+1)] + 2 i [f(zwhyy) + fl@isrs !IJ+1)]) =

i=o

NI
=z
(ST

o

[F@ ) + F@aYin) + F(@is1,33) + F(@isn, 9301)]
i=0 j=0
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Pocatetni dlohy pro oby&ejné diferencialni rovnice 1. fadu

‘ Formulace:
‘ Je déna funkce dvou proménnych f = f(z,y), y € R, z € (a,b) a &isla 2o € (a,b) a yo € R.
‘ Chceme najit takovou funkci y = y(z), € (zg,b), kterd na intervalu (zg, b) vyhovuje rovnici

a spliiuje poateéni podminku

Funkci y = y(z), kterd spliiuje pocateéni podminku a rovnost y' = f(z,y(z)) na pfislusném intervalu,
nazyvame FeSenim dlohy.

V nékterych pripadech budeme uvaZovat speciélni dlohu s rovnici

~
h s v = ozl +¥e)

nebo s rovnici

Velmi podstatnou tlohu v nasich dalSich Gvahach bude hrat predpoklad, Ze funkce f je na néjakém intervalu
lipschitzovsky spojita (v druhé proménné), tj. plati:
[lf@y) = fl@y) <Lyi—y Voe(ab) Yy, cR|

Priklad 1

Uvazujme dlohu

Y=
y(0)=n>0
Funkee f(z,y) = %* je lipschitzovsky spojité na libovolném kone¢ném intervalu (n  K,7n + K).
Konstanta L = 2(n + K).

¥i-v <2n+K)yi—w
vty <2n+K) Vo€ (ab), Vy,v2€(n Kn+K)

[+ 3l <lnl+lvs <n+K+n+K=2n+K) Vzelab), Yy, € {n-Kn+kK)

Numerické metody KMA/NM Numerické metody KMA/NM
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5 () =0
d ¥
n+K %a(z) = ;2
dy
n = VY
n—K 1)y=0 OK 2)y#0
d—y —dz
VY
~ 2 =
Resime pomoci separace proménnych VY ;+ €
dy Vi=2
=t Yy=5+c
dz g 2
dy _ (f >2
? =dz Y 2 +c
1 y(0)=0
——=z+c 2
v & =
1 —
Y= "oxe ¢ D;
_a@
y(0) = v=7
1_
a= n
o= 2 Priklad 3
v K UvaZujme dlohu
Reseni této dlohy ma tvar A
Y=y
y(0) -1

1 Funkece f(z,y) = Ay je lipschitzovsky spojita pro viechna y € R s konstantou L = A.
Kdyz z — (—) , pak § — oo.
n

Py Mel=2 u w<Ajn
= Pro vSechna 91, %, € R nelze najit jednu konstantu L a

FeSeni neexistuje pro libovolné z (FeSeni existuje pouze do uréitého Easu).

Tato Gloha ma prévé jedno FeSeni pro viechna z € (0, 00) ve tvaru

Pfiklad 2
Uvazujme dlohu

Y=y dy

¥0) =0 5
Funkce f(z,y) = /g neni lipschitzovsky spojita v okoli 0, protoze @ = % — 00 pro Iny —Az+tc

y—0,. g vy In y|=Ine* +Inc
Z véty o stredni hodnoté plyne: y=ce*
few) flz,)= %xy’g)(m v) yo)=1
c=1

Regeni této dlohy nenf jednoznagné:
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> Nas| e;J]ICf priklady ukazuji vyznam Lipschitzovy konstanty.
. <
Pfiklad 4 Véta Necht funkce f(z,y) ma nasledujici vlastnosti:
BeeEijine (i v (ems (%) je definovéna v pésu S — (a,b) x R (a,b ... kone&né),
y' = g(z) (42) je spojitd v proménné z € (a, b) pro kazdé y € R,
y(0) =1 (444) splituje Lipschitzovu podminku v promé&nné y, tj. existuje &islo I takové, Ze plati nerovnost
Regeni mé tvar g(z)=n+ /g({) d€ a Lipschnitzova konstanta L — 0. f(zyy1) f(z,9) < Llyy | Vze(ab) Vy,peR
0
KFivky FeSeni mohou vypadat tfeba takto: Potom pro kazdé zo € (a,b) a libovolné yo € R existuje prévé jedna funkce y = y(z) s vlastnostmi:
y a) y(z) je spojita a spojité diferencovatelna pro z € (a, b),

b) plati rovnost y'(z) = f(z,y(z)) pro Vz € (a,b),

4
vv C) y(2o) = Yo
3 "’\/\/
2
1

Numerické metody lze délit podle riiznych kritérii:
vv A) metody zalozené na numerické derivaci X na numerické integraci

B) jednokrokové metody X  vicekrokové metody

S 3 3 3
Il

{

C) explicitni metody ~ X implicitni metody

0 T

D) metody s konstantnim krokem X metody s proménnym krokem

Princip:

Zménime-li po&ateni podminku 77, potom nové FeSeni je pouhé posunuti pivodniho do hodnoty 7. Zakladem metod je diskretizace proménnych

P¥iblizné feseni nehledame jako spojitou funkci, ale nagenerujeme body zg, z1, Zs, . . .

Pfiklad 5 a uréujeme &isla yo, Y1, Yo, - .-, kterd aproximuji  y(zo), y(z1), y(z2), . . ..
Uvazujme dlohy Pro jednoduchost miizeme uvazovat ekvidistantni déleni, tj. h =z — z, Vk.
y' =3y y'= 3y
a
y(0)=n y(0)=n Eulerova metoda

Dostaneme feseni

- nejjednodussi jednokrokova explicitni metoda; Ize odvodit Fadou postupii
e 1.odvozeni

y Yo ... dano

Y1 ... potitame extrapolaci z hodnoty yo, pFicemz se na intervalu (zq,z,) feSeni aproximuje pfimkou,

| y(z) = ne
\ ktera prochazi bodem [zq,yo] a ma smérnici ¥’ = f(zo, Yo)-
_4 g Tamérovnici ¥ Y= (z Zo)f(%o,%). Tj. pro ; dostavame:
 — —
\ ’ / z w=wt (@ 20) /(G0 w)
< 2

h

Obecné dostaneme rekurentni vztah

Yes1 = Ye + hef (@ %), K=0,1,2,...

V obou pfipadech je Lipschitzova konstanta L = 3. Jeji velikost v8ak miize ovliviiovat chovani konkrétni
numerické metody pro konkrétni Glohu.
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u 'l
J(z.y5)
f (@ yn)
Tk T
z k hie k+1
Ty B T2 T3 T4
Yest Y= haf(zio %), kK=0,1,2,...|
e 2.odvozeni Pomoci Taylorova rozvoje.
1 Poznédmka:
Y(@rs1) = y(z) + e Y'(z) + Ehill”(fk], & € (Tk, Thsr) Eulerova metoda je
“ewed) T ) ,
o jednokrokovd metoda (¥ —* Yrs1)
(%) zanedbame a dostaneme vztah pro priblizné feSeni K vypottu yy.1 pouzijeme pouze predchozi hodnotu yy.
Vo= Un + Paf(@n) k=012 | o explicitni metoda (na pravé strané nenf yy.1)
V ziskané formuli je explicitné vyjadfena hodnota yj.1.
Yo ... potatetni podminka
Ptiklad
® 3.odvozen{ Piivodni diferencilni rovnici nahradime diferenéni rovnici (aproximujeme derivaci). P Ellrensy ity e e dsin 6 el (@EE) s e by b = 0,2 @
h=0,1.
Y Y
v=tlen) + [P g, k=02 V-e-y
y(0) =1
e 4.odvozeni  Puvodni diferencialni rovnici zintegrujeme a aproximujeme uréity integral.
Zig1 Regeni:
V@) = e -y@) - [ f@y)d (Presné esent:  y(z) =2 =+z 1).
—
o ()

Eulerova metoda je dana rekurentnim vztahem:

(*) y(z) na (zx, Tx.1) aproximujeme konstantou ys Yior = Ui+ he F(Th, W)
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" h=0,2 h=0,1
A Ty y(zk) Yk €k Yk €k A
0 1,000 1,000 0,000 1,000 0,000 Yy presné feseni ... y(z)
01 0,910 0,900 0,010
0,2 0,837 0,800 0,037 0,820 0,017
03 0,782 0,758 0,024
04 0,741 0,680 0,061 0,712 0,029
0,5 0,713 0,681 0,032
0,6 0,698 0,624 0,074 0,663 0,035
15+
y i
1+
T
. pfesné feSeni
Seni pro h = 0,1 o T Ty T3 T4
. feseni pro h = 0,2
o5
Definice: Globalni diskretizaéni chyba je e, = y(zx) ¥k, tj. rozdil teoretické hodnoty feSeni a vypoctené
hodnoty FeSeni v daném bodé zy.
T
-0.1 0 0.1 02 (B (; 4 OLS OLG 0‘7 018
Poznamky:

1) Vidime, Ze je chyba imé&rma h.
2) Chyba s rostoucim z vzriista.

Definice: Lokalni diskretizaéni chyba dj na intervalu (zx,Zx.1) je nepresnost, s niz hodnoty teoretického
Yedeni dané dlohy spliiuji rekurentni vztah, ze kterého se poéita hodnota Yy ;1.

Pro Eulerovu metodu je lokalni diskretizacni chyba dy:
[¥@e) = y(@) + hu f(@e,y(on)) + i |

Poznamka:

Lokalni diskretizacni chyba se nazyva lokalni proto, Ze d; Ize interpretovat také jako chybu jednoho kroku
metody (pFi vypoltu yis1) za predpokladu, Ze viechny hodnoty ¥, Yi—1,... potfebné k vypottu yi.1 jsou
presné.
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5 e =0
A 4 ,
€1 =ex+h (f(zk,y(lk)) f(zkr!/k)) +di
Y presné Tedeni ... y(z) tj. v kazdém kroku se ke globaln chybé ex pripodita lokalni chyba dy. a €len h-(...), ktery predstavuje

nepresnosti z minulych kroki.

y(z4)

Priklad:
Speciélni ptipad, kdy f nezévisi na y:
Y= f=
@ = ®
y(®0) = %o
tj. globalni chyba je sou¢tem lokalnich chyb.
Poznamka:
Lokélni chyba Eulerovy metody je O(h?) (viz dal3i slide).
Protoze ® ma k scitancii a protoze pro pevné T je k = . plyne z ®
3
e(z,h) = % -0(h?) = O(h)
z podobné jako u zakladnich a slozenych kvadraturnich vzorci.
o Ty T T3 T4

Poznamka:
Lokalni i globalni diskretizaéni chyba jsou chyby aproximace, tj. neuvazovali jsme zaokrouhlovaci chyby.

Definice: Rad diferen&ni metody je nejv&tsi prirozené &islo p takové, 7e pro danou metodu aplikovanou na

libovolou pocate¢ni dlohu s dostate¢né hladkym FeSenim plati p¥i kazdém pevném k a hy — 0 odhad

dp — O(RE™).

Réad Eulerovy metody

Ze vztahu pro lokalni diskretizaéni chybu dj plyne:
di = Y(@r41) — y(z) —hi - Y'(2k)
Globalni diskretizaéni chyba Eulerovy metody (pro konstantn krok k) =Hery(en)
Priblitné feleni: Y(Zx+1) vyjadiime pomoci Taylorova rozvoje (pfedpoklddame, Ze y ma 2. derivaci)
1
Yo = (o) Y(@rs1) = Y(zh) + hay' (i) + Eh: Y'(€) €€ (zh,Trs)
Yesr = Ye + h f(Te,y) k=0,1,... Po dosazeni:

= O(h}
Pfesné feSeni: (h%)

2=p+1 = ¥ad Eulerovy metody je p—1.
Y(@ks1) = Y(zi) + b f(zi,y(zi)) +de k=0,1,...
Po odectent:
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2 -
® Obecna jednokrokova metoda flz,y)=2z y

11 = f= —1)- =1=
Eulerova metoda je sice velmi jednoducha (¥ad je 1), ale k dosaZeni urité presnosti musime pouzivat Mz y)=fot fu- f=14+(-1)-f(z,y)=1-z+y.

velmi malé kroky hy. Chceme-li jednokrokovou metodu vy3siho Fadu, musime se zfici linearity
Dostavame rekurentni vztah:
Yks1 = Yk + hn f(ZTk, Yi) k=0,1,2,... 1,
Yrs1 :yk"'h(Ik*yk)—f—Eh (1— =z + yk)

Y1 = Yo+ B(Th, Yo, b, /) K =0,1,2,...

h2
Ty y(zx) Yre h(zk — yx) ?(1 — Tk + %) ex
Metody Taylorova typu
0 1,000 1,000 -0,200 0,040 0,000
Hodnotu y(zx4:) budeme aproximovat pomoci Taylorova rozvoje vyssiho fadu p 0,2 0,837 0,840 -0,128 0,033 -0,003
(v Eulerové metod€ byl pouZit ¥ad 1), tj. 04 | 0741 | 0745 -0,069 0,027 0,004
+1 0,6 0,698 0,703 -0,005
L B o) AR,
Y(@ea) = yloethi) = y(@)+hy (@) +or v (@)t 4 ony (Ik)Jr(p S (&) & € (21, 7as1) S
Je tfeba dosadit za derivace y v bod& z. Derivace uréime postupnym derivovanim funkce f. . V[;dl’lme, Ze metoda Taylorova typu 2. ¥adu pro h = 0,2 dava presnéjsi vysledky nez Eulerova metoda s
y' = f(z,y(z))
3, of d Metody Runge-Kuttova typu
y”:l+l.ﬁ:fz+fy. o= fl(g,y) unes ;
8z 8y dz N o Univerzalngj$i metody nez metody Taylorova typu.
—
y" = aft oM X dy —fll g po f[z](z v) o Vychazi také z Taylorova polynomu, ale nepouziva se ho pfimo, aby nebylo nutné explicitné vyjadrovat
8z 8y dz ® v ! derivace funkce f — f(z,y(z)) a potitat jejich hodnoty. Hledana aproximace je kombinaci nékolika

= hodnot funkce f vypotitanych v nékolika strategicky volenych bodech (z,y) na intervalu (zs, Zi41).
Poznamka: Té&chto metod je velké mnozstvi!

Obecné Ize odvodit rekurenci
Y™ = fl(z, y(z)) = fIr U(z, y(z)) + fy[' U(z,y(z)) - flz,y(z)) r=1,2,... Heunova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. Fadu)

- vztah y' = f(z,y(z)) zintegrujeme pres interval (T, ZTyi1)

Po dosazeni (uvazujme konstantni krok h) dostévame
igr Zngr

2 ’
Yos = 3+ B @) + g @) oo 1 ) [v@d= [ty

2 £

Thi

y(zs1) — y(za) = / f(z,y(z))dz

Poznamka:
Metody Taylorova typu se v praxi nepouzivaji pravé z diivodu nutnosti vyjadfovat derivace y”, ", ...

— pouzijeme lichobéznikové pravidlo
Ptiklad  Odvod'te metodu Taylorova typu 2.¥adu pro feseni nésledujici dlohy na intervalu (0;0,6) s kon-

p h
stantnim krokem A = 0,2 Y(@ia) ~ (@) = 3 [F@0 (@) + (@ y(@me))] + O(A)
P Y
y=z-9 A viz chyba
y(0) =1 lich. pr.
— na pravé strané vystupuje hodnota y(Zx.1), jeji aproximaci uré&ime pomoci Eulerovy metody
Regent:
(Presné fesen:  y(z) =2~ +z 1). Y(@ri1) = y(@x) + b f(aw,y(e)) + O(h?)

— dostavame metodu ve tvaru
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Tis1 = Yk + h f (T, Y) i v

® =

Yrs1 = Ye + g [f(zk,yk) + f(huﬁku)]

\

Poznédmka: Lokalni diskretiza¢ni chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je dx = O(h®). Globalni chyba

X

je potom o ¥ad nizsi, tj. ex = O(h?), protoze chyba metody se zvétiuje linearné s poctem krokil k ~ =

Modifikovana Eulerova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. fadu)

— vztah y' = f(z,y(z)) opét zintegrujeme pres interval (T, Tki1)

B2

O

LI LI M,
[ v@dz= [ fz,y@)ds ¢
5 I | S
Tag1 L =
I I T
Yze) ~ () = [ f@y(@)de ’ e ‘
L
— pouzijeme obdélnikové pravidlo .
—_— Véta
Y(Trsa) — y(z1) = b f(Ik + ﬁ,y(zk + E)) + 0k Necht oblouk My M; je Easti paraboly. Potom plati:
2 2 e 1. Teéna v bodé P je rovnobézna s tétivou My M;.
viz chyba
obd. pr. 2. Smérnice tétivy My M, je aritmetickym priimérem sméric te¢en v M; a M.
— hodnotu y(zx + £) uréime pomoci Eulerovy metody
h h ) Diikaz:
y(ze + E) =y(z) + 2 f@ry(zx)) + O(R?) Rovnice paraboly (polynomu 2.stupng): y b=c(z a)
— dostdvdme metodu ve tvaru
y y—b=c(x—a)’
h = ) +b
yM%:yk‘)'Ef(Ikxyk) y=dz o
h
yk+1:yk+hf(1k+51yug) =
Y = 2¢(z — a) )
Poznamka: Lokélni diskretizaéni chyba je opét di = O(h®). Globalni chyba je potom o ¥ad nizsi, tj. ! T
ex = O(h?), protoZe chyba metody se zvét3uje linearné s pottem krokii k ~ X | a
1. Smérnice te¢ny v bodé P:
UkaZme si jiné odvozenf predchozich dvou Runge-Kuttovych metod 2. Fadu. W'(#) = gc(# _ a] — (o + 71 — 2a)

Odvozeni vychazi z geometrické interpretace.

Smérnice tétivy MqM; je:
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y(@) y(@) _ e a)’+b cl@m a)’ b
Ty I - 1 Zo

cz} — 2aczy + a’c + b — ez} + 2aczg — a’c— b

Ty —Zg

8 oA g
:C<Mn7ﬂ(ﬂhzn)):cmm %),
T, — T —_—

2. Smérnice tedny v bodé M je:
Y'(w0) = 2c(z0 — a)
Smérnice te¢ny v bodé M, je:
Y(z1) =2c(z1 a)
Jejich aritmeticky primér:
Y'(z0) +¥'(21) _ 2¢(zo —a) +2¢(z1 —a)
2 2
=cze a+z1 a)=c(@+z: 2a)

Nyni pouZijeme vlastnost 1.

Zname soutadnice bodu Mj. Jestlize bychom znali y-soufadnici bodu P, pak stai udélat te¢nu a bodem
My vést rovnobézku a dostaneme y-soufadnici bodu Mj. My ale y-soufadnici bodu P nezname, takze ji
vyjadiime pfiblizné. Bod P nahradime bodem P', ktery ma stejnou z-ovou soufadnici a lezi na te¢né k M.

M,
Yy , P’ ma soufadnice:
P 1
! ho ha
i ' Zo+ <90+ o - £(20,30) |
| | 2 2 —
v l e
P i
| | Tetna v bodé P’ ma smérnici:
I |
h
1 | ¥+ ).t
I 1 2
I i
hﬂ
/ I i s hoy
M, / ! ! V(oo t+3) .
¢ I i h hy ——
! ! ! - fl@o+ 5 v+ 5+ £ (@0, v0))-
h | !
To To + 11 1

2
Stejnou smérnici by viak méla mit i t&tiva My M, = soutadnice bodu M; jsou:
T, = To+ ho
ka
—_—

h,
Y — yu+hu-y’(zn+7“)

Tyto vztahy Ize pfepsat do tvaru (obecng)
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ki = f(ze, yi)

h h
kz:f(1k+?yk+5'k1)

h h
lca—f(zw?ywa-k;)

ks = f(ze + h,yx + h - k3)

h
Yis1 = Y+ (k1 + 2k + 2k3 + ks)

Poznamka: Lokalni diskretizaéni chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je di = O(k®). Globalni chyba

je potom o ¥ad nizsi, tj. ex — O(h*), protoe chyba metody se zvét3uje linearné s pottem krokil k ~ X

Ptiklad

Pomoci Heunovy metody, modifikované Eulerovy metody a klasické Runge-Kuttovy metody 4.
Ffadu feste nésledujici dlohu na intervalu (0; 0, 6) s konstantnim krokem h = 0,2

y=z-y,
y(0) =1
Regeni:
(Pfesné feSeni:  y(z) =2 "+ 1).
Ptedpis pro Heunovu metodu:
k1 = f(zr, i)
ks = f(zx + b,y + b - k1)
ki + ko
Yirr — Y+ e~
2
ki +
T | y(ze) Ye ky ky h- % ex
0 1,000 1,000 -1,000 -0,600 -0.160 0,000
02 | 0,837 0,840 | -0,640 | -0312 -0.095 -0,003
04 | 0741 0,745 | -0,345 | -0,076 -0.042 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Ptedpis pro modifikovanou Eulerovu metodu:

k1 = f(@e, i)

h h
k;*f(1k+5,yk+5-k1)

Yks1=Ye+ h k2
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ki = f(zx, Yx)

ky = f(zx + %, Y + % - k1) modifikovana Eulerova metoda

Ykat = Yx + i - k2

Nyni pouZzijeme vlastnost 2.
Zname soutadnice bodu Mj. Protoze nezname y-soufadnici bodu M, nahradime ho bodem Mj, ktery mé&
stejnou z-soufadnici a lezi na te¢né prochazejici bodem M.

M,

M;{ ma soufadnice:

£

—_——
Iu+hu,yu+hn'f(10:yﬂ)]

=z,

M,
~v/(z0)

Smérnice te¢ny v M je:

ks

P N
Mo f(@o + ho, Yo + ho - £(2a,%0))

i
i
|
i
|
i
|
I
|
T
|
i
I
i
i
i
I
i
i
|
i

¢ |

i
H .
T T
Bod M; dostaneme z podminky, Ze smérnice tétivy MoM; je aritmetickym priimérem smérnic tefen v
My a M, tj.

M;{ ma soufadnice:
z1 = To + ho

1
Y :yﬂ+hn'5(k1+k2)

Obecné:
k= f(ze,ye)
ky = f(@k + hi, ye + b - k1) Heunova metoda

Pozndmka: Obg tyto metody jsou 2.Fadu (aproximovali jsme parabolou).

Klasicka Runge-Kuttova metodu 4. fadu

— jedna z nejvice pouzivanych metod tohoto typu
— predpis metody:
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T | y(ze) Ye k1 k2 h-ky ex

0 1,000 1,000 | -1,000 -0,800 -0.160 0,000
0.2 0,837 0,840 | -0,640 | -0,476 -0.095 -0,003
04 0,741 0,745 -0,345 -0,210 -0.042 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznadmka:

Vidime, Ze vysledky Heunovy i modifikované Eulerovy metody odpovidaji vysledkiim ziskanym metodou
Taylorova typu 2. fadu (uvedené metody jsou 2. Fadu).

Predpis pro klasickou Runge-Kuttovu metodu 4. fadu:

ki = f(zx, i)
h h
k2 = fl@x+ 5.y + 5 ki)

h h
kazf(1k+51yk+§'k2)

ke = f(zx + B, yx + b - k3)

h
'!/ku:yk+g'(k1+2k;+2k3+k4]

T y(zx) Ye ky k2 ks ks er

0 1.00000000 1,00000000 | -1,000000 | -0,800000 -0.820000 -0.636000 0,00000000

0,2 0.83746150 0.83746666 -0.637466 -0.473720 -0.490094 -0.339447 0.00000516

0,4 0.74064009 0.74064854 | -0.340648 | -0.206583 -0.219990 -0.096650 0.00000845

0,6 0.69762327 0.69763364 0.00001037

Neékolik otazek k zamysleni:

1. Uved'te priklad potéteenf dlohy pro obygejnou diferencidlnf rovnici 1. ¥adu (s nenulovym fesenim), pro
kterou budou vysledky Eulerovy metody totozné s vysledky metody Taylorova typu 2. fadu.

=

Uved'te priklad potateeni lohy pro obyéejnou diferencidlni rovnici 1. ¥adu (s nenulovym fesenim), pro
kterou bude metoda Taylorova typu 2. ¥adu totozna s metodou Taylorova typu 3. ¥adu, ale rizna
od Eulerovy metody.

=

Uved'te priklad potateéni tlohy pro obyéejnou diferencidlni rovnici 1. Fadu (s nenulovym Fedenim), pro
kterou bude modifikovana Eulerova metoda totozni s Heunovou metodou, ale riizni od Eulerovy
metody.



Numerické metody KMA/NM
"y~ Josef Dangk 13.2.2013

Numerické metody KMA/NM
Josef Dangk 13.2.2013

“Kabitola 12. Potatetni dlohy pro ODR - II

Go(z) = 9(Tks1) | T € (Twe, Tusr)

Go(x)
Dostavame:
Vicekrokové metody Ty
V pripadé jednokrokovych metod vystupovaly ve formuli pouze hodnoty ¥, Yk 1. Yo =Yt Eifiz)c
L
V pripadé vicekrokovych metod vypo&itavame hodnotu yx.1 pomoci hodnot 9(x)

Yesr = Ye + hg(Trs1)

Ye Yk nits-- 0 Ye 1, Yk (yk+1) et 1 f (o1, Uern)
+1) Y+

Yr+1

Poznédmka: Pokud nepouZzijeme hodnotu ys+1, jedna se o explicitni metody, v opacném pfipadé mluvime pnplicitijEuieiovalipetons Tk

W Th41
implicitni jednokrokova metoda, fad 1
o implicitnich metodach. Dol
ozndmka:

Opét vyjdeme z rovnosti P¥i pouziti implicitni metody je teba zvolit po¢ateéni aproximaci yﬂl a déle realizovat iteraéni proces
f(z,y(z)) 141 1
Uit = e+ B (T, Ul )

Musi tedy platit i rovnost integralii

zkp1 zkp1
/ y'(z)dz = / f(z,y(z))dz | Odvozeni dvoukrokovych metod
Tedy = = Funkci g(z) ze vztahu (%) aproximujeme linedrni funkei G ()
e a)
Y(@r) =y(@) + [ f(ey(e)) do| () z Ty
o / Cr(@) — g(an) + @) hg( PR
= 9(2)
Dile postupujeme tak, Ze funkci g(z) aproximujeme interpolaénim polynomem G (), ktery zintegrujeme z € (2h, Ths)
presné. g h
[ Gi(@)dz = g@)h + 2 [a(a) - glax 1) =
i A
= 5[39(1!:) 9(zx 1)]
Poznémka: P¥ipomefime si odvozeni jednokrokové Eulerovy metody. =
Funkei g(z) ze vztahu () aproximujeme konstantni funkci Go(z) | Yerr = W+ E[sf(z"’ ORNICTRT 1)] |
a)
Adams-Bashforthova metoda
Go(z) = g(z1) | € (Thy Trs1)
. g(x) ... explicitni dvoukrokova metoda, ¥d 2
Dostavame: Go(z)
Thi1 b)

Yrs1 = Yo+ / Go(z)dz
u

Yesr = Ye + hg(zk)

Yes1 = Y + hF(2x, Yi)

Eulerova metoda J-L.—}L—‘ Th+1

explicitni jednokrokova metoda, fad 1
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ced 9(®xs1) — g(zx)
. Gi(z) = g(zx) + ————F——(z —z1) |, . i
0 1(7) = g(zi) h (@) @) 4 (4) U n-krokovjch metod je tfeba znit n hodnot
71 -
T € (T, Tas)
e B Yr-n+11 Yk—ns - Yk
Gi(z)dz = g(zr)h + ~|9(Trs1) — g(zr)| =
ES @) 9l 2 [g( w) =9 k)] Na za&atku vypoltu vSak tyto hodnoty, tj. Yi,...,Y,_1, nejsou znamy.
0
= %[g(zk) 4e g(zk“)] 9(@) Pro jejich vypocet je tieba uzit explicitni jednokrokové metody odpovidajiciho ¥adu.
n (2) U implicitnich metod je tfeba urit aproximaci y,[fll a realizovat metodu prosté iterace
| Yes1 = Y + E[f(zhyk) + f(@sn, Yes)] | 1] i
Vg1 =Ykt - Yk
Adams-Moultonova metoda ok h Tkt
implicitni dvoukrokova metoda, Fad 2 Obecny zépis metod
Vicekrokovou (i jednokrokovou) metodu lze obecné zapsat ve tvaru
Odvozeni t¥ikrokovych metod v -
> @iYkss = B Y By f(Thrsi Yess) |
Funkci g(z) ze vztahu (%) aproximuj kvadratickou funkci G»(z) i=0 = o'(2xs;)
3
a)
Gs(z) = ... polynom prochézejici body

o Explicitni Eulerova metoda (@g=-1, 1 =1, B —1 6 —0)

[kaz,g(hfz)], [Ik—hg(zk—l)] [zhg(zk)]

T € (Tk, Thsr)

Yes1 = Yo = hf (T, i)
@xpr
/ Gs(z)dz = ... D.cv.

2h

o Implicitni Eulerova metoda  (ag — —1,2: =1, fg— 0, f; — 1)

Yrs1 — Yo = Pf(Trsr, Yrar)

h
Vi1 = Yo+ 15 [28F(20,9) ~16f(2n 1,9 )+55 (@ 5,91 2)] |

e Adams-Bashforthova metoda - dvoukrokova

Adams-Bashforthova metoda

Th-2 Th— TE Thil 1 3
explicitni tfikrokové metoda, ¥ad 3 ! h (00=0, a1 =-1, ,=1, o= g B=5 P = 0)

h
b) Yeiz  Yeir1 = E[af(zk+lvyk+1) f(zw, yk)] (k:=k+1)
Gs(z) = ... polynom prochézejici body
o Ad Moul metoda - d a
[Ik 1,9(ze 1)], [Ik,g(lk)] [ﬂwnﬂ(hw)] L L
Z € (Tk, Tut1) (=~ a1 =1, B = > B — E)
kps
Gy(z)dz = ... D.cv. h
,[ He Yki1 Y = E[f(zkvyk) + f(zrs, yk+l)] |
h
| Yea1 = Ui+ ﬁ[5f(1k+1, Yer1)+8 (@i, vs) F(@e-1, Yinr)] | o Adams-Bashforthova metoda - tikrokova
5 4 23
Adams-Moultonova metoda Tho1 o, ok (=0,0=0,a=-1, 03=1, fr= T B = 3 B2 = ﬁ)

implicitni tfikrokova metoda, ¥ad 3
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Tj. jde v’%dy polynom v proménné k(= i 7).

g h
( Yk+3 = Yks2 = ﬁ[23f(1k+2,yk+2]’16f(zk+lx Yes1) +5F (T, f’/k]] (k=
Dosazenim do vztahu pro lokalni diskretizaéni chybu
k+2) 1,7 -
.
e Adams-| onova metoda - tiil a T = E[Z[‘ajy(zk+7) —h Zﬂﬂﬂl (Ik+1)]v
= 7=
1 2 5 tj.
(ﬂn*U,ﬂtnffl.ﬂiflyﬂnffﬁyﬂmfgyﬂifﬁ) .
=g [((Xuy(zk)+ﬂ1y($k+l)+ﬂ2y($k+2)+' -t y(@esr)) —h(Boy' (@) +Bry (Trsn)+ - -+ﬂ,y‘(zk+,))},
h
Yki2  Yes1 = E[Ef(1k+2vyk+2)+8f(1k+hyk+l) f(Ik,Uk)] | (k= ESEED
k+1) 1 - - 10 -
7= 2 [1@) (L o) + hy' (@) (Ll - 8)) + 19" (@0) (5 X 7 = X 365) + By" @) )+ ]
Definice: Lokalni diskretizaéni chybou metody rozumime P B Ei E ety
T = konstantn €leny linesrni eleny kvadratické éleny
_ 1 _ .
" h [ga,y(zkﬂ) hjguﬂ]y (zH])] | Po roznasobent:
- 1 z ! - 2
7= Ey(zt)(jz::ua]) +y(zk)(12::u(]aj 7ﬂj)) +h(...) +h () +...

Definice: Rekneme, 7e metoda Jje konzistentni, je-li splnéna podminka

7i(h) =0 proh =0 | D.cv:  Ukazte, Ze dfive od) é metody jsou konzistentnf.

Definice: Polynomy v proménnych v a w ve tvaru
T -
