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Kapitola 1. Úvod do numerické matematiky

Numerická matematika = věda, která se zabývá řešeńım matematicky formulovaných úloh pomoćı lo-
gických operaćı a aritmetických operaćı s č́ısly o konečné délce.

Př́ıklad

Reálný problém ... intravenózńı dávkováńı léku

Matematický model

• nezávisle proměnná je pouze čas t

• š́ı̌reńı látky neńı závislé na prostorových proměnných
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• popis pomoćı diferenciálńı rovnice

kde je koncentrace látky v krvi a je absorpčńı koeficient

• počátečńı podḿınka

chyba matematického modelu odpov́ıdá zjednodušuj́ıćım p̌redpoklad̊um

Matematická úloha

• chceme vypoč́ıtat hodnotu koncentrace látky v čase

Numerická úloha

• řešeńı hledáme pouze v konečně mnoha bodech

(diskretizujeme čas, , , )

je počet děleńı intervalu

chyba diskretizace (metody)

Numerická metoda

• derivaci aproximujeme poměrnou diferenćı

chyba diskretizace (metody)

Výpočet

dáno

zaokrouhlovaćı chyby

Analytické řešeńı

nap̌r: , , ,
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Reálné hodnoty ???

CHYBY

... p̌resná hodnota

... p̌ribližná hodnota

absolutńı chyba ...

relativńı chyba ...

Pozn.: Při odeč́ıtáńı
”
bĺızkých“ č́ısel roste relativńı chyba (ztráta platných č́ıslic)

Pozn.: Násobeńı a děleńı nemohou podstatně zvěťsit relativńı chybu
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Definice: Mějme dány dvě množiny (vstupńı data) a (výstupńı data). Předpokládejme, že , jsou
Banachovy prostory. Úlohou rozuḿıme relaci

Definice: Řekneme, že úloha je korektńı na dvojici prostor̊u , když
• (zobrazeńı),

• řešeńı spojitě záviśı na vstupńıch datech

Poznámka: Banachův prostor = úplný + normovaný

úplný prostor: metrický prostor, kde Cauchyovská posl. má limitu

normovaný prostor = množina :
a) je lineárńı;

b) :

, ;

;

;

c)

Poznámka: Protože jsou Banachovy prostory, lze spojitost zaručit podḿınkou
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Poznámka: Nekorektńı úlohy jsou úlohy, které nejsou korektńı.
Někdy je nekorektnost způsobena pouze nevhodnou formulaćı.

Definice: Úloha je dob̌re podḿıněná, jestliže malá relativńı změna ve vstupńıch datech vyvolá malou relativńı
změnu řešeńı.

Č́ıslo podḿıněnosti úlohy

Poznámka: Je-li je úloha velmi dob̌re podḿıněná.
V praxi hovǒŕıme o špatně podḿıněné úloze pro .

Př́ıklad 1

Posud’te podḿıněnost úlohy určit hodnotu funkce

a) v bodě 3,14;
b) v bodě -0,01.

a) Voĺıme ,

Relativńı chyba na vstupu:
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Relativńı chyba na výstupu:

špatně podḿıněná úloha

b) Voĺıme ,

Relativńı chyba na vstupu:

Relativńı chyba na výstupu:

velmi dob̌re podḿıněná úloha

Poznámka: Pod́ıvejme se na p̌redchoźı p̌ŕıklad obecněji. Úloha má tvar .

Podle věty o sťredńı hodnotě plat́ı:

odtud:

Tedy

:
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Poznámka: Podobné p̌ŕıklady (posud’te podḿıněnost úlohy určit hodnotu):

a)

b)

c)

Př́ıklad 2

Posud’te podḿıněnost úlohy řešit soustavu lineárńıch algebraických rovnic (pro )

Necht’ vstup je hodnota a výstup hodnota .
Pak

pro je tato úloha špatně podḿıněná!

* viz p̌redchoźı poznámka

**

Pozn.: Matice výše uvedené soustavy je pro hodnoty bĺızké skoro singulárńı.

STABILITA (PODMÍNĚNOST) ALGORITMU

Numerické metody
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”
U nestabilńı metody (algoritmu) se relativně malé chyby v jednotlivých kroćıch výpočtu postupně aku-

muluj́ı tak, že dojde ke katastrofálńı ztrátě p̌resnosti numerického řešeńı úlohy.“

- Při výpočtu docháźı k zaokrouhlovaćım chybám. Je proto vhodné vyb́ırat algoritmy málo citlivé na
zaokrouhlovaćı chyby.

Stabilńı algoritmus
• dob̌re podḿıněný - málo citlivý na poruchy ve vstupńıch datech

• numericky stabilńı - málo citlivý na vliv zaokrouhlovaćıch chyb

Poznámka:

U stabilńıch metod roste chyba výsledku s počtem krok̊u nejvýše lineárně
(v ideálńım p̌ŕıpadě, kdy je znaménko chyby náhodné, zaokrouhlovaćı chyba roste ).

U nestabilńıch metod roste zaokrouhlovaćı chyba rychleji, např. geometrickou řadou , kde .

Př́ıklad 3

Řešte diferenčńı rovnici (rekurentńı formule, nestabilńı rekurze)

Snadno se ukáže, že řešeńı je (dosazeńım).

Při numerickém výpočtu dojdeme k problémům (viz obr). Hodnoty začnou velmi rychle klesat.
Pro vysvětleńı ukážeme obecné řešeńı zadané diferenčńı rovnice.

• charakteristický polynom

(p̌redpokládáme řešeńı : )

• kǒreny

tj.

• obecné řešeńı

Přes počátečńı podḿınku vzniknou vlivem zaokrouhlovaćıch chyb malé druhé komponenty řešeńı

Výsledky z MATLABu, FORMAT SHORT, pevná čárka na 5 č́ıslic
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clc;

clear;

format short;

n=30;

x(1)=1;

x(2)=1/3;

for i=2:n

x(i+1)=13/3*x(i)-4/3*x(i-1);

end

plot(1:n+1,x,’b-’,1:n+1,x,’ro’);

Př́ıklad 4

Vypočtěte p̌ribližně hodnotu

Plat́ı:

Dále:

Rekurentńı formule:
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Nestabilńı algoritmus ! . . . vždy !

Proto je lépe postupovat odzadu:

• dokážeme, že

• nap̌r. zvoĺıme a poč́ıtáme

Výsledky z MATLABu, FORMAT SHORT E

clc;

clear;

format short e;

n=24;

J(1)=log(6/5);

JJ(n)=0;

for i=1:n-1

J(i+1) = -5*J(i) + 1/i;

end

for i=n-1:-1:1

JJ(i) = (1/i - JJ(i+1)) / 5;

end

[J’ JJ’]

plot(1:n,J,’b-’,1:n,J,’ro’);

hold on

plot(1:n,JJ,’m-’,1:n,JJ,’g*’);
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J JJ

1.8232e-001 1.8232e-001

8.8392e-002 8.8392e-002

5.8039e-002 5.8039e-002

4.3139e-002 4.3139e-002

3.4306e-002 3.4306e-002

2.8468e-002 2.8468e-002

2.4325e-002 2.4325e-002

2.1233e-002 2.1233e-002

1.8837e-002 1.8837e-002

1.6926e-002 1.6926e-002

1.5368e-002 1.5368e-002

1.4071e-002 1.4071e-002

1.2977e-002 1.2977e-002

1.2040e-002 1.2040e-002

1.1229e-002 1.1229e-002

1.0522e-002 1.0521e-002

9.8903e-003 9.8964e-003

9.3719e-003 9.3414e-003

8.6960e-003 8.8485e-003

9.1515e-003 8.3893e-003

4.2426e-003 8.0535e-003

2.6406e-002 7.3518e-003

-8.6575e-002 8.6957e-003

4.7635e-001 0

Zobrazeńı č́ısel

Motivace:

Lidé použ́ıvaj́ı deśıtkovou soustavu.

Poč́ıtače dvojkovou.

Numerické metody
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Komunikace s poč́ıtačem

- Zadáńı v 10-soustavě.

- Převod do 2-soustavy (poč́ıtač).

- Výpočet (poč́ıtač).

- Zpětný p̌revod do 10-soustavy (poč́ıtač).

- Výsledek v 10-soustavě.

Soustavy

• deśıtková

obecně

,

značeńı

• dvojková

Binárńı zlomky

lze vyjáďrit jako sumu se zápornými mocninami dvou

Zápis č́ısel
- V deśıtkové soustavě (vědecká notace)

- Strojová č́ısla

normalizovaná pohyblivá řádová čárka (REAL)

x q 2n q mantisa, n exponent

Poznámka: Mnoho reálných č́ısel, které lze v deśıtkové soustavě zapsat pomoćı konečného počtu cifer,
pro zápis ve dvojkové soustavě vyžaduje nekonečně mnoho cifer.
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Př́ıklad:

Sestrojte všechna strojová č́ısla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4, tj.

q n, kde q , n

Abychom si lépe uvědomili jakou mantisou a jakým exponentem je určeno źıskané č́ıslo, uvedeme si je v
následuj́ıćı tabulce.

q n -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8

0.0703125 0,140625 0,28125 0,5625 1,125 2 ,25 4,5 9

0.078125 0,15625 0,3125 0,625 1,25 2 ,5 5 10

0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1,375 2 ,75 5,5 11

0.09375 0,1875 0,375 0,75 1,5 3 6 12

0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3, 25 6,5 13

0.109375 0,21875 0,4375 0,875 1,75 3, 5 7 14

0.1171875 0,234375 0,46875 0,9375 1,875 3, 75 7,5 15

Źıskaná č́ısla si je také vhodné vykreslit na č́ıselnou osu, źıskáme tak p̌rehled o jejich rozložeńı. Snadno
zjist́ıme, že č́ısla nejsou rozložena rovnoměrně.

pomocná funkce v MATLABu
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function [A,P]=stroj_cisla(cisel_mantisy,exponent,zobraz);

%

% [A,P]=stroj_cisla(4,-3:4,1);

for i=1:length(exponent)

for j=0:2ˆ(cisel_mantisy-1)-1

zaklad=dec2bin(j);

zakladstr=num2str(zaklad);

for k=1:cisel_mantisy-length(zakladstr)-1

zakladstr=strcat(’0’,zakladstr);

end;

zakladstr=strcat(’1’,zakladstr);

zaklad=bin2dec(zakladstr)*2ˆ(-cisel_mantisy);

A(j+1,i)=zaklad*2ˆexponent(i);

end;

end;

[k,l]=size(A);

P=sort(reshape(A,1,k*l));

if zobraz==1

figure(1);

plot(P,zeros(size(P)),’ro’);

pr=(P(k*l)-P(1))/20;

hold on;

plot([P(1)-pr,P(k*l)+pr],[0 0],’b-’);

end;

format short g;

Př́ıklad 5:

Uvažujme množinu strojových č́ısel vygenerovanou v p̌redchoźım p̌ŕıkladu

(tj. strojová č́ısla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

Předpokládáme, že poč́ıtač zobraźı č́ıslo na nejbližš́ı č́ıslo, které lze

zobrazit, v p̌ŕıpadě shody na věťśı.

Ukažme si, jak se v tomto stroji sečtou č́ısla a .

Výsledky źıskané z MATLABu
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----------------------------------------------------------------

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel

s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

----------------------------------------------------------------

Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz

------------------------------------------------------------

A = 0.100000 0.1101 x 2ˆ-3 0.1015625

B = 0.200000 0.1101 x 2ˆ-2 0.203125

obrazA+obrazB=

0.3046875 0.1010 x 2ˆ-1 0.3125

A+B= 0.300000 0.1010 x 2ˆ-1 0.3125

Poznámka:

V tomto p̌ŕıkladě se shodoval obraz p̌resného výsledku s obrazem součtu obraz̊u jednotlivých sč́ıtanc̊u.

Př́ıklad 6:

Uvažujme množinu strojových č́ısel vygenerovanou v p̌redchoźım p̌ŕıkladu

(tj. strojová č́ısla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

Předpokládáme, že poč́ıtač zobraźı č́ıslo na nejbližš́ı č́ıslo, které lze

zobrazit, v p̌ŕıpadě shody na věťśı.

Ukažme si, jak se v tomto stroji sečtou č́ısla a .

Výsledky źıskané z MATLABu
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----------------------------------------------------------------

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel

s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

----------------------------------------------------------------

Cislo A = 0.300000

Cislo B = 0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz

------------------------------------------------------------

A = 0.300000 0.1010 x 2ˆ-1 0.3125

B = 0.166667 0.1011 x 2ˆ-2 0.171875

obrazA+obrazB=

0.484375 0.1000 x 2ˆ0 0.5

A+B= 0.466667 0.1011 x 2ˆ0 0.46875

Poznámka:

V tomto p̌ŕıkladě se obraz p̌resného výsledku s obrazem součtu

obraz̊u jednotlivých sč́ıtanc̊u neshodoval !

Chyba výpočtu:

Relativně:

7 14

Přesnost poč́ıtače
Vymeźıme-li pro mantisu 24 bit̊u, źıskáme 7 desetinných ḿıst ( ).

Vymeźıme-li pro mantisu 32 bit̊u, źıskáme 9 desetinných ḿıst ( ).

Základńı formáty:

Formát Bytes Bit̊u pro mantisu Bit̊u pro exponent

Single 4 24 8

Double 8 53 11

Př́ıklad:

Uvažujme formát SINGLE , tj. 24 bit̊u pro mantisu.

.

Chyba zobrazeńı je .
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Máme-li poč́ıtat , dostaneme ve formátu SINGLE .

Chyba muśı být věťśı než 5 96 10 4.

Ve skutečnosti je chyba ještě věťśı, nebot’ se v pr̊uběhu výpočtu muśı částečně suma zaokrouhlovat dol̊u
nebo nahoru, jak suma roste, později p̌rič́ıtaná č́ısla jsou oproti sumě menš́ı a jsou tedy poč́ıtány s menš́ı
p̌resnost́ı (viz následuj́ıćı p̌ŕıklad).

Př́ıklad: Ve formátu SINGLE sečtěte č́ısla 10000 a 0,1.

( )

po SHIFTu

=

Č́ıslo je zobrazeno p̌resně.
Chyba zobrazeńı po SHIFTU je

Shrnut́ı:
10000 + 0,1 výsledek s chybou

(v sumě z motivačńıho p̌ŕıkladu jde o jeden krok)
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skript v MATLABu

s=0;

h=single(1/10);

for i=1:100000

s=s+h;

end;

s

Numerické metody

Josef Daněk
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Kapitola 2. Nelineárńı rovnice

Formulace:

Je dána funkce definovaná na intervalu . Hledáme tak, aby .
( . . . kǒren rovnice)

Poznámka:

Naj́ıt p̌resné řešeńı analyticky je možné jen ve velmi jednoduchých p̌ŕıpadech, např. p̌ri řešeńı lineárńı
rovnice , p̌ri řešeńı kvadratické rovnice nebo nap̌r. p̌ri řešeńı rovnice .
Proto je nutné pro nalezeńı kǒrenů použ́ıt nějakou numerickou metodu.

Numerické metody, kterými se budeme zabývat jsou založeny na iteračńıch principech. Pro každou
iteračńı metodu nás budou zaj́ımat odpovědi na dvě otázky:

Konverguje posloupnost iteraćı ke hledanému kǒrenu?

Jestliže ano, jak rychle?

Věta:

Předpokládejme, že
(i) reálná funkce je spojitá pro ,
(ii) .

Potom existuje aspoň jedno řešeńı rovnice na .

Větu ilustruje následuj́ıćı obrázek.

Startovaćı metody

metoda půleńı intervalu
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regula falsi

metoda prosté iterace

Zp̌resňuj́ıćı metody

Newtonova metoda

metoda sečen

Mullerova metoda

Metoda prosté iterace

Všechny (jednobodové) iteračńı metody lze pokládat za speciálńı p̌ŕıpad této metody.

Princip:

původńı rovnici p̌reṕı̌seme na tvar

existuje celá řada možnost́ı, jak to udělat!

na konkrétńı volbě funkce záviśı

Algoritnus:

1) Zadáme ,

2)

3) Je-li , pak , KONEC

jinak jdi na 2)
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Př́ıklad 1

Metodou prosté iterace najděte na intervalu řešeńı rovnice

Za počátečńı iteraci volte sťred zadaného intervalu, tj. .

Řešeńı

Ukážeme si 4 způsoby p̌repisu rovnice na tvar .

1. způsob:

tj.

Již prvńı iterace je mimo zadaný interval,

nav́ıc druhá iterace je velmi velké č́ıslo

a proto metoda prosté iterace nekonverguje.
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2. způsob:

tj.

Podobně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě, zde

je 2. iterace mimo zadaný interval a

metoda prosté iterace opět nekonverguje.
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3. způsob:

tj.

V tomto p̌ŕıpadě metoda prosté iterace konvergovala k výsledku , rychlost “zahušt’ováńı” byla ovšem
malá.
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4. způsob:

tj.

V tomto posledńım p̌ŕıpadě metoda prosté iterace konvergovala k výsledku velmi rychle. To dokazuje
ten fakt, že kdybychom použili pro zastaveńı podḿınku, aby absolutńı hodnota rozd́ılu dvou po sobě jdoućıch
iteraćı byla menš́ı než poťrebovali bychom k tomu pouze 10 iteraćı.

Poznámka:
Chováńı metody prosté iterace je závislé na zvoleném p̌redpisu pro funkci . Porovnáńım graf̊u z

p̌redchoźıho p̌ŕıkladu lze usoudit, že je vhodné, aby se funkce co nejv́ıce bĺıžila konstantńı funkci.

Věta (Postačuj́ıćı podḿınky konvergence metody prosté iterace.)

Předpokládejme, že je funkce na intervalu spojitá a plat́ı:

(a) (funkce zobrazuje do sebe),

(b) (funkce je kontrakce).

Potom

1) v intervalu existuje právě jeden kǒren rovnice ,

2) posloupnost určená formuĺı konverguje pro každé a .

Důkaz

1) existence je důsledkem podḿınky (a) a spojitosti
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muśı platit

jednoznačnost plyne z vlastnosti (b)

DK sporem: Předpokládejme, že existuj́ı 2 r̊uzné hodnoty takové, že

Potom plat́ı:

2) Plat́ı:

po odečteńı:

pro
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Poznámka:

Pod́ıvejte se na souvislost p̌redpokladů p̌redchoźı věty a volby funkce v jednotlivých p̌ŕıpadech př́ıkladu
1.

Poznámka:

Pro diferencovatelnou funkci lze podḿınku (b) nahradit podḿınkou

(b’)

Poznámka:

Rychlost konvergence metody prosté iterace je charakterizována , jelikož lze psát

Poznámka:

Souvislost “zahušt’ováńı iteraćı” a hodnotě

a)

b)

Poznámka:

Jak bylo řečeno hodnota rozd́ılu dvou po sobě jdoućıch iteraćı neodpov́ıdá obecně chybě p̌ribližného řešeńı.
Geometricky si to lze p̌redstavit takto:

Odhad chyby metody prosté iterace

Máme konvergentńı proces

Přesné řešeńı splňuje vztah
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Po odečteńı dostaneme

tj.

Předpokládáme, že je lipchitzovská s konstantou , tj. muśı platit:

Dále použijeme nerovnost:

Z posledńıch 3 vztahů dostaneme:

Použijeme-li zastavovaćı podḿınku

potom plat́ı odhad chyby

Př́ıklad 2

Pomoćı metody prosté iterace řešte na intervalu rovnici

• Rovnici p̌reṕı̌seme na tvar:

• Ově̌ŕıme splněńı p̌redpokladů věty o postačuj́ıćıch podḿınkách konvergence metody prosté iterace:

a
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b

• Vlastńı výpočet:

voĺıme a pro zastavovaćı podḿınku hodnotu .

• Odhadněme velikost chyby přibližného řešeńı p̌redchoźıho p̌ŕıkladu.

Graf funkce :

Plat́ı:

kladná klesaj́ıćı funkce
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podḿınka (b’)

Zvolili jsme a proto plat́ı odhad chyby:

Definice: Ř́ıkáme, že posloupnost konverguje k č́ıslu rychlost́ı , jestliže pro

r r

Mluv́ıme o asymptotické rychlosti konvergence ( ).

Poznámka:

pro je omezená (a nenulová) pro .

Př́ıklady:

a) pro pro

b) pro pro

Rychlost konvergence metody prosté iterace

Je-li funkce dostatečně hladká, můžeme napsat jej́ı Taylor̊uv rozvoj v bodě a potom pro
plat́ı:

• je-li , potom

rychlost konvergence je řádu 1

• je-li a , potom

rychlost konvergence je řádu 2

Newtonova metoda

Předpoklady:

Necht’ v intervalu lež́ı jediný jednoduchý kǒren rovnice . Jelikož mluv́ıme o zp̌resňuj́ıćı
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metodě, p̌redpokládáme, že máme zadánu nultou iteraci , která je relativně bĺızko hledanému řešeńı.
Vyjáďŕıme Taylor̊uv rozvoj funkce v bodě . Přitom p̌redpokládáme, že existuj́ı p̌ŕıslušné derivace funkce .

Rovnici nahrad́ıme lineárńı rovnićı

Ta má kǒren

Celý postup opakujeme a dostáváme iteračńı formuli

Geometrický význam Newtonovy metody:

Křivku nahrad́ıme tečnou ke grafu v bodě a hodnotu źıskáme jako pr̊useč́ık tečny s osou
. Proto se také Newtonova metoda nazývá metoda tečen nebo metoda linearizace.

Poznámka:

Jako zastavovaćı podḿınku lze nap̌r. volit nebo .

Poznámka:

Algoritmus Newtonovy metody je speciálńım p̌ŕıpadem metody prosté iterace. Za funkci jsme volili funkci
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Rychlost konvergence Newtonovy metody

1. způsob odvozeńı (Newtonova metoda jako speciálńı p̌ŕıpad metody prosté iterace)

Rychlost konvergence záviśı na , resp. . . . (viz ďŕıve).

Plat́ı:

, protože

Plat́ı:

, protože

Plat́ı tedy a obecně rychlost konvergence je řádu 2.

2. způsob odvozeńı

Pomoćı Taylorova rozvoje funkce v bodě (necht’ existuj́ı a v ):

Dosad́ıme za p̌resné řešeńı (tj. )

Vyděĺıme :

Proces opakujeme:

chyba iterace kvadrát chyby

-té iterace

( )

rychlost konvergence

Necht’ plat́ı
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(Určit může být obecně problém.)

Označ́ıme-li chybu -té iterace, potom z ( ) plyne

tj.

...

Dostáváme odhad chyby:

Postačuj́ıćı podḿınka konvergence:

Plat́ı

Pokud bude , dostaneme kontrakci.

tj.

...

Pro “velkou” hodnotu muśı být počátečńı iterace “velmi p̌resná”.

Věta (Postačuj́ıćı podḿınky konvergence Newtonovy metody.)

Je-li , neměńı znaménko v , plat́ı-li a , ,

potom Newtonova metoda konverguje

Platnost tvrzeńı lze ově̌rit pomoćı následuj́ıćıho obrázku.
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nap̌r.

Praktické pravidlo pro odhad p̌resnosti:

Je-li potom .

(pokud jsou splněny p̌redpoklady pro odvozeńı metody)

Poznámka:

Dosud jsme řešili nelineárńı rovnici pouze v . Algoritmus Newtonovy metody můžeme však použ́ıt i pro
řešeńı dané rovnice v oboru komplexńıch č́ısel.

Př́ıklad 1

Newtonovou metodou řešte v komplexńım oboru rovnici

Iteračńı formule bude ḿıt tvar

Je žrejmé, že daná rovnice bude ḿıt 4 řešeńı:
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Řeš́ıme-li danou rovnici Newtonovou metodou pro konkrétńı počátečńı aproximaci ze čtverce
, dostaneme jedno ze čty̌r uvedených řešeńı. Obarv́ıme-li bod představuj́ıćı počátečńı aproximaci r̊uznou

barvou, podle toho k jakému řešeńı dospějeme, źıskáme fraktálovou strukturu.

Pokud vykresĺıme pro každý počátečńı bod počet iteraćı nutných k rozhodnut́ı, ke kterému z možných
kǒrenů metoda konverguje, dostaneme následuj́ıćı obrázek (tmavé odst́ıny znamenaj́ı malý počet iteraćı, světlé
odst́ıny velký počet iteraćı).
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Př́ıklad 2

Newtonovou metodou řešte v komplexńım oboru na čtverci rovnici

Kǒreny:
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Poznámka:

Při odvozováńı Newtonovy metody jsme p̌redpokládali, že , tj. je jednoduchý kǒren.

Př́ıklad:

Pomoćı Newtonovy metody najděte kǒren rovnice .

trojnásobný kǒren

rychlost konvergence je 1 !!!

1
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Definice: Kǒren rovnice má násobnost , jestliže , kde
s

Modifikovaná iteračńı formule

již opět kvadratický iteračńı proces

pro p̌redchoźı p̌ŕıklad:

nevýhoda - muśıme znát násobnost s

Jiný p̌ŕıstup pro hledáńı násobných kǒrenů

Je-li -násobný kǒren rovnice , potom je -násobným kǒrenem rovnice a
tedy jednoduchým kǒrenem rovnice

D.cv:

Aitken̊uv proces

Konverguje-li iteračńı metoda lineárně, lze pomoćı Aitkenova procesu urychlit konvergenci.
Plat́ı:

kde je asymptotická konstanta chyby.

Jsme-li bĺızko limity, jsou č́ısla p̌ribližně stejná a lze psát

Pro daľśı iteraci

Po vyloučeńı :
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Prakticky:

Př́ıklad 3

Pomoćı metody prosté iterace řešte rovnici . Použijte p̌repis , počátečńı iteraci

a zastavovaćı podḿınku .

výsledky źıskané v MATLABu

| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |

--------------------------------------------------------------------

| 0 | 3.000000 | | |

| 1 | 1.732051 | -1.267949 | |

| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |

| 3 | 1.147203 | -0.168871 | 0.405963 |

| 4 | 1.071075 | -0.076127 | 0.450800 |

| 5 | 1.034928 | -0.036148 | 0.474833 |

| 6 | 1.017314 | -0.017614 | 0.487272 |

| 7 | 1.008620 | -0.008694 | 0.493600 |

| 8 | 1.004301 | -0.004319 | 0.496791 |

| 9 | 1.002148 | -0.002153 | 0.498393 |

| 10 | 1.001073 | -0.001075 | 0.499196 |

| 11 | 1.000537 | -0.000537 | 0.499598 |

| 12 | 1.000268 | -0.000268 | 0.499799 |

| 13 | 1.000134 | -0.000134 | 0.499899 |

| 14 | 1.000067 | -0.000067 | 0.499950 |

| 15 | 1.000034 | -0.000034 | 0.499975 |

| 16 | 1.000017 | -0.000017 | 0.499987 |

| 17 | 1.000008 | -0.000008 | 0.499994 |

Předchoźı výpočet urychlete použit́ım Aitkenova procesu.

výsledky źıskané v MATLABu
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| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |

--------------------------------------------------------------------

| 0 | 3.000000 | | |

| 1 | 1.732051 | -1.267949 | |

| 2 | 1.316074 | -0.415977 | 0.328071 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 3 | 1.112973 | -0.203101 | 0.488251 |

| 4 | 1.054975 | -0.057997 | 0.285559 |

| 5 | 1.027120 | -0.027855 | 0.480285 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 6 | 1.001378 | -0.025742 | 0.924133 |

| 7 | 1.000689 | -0.000689 | 0.026771 |

| 8 | 1.000344 | -0.000344 | 0.499742 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 9 | 1.000000 | -0.000344 | 0.998968 |

| 10 | 1.000000 | -0.000000 | 0.000344 |

Př́ıklad 4

Pomoćı Newtonovy metody řešte rovnici . Použijte počátečńı iteraci a zastavovaćı
podḿınku .

výsledky źıskané v MATLABu

| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |

--------------------------------------------------------------------

| 0 | 3.000000 | | |

| 1 | 1.800000 | -1.200000 | |

| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538 |

| 3 | 1.040603 | -0.205551 | 0.371134 |

| 4 | 1.001525 | -0.039078 | 0.190113 |

| 5 | 1.000002 | -0.001522 | 0.038959 |

| 6 | 1.000000 | -0.000002 | 0.001522 |

Rychlost konvergence Newtonovy metody je 2, tj. pro urychleńı nelze použ́ıt Aitkenův proces. Pokud
bychom jej použili, výpočet se naopak zpomaĺı.

výsledky źıskané v MATLABu
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| krok | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |

--------------------------------------------------------------------

| 0 | 3.000000 | | |

| 1 | 1.800000 | -1.200000 | |

| 2 | 1.246154 | -0.553846 | 0.461538 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 3 | 0.771429 | -0.474725 | 0.857143 |

| 4 | 1.096241 | 0.324812 | -0.684211 |

| 5 | 1.007767 | -0.088473 | -0.272383 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 6 | 1.026707 | 0.018940 | -0.214073 |

| 7 | 1.000677 | -0.026030 | -1.374350 |

| 8 | 1.000000 | -0.000677 | 0.025995 |

Zpresneni pomoci Aitkenovy formule

| 9 | 0.999982 | -0.000018 | 0.026688 |

| 10 | 1.000000 | 0.000018 | -0.974664 |

| 11 | 1.000000 | -0.000000 | -0.000018 |

Nevýhody Newtonovy metody

zadaná funkce muśı být diferencovatelná
derivace se p̌ŕımo vyskytuje v iteračńı formuli
v každé iteraci muśıme kromě funkčńı hodnoty poč́ıtat také hodnotu derivace

Pro odbouráńı posledńı vlastnosti můžeme za p̌redpokladu, že se derivace na okoĺı kǒrene p̌ŕıliž neměńı,
Newtonovu metodu modifikovat tak, že hodnotu derivace vypočteme pouze jednou, tj. v bodě a polož́ıme

Dostaneme iteračńı formuli modifikované Newtonovy metody

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné, nahrad́ıme v iteračńı
formuli derivaci diferenčńım pod́ılem

Dostaneme iteračńı formuli metody sečen

Geometrický význam modifikované Newtonovy metody

Tečny ke grafu v bodech nahrazujeme p̌ŕımkami rovnoběžnými s tečnou ke grafu funkce
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v bodě .

Poznámka:

V této modifikaci poč́ıtáme pouze jednu hodnotu derivace , a proto je tento postup vhodný je-li
derivace složitá. Neměńı-li a znaménko, je možné dokázat konvergenci této metody.

Geometrický význam metody sečen

Mějme dvě dobré aproximace a kǒrene rovnice . Křivku nahrad́ıme p̌ŕımkou
(sečnou), která procháźı body a .

Daľśı iteraci źıskáme jako pr̊useč́ık sečny s osou .
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Poznámka:

Pro zahájeńı výpočtu poťrebujeme znát 2 počátečńı aproximace, ale na rozd́ıl od Newtonovy metody
poč́ıtáme v každém kroku pouze jednu novou funkčńı hodnotu, což je úspora času.

Poznámka:

Metoda sečen má obdobný algoritmus jako metoda regula falsi, nepožadujeme však splněńı podḿınky
.

Rychlost konvergence metody sečen

Odvozuje se podobně jako u Newtonovy metody. Necht’ plat́ı

.

Potom

Náznak odvozeńı:
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Označme , potom

Necht’ č́ısla a jsou rovna č́ıslu nebo menš́ı, potom dosa-
zováńım dostáváme

...

kde

Rekurentně daná posloupnost definuje tzv. Fibonacciova č́ısla.
Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

Pro jej́ı kǒreny plat́ı:

Snadno se ově̌ŕı, že explicitńı vyjáďreńı pro je následuj́ıćı

Hledaný řád metody potom źıskáme ze vztahu

tj. po zlogaritmováńı

pro

Pro rychlost konvergence tedy dostáváme

(pro )

Poznámka:

Metoda sečen je tzv. dvoukroková interpolačńı metoda, analogicky lze odvodit ťŕıkrokovou interpolačńı
metodu, kterou nazýváme Mullerova metoda.
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Geometrický význam Mullerovy metody

Mějme ťri dobré aproximace , a kǒrene rovnice

Křivku nahrad́ıme parabolou (kvadratickou funkćı), která procháźı body
a .

Daľśı iteraci źıskáme jako pr̊useč́ık paraboly s osou . (Ten, který je bĺıže k .)

Prosťredky MATLABu pro řešeńı nelineárńıch rovnic

fzero pro obecnou nelineárńı rovnici
roots pro kǒreny polynomu

Př́ıklad:

Řešte soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé ( parametr)
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Formulace:

Jsou dány funkce , definované na .
Označme .
Hledáme x tak, aby

...

Vektorově:
F x 0 kde F
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Věta (Postačuj́ıćı podḿınky konvergence metody prosté iterace.)

Předpokládejme, že je funkce Φ na spojitá a plat́ı:

(a) x Φ x (funkce Φ zobrazuje do sebe),

(b) Φ x Φ y x y x y (funkce Φ je kontrakce).

Potom
1. v množině existuje právě jedno řešeńı x soustavy rovnic x Φ x ,
2. posloupnost x určená formuĺı x Φ x konverguje pro každé x a x x.

Metoda prosté iterace

Soustavu rovnic F x 0 nahrad́ıme soustavou rovnic x Φ x (v́ıce možnost́ı).

Algoritmus:

1) Zadáme x ,

2) x Φ x

3) Je-li x x , pak x x , KONEC
jinak jdi na 2)

Př́ıklad 5

Řešte metodou prosté iterace soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé

1. rovnice je rovnićı eplipsy

2. rovnici uprav́ıme na tvar
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Z 2.rovnice vyjáďŕıme : Z 1.rovnice vyjáďŕıme :

Rekurentńı formule:

výsledky źıskané v MATLABu

| krok | x_1(k) | x_2(k) | ||x(k)-x(k-1)|| |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000 | 1.000000 | |

| 1 | 0.000000 | 1.322876 | 1.050832 |

| 2 | 0.686033 | 1.626577 | 0.750250 |

| 3 | 0.855706 | 1.770732 | 0.222643 |

| 4 | 0.916856 | 1.832595 | 0.086985 |

| 5 | 0.940758 | 1.858772 | 0.035448 |

| 6 | 0.950516 | 1.869836 | 0.014752 |

| 7 | 0.954580 | 1.874514 | 0.006197 |

| 8 | 0.956288 | 1.876492 | 0.002613 |

| 9 | 0.957009 | 1.877328 | 0.001104 |

| 10 | 0.957313 | 1.877682 | 0.000467 |

výsledky źıskané v MATLABu
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| krok | x_1(k) | x_2(k) | ||x(k)-x(k-1)|| |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | -1.000000 | 0.000000 | |

| 1 | 0.500000 | 0.000000 | 1.802776 |

| 2 | 0.651123 | 0.677644 | 2.108913 |

| 3 | 0.670383 | 1.241743 | 1.749676 |

| 4 | 0.716783 | 1.573937 | 1.015477 |

| 5 | 0.838816 | 1.743370 | 0.454007 |

| 6 | 0.906819 | 1.820267 | 0.181812 |

| 7 | 0.936234 | 1.853465 | 0.074113 |

| 8 | 0.948577 | 1.867581 | 0.030794 |

| 9 | 0.953759 | 1.873559 | 0.012921 |

| 10 | 0.955941 | 1.876088 | 0.005446 |

| 11 | 0.956862 | 1.877158 | 0.002300 |

| 12 | 0.957251 | 1.877610 | 0.000972 |

Poznámka:

Pozor na definičńı obory funkćı.
Pozor na zápis funkćı v MATLABu.

>> (-8)ˆ(1/3)

ans =

1.0000 + 1.7321i

Poznámka: Pokud chceme v p̌redchoźım p̌ŕıkladě naj́ıt druhé řešeńı, je ťreba zvolit jiný p̌redpis pro funkci

Φ.

výsledky źıskané v MATLABu
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Metoda proste iterace pro reseni soustavy nelinearnich rovnic

F(x)=0 s vyuzitim prepisu na tvar x=Phi(x)

pro pocatecni aproximaci x0=[1,1] a

zastavovaci podminku ||x(k)-x(k-1)||<0.001

Funkce Phi(x) je zadana takto:

function out=Phi(in);

x=in(1);

y=in(2);

if (y-1)>=0

out(1)=(y-1)ˆ(1/3);

else

out(1)=-(1-y)ˆ(1/3);

end;

out(2)=(xˆ2+4*yˆ2)/8;

out=out’;

| krok | x_1(k) | x_2(k) | ||x(k)-x(k-1)|| |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000 | 1.000000 | |

| 1 | 0.000000 | 0.625000 | 1.068000 |

| 2 | -0.721125 | 0.195312 | 0.839436 |

| 3 | -0.930127 | 0.084076 | 0.236761 |

| 4 | -0.971150 | 0.111677 | 0.049444 |

| 5 | -0.961296 | 0.124127 | 0.015879 |

| 6 | -0.956783 | 0.123215 | 0.004604 |

| 7 | -0.957116 | 0.122020 | 0.001240 |

| 8 | -0.957550 | 0.121953 | 0.000440 |

Newtonova metoda

Odvozeńı je opět analogické p̌ŕıpadu funkce jedné reálné proměnné.
Vyjáďŕıme si Taylor̊uv rozvoj funkce F v bodě x .
(Předpokládáme, že existuj́ı derivace !)
Soustavu rovnic F x 0 nahrad́ıme soustavou lineárńıch rovnic

F x F x x x 0

Jej́ı řešeńı označ́ıme x , tj.

F x F x x x

h

0

Dostáváme soustavu

F x h F x

která má řešeńı

h F x F x
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Novou iteraci x źıskáme ze vztahu
x x h

Poznámka:

F x je Jacobiho matice funkce F x v bodě x .
Je žrejmé, že muśı být regulárńı (muśı existovat matice k ńı inverzńı).

Př́ıklad 6

Řešte Newtonovou metodou soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé

F

F

1. iterace

Plat́ı
h F F

Abychom nemuseli poč́ıtat inverzńı matici, vypočteme h jako řešeńı soustavy

F h F

F F

Dostaneme

h

2. iterace
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Plat́ı
h F F

Abychom nemuseli poč́ıtat inverzńı matici, vypočteme h jako řešeńı soustavy

F h F

F F

Dostaneme

h

Daľśı iterace bychom poč́ıtali podobně. V následuj́ı tabulce jsou shrnuty 4. iterace Newtonovy metody.

x x

0 2.0000 2.0000

1 1.4000 1.8000 0.6325

2 1.0794 1.8590 0.3260

3 0.9703 1.8763 0.1105

4 0.9577 1.8779 0.0127

Normy vektor̊u a matic

Připomenut́ı:

Norma je zobrazeńı lineárńıho vektorového prostoru do :
1. (definitnost)

2. (homogenita)

3. ( nerovnost)
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VEKTORY: MATICE:

x

-tá vektorová norma

x A

prvńı vektorová norma sloupcová maticová norma

x A A A

euklidovská vektorová norma spektrálńı norma

x A

maximová norma řádková maticová norma

Poznámky:

A hermitovsky transponovaná matice; A ; je komplexně sdružené č́ıslo k
č́ıslu

Symbol znač́ı vazbu mezi vektorovou a maticovou normou.
Př́ıslušná maticová norma je generovaná p̌ŕıslušnou vektorovou normou.

Př́ıklad

Pro zadanou matici A a vektor x určete výše uvedené normy.

A x

A 4

A 3

A :

A A

A A I

A A

A 3 2566

x 7

x 6

x 6 0827

Numerické metody

Josef Daněk
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Geometrický význam vektorových norem

jednotkové koule v množina (bodů) prvk̊u s normou :

1. x

2. x

3. x

Numerické metody

Josef Daněk
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Kapitola 3. SLAR - p̌ŕımé metody

Formulace:

Je dána čtvercová matice A a vektor pravé strany b .

Hledáme vektor x tak, aby platilo

Ax b

rozepsáno po složkách

...

Předpokládáme, že je matice A regulárńı (tj. soustava má právě jedno řešeńı).

Máme dva základńı typy soustav:

soustavy s obecnou matićı

soustavy se speciálńı matićı (symetrická, pozitivně definitńı, ř́ıdká, pásová apod.)

Pro prvńı skupinu se věťsinou použ́ıvaj́ı p̌ŕımé metody, pro druhou skupinu metody iteračńı nebo speciálńı
modifikace p̌ŕımých metod.

Cramerovo pravidlo

neznámá složka řešeńı
detA

detA
počet operaćı:

Je nutné vypoč́ıtat determinant̊u.
Pro výpočet determinantu je ťreba sč́ıtáńı a v každém sč́ıtanci je násobeńı.

Dostáváme:

např: pro , operaćı za sekundu výpočet trvá let

Idea daľśıch p̌ŕımých metod vycházej́ı z faktu, že soustavy

Ax b a TAx Tb ,
kde T je regulárńı matice, maj́ı totéž řešeńı, tj. jsou ekvivalentńı.

Touto transformaćı lze źıskat trojúhelńıkovou soustavu

Ux y U TA y Tb
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KMA/NM

13.2.2o13

p̌r:

Trojúhelńıkovou soustavu lze velmi snadno řešit zpětnou substitućı. Realizovaný proces se nazývá
zpětný chod.

Gaussova eliminačńı metoda

Ax b rozepsáno po složkách

Definujeme multiplikátory ,

ř ř

ř ř ř

ř ř ř

Źıskáme novou soustavu 1. fáze eliminace

A x b

Definujeme multiplikátor

ř ř

ř ř

ř ř ř

Źıskáme novou soustavu 2. fáze eliminace

A x b

Celý tento postup nazýváme p̌ŕımý chod. Trojúhelńıkovou soustavu řeš́ıme zpětným chodem.



Numerické metody
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Efektivnost algoritmu GEM

Bereme v úvahu pouze operace násobeńı a děleńı (počet operaćı sč́ıtáńı je p̌ribližně stejný).

( . . . je řád matice A)
• Celkem je fáźı eliminace. V -té fázi poč́ıtáme multiplikátor̊u (tj. děleńı)

• Každým multiplikátorem vynásob́ıme prvk̊u rozš́ı̌rené matice (jeden rozš́ı̌rený řádek),

tj. v -té fázi

• Zpětný chod

děleńı násobeńı

Celkem

výpočet multiplikátor̊u p̌ŕımý chod zpětný chod

Př́ıklad 1

Řešte soustavu rovnic

tj.

Řešeńı

Pro zápis budeme použ́ıvat tvar :
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1 1 1

0
0 !!! děĺıme 0

Algoritmus Gaussovy eliminačńı metody pro tento p̌ŕıklad neńı realizovatelný.

Snadno se p̌resvědč́ıme, že má daná soustava řešeńı

a

Gaussova eliminačńı metoda ale selhala.

Otázka 1: Pro jaké matice A má soustava Ax b právě jedno řešeńı?

matice A muśı být regulárńı, tj.

všechna vlastńı č́ısla muśı být r̊uzná od nuly

jinak řečeno řádky matice A muśı být lineárně nezávislé

jinak řečeno sloupce matice A muśı být lineárně nezávislé

jinak řečeno det A

Poznámka: Vlastńı č́ıslo matice A je č́ıslo splňuj́ıćı rovnici Av v, kde v je vlastńı vektor
odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu . Č́ıslo tedy určitým způsobem charakterizuje matici A.

Otázka 2: Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy eliminačńı metody realizovatelný?

Věta: Je-li matice A ostře diagonálně dominantńı, pak je algoritmus GEM realizovatelný.

Poznámka: Matice A je osťre diagonálně dominantńı, plat́ı-li

tj. absolutńı hodnota diagonálńıho prvku je věťśı než součet absolutńıch hodnot ostatńıch prvků v řádku.

Nap̌r.:

A

7

4

9

Numerické metody

Josef Daněk
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Věta: Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı, pak je algoritmus GEM realizovatelný.

Poznámka: Matice A je symetrická, plat́ı-li pro jej́ı prvky

Poznámka: Matice A je pozitivně definitńı,

má-li všechna vlastńı č́ısla kladná

nebo jinak řečeno x o x Ax .

Poznámka: Pro soustavu s matićı, která splňuje p̌redpoklady některé z uvedených vět, je možné dop̌redu
ř́ıci, že půjde řešit pomoćı Gaussovy eliminačńı metody. Obráceně to ovšem neplat́ı, tj. neńı-li nap̌r.
matice soustavy osťre diagonálně dominantńı, ještě to obecně neznamená, že nepůjde pomoćı Gaussovy
eliminačńı metody řešit.

Poznámka: Abychom zaručili, že soustava půjde vy̌rešit pro libovolnou regulárńı matici, muśıme algo-
ritmus Gaussovy eliminačńı metody upravit. Zavedeme tzv. výběr hlavńıho prvku (pivotaci).

Poznámka: Pivot (hlavńı prvek) . . . prvńı nenulový prvek v daném řádku matice.

Př́ıklad 2

Pomoćı GEM se sloupcovou pivotaćı vy̌rešte soustavu rovnic z Př́ıkladu 1, kde selhala klasická GEM,
tj. řeš́ıme soustavu Ax b, kde

A a b

Řešeńı

1. sloupec

vyměň

7

;

2. sloupec

neńı

ťreba

měnit

12
7
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x

Poznámky:

• Při sloupcové pivotaci jsme postupně v každém sloupci (resp. jeho části pod diagonálou včetně) vyb́ırali
č́ıslo, které bylo maximálńı v absolutńı hodnotě a v p̌ŕıpadě, že toto č́ıslo neleželo na diagonále, vyměnili
jsme p̌ŕıslušné 2 rovnice. Dále jsme pokračovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty
pod diagonálou.

• Sloupcová pivotace neńı jediná možnost. Podobně můžeme vyb́ırat i maximálńı prvek v absolutńı hodnotě
z p̌ŕıslušného řádku (resp. jeho části) a poté vyměnit p̌ŕıslušné sloupce. Pozor! Je ovšem ťreba zaměnit
i p̌ŕıslušné složky řešeńı x. V tomto p̌ŕıpadě hovǒŕıme o řádkové pivotaci.

• Daľśı možnost́ı je vyb́ırat maximálńı prvek v absolutńı hodnotě z celé matice A (resp. p̌ŕıslušné podma-
tice). V tomto p̌ŕıpadě hovǒŕıme o úplné pivotaci. Opět je ťreba ḿıt na paměti, že je ťreba zaměnit
složky ve vektoru řešeńı. Nevýhodou úplné pivotace je pomaleǰśı výpočet nebot’ hlavńı prvek vyhledáváme
z celé dosud neupravené části.

• Libovolnou pivotaćı dosáhneme realizovatelnosti GEM pro libovolnou regulárńı matici A.

Metoda LU-rozkladu

Opět uvažujeme regulárńı matici A řádu . Matici A lze rozložit na součin A LU ,
kde L je dolńı trojúhelńıková matice řádu a U je horńı trojúhelńıková matice řádu .

Nap̌r:

Tento rozklad neńı dán jednoznačně (12 neznámých a 9 podḿınek), jednoznačnosti dosáhneme nap̌r. t́ım,

že polož́ıme .

Algoritmus: (viz skripta)

je odvozen z postupného násobeńı řádk̊u matice L a sloupc̊u matice U

Řešeńı soustavy Ax b metodou LU-rozkladu:
1. Realizace LU-rozkladu: A LU

2. Řešeńı trojúhelńıkové soustavy: Ly b LUx
y

b

3. Řešeńı trojúhelńıkové soustavy: Ux y
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Souvislost GEM a metody LU-rozkladu

Gaussovu eliminaci lze popsat pomoćı násobeńı regulárńımi maticemi.

Prvńı fázi poṕı̌seme takto A M A , kde M

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

Druhou fázi poṕı̌seme takto A M A , kde M

...
. . .

...

Nakonec fázi poṕı̌seme A M A , kde M

. . .

Dostali jsme horńı trojúhelńıkovou matici, označ́ıme ji nap̌r. V

V A M M M M M

ozn.M

A A M V
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M M M M

Jak vypadá nap̌r. M ?

M 1
...

. . .

M

1

1

1

...
. . .

protože po vynásobeńı:
• -tý řádek -tý sloupec

– bud’

– nebo

• -tý řádek -tý sloupec

–

tj. M M I

Jak vypadá M ?

M
...

. . .

Př.:

Plat́ı
A M V
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(*) dolńı trojúhelńıková s 1 na diagonále

(**) horńı trojúhelńıková

jedná se o LU-rozklad (rozklad je jednoznačný) L M a U V

Výpočet determinant̊u

1. Užit́ı GEM

U M M M M A

U M M M M A

A U

2. Užit́ı LU-rozkladu

A L U

Výpočet inverzńı matice

1. Užit́ı GEM
AX I (maticová soustava)

X A

2. Užit́ı LU-rozkladu
A LU

A U L

Numerické aspekty GEM a metody LU-rozkladu

Při numerické realizaci nevypočteme p̌resně matice L a U, ale p̌ribližné matice L a U.

Teoreticky plat́ı A LU.

Označ́ıme A LU . . . dopočteno pro źıskané matice L a U.

Budeme zkoumat rozd́ıl A A.

Označme E a F matice chyb takové, že plat́ı:

L L E U U F

Potom:

A A LU LU L E U F LU EU LF EF
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Odtud plyne závěr: Pokud jsou multiplikátory v absolutńı hodnotě velké, pak prvky L jsou v absolutńı
hodnotě velké chyba může být velká. Toto je jeden z důvodů realizace pivotace.

Př́ımé metody pro soustavy se speciálńı matićı

Uvažujeme matice:
• symetrická

• symetrická a pozitivně definitńı

• diagonálně dominantńı

• pásová

Plat́ı: Je-li matice A symetrická a A jsou matice źıskané GEM v základńı verzi, pak podmatice A

jsou také symetrické.

p̌r:

Lze pak použ́ıt symetrickou verzi GEM a LU-rozkladu.

Je-li matice A nav́ıc pozitivně definitńı, pak lze realizovat Choleského metodu rozkladu

A U U

Poznámka: V algoritmu je poťreba realizovat výpočet odmocnin a to lze pouze pro pozitivně definitńı
matice.

p̌r:

Metoda LU-rozkladu pro pásové matice

Uvažujeme matici A takovou, že , když (̌śı̌rka pásu je ).
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KMA/NM

13.2.2o13

Pokud lze realizovat LU-rozklad, pak

, když a ,

, když a .

Poznámka: V p̌ŕıpadě obecné matice však nelze čekat, že matice L a U bude ḿıt nulový prvek v téže
pozici jako jej měla matice A.

Pro pásové, symetrické, pozitivně definitńı matice použ́ıváme speciálńı verzi Choleského rozkladu.

Metoda faktorizace pro ťŕıdiagonálńı matici

Uvažujeme soustavu lineárńıch algebraických rovnic A Y F ve tvaru:

. . . . . . . . .
...

Označ́ıme

Prvńı dvě rovnice (prvńı rovnice je vydělená ) lze psát ve tvaru:
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Přeṕı̌seme (rovnice vydělená koeficientem u ) na tvar:

kde

Po zobecněńı:

• PŘ́IMÝ CHOD

• ZPĚTNÝ CHOD

Pro posledńı dvě rovnice źıskáme:

ve druhé rovnici již neńı člen

Vyjáďŕıme posledńı složku řešeńı:

Zpětně dosazujeme:

( )

Efektivnost algoritmu

děleńı

násobeńı

sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

celkem operaćı

Poznámka: Pokud budeme řešit tuto soustavu pro r̊uzné pravé strany F, nemuśıme již znovu vyjaďrovat

koeficienty , protože nezáviśı na F. Stač́ı tedy p̌repoč́ıtat .
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KMA/NM

13.2.2o13

Zat́ım jsme neuvedli předpoklady pro metodu faktorizace
• je ťreba zajistit, aby jmenovatel byl nenulový pro

• se určuje z rekurentńı formule ( ), p̌ritom může doj́ıt k akumulaci zaokrouhlovaćıch chyb.

Necht’ , jsou dokonce p̌resně vypoč́ıtané a necht’ máme (s chybou ).

Potom postupně vypoč́ıtáme podle ( )

Označ́ıme-li chybu, bude jistě splňovat homogenńı rovnici

(protože p̌resné hodnoty splňuj́ı )

Pokud by byly koeficienty , dojde k velkému nár̊ustu chyby !!!

Pro je algoritmus stabilńı.

Postačuj́ıćı podḿınky pro zajǐstěńı : Matice soustavy je osťre diagonálně dominantńı.

Důkaz viz literatura.

Př́ıklady aplikaćı, které vedou na soustavu s ťŕıdiagonálńı matićı

1. Řešeńı okrajové úlohy

na diskretizujeme śıt’

původńı úlohu nahrad́ıme úlohou s diferenčńı rovnićı a použijeme vzorec pro poměrnou diferenci

2. Diferenčńı schémata pro rovnici vedeńı tepla
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3. Soustava pro výpočet koeficient̊u kubického spline

(aproximace funkce) . . . budeme prob́ırat

Podḿıněnost úlohy řešit SLAR

Uvažujeme opět soustavu Ax b, A . . . regulárńı, b .

Označeńı:
A . . . malá změna matice A

b . . . malá změna vektoru b

x . . . odpov́ıdaj́ıćı změna vektoru neznámých

x . . . p̌resné řešeńı soustavy Ax b

Plat́ı:
A A x x b b

1. Uvažujme situaci A 0, tj. A je zadána p̌resně

Otázka: Jakou změnu řešeńı vyvolá změna pravé strany?

Ax A x b b

A x b
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x A b

Z vlastnost́ı maticové normy plyne:

Ax b b A x
x

A

b

x A b x A b

x

x

A b A

b

x
x
b
b

A A

2. Př́ıpad, kdy b 0, tj. b je zadána p̌resně

A A x x b

Ax Ax A x A x b

A x A x x

x A A x x

x A A x x
A

A

x

x x
A A

A

A

x
x x

A
A

A A

3. Rozmyslete obecný p̌ŕıpad b 0, A 0 viz skripta (D.cv.)

Poznámka: Pro symetrické matice je č́ıslo podḿıněnosti pod́ıl nejvěťśı a nejmenš́ı absolutńı hodnoty
vlastńıho č́ısla.

A A

(Pro symetrické matice plat́ı, že maj́ı reálná vlastńı č́ısla.)
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Geometrická interpretace - dob̌re podḿıněná úloha (2D)

řešeńı

A b

Dob̌re podḿıněná úloha - malá relativńı změna vstupńıch dat vyvolá malou relativńı změnu výstupńıch
dat.

A A

2 (̌rádková, sloupcová norma); 1 (spektrálńı norma)

A A A A

1. změna pravé strany (změna matice A 0)

b b b

Numerické metody
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změněná soustava ;

2. změna matice soustavy (změna pravé strany b 0)

A A A

změněná soustava ;
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Geometrická interpretace - špatně podḿıněná úloha (2D)

řešeńı

A b

Špatně podḿıněná úloha - malá relativńı změna vstupńıch dat vyvolá velkou relativńı změnu výstupńıch
dat.

A

44,1 (̌rádková, sloupcová norma); 42,07 (spektrálńı norma)

1. změna pravé strany (změna matice A 0)

b b b
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změněná soustava ;

2. změna matice soustavy (změna pravé strany b 0)

A A A

změněná soustava ;
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Poznámka: Jiný výpočet č́ısla podḿıněnosti (prakticky)

Ax b

změna na vstupu A

vyvolá změnu na výstupu x

A A x x b

x
x

A
A

Př́ıklad

A b x

změna matice soustavy

A A A A

x A b

x x x

1.vektorová / sloupcová maximová / řádková euklidovská / spektrálńı

x 1,2805 0,8527 0,9539

x 3 2 2,2361

A 0,2 0,2 0,2

A 201 151 158,7479

428,97 321,89 338,6
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x x x

A A A

(Při použit́ı r̊uzných norem dostáváme obecně r̊uzná č́ısla podḿıněnosti.)

A A

A

řádková

sloupcová

spektrálńı

Poznámky k podḿıněnosti

• Stále p̌redpokládáme, že A je regulárńı matice.

Soustava Ax b má potom právě jedno řešeńı.

Předpokládejme, že je matice A normalizována tak, že jej́ı max. prvek v absolutńı hodnotě je roven .

Je-li soustava špatně podḿıněná, potom matice A muśı obsahovat velké prvky.

nap̌r:

A A

To odpov́ıdá faktu, že č́ıslo podḿıněnosti je velké A A (norma A je velká).

• Rozbor chyb

Ax b , x . . . p̌resné, x vypočtené

chybu můžeme mě̌rit pomoćı rezidua r Ax b (pro p̌resné řešeńı je r Ax b

0)

Plat́ı: Je-li x bĺızko x reziduum je malé. Bohužel to neplat́ı obráceně !!!

r A x x

x x A r
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Pro špatně podḿıněnou úlohu obsahuje A velké prvky, které i pro malé hodnoty r mohou znamenat
velkou chybu.

p̌r:

A b

p̌resné řešeńı: x

vypočtené může být: x

r Ax b

je lepš́ı pokoušet se odhadovat x x .

Bohužel se v odhadech vždy vyskytuje norma A !!! Podrobněji viz literatura.
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Kapitola 4. SLAR - iteračńı metody

Metody na řešeńı SLAR

p̌ŕımé (GEM, metoda LU-rozkladu)

iteračńı

gradientńı

Iteračńı metody najdou p̌resné řešeńı teoreticky až po nekonečně mnoha kroćıch.

Pamatujme si, že v numerické praxi použ́ıváme pro řešeńı soustav s plnou matićı p̌ŕımé metody, zat́ımco
pro speciálńı (̌ŕıdké) matice použ́ıváme iteračńı metody.

Toto rozděleńı je dáno výpočetńı složitost́ı těchto metod, tj. počtem matematických operaćı sč́ıtáńı,
odč́ıtáńı, násobeńı a děleńı nutných k źıskáńı výsledku.

Poznámka: V p̌ŕıpadě plné matice je výpočetńı cena v každé iteraci řádu , srovnáme-li toto s celkovou
výpočetńı cenou p̌ŕımých metod, tj. řádově , vid́ıme, že má-li být výpočetńı složitost iteračńı metody
stejná jako u p̌ŕımé metody, musela by iteračńı metoda naj́ıt řešeńı (s p̌redem zadanou p̌resnost́ı) řádově po

iteraćıch. Na druhou stranu v př́ıpadě speciálńı (̌ŕıdké) matice je výhodné použ́ıt iteračńı metodu.

Př́ıklad

Uvažujme rovnici

Přesné řešeńı je

Rovnici lze p̌repsat nap̌r. na tvar

viz metoda prosté iterace pro nelineárńı rovnice

nyńı uvažujeme lineárńı rovnice, proto p̌redpis funkce může být lineárńı

řešeńı hledáme pomoćı rekurentńı formule (voĺıme nap̌r. )

Dostáváme
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Zastav́ıme nap̌r. pomoćı podḿınky na rozd́ıl dvou po sobě jdoućıch iteraćı

Uvedený postup realizujeme pro soustavy.

Podobně jako v metodě prosté iterace pro nelineárńı soustavy p̌reṕı̌seme soustavu

Ax b o F x o

na tvar
x Hx g x Φ x

Uvažujeme-li soustavu lineárńıch algebraických rovnic, tj. funkce F je lineárńı, můžeme potom naj́ıt lineárńı
p̌redpis pro funkci Φ.

Všechny iteračńı metody pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic budou použ́ıvat iteračńı formuli

x H x g

samožrejmě s r̊uznou iteračńı matićı H a vektorem g a je žrejmé, že o kvalitě metody rozhoduj́ı právě
vlastnosti matice H.

Počátečńı aproximaci x zvoĺıme a výpočet ukonč́ıme pomoćı zastavovaćı podḿınky

x x

Jacobiova metoda

Princip:

Z -té rovnice vyjáďŕıme -tou složku vektoru x

-tá rovnice:

pro :

Iteračńı formule:

Numerické metody

Josef Daněk
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Gaussova-Seidelova metoda

Princip:

Stejný jako u Jacobiovy metody s t́ım rozd́ılem, že jestliže p̌ri výpočtu -iterace již
známe -iteraci některých složek, tak ji použijeme.

Z -té rovnice vyjáďŕıme -tou složku vektoru x

-tá rovnice:

pro :

Iteračńı formule:

Relaxačńı metoda SOR

Princip:

Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jej́ıž iteračńı formule je

dále vyjáďŕıme -ńı iteraci pomoćı -té iterace a p̌ŕıslušné změny (tj. p̌ričteme a odečteme

)

k urychleńı výpočtu použijeme ideu, že nep̌ričteme k p̌redchoźı iteraci změnu , ale jej́ı násobek

Iteračńı formule:
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z G-S

Poznámka: -iterace metody SOR je lineárńı kombinaćı -iterace źıskané Gauss-Seidlovou
metodou a p̌redchoźı -té iterace metody SOR

GS

Maticový zápis iteračńıch metod

Nejprve rozlož́ıme matici A:

A L D U ,
kde L je dolńı trojúhelńıková část matice A s nulami na diagonále, D je diagonálńı matice a U je horńı

trojúhelńıková část matice A s nulami na diagonále.

Jacobiova metoda

Ax b

L D U x b

Dx L U x b

Dx b L U x

x D L U

H

x D b
g

Gauss-Seidlova metoda

Ax b

L D U x b

L D x Ux b

L D x b Ux

x L D U

H

x L D b

g

Relaxačńı metoda SOR
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Ax b

Ax b Dx

A D x b Dx

L D U D x b Dx

L D x b Dx Dx Ux

L D x D U x b

x L D D U

H

x L D b

g

Iteračńı metoda je dána formuĺı

x Hx g

Pro p̌resné řešeńı x muśı platit

• x Hx g

• x A b
A b HA b g

Definice: Iteračńı metodu x Hx g nazveme konzistentńı, pokud plat́ı .

Poznámka: Uvedené metody jsou konzistentńı.
• nap̌r. pro Jacobiovu metodu muśı platit:

A b D L U

H

A b D b
g

A b D L U A

D

I

A b

• D.cv: Ukažte, že Gauss-Seidelova metoda a metoda SOR jsou konzistentńı.

Definice: Iteračńı metoda x Hx g se nazývá konvergentńı, jestliže pro každou počátečńı
aproximaci x plat́ı:

x x A b

Chyba -té iterace:

e x x

Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence metody

iteračńı p̌redpis x Hx g

konzistentńı metoda x Hx g
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po odečteńı dostáváme
x x H x x

e He

Plat́ı:

e He H e H e

x x e 0

Věta: Daná konzistentńı iteračńı metoda x Hx g konverguje pro libovolné x právě tehdy,
když je stabilńı, tj.

H H ,

kde č́ıslo H nazýváme spektrálńı poloměr matice H a H jsou vlastńı č́ısla matice H.

Poznámka: Připomeňme souvislost s metodou prosté iterace pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Funkce
Φ x z p̌repisu x Φ x musela splňovat podḿınku . . . (pokud byla diferencovatelná)

V našem p̌ŕıpadě je Φ x Hx g Φ x H.

Tj.

H .

Spektrálńı poloměr H je také normou matice H, tj. H .

Předchoźı věta je silněǰśı (kritérium)

Věta pro prostou iteraci uváděla postačuj́ıćı podḿınky

Poznámka: Určovat H je celkem drahé, proto za chv́ıli uvedeme větu (postačuj́ıćı podḿınky) jej́ıž
p̌redpoklady se ově̌ŕı snadněji.

Definice:

Maticovou normu nazveme multiplikativńı, splňuje-li pro všechny čtvercové matice A, B řádu
vztah

A B A B

Př́ıklad 2

Řešme soustavu Ax b Jacobiovou metodou.

A , b , p̌resné řešeńı x
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KMA/NM

13.2.2o13

H

vlastńı č́ısla jsou ; H metoda diverguje !!!

Uvažujme normu H

D.cv. Ukažte, že splňuje vlastnosti normy.

H

neńı multiplikativńı:

nap̌r:

A , B , A B

A , B , A B

A B A B

Věta: Pro každou multiplikativńı maticovou normu a čtvercovou matici A plat́ı:

A A .

Důkaz:
A

• necht’ č́ıslu odpov́ıdá normovaný vlastńı vektor v ( v )

• potom
A v v Av

vlastnost kompatibilńı maticové a vektorové normy:

Av A v A A

Pomocná věta: Ke každé multiplikativńı maticové normě existuje kompatibilńı vektorová norma .

Důkaz: Je dána maticová norma .

Definujeme x x 0 0 0 . . . splňuje vlastnosti normy

? kompatibilita:
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Ax Ax 0 0 0 A x 0 0 0 A x 0 0 0 A x

je multiplikativńı

Věta (Postačuj́ıćı podḿınka konvergence)

Je-li pro multiplikativńı normu splněna podḿınka H , potom posloupnost x určená

konzistentńı formuĺı
x Hx g

konverguje p̌ri libovolné volbě vektoru x a plat́ı

x I H g x .

Důkaz: Důsledek kritéria a p̌redchoźı věty (jiný důkaz viz skripta).

Odhad chyby

Předpokládáme, že je splněna postačuj́ıćı podḿınka konvergence

H

x x H x x

H x x x x

H x x H x x

Odtud dostáváme
x x x x x x

tj.
x x x x

a po vyděleńı

x x x x .

Jestliže x x , potom

x x .
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Př́ıklad 3

Jacobiovou metodou řešte soustavu Ax b.

A b x

A

L D U

H D L U g D b

Provedeme 5 iteraćı:

0 0 0 0

1 1,75 1,2 1

2 0,9 0,925 1

3 1,0375 1,01 1

4 0,995 0,99625 1

5 1,001875 1,0005 1

x x

r

Odhadněme chybu x , tj.

x x
H

H
x x

maticová norma vektorová norma odhad chyby

H r 1 0,011125

H r 0,0206

H H H r 2 0,0103
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Geometrický význam

x x vzdálenost x a x je menš́ı než vypočtená hodnota

x x

x x
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KMA/NM

13.2.2o13

Rychlost konvergence
• Lineárńı rychlost konvergence

x x x x

• Superlineárńı rychlost konvergence

x x x x kde

• Konvergence řádu r

x x x x r

Poznámka:

• Jacobiova, Gauss-Seidelova i SOR metoda maj́ı lineárńı rychlost konvergence

x x H x x

během výpočtu se neměńı iteračńı matice H, jedná se o stacionárńı metody

H , H . . . pevné č́ıslo

• Metody se superlineárńı rychlost́ı konvergence paťŕı mezi nestacionárńı procesy

x H x g

V každém kroku se mohou měnit H , g .

Potom H , plat́ı-li pak jde o superlineárńı metodu.

Definujeme asymptotickou rychlost konvergence
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e

e
H ,

ta určuje počet platných desetinných ḿıst źıskaných v jednom iteračńım kroku.

Prakticky:

e

e

x x

x x

x x

x x

Poznámka: Pro metody s lineárńı rychlost́ı konvergence (Jacobiova, Gauss-Seidelova, SOR metoda) lze pro
urychleńı použ́ıt Aitkenovu extrapolačńı formuli (viz ďŕıve).

Posloupnost chyb je geometrická
e He

po úpravě:

Při odvozeńı metody SOR jsme se pokusili urychlit výpočet změnou iteračńı matice H tak, aby měla menš́ı
spektrálńı poloměr H . Č́ım menš́ı je H , t́ım je věťśı asymptotická rychlost konvergence.
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Věta: Spektrálńı poloměr H splňuje podḿınku

H

Důkaz:
H L D D U

Je známo, že součin vlastńıch č́ısel je roven determinantu

H

H L D D U D D L I D I D U

D L I I D U D L I I D U

dolńı trojúhelńıková matice s 1 na diagonále
horńı trojúhelńıková matice a prvky na diagonále

H

Důkaz sporem: :

Důsledek: Aby SOR konvergovala, muśı platit:

H

Poznámky:

Parametr v relaxačńı metodě SOR voĺıme z intervalu .

Pro p̌rejde relaxačńı metoda na Gauss-Seidlovu metodu.

Volba parametru samožrejmě ovlivńı rychlost konvergence iteračńıho procesu metody SOR.
Lze ukázat, že existuje optimálńı hodnota parametru omega

H
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kde H je spektrálńı poloměr Jacobiovy iteračńı matice H .

Pro spektrálńı poloměr iteračńı matice H relaxačńı metody lze odvodit následuj́ıćı závislosti:
• závislost spektrálńıho poloměru iteračńı matice metody SOR na relaxačńım parametru

• závislost spektrálńıho poloměru iteračńı matice metody SOR na spektrálńım poloměru iteračńı matice
Jacobiovy metody

Konvergenčńı věty

Dosud jsme udávali podḿınky pro iteračńı matici H. To je ovšem nepraktické. Uvedeme několik snadněji
ově̌ritelných podḿınek.
Věta 1 Je-li matice A osťre diagonálně-dominantńı, potom konverguje Jacobiova i Gauss-Seidelova metoda

pro libovolnou volbu x .

Věta 2 Je-li matice A symetrická a pozitivně-definitńı, potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pro
libovolnou volbu x .

Věta 3 Nutnou podḿınkou konvergence metody SOR je . Přidáme-li symetrii a pozitivńı
definitnost matice A, dostaneme postačuj́ıćı podḿınky konvergence.

Důkaz Věty 1 pro Jacobiovu metodu:
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Ax b rozklad matice A L D U

označ́ıme-li C L U, potom A C D

• Jacobiova metoda

x H x g

H D L U D C a g D b

• Matice A je osťre diagonálně-dominantńı, tj. plat́ı

• Pro náš rozklad A C D tedy plat́ı:

kdyby , potom by byl celý řádek nulový . . . A je ale regulárńı

• Plat́ı:

pro ( )

• Pro iteračńı matici plat́ı:

H D C . . .

• Řádková norma matice H :

H plyne z

Geometrický význam Jacobiovy metody

0 9.0000 0

1 5.3333 2.6667

2 4.7407 5.1111

3 4.1975 5.5062

4 4.1097 5.8683

5 4.0293 5.9268
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Geometrický význam Gauss-Seidelovy metody

0 9.0000 0

1 5.3333 5.1111

2 4.1975 5.8683

3 4.0293 5.9805

4 4.0043 5.9971

5 4.0006 5.9996
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Geometrický význam metody SOR ( )

0 9.0000 0

1 6.0667 3.6978

2 4.8226 5.1008

3 4.3244 5.6472

4 4.1276 5.8614

5 4.0502 5.9455
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Geometrický význam metody SOR ( )

0 9.0000 0

1 4.6000 6.7200

2 3.6880 6.1056

3 4.0342 5.9515

4 4.0061 6.0048

5 3.9975 6.0010
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Kapitola 5. SLAR - gradientńı metody

Metody na řešeńı SLAR

p̌ŕımé (GEM, metoda LU-rozkladu)

iteračńı (Jacobiova m., Gauss-Seidelova m., metoda SOR)

gradientńı

Motivace

Uvažujme kvadratickou funkci reálné proměnné :

Nutná a postačuj́ıćı podḿınka minima funkce má tvar

To znamená, že ḿısto řešeńı lineárńı rovnice můžeme řešit úlohu naj́ıt minimum konvexńı kvadratické
funkce (obě úlohy maj́ı stejná řešeńı).

Uvědomme si, že v p̌ŕıpadě funkce v́ıce proměnných je ťreba splnit daľśı podḿınky kladené na matici
soustavy A, abychom zaručili konvexnost p̌ŕıslušné kvadratické funkce.

Uvažujeme soustavu (kde matice A je symetrická, pozitivně definitńı)

Ax b

Dále uvažujeme kvadratickou formu, tzv. energetický funkcionál

x x Ax b x

Plat́ı
x A x b

Funkce x je konvexńı a kvadratická x má globálńı minimum a pro bod minima x plat́ı

x Ax b 0

Bod minima x je tedy řešeńım soustavy Ax b.

Poznámka: Úlohy naj́ıt bod minima funkce a řešit soustavu Ax b jsou ekvivalentńı.

Poznámka: V p̌ŕıpadě soustavy 2 rovnic si lze udělat geometrickou p̌redstavu, nebot’ pro x je grafem
funkce x eliptický paraboloid, jehož vrstevnice jsou elipsy. Minima x se nabývá ve vrcholu paraboloidu.
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Př́ıklad 1

Uvažujme velmi jednoduchou soustavu Ax b, kde

A , b , x .

Odpov́ıdaj́ıćı kvadratická funkce je

x x Ax b x

Vrstevnice (hladiny):

x

nap̌r. pro :
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KMA/NM

13.2.2o13

Řezy svislou rovinou
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Princip

Stejně jako u každé iteračńı metody nejprve zvoĺıme počátečńı aproximaci řešeńı x .

Princip gradientńıch metod spoč́ıvá v tom, že zvoĺıme směr a v tomto směru se budeme cht́ıt co nejv́ıce
p̌ribĺıžit k p̌resnému řešeńı. Gradientńı metoda je tedy určena volbou směr̊u, ve kterých minimalizujeme funkci

.

Během jedné iterace se pohybujeme po povrchu grafu funkce x tak, abychom se dostali na nižš́ı
vrstevnici.

Numerické metody
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V p̌ŕıpadě soustavy dvou rovnic źıskáme proḿıtnut́ım grafu funkce x do roviny proměnných ,
systém sousťredných elips - hladin (vrstevnic).

Metoda nejvěťśıho spádu

Metodu nejvěťśıho spádu źıskáme, pokud budeme za směrové vektory volit směry nejvěťśıho spádu, tj.
vektory



Numerické metody

Josef Daněk

KMA/NM

13.2.2o13

d x b Ax .

Iteračńı formuli voĺıme ve tvaru

x x d ,

v každém kroku metody urč́ıme směr nejvěťśıho spádu d a provedeme jednorozměrnou minimalizaci v
tomto směru, tj.

x d

Minimalizovanou funkci proměnné označ́ıme .

Potom plat́ı:

x d x d A x d b x d

x Ax x Ad d Ax d Ad b x b d

x Ad d Ax d Ad b d

Poznámka: Prvńı 2 členy, tj. x Ad a d Ax jsou skaláry a jsou si pro symetrickou matici A
rovny.

d Ax d Ax Ax d x A d
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d Ad x Ad b d

x A b

d

d

d Ad x Ad b d

x A b

d

d

d Ad d d

d d

d Ad

Poznámka:

Pokud by matice A nesplňovala podḿınku symetrie, jaký výsledek by nám dala metoda nejvěťśıho spádu?

x 0

x x Ax b x x A Ax b A x Ax b 0

A A x b

Algoritmus metody nejvěťśıho spádu

1. volba x ,

2. výpočet směru spádu d b Ax

3. výpočet koeficientu d d

d Ad

4. výpočet nové iterace x x d

5. a zpět na 2) pokud x x

Poznámka: Abychom ušeťrili operace násobeńı matice a vektoru, urč́ıme d takto:

d b Ax b A x d d Ad

toto se poč́ıtalo v kroku 3 v p̌redchoźı
iteraci

Numerické metody
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Věta: Metoda nejvěťśıho spádu konverguje (pro symetrickou, pozitivně definitńı matici A) pro libovolnou
volbu počátečńı aproximace x k p̌resnému řešeńı soustavy Ax b.

Důkaz:

Konvergenci dokážeme v normě A x Ax (tzv. energetická norma).

A je s euklidovskou normou ekvivalentńı, tj. z toho jǐz plyne i konvergence v x x

(Definice: . . . lineárńı prostor, a . . . normy na ;

a jsou ekvivalentńı, existuj́ı-li č́ısla x x x x )

tj. má platit

x x x Ax x x

x I x x Ax x I x

plat́ı pro ,

x . . . p̌resné řešeńı Ax b

e x x . . . chyba -té iterace

Odvod’me nejprve vztah pro energetickou normu chyby -té iterace.

x x x e x

Obecně pro 2 body x, x d plat́ı:

F x td F x x d A x d b x d x Ax b x

x Ad d Ad b d

tdT Ax b
1

2
t2dTAd

Pro náš p̌ŕıpad x x , , d e

x e x e Ae e
A

x x e Ae

x x e Ae

Odečteńım a dostaneme
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x x e Ae e Ae ,

kde iterace x je vypočtena metodou nejvěťśıho spádu, tj.

x x r

Pro výraz na levé straně opět použijeme zvýrazněný vztah pro hodnoty x x , , d r

x r x r Ax b

r

r Ar

jsme poč́ıtali podle vztahu
r r

r Ar

r r

r Ar

r r

r Ar
r Ar

r r

r Ar

Porovnáńım a dostaneme

r r

r Ar
e Ae e Ae .

Nyńı posledńı rovnici
a) vynásob́ıme
b) posledńı člen p̌revedeme na druhou stranu
c) a vyděĺıme j́ım rovnici

Dostaneme

e Ae

e Ae

r r

r Ar e Ae
r

Plat́ı Ae r , protože Ax b 0 a r b Ax

r b Ax Ax

A x x

e

b

Dále z Ae r plyne e A r a tedy odhad

e A r

Pro dostáváme odhad:

e Ae

e Ae

r

A r A r A A
q

Tj.

e Ae q e Ae .

e Ae q e Ae
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Důkaz:

Jde o to odhadnout v .

e
A

e
A

e
A

e
A

A A A

A

A

A

A

Důkaz posledńı nerovnosti:

A

A

A

A
A

A

A A
A A

A A

Geometrický význam metody nejvěťśıho spádu
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0 9.0000 0

1 4.7425 1.0321

2 5.5081 4.1902

3 4.2240 4.5015

4 4.4549 5.4541

5 4.0676 5.5480
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Vlastnost rezidúı

Všimněme si faktu, že vždy po sobě jdoućı iterace směru spádu, tj. d a d jsou na sebe kolmé.

Cvičeńı: Ukažte, že plat́ı d d .

d d d b Ax

d b A x d

d b Ax Ad

d d Ad

d d d Ad

d d d d

d Ad
d Ad

d d d d

Poznámka:

V p̌ŕıpadě, že budou hladiny (elipsy)
”
velmi protáhlé“, bude obecně metoda nejvěťśıho spádu konvergovat

velmi pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt.

Na druhou stranu, pokud budou hladiny (elipsy)
”
skoro kružnice“, bude metoda nejvěťśıho spádu konver-

govat velmi rychle.

Nevýhodu cik-cak efektu odstrańı nová metoda, tzv. metoda sdružených gradient̊u, která využ́ıvá
důmyslněǰśı volby směr̊u minimalizace, a sice tak, aby se neopakovali, jak k tomu docházelo u metody nejvěťśıho
spádu.

Př́ıklad 1 - pokračováńı

Uvažovali jsme jednoduchou soustavu Ax b, kde

A , b , x .

Jedna z vrstevnic měla tvar

poměr poloos:

Poznámka:

• Pro p̌ŕıpad źıskáme protáhlé elipsy

• Pro p̌ŕıpad źıskáme skoro kružnice
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Př́ıklad 2

Pomoćı metody nejvěťśıho spádu řešte soustavu Ax b, kde

A , b , počátečńı iterace x .

0 27.000000 0.600000

1 26.307758 -0.317804

2 25.139940 0.563008

3 24.491101 -0.297251

4 23.396504 0.528335

5 22.788346 -0.277987
...

...
...

250 -2.657606 0.010180

vlastńı č́ısla matice A:

a

p̌resné řešeńı soustavy je x

Př́ıklad 3

Pomoćı metody nejvěťśıho spádu řešte soustavu Ax b, kde

A , b , počátečńı iterace x .
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0 27.000000 0.600000

1 -0.197972 -0.032418

2 -0.199872 0.049274

3 -0.200123 0.049268

vlastńı č́ısla matice A:

a

p̌resné řešeńı soustavy x se s x

shoduje na 6 desetiných ḿıst

Poznámky k rychlosti konvergence:

x x A

A 1

A 1
x x A

• Je-li A , tj. , pak metoda nejvěťśıho spádu konverguje pomalu

A 1

A 1

pro

• Je-li A , tj. , pak metoda nejvěťśıho spádu konverguje rychle
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A 1

A 1 A

• Pokud jsou vrstevnice sféry (v kružnice), potom metoda nejvěťśıho spádu nalezne řešeńı (p̌resné)
v jednom kroku.

Poznámka:

Směr, ve kterém provád́ıme minimalizaci v rámci jednoho kroku metody, můžeme volit i jinak než směr
nejvěťśıho spádu.

Obecně označme použ́ıvané směry s .

Novou iteraci hledáme ve tvaru
x x s

Koeficient źıskáme z jednorozměrné minimalizace

x s

x s A x s b x s

s As x As b s

x A b

Ax b

r (reziduum)

s

r s

s As

Voĺıme-li za vektory s postupně jednotkové vektory soǔradných os, źıskáme Gauss-Seidelovu metodu !!!

Pokud na vektor x aplikujeme 1 iteraci gradientńı metody se směrovým vektorem e

(na -té pozici , jinak ), dostaneme:

x x
r e

e Ae
e

Plat́ı: e A . . . -tý řádek matice A

e Ae . . . diagonálńı prvek matice A

r b Ax . . . reziduum

r e . . . -tá složka vektoru r

Vztah zvěťśı -tou složku vektoru x o hodnotu , tj.

Numerické metody

Josef Daněk
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Script v MATLABu

function [vysledky_gs,vysledky_gm]=gs_gm(A,b,x0,iteraci);

%************************************************************

% Porovnani Gauss-Seidelovy metody a

% gradientni metody, kde za smery volime

% jednotkove vektory souradnych os

%************************************************************

n=size(A,1);

%************************************************************

% Gauss-Seidelova metoda

%************************************************************

x=x0;

vysledky_gs=x’;

D=diag(diag(A)); L=tril(A)-D; U=triu(A)-D;

H=-(L+D)\U;

g=(L+D)\b;

for i=1:iteraci

x=H*x+g;

vysledky_gs=[vysledky_gs;x’];

end

%************************************************************

% Gradientni metoda

%************************************************************

x=x0;

vysledky_gm=x’;

for i=1:iteraci

for j=1:n

s=zeros(n,1);

s(j)=1;

r=-A*x+b;

t=(r’*s)/(s’*A*s);

x=x+t*s;

end;

vysledky_gm=[vysledky_gm;x’];

end

Numerické metody

Josef Daněk
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Úvaha

Při vhodné volbě směrových vektor̊u s je možné doj́ıt do p̌resného řešeńı za konečný počet krok̊u .
Muśı existovat vektor̊u s tak, že

x x s

Jak volit směry s ?

• Zkuśıme takto: necht’ s tvǒŕı bázi (ortogonálńı) -rozměrného euklidovského prostoru, potom
vynásobeńım skalárně s s a úpravou źıskáme

s x x s s

s x x

s s
nešikovné !, obsahuje p̌resné řešeńı

• je ťreba zvolit lepš́ı strategii volby vektor̊u s

Definice x je optimálńı vzhledem ke směru s 0, jestliže

x x s

Poznámka: Je-li x optimálńı vzhledem k libovolnému směru z vektorového prostoru , ř́ıkáme, že je
x optimálńı vzhledem k .

Podle se minima nabývá pro , tzn. že derivace podle je v minimu rovna 0:

x s s As s Ax b
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x s Ax b

r

s r

Poznámka: Iterace x metody nejvěťśıho spádu je optimálńı vzhledem k reziduu r b Ax

směry, ve kterých minimalizujeme.

Naš́ım ćılem je, aby se i v daľśıch iteraćıch zachovávala optimalita k jǐz použitým směr̊um.

To pro metodu nejvěťśıho spádu bohužel neplat́ı.

Nap̌r. pro soustavu ve jsme ukazovali, že směry nejvěťśıho spádu (rezidúı) jsou na sebe kolmé,

tj. r r a r r r r !!!

x je optimálńı vzhledem k r , ale již neńı optimálńı vzhledem k r

Existuj́ı směry, které udržuj́ı optimalitu k p̌redchoźım?

Necht’

x x s .

Předpokládejme, že x ke optimálńı vzhledem k v (tj. r v).
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Chceme-li, aby bylo i x optimálńı vzhledem k v, (tj. r v), muśı platit:

0 v r v b Ax v b A x s v b Ax

r

As v r As vTAs

Závěr

Chceme-li zachovat optimalitu vzhledem ke všem použitým směr̊um, muśı tyto směry splňovat podḿınky
tzv. -ortogonality, tj. pro 2 r̊uzné směry s a v muśı platit:

v As 0 .

Poznámka: Vektor̊um které jsou -ortogonálńı se také ř́ıká -sdružené.

Metoda sdružených gradient̊u

Za směry, ve kterých minimalizujeme, budeme brát -ortogonálńı vektory s .

Plat́ı tedy:

s A s .

Chceme, aby platilo:

s A x x s

Numerické metody

Josef Daněk
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s A x x s As

Ax Ax Ax b

0

Ax b

r

s r

s As

Strategie volby směr̊u

• Máme-li ortogonálńı bázi , lze z ńı procesem -ortogonalizace źıskat -ortogonálńı bázi.

• Za ortogonálńı bázi budeme volit reziduové vektory.

Aby proces ortogonalizace vedl k ćıli, muśıme zaručit, že reziduové vektory tvǒŕı bázi.

Ortogonalitu ukážeme vzápět́ı; může se stát, že se některé reziduum anuluje.

Potom ovšem iteračńı proces konč́ı - dosáhli jsme p̌resného řešeńı.

• Provád́ıme tedy současně 2 procesy!

– iteračńı proces

– proces -ortogonalizace

• Vektory rezidúı budeme značit r , źıskané sdružené směry označ́ıme s

– pro zadané x urč́ıme r b Ax

– s polož́ıme rovno r

– urč́ıme x optimálńı vzhledem k s

– urč́ıme r

– s určujeme z r tak, aby s As

– atd.

Proces -ortogonalizace

s r s ( )

(Při určeńı s vyjdeme z r . Přič́ıtáme násobky p̌redchoźıch s tak, abychom zaručili -ortogonalitu.)

Koeficienty voĺıme tak, aby

s As

( ) vynásob́ıme s A

s As s Ar s As

s Ar

s As
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Z vlastnost́ı -ortogonality vyplývá řada skutečnost́ı.

Věta 1 Plat́ı

r s r s

r s

Důkaz:

b A x x s

r r A s

r r A s

vynásob́ıme skalárně s s

r s r s s A s

poč́ıtáme (viz ďŕıve) takto

r s

s As

Důkaz:
vztah ( ) vynásob́ıme skalárně s As

s r s ( )

s A s

( )

( )

s A r s A s

Důkaz:

Úplnou matematickou indukćı ukážeme, že r r pro .

Plat́ı
r b Ax b A x r r Ar

1.

r r r A s r r r s A r r r
r s

s A s
s Ar

r s
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2. a) plat́ı: r r

r r r A s r r r

(p̌redpoklad)

s A r

(Věta 2)

b) r r

r r r A s r r r s A r r r
r s

s A s
s Ar

s As s Ar (Věta 2)

r r r s (Věta 1)

Důkaz: Plat́ı:

s Ar

s A s

Pro čitatel plat́ı:

s A r r As i r
1

t i
r i 1 r i

kde se použil vztah
r i 1 r i t i As i pro r 0

Plat́ı

• pro : čitatel r r r (Tvrzeńı)

• pro : čitatel r r r r r (pro r 0)

Algoritmus (Metoda sdružených gradient̊u)

1. x ,

2. r b Ax , s r

3.
s r

s A s k

4. x x s

5. r r A s k

6.
s A r

s A s k

7. s r s

8. If x x then konec, else add 3
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Geometrický význam metody sdružených gradient̊u
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0 9.0000 0

1 4.7425 1.0321

2 4.0000 6.0000
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Poznámka: Gradientńı metody paťŕı mezi nestacionárńı metody.

nap̌r. pro metodu nejvěťśıho spádu plat́ı

x x d x b Ax I A

H

x b

g

V každém kroku se měńı matice H .

Plat́ı-li H (pro ), dostaneme metody se superlineárńı rychlost́ı konvergence.

Věta Necht’ A je symetrická pozitivně definitńı. Potom metoda sdružených gradient̊u konverguje nejvýše po
kroćıch. Nav́ıc chyba -té iterace ( ) je ortogonálńı na směry s , a plat́ı:

x x A x x A ,

kde
A

A
, A .

Poznámka: V metodě nejvěťśıho spádu vystupuje ve vztahu pro chybu -té iterace koeficient

A

A

Je žrejmé, že na rychlost konvergence má vliv č́ıslo A , tj. a . Č́ım bĺıže je a , t́ım
rychleji metody konverguj́ı.

Př́ıklad 4

Řešte soustavu Ax b , kde

A , b , p̌resné řešeńı x .

• poměr poloos elips je !!!

• A pomalá konvergence!

Vezměme si matici P ( P ) a řešme soustavu

P Ax P b
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• P A rychlá konvergence (1. iterace). Mluv́ıme o tzv. p̌redpodmiňováńı.

Poznámka:

Chceme-li i novou (předpodḿıněnou) soustavu řešit metodou sdružených gradient̊u, muśı být jej́ı matice
symetrická pozitivně definitńı.

Ḿısto matice P A vezmeme matici (podobnou A) P AP (P . . . symetrická pozitivně definitńı)
a řeš́ıme soustavu

Ax b

A P AP , x P x, b P b

Jak volit matice p̌redpodḿıněńı P ?

. . . řada možnost́ı, nap̌r. P A

Př́ıklad 5

Porovnejte vlastńı č́ısla zadané matice A a matice źıskané pomoćı diagonálńıho p̌redpodḿıněńı.

A

P

P

A P AP

vlastńı č́ısla matice A:
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A

vlastńı č́ısla matice A P AP :

A
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Kapitola 6. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

S pojmem vlastńıho č́ısla jsme se již setkali nap̌ŕıklad u iteračńıch metod pro řešeńı soustav lineárńıch
algebraických rovnic. Velikosti vlastńıch č́ısel iteračńı matice rozhodovaly o konvergenci p̌ŕıslušné iteračńı
metody. S úlohou na vlastńı č́ısla se setkáme i v aplikaćıch p̌ri řešeńı řady technických a fyzikálńıch problémů.

Definice: Je dána čtvercová matice A řádu . Č́ıslo , pro které má soustava

Av v resp. A I v 0

nenulové řešeńı, se nazývá vlastńı č́ıslo matice A, jemu odpov́ıdaj́ıćı nenulové řešeńı v vlastńı vektor

matice A.

Homogenńı soustava má nenulové řešeńı matice soustavy je singulárńı, tj. jej́ı determinant je
nulový.

Vlastńı č́ısla jsou kǒreny charakteristické rovnice

A A I

Ke každému vlastńımu č́ıslu existuje alespoň jeden vlastńı vektor v .

Poznámka: Charakteristický polynom je stupně vlastńıch č́ısel.

Definice: Matici Λ diag nazýváme spektrálńı matićı matice A.

Úlohy na nalezeńı vlastńıch č́ısel rozděĺıme do dvou skupin:
• Úplný problém – úloha naj́ıt všechna vlastńı č́ısla

• Částečný problém – úloha naj́ıt pouze některá vl. č́ısla (obvykle s nejvěťśı absolutńı hodnotou)

Úlohu na vlastńı č́ısla si p̌ripomeneme na př́ıkladu.

Př́ıklad 1

Stanovte taková č́ısla , pro která má homogenńı soustava Av v nenulové řešeńı, dále určete toto
řešeńı, pro matici

A
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Řeš́ıme tedy soustavu

A I v

Aby homogenńı soustava měla nenulové řešeńı, muśı být determinant soustavy nulový. Hledáme proto
taková , aby

A I

Dostali jsme algebraickou rovnici stupně 3 a pouze pro jej́ı kǒreny

bude ḿıt uvažovaná soustava nenulové řešeńı.

Ke každému vlastńımu č́ıslu můžeme naj́ıt nenulové řešeńı homogenńı soustavy

A I v 0

Nap̌r. pro řeš́ıme soustavu

Matice soustavy je samožrejmě singulárńı a proto bude existovat celý systém řešeńı v závislosti na parametru
. Každý vektor řeš́ı danou soustavu. Ze systému vybereme jednoho zástupce, nap̌r. v
, a ř́ıkáme, že v je vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu . Podobně bychom nalezli vlastńı

vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um a .

Poznámka:

Vlastńı č́ısla (horńı) trojúhelńıkové matice jsou rovna jej́ım diagonálńım prvkům, nebot’ charakteristický
polynom má tvar:

A

Motivace

Vlastńı vektor je takový vektor, pro který plat́ı, že vynásob́ıme-li matici A s t́ımto vektorem, źıskáme
násobek původńıho vektoru. Mluv́ıme o samodružných prvćıch.

Př́ıklad: Osová souměrnost = zobrazeńı y Ax.
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A v v

A v v
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Př́ıklad: Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory těchto matic:

A B

C D

Řešeńı: Všechny zadané matice maj́ı stejný charakteristický polynom

A B C D

Vid́ıme, že je trojnásobné vl. č́ıslo všech čty̌r matic.

Vlastńı vektory:

A: Pozn.: maticeA I je nulová, tj. systém
všech řešeńı rovnice A I je lin.
kombinaćı , , .

B:
Pozn.: B I

C:
Pozn.: C I

D: Pozn.: D I

Poznámka: Počet lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u může být menš́ı než je řád matice.

Numerické metody

Josef Daněk
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Připomeňme si některé poznatky z lineárńı algebry.

Definice: Ř́ıkáme, že matice A a B jsou podobné, existuje-li regulárńı matice P taková, že

P 1AP B , resp. A PBP 1 .

Věta Podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla.

Věta: Necht’ A je reálná symetrická matice. Potom existuje ortogonálńı matice Q taková, že pro spektrálńı
matici plat́ı

Q AQ .

Důkaz:

A I A I
P

P
P 1 A I P P 1 A I P

P 1AP

B

I

Věta Je-li v vlastńı vektor matice A, potom P 1v je vlastńı vektor matice B P 1AP.

Důkaz:
Av v

P 1 PBP 1v v

BP 1v
w

P 1v
w

Poznámka: Pokud jsou vlastńı vektory v v v lineárně nezávislé, potom plat́ı:

X 1AX Λ Λ spektrálńı matice

Matice A je tedy podobná diagonálńı matici. Matice X je matice, jej́ıž sloupce tvǒŕı vlastńı vektory

AX XΛ
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A v v v

X

v v . . . v

X

. . .

Λ

v v . . . v

Věta Necht’ A je čtvercová matice řádu , jej́ı vlastńı č́ıslo a v jej́ı vlastńı vektor, tj. Av v. Potom
plat́ı:
(i) A A

(ii) A . . . regulárńı A A

(iii) A A

(iv) vlastńı č́ısla symetrické (hermitovské) matice jsou reálná

(v) vlastńı vektory symetrické matice odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı

(vi) symetrická pozitivně definitńı matice má všechna vlastńı č́ısla kladná

Důkaz:
(i)

A Av v A v Av

v

v

A A v v A v Av

v

v

(ii)
Av v A Av A v

v A v

v A v

(iii) Označme B A I. Plat́ı
B B B

A I A I
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(iv) A A , Av v

v v v v v Av v A v

č́ıslo

p̌ridáme a

v A v v Av

v

v v v v

v v v v v v
v v

(v)

u Av v

v Au u
A A

u Av u v

v Au v u

u A v u v

u v u v

(vi)
Av v

v Av v v

Plat́ı (pro pozitivně definitńı matici A):

v o v Av v v

Poznámka: Ortogonálńı matice Q: Q Q I Q Q Q

Podḿıněnost úlohy na vlastńı č́ısla

Omeźıme se na př́ıpad, kdy matice A má lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u v1, v2,. . . ,vn od-
pov́ıdaj́ıćıch vlastńım č́ısl̊um , ,. . . , .

• . . . malé změny v prvćıch

• porušená matice A A A má vlastńı č́ısla

• dále plat́ı (viz literatura):

kde

kde je úhel v a vlastńıho vektoru A odpov́ıdaj́ıćımu vlastńımu č́ıslu
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• Pro symetrickou matici je

dob̌re podḿıněná úloha

• Pro nesymetrickou matici je

může být velmi velké

. . . špatně podḿıněná úloha

Př́ıklad

script v MATLABu

A=[-1 5 0; 0 3 1; 0 0 2]

AH=ctranspose(A)

[v,c]=eig(A,’nobalance’)

[vH,cH]=eig(AH,’nobalance’)

disp(’------------------------------------------------------------’)

disp(’ Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,’)

disp(’ cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel’)

for j=1:length(A)

disp(’------------------------------------------------------------’)

lambda=c(j,j)

vlastni_vektor_A=v(:,j)’

vlastni_vektor_AH=vH(:,j)’

cosinus_uhlu=vlastni_vektor_A*vlastni_vektor_AH’...

/norm(vlastni_vektor_A)/norm(vlastni_vektor_AH)

uhel=acos(cosinus_uhlu);

uhel=uhel*180/pi

pause

end;

výsledky v MATLABu
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A =

-1 5 0

0 3 1

0 0 2

AH =

-1 0 0

5 3 0

0 1 2

v =

1.0000 1.0000 -1.0000

0 0.8000 -0.6000

0 0 0.6000

c =

-1 0 0

0 3 0

0 0 2

vH =

-0.8000 0.0000 -0.0000

1.0000 -1.0000 0.0000

-0.3333 -1.0000 1.0000

cH =

-1.0000 0 0

0 3.0000 0

0 0 2.0000

------------------------------------------------------------

Vlastni vektory A a AH odpovidajici vlastnimu cislu lambda,

cos uhlu, ktery sviraji a tento uhel

------------------------------------------------------------

lambda =

-1

vlastni_vektor_A =

1 0 0

vlastni_vektor_AH =

-0.8000 1.0000 -0.3333

cosinus_uhlu =

-0.6046

uhel =

127.1966

------------------------------------------------------------

lambda =

3

vlastni_vektor_A =

1.0000 0.8000 0

vlastni_vektor_AH =

0.0000 -1.0000 -1.0000

cosinus_uhlu =

-0.4417

uhel =

116.2141

------------------------------------------------------------

lambda =

2

vlastni_vektor_A =

-1.0000 -0.6000 0.6000
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Př́ıklad 2

A
. . . . . .

. . . . . .

Výpočet determinantu A I pomoćı rozvoje podle posledńıho řádku:

A A I

• pro

• pro

A

konst.člen

• Malé změně odpov́ıdá velká změna vlastńıho č́ısla .

• Vlastńı č́ısla nesymetrických matic jsou citlivá na změnu prvků

(citlivost roste s rostoućı vzdálenost́ı od diagonály).

Mocninná metoda

Chceme určit vlastńı č́ıslo matice A s nejvěťśı absolutńı hodnotou (dominantńı vlastńı č́ıslo).

Předpoklady:
1. A má -lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u

2. existuje jediné dominantńı vlastńı č́ıslo

3. vlastńı č́ısla lze sěradit: .

Odvozeńı:

1. Zvoĺıme y jako lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u

y v v v

2. Sestroj́ıme posloupnost
y Ay tj. y A y

y A v A v A v
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3. Plat́ı Av v , proto

y v v v

4. Vytkneme dominantńı vlastńı č́ıslo (viz )

y v v

0

5. Analogicky vyjáďŕıme y .

6. Vybereme -tou složku y a y , vyděĺıme je a provedeme limitńı p̌rechod

Př́ıklad

Mocninnou metodou stanovte dominantńı vlastńı č́ıslo matice A, kde

A a y

Řešeńı: Použijeme iteračńı formuli

y Ay , pro

y

y

y

y

y

Poznámka:

Abychom zamezili p̌retečeńı, resp. podtečeńı p̌ri zobrazeńı č́ısel v poč́ıtači je vhodné v každém kroku
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normovat vektor y (norma y roste, resp. klesá pro vlastńı č́ıslo v absolutńı hodnotě věťśı, resp. menš́ı než
1).

y
y

y

výsledky v MATLABu

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

A =

900 20 1

20 500 30

1 30 100

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

--------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 9.210000e+002 | 5.500000e+002 | 1.310000e+002 || 921.0000000 |

| 2 | 8.400310e+005 | 2.973500e+005 | 3.052100e+004 || 912.0857763 |

| 3 | 7.620054e+008 | 1.663913e+008 | 1.281263e+007 || 907.1158338 |

| 4 | 6.891455e+011 | 9.882011e+010 | 7.035006e+009 || 904.3840077 |

| 5 | 6.222144e+014 | 6.340402e+013 | 4.357249e+012 || 902.8781109 |

| 6 | 5.612654e+017 | 4.427701e+016 | 2.960060e+015 || 902.0450147 |

| 7 | 5.060274e+020 | 3.345262e+019 | 2.185582e+018 || 901.5830307 |

| 8 | 4.560959e+023 | 2.691242e+022 | 1.728164e+021 || 901.3264854 |

| 9 | 4.110263e+026 | 2.262997e+025 | 1.436285e+024 || 901.1839104 |

|10 | 3.703777e+029 | 1.957860e+028 | 1.233554e+027 || 901.1046393 |

>> eig(A)

ans =

1.0e+002 *

0.977622158203950

5.012324900167472

9.010052941628578

výsledky v MATLABu
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

A =

900 20 1

20 500 30

1 30 100

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

---------------------------------------------------------------

| 0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |

| 1 | 921.0000000 | 550.0000000 | 131.0000000 ||921.000000 |

| | 1.0000000 | 0.5971770 | 0.1422367 || |

| 2 | 912.0857763 | 322.8555917 | 33.1389794 ||912.085776 |

| | 1.0000000 | 0.3539750 | 0.0363332 || |

| 3 | 907.1158338 | 198.0775114 | 15.2525693 ||907.115834 |

| | 1.0000000 | 0.2183597 | 0.0168144 || |

| 4 | 904.3840077 | 129.6842642 | 9.2322257 ||904.384008 |

| | 1.0000000 | 0.1433951 | 0.0102083 || |

| 5 | 902.8781109 | 92.0038151 | 6.3226842 ||902.878111 |

| | 1.0000000 | 0.1019006 | 0.0070028 || |

| 6 | 902.0450147 | 71.1603809 | 4.7572988 ||902.045015 |

| | 1.0000000 | 0.0788878 | 0.0052739 || |

| 7 | 901.5830307 | 59.6021361 | 3.8940255 ||901.583031 |

| | 1.0000000 | 0.0661083 | 0.0043191 || |

| 8 | 901.3264854 | 53.1837310 | 3.4151593 ||901.326485 |

| 1.0000000 | 0.0590061 | 0.0037890 || |

| 9 | 901.1839104 | 49.6167046 | 3.1490857 ||901.183910 |

| | 1.0000000 | 0.0550572 | 0.0034944 || |

|10 | 901.1046393 | 47.6334548 | 3.0011561 ||901.104639 |

| | 1.0000000 | 0.0528612 | 0.0033305 || |

výsledky v MATLABu
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

A =

1/1000 -3/10000 -1/2000

1/5000 1/200 -1/10000

-1/1000 1/500 3/1000

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

--------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 2.000000e-004 | 5.100000e-003 | 4.000000e-003 || 0.0051000 |

| 2 | -3.330000e-006 | 2.514000e-005 | 2.200000e-005 || 0.0049294 |

| 3 | -2.187200e-008 | 1.228340e-007 | 1.196100e-007 || 0.0048860 |

| 4 | -1.185272e-010 | 5.978346e-010 | 6.263700e-010 || 0.0052368 |

| 5 | -6.110626e-013 | 2.902831e-012 | 3.193306e-012 || 0.0050981 |

| 6 | -3.078565e-015 | 1.407261e-014 | 1.599664e-014 || 0.0050094 |

| 7 | -1.529867e-017 | 6.814767e-017 | 7.921371e-017 || 0.0049519 |

| 8 | -7.534983e-020 | 3.297572e-019 | 3.892351e-019 || 0.0049137 |

| 9 | -3.688946e-022 | 1.594793e-021 | 1.902570e-021 || 0.0048880 |

|10 | -1.798617e-024 | 7.709928e-024 | 9.266189e-024 || 0.0048704 |

>> eig(A)

ans =

0.000770409049726

0.003399468175334

0.004830122774940

výsledky v MATLABu
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

A =

1/1000 -3/10000 -1/2000

1/5000 1/200 -1/10000

-1/1000 1/500 3/1000

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

-----------------------------------------------------------

| 0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |

| 1 | 0.0002000 | 0.0051000 | 0.0040000 || 0.005100 |

| | 0.0392157 | 1.0000000 | 0.7843137 || |

| 2 | -0.0006529 | 0.0049294 | 0.0043137 || 0.004929 |

| | -0.1324582 | 1.0000000 | 0.8750994 || |

| 3 | -0.0008700 | 0.0048860 | 0.0047578 || 0.004886 |

| | -0.1780614 | 1.0000000 | 0.9737532 || |

| 4 | -0.0009649 | 0.0048670 | 0.0050993 || 0.005237 |

| | -0.1892287 | 0.9544432 | 1.0000000 || |

| 5 | -0.0009756 | 0.0046344 | 0.0050981 || 0.005098 |

| | -0.1913573 | 0.9090360 | 1.0000000 || |

| 6 | -0.0009641 | 0.0044069 | 0.0050094 || 0.005009 |

| | -0.1924507 | 0.8797227 | 1.0000000 || |

| 7 | -0.0009564 | 0.0042601 | 0.0049519 || 0.004952 |

| | -0.1931316 | 0.8603014 | 1.0000000 || |

| 8 | -0.0009512 | 0.0041629 | 0.0049137 || 0.004914 |

| | -0.1935843 | 0.8471929 | 1.0000000 || |

| 9 | -0.0009477 | 0.0040972 | 0.0048880 || 0.004888 |

| | -0.1938928 | 0.8382309 | 1.0000000 || |

|10 | -0.0009454 | 0.0040524 | 0.0048704 || 0.004870 |

| | -0.1941054 | 0.8320495 | 1.0000000 || |

Poznámka:

Nejlepš́ı aproximaci dostaneme, děĺıme-li složky, které maj́ı nejvěťśı absolutńı hodnotu.
Obecně nelze použ́ıt libovolnou složku vektoru y nebot’ odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor ji může ḿıt nulovou.

výsledky v MATLABu
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A =

1 1 0

0 2 0

0 0 3

>> [v,c]=eig(A,’nobalance’)

v =

1 1 0

0 1 0

0 0 1

c =

1 0 0

0 2 0

0 0 3

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k ||lambda_k 1s || 2s || 3s |

----------------------------------------------------------------------------

| 0 | 2.000000e+00 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 || || || |

| 1 | 3.000000e+00 | 2.000000e+00 | 3.000000e+00 || 1.5000000 || 2 || 3 |

| 2 | 5.000000e+00 | 4.000000e+00 | 9.000000e+00 || 1.6666667 || 2 || 3 |

| 3 | 9.000000e+00 | 8.000000e+00 | 2.700000e+01 || 1.8000000 || 2 || 3 |

| 4 | 1.700000e+01 | 1.600000e+01 | 8.100000e+01 || 1.8888889 || 2 || 3 |

| 5 | 3.300000e+01 | 3.200000e+01 | 2.430000e+02 || 1.9411765 || 2 || 3 |

| 6 | 6.500000e+01 | 6.400000e+01 | 7.290000e+02 || 1.9696970 || 2 || 3 |

| 7 | 1.290000e+02 | 1.280000e+02 | 2.187000e+03 || 1.9846154 || 2 || 3 |

| 8 | 2.570000e+02 | 2.560000e+02 | 6.561000e+03 || 1.9922481 || 2 || 3 |

| 9 | 5.130000e+02 | 5.120000e+02 | 1.968300e+04 || 1.9961089 || 2 || 3 |

|10 | 1.025000e+03 | 1.024000e+03 | 5.904900e+04 || 1.9980507 || 2 || 3 |

Poznámka:

Při praktickém použit́ı mocninné metody neově̌rujeme, zda jsou splněny p̌redpoklady odvozeńı.

Zadaná matice nemuśı ḿıt jediné dominantńı vlastńı č́ıslo nebo
počet lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u může být menš́ı než řád matice.

Při nesplněných p̌redpokladech odvozeńı může být konvergence pomalá.
Daľśı nevýhodou mocninné metody je potom odhad chyby źıskané aproximace.

výsledky v MATLABu
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A =

3 1 1

-1 1 0

0 0 1

>> [v,c]=eig(A,’nobalance’)

v =

1.0000 -1.0000 0.0000

-1.0000 1.0000 -1.0000

0 0 1.0000

c =

2.0000 0 0

0 2.0000 0

0 0 1.0000

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

--------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 5.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

| 2 | 1.600000e+001 | -5.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.2000000 |

| 3 | 4.400000e+001 | -2.100000e+001 | 1.000000e+000 || 2.7500000 |

| 4 | 1.120000e+002 | -6.500000e+001 | 1.000000e+000 || 2.5454545 |

| 5 | 2.720000e+002 | -1.770000e+002 | 1.000000e+000 || 2.4285714 |

| 6 | 6.400000e+002 | -4.490000e+002 | 1.000000e+000 || 2.3529412 |

| 7 | 1.472000e+003 | -1.089000e+003 | 1.000000e+000 || 2.3000000 |

| 8 | 3.328000e+003 | -2.561000e+003 | 1.000000e+000 || 2.2608696 |

| 9 | 7.424000e+003 | -5.889000e+003 | 1.000000e+000 || 2.2307692 |

|10 | 1.638400e+004 | -1.331300e+004 | 1.000000e+000 || 2.2068966 |

|50 | 8.556839e+016 | -8.219069e+016 | 1.000000e+000 || 2.0402685 |

|100| 1.914152e+032 | -1.876123e+032 | 1.000000e+000 || 2.0200669 |

|150| 3.225580e+047 | -3.182762e+047 | 1.000000e+000 || 2.0133630 |

|200| 4.836884e+062 | -4.788675e+062 | 1.000000e+000 || 2.0100167 |

|250| 6.802785e+077 | -6.748508e+077 | 1.000000e+000 || 2.0080107 |

|300| 9.187032e+092 | -9.125921e+092 | 1.000000e+000 || 2.0066741 |

|1000|1.608334e+304 | -1.605120e+304 | 1.000000e+000 || 2.0020007 |

--------------------------------------------------------------------

|1013| Inf | -1.332031e+308 | 1.000000e+000 || Inf |
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Z uvedeného p̌ŕıkladu je dále vidět, že je opravdu vhodné normovat vektor y a zabránit tak p̌retečeńı.

Poznámka:

Při praktickém použit́ı mocninné metody použijeme nap̌ŕıklad počátečńı volbu vektoru y
.

Je-li ovšem vektor y takovou lineárńı kombinaćı vlastńıch vektor̊u, že koeficient u vlastńıho vektoru
odpov́ıdaj́ıćıho dominantńımu vlastńımu č́ıslu bude roven , potom mocninná metoda nevypočte dominantńı
vlastńı č́ıslo, ale nejbližš́ı nižš́ı, u kterého u odpov́ıdaj́ıćıho vlastńıho vektoru bude nenulový koeficient.

Pokud bychom prováděli výpočet dostatečně dlouho, dojde vlivem zaokrouhlovaćıch chyb k tomu, že u
p̌ŕıslušné iterace y bude již zmiňovaný koeficient u vlastńıho vektoru odpov́ıdaj́ıćıho dominantńımu vlastńımu
č́ıslu již nenulový a metoda nakonec dominantńı vlastńı č́ıslo nalezne.

výsledky v MATLABu
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A =

4 -3 2

0 2 0

0 -4 6

>> [v,c]=eig(A,’nobalance’)

v =

1.0000 1.0000 -0.5000

0 0 -1.0000

0 1.0000 -1.0000

c =

4 0 0

0 6 0

0 0 2

>> y=[1 1 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

0.5000 0 -1.0000

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

s normovanim vlastniho vektoru v kazde iteraci

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

----------------------------------------------------------

| 0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 || |

| 1 | 3.0000000 | 2.0000000 | 2.0000000 || 3.000000 |

| | 1.0000000 | 0.6666667 | 0.6666667 || |

| 2 | 3.3333333 | 1.3333333 | 1.3333333 || 3.333333 |

| | 1.0000000 | 0.4000000 | 0.4000000 || |

| 3 | 3.6000000 | 0.8000000 | 0.8000000 || 3.600000 |

| | 1.0000000 | 0.2222222 | 0.2222222 || |

| 4 | 3.7777778 | 0.4444444 | 0.4444444 || 3.777778 |

| | 1.0000000 | 0.1176471 | 0.1176471 || |

| 5 | 3.8823529 | 0.2352941 | 0.2352941 || 3.882353 |

| | 1.0000000 | 0.0606061 | 0.0606061 || |

| 6 | 3.9393939 | 0.1212121 | 0.1212121 || 3.939394 |

| | 1.0000000 | 0.0307692 | 0.0307692 || |

| 7 | 3.9692308 | 0.0615385 | 0.0615385 || 3.969231 |

| | 1.0000000 | 0.0155039 | 0.0155039 || |

| 8 | 3.9844961 | 0.0310078 | 0.0310078 || 3.984496 |

| | 1.0000000 | 0.0077821 | 0.0077821 || |

| 9 | 3.9922179 | 0.0155642 | 0.0155642 || 3.992218 |

| | 1.0000000 | 0.0038986 | 0.0038986 || |

|10 | 3.9961014 | 0.0077973 | 0.0077973 || 3.996101 |

| | 1.0000000 | 0.0019512 | 0.0019512 || |

|11 | 3.9980488 | 0.0039024 | 0.0039024 || 3.998049 |

| | 1.0000000 | 0.0009761 | 0.0009761 || |

|12 | 3.9990239 | 0.0019522 | 0.0019522 || 3.999024 |

| | 1.0000000 | 0.0004882 | 0.0004882 || |

|13 | 3.9995118 | 0.0009763 | 0.0009763 || 3.999512 |

| | 1.0000000 | 0.0002441 | 0.0002441 || |

Numerické metody

Josef Daněk
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Poznámka:

Iteračńı proces ukončujeme použit́ım zastavovaćı podḿınky ve tvaru

.

Posud’te výsledky źıskané pro následuj́ıćı p̌ŕıklad. Kde je problém ?

výsledky v MATLABu
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A =

3 3 0

0 4 2

0 0 1

>> [v,c]=eig(A,’nobalance’)

v =

1.0000 1.0000 1.0000

0 0.3333 -0.6667

0 0 1.0000

c =

3 0 0

0 4 0

0 0 1

>> y=[1 1 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

-5 5 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |

| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |

>> y=[1 0 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

-2 2 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 |

| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

| 3 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
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>> y=[3 2 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

-6 8 1

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

Všechny předpoklady byly splněny, byla použita i vhodná počátečńı volba vektoru y .

Jediné, co se stalo je skutečnost, že v posloupnosti p̌ribližných řešeńı generovaných mocninnou metodou
se objevily dva po sobě jdoućı stejné členy, které zdaleka nebyly limitou této posloupnosti.

výsledky v MATLABu

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |

| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |

| 3 | 1.860000e+002 | 1.060000e+002 | 1.000000e+000 || 5.1666667 |

| 4 | 8.760000e+002 | 4.260000e+002 | 1.000000e+000 || 4.7096774 |

| 5 | 3.906000e+003 | 1.706000e+003 | 1.000000e+000 || 4.4589041 |

| 6 | 1.683600e+004 | 6.826000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3102919 |

| 7 | 7.098600e+004 | 2.730600e+004 | 1.000000e+000 || 4.2163222 |

| 8 | 2.948760e+005 | 1.092260e+005 | 1.000000e+000 || 4.1540022 |

| 9 | 1.212306e+006 | 4.369060e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112400 |

|10 | 4.947636e+006 | 1.747626e+006 | 1.000000e+000 || 4.0811775 |
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.0000000 |

| 2 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

| 3 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

| 4 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 |

| 5 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 |

| 6 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211 |

| 7 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 |

| 8 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 |

| 9 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 |

|10 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 |
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Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k || lambda_k |

-------------------------------------------------------------------

| 0 | 3.000000e+000 | 2.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 1.500000e+001 | 1.000000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

| 2 | 7.500000e+001 | 4.200000e+001 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |

| 3 | 3.510000e+002 | 1.700000e+002 | 1.000000e+000 || 4.6800000 |

| 4 | 1.563000e+003 | 6.820000e+002 | 1.000000e+000 || 4.4529915 |

| 5 | 6.735000e+003 | 2.730000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3090211 |

| 6 | 2.839500e+004 | 1.092200e+004 | 1.000000e+000 || 4.2160356 |

| 7 | 1.179510e+005 | 4.369000e+004 | 1.000000e+000 || 4.1539356 |

| 8 | 4.849230e+005 | 1.747620e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112242 |

| 9 | 1.979055e+006 | 6.990500e+005 | 1.000000e+000 || 4.0811737 |

|10 | 8.034315e+006 | 2.796202e+006 | 1.000000e+000 || 4.0596724 |
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Poznámka:

Pro urychlováńı konvergence metody

• lze použ́ıt nap̌r. Aitkenův proces,

• pokud plat́ı, že a jsou si velmi bĺızká, rychlost konvergence mocninné metody bude malá;
p̌redpokládáme-li nap̌r., že jsou všechna vlastńı č́ısla reálná, lze použ́ıt Wilkinsonovu metodu:

A má vlastńı č́ısla

A A I má vlastńı č́ısla

Uvažujme pro jednoduchost, že jsou všechna .

Pomalou konvergenci způsobuje pod́ıl .

Chceme tento pod́ıl co nejv́ıce zmenšit: .

Jak muśıme volit ? . . . p̌redstavuje posunutý počátek

Př́ıklad:
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A . . . vlastńı č́ısla , ,

A A I . . . vlastńı č́ısla , ,

výsledky v MATLABu

n 0.99ˆn 0.9778ˆn

------------------------------------

1 0.9900 0.9778

2 0.9801 0.9561

3 0.9703 0.9349

4 0.9606 0.9141

5 0.9510 0.8938

6 0.9415 0.8740

7 0.9321 0.8546

8 0.9227 0.8356

9 0.9135 0.8171

10 0.9044 0.7989

11 0.8953 0.7812

12 0.8864 0.7638

13 0.8775 0.7469

14 0.8687 0.7303

15 0.8601 0.7141

16 0.8515 0.6982

17 0.8429 0.6827

18 0.8345 0.6676

19 0.8262 0.6528

20 0.8179 0.6383

21 0.8097 0.6241

22 0.8016 0.6102

23 0.7936 0.5967

24 0.7857 0.5834

25 0.7778 0.5705

26 0.7700 0.5578

27 0.7623 0.5454

28 0.7547 0.5333

29 0.7472 0.5215

30 0.7397 0.5099
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Metoda Rayleighova pod́ılu

Chceme určit vlastńı č́ıslo matice A s nejvěťśı absolutńı hodnotou (dominantńı vlastńı č́ıslo).

Při odvozeńı metody Rayleighova pod́ılu budeme nav́ıc (oproti mocninné metodě)
p̌redpokládat, že matice A je symetrická (reálná). Potom muśı být vlastńı vektory ortonormálńı

v v pro a v v

Odvozeńı:

6. krok z odvozeńı mocninné metody nahrad́ıme vyjáďreńım součinu y y

y y v v v v

a součinu y y

y y v v v v
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Dostáváme:

y
T

Ay

y
T
y

y
T

y

y y

Poznámka: Součin konverguje k nule (pro ) zhruba dvakrát rychleji než k nulovému
vektoru

metoda Rayleighova pod́ılu bude rychleǰśı než mocninná metoda.

Př́ıklad

Metodou Rayleighova pod́ılu určete dominantńı vlastńı č́ıslo matice A, kde

A a y

Řešeńı:

y y y

y y

y

y

Př́ıklad 3

Pro stejné zadáńı symetrické matice A porovnejme rychlost konvergence mocniné metody a metody
Rayleighova pod́ılu.

A y

výsledky v MATLABu
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A =

60 20 10 1

20 50 10 2

10 10 30 5

1 2 5 10

>> [v,c]=eig(A,’nobalance’)

v =

0.029201136324116 0.070393944798935 -0.657594927428575 -0.749507103097250

-0.002755406652908 0.347503151150767 0.720730957555407 -0.599817350945878

-0.241058474917619 -0.907169537175591 0.206770509289230 -0.276007606741715

0.970067272431118 -0.226560551059880 0.073224003781179 -0.047728910858600

c =

8.781938031360916 0 0 0

0 26.642118061325501 0 0

0 0 34.824093743363321 0

0 0 0 79.751850163950266

>> y=[1 1 1 1]’

>> alpha=(v\y)’

alpha =

0.755454527184707 -0.715832992285768 0.343130543197241 -1.673060971643443

Mocninna metoda pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k | y(4)_k || lambda_k |

-----------------------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 91.0000000 |

| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 84.2637363 |

| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 81.5871153 |

| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 80.5153850 |

| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 80.0744179 |

| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.8894588 |

| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.8109287 |

| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.7773243 |

| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.7628684 |

|10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.7566267 |

|11 | 1.040944e+021 | 8.330871e+020 | 3.833471e+020 | 6.629211e+019 || 79.7539244 |

|12 | 8.301813e+022 | 6.643928e+022 | 3.057218e+022 | 5.286774e+021 || 79.7527521 |

|13 | 6.620882e+024 | 5.298622e+024 | 2.438173e+024 | 4.216253e+023 || 79.7522427 |

|14 | 5.280287e+026 | 4.225737e+026 | 1.944484e+026 | 3.362525e+025 || 79.7520212 |

|15 | 4.211131e+028 | 3.370099e+028 | 1.550760e+028 | 2.681670e+027 || 79.7519247 |

|16 | 3.358456e+030 | 2.687715e+030 | 1.236759e+030 | 2.138680e+029 || 79.7518827 |

|17 | 2.678431e+032 | 2.143502e+032 | 9.863383e+031 | 1.705636e+031 || 79.7518643 |

|18 | 2.136099e+034 | 1.709482e+034 | 7.866230e+033 | 1.360276e+033 || 79.7518563 |
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KMA/NM

13.2.2o13

Metoda Rayleighova podilu pro vypocet dominantniho vlastniho cisla matice A

| k | y(1)_k | y(2)_k | y(3)_k | y(4)_k || lambda_k |

-----------------------------------------------------------------------------------

| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 9.100000e+001 | 8.200000e+001 | 5.500000e+001 | 1.800000e+001 || 61.5000000 |

| 2 | 7.668000e+003 | 6.506000e+003 | 3.470000e+003 | 7.100000e+002 || 78.1796884 |

| 3 | 6.256100e+005 | 5.147800e+005 | 2.493900e+005 | 4.513000e+004 || 79.5606714 |

| 4 | 5.037123e+007 | 4.083536e+007 | 1.911125e+007 | 3.353420e+006 || 79.7252270 |

| 5 | 4.033447e+009 | 3.247012e+009 | 1.502171e+009 | 2.611324e+008 || 79.7478446 |

| 6 | 3.222299e+011 | 2.585635e+011 | 1.191754e+011 | 2.064965e+010 || 79.7512057 |

| 7 | 2.571747e+013 | 2.060583e+013 | 9.486443e+012 | 1.641730e+012 || 79.7517406 |

| 8 | 2.051671e+015 | 1.642789e+015 | 7.560349e+014 | 1.307786e+014 || 79.7518308 |

| 9 | 1.636471e+017 | 1.309947e+017 | 6.027953e+016 | 1.042521e+016 || 79.7518466 |

|10 | 1.305194e+019 | 1.044633e+019 | 4.806931e+018 | 8.312864e+017 || 79.7518495 |
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Poznámka:

Pokud jsme vypoč́ıtali , v a chceme určit daľśı vlastńı č́ısla, resp. vlastńı vektory , v , , v , . . .
(ovšem ne všechny), můžeme použ́ıt metody využ́ıvaj́ıćı znalosti , v atd.

Maticová redukce

Věta: Necht’ je vlastńı č́ıslo matice A a v jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor. Necht’ w je libovolný vektor,
pro který w v . Pak matice

A v w
má stejná vlastńı č́ısla jako matice A, s výjimkou vlastńıho č́ısla , které je nahrazeno č́ıslem

(W . . . redukovaná matice).

Otázka: Jak volit vektor w ?
1. Hotellingova redukce

w . . . levý vlastńı vektor vlastńıho č́ısla (je normalizován: w v )

obvykle levý vlastńı vektor neznáme a může být w v

užijeme tuto metodu pro symetrické matice, protože potom w v

(tj. pravý a levý vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı stejnému vlastńımu č́ıslu je stejný)

2. Wielandtova redukce

(viz literatura)

3. podobnostńı redukce

(viz literatura)

Anihilačńı postupy

Je-li w libovolný vektor a , v vlastńı č́ıslo a vektor matice A, pak vektor
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u A I w

nemá složku ve směru vektoru v

Cv. vyjáďŕıme vektor w jako lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u v a ově̌ŕıme

w v

u A I v Av

v

v v v v v

v v

• Použijeme-li u jako vstup do mocninné metody, źıskáme (pozor na problém se zaokrouhlovaćımi
chybami).

• Abychom odstranili tento problém, odbouráváme stále složku ve směru v

u A I u

Charakteristika metod na řešeńı úplného problému:

1) metody založené na výpočtech vlastńıch č́ısel pomoćı charakteristického polynomu

Nevýhodné pro velká (̌rád matice A), protože je obt́ıžné vypoč́ıtat A A I z definice
determinantu.

2) metody využ́ıvaj́ıćı podobnosti matic

Tato kategorie metod využ́ıvá faktu, že podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla.

Princip: konstruujeme posloupnost navzájem podobných matic, která konverguje k matici, jej́ıž vlastńı
č́ısla se daj́ı jednoduchým způsobem určit.

3) sḿı̌sené metody

založené na p̌revodu obecné matice na matici ťŕıdiagonálńı (nap̌r. Givensova, Householderova a Lanczo-
sova metoda) a následný efektivńı výpočet kǒrenů charakteristického polynomu této upravené matice.

Metoda LU-rozkladu (LR-transformace, LR-algoritmus)

(Lower-Upper, Left-Right)

A LU . . . rozklad matice A na dolńı trojúhelńıkovou matici L a horńı trojúhelńıkovou matici U, kde
na diagonále matice L jsou pro jednoznačnost rokladu jednotky.

Sestroj́ıme matici B, která bude podobná matici A.

B UL U L A B UL L AL
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Postup:

Sestroj́ıme posloupnost matic A :
(i) A A,

(ii) provedeme LU rozklad matice A L U

(iii) sestroj́ıme matici A U L

(iv) je-li matice A horńı trojúhelńıková konec,

jinak a jdi na (ii)

Poznámka:

Dá se ukázat, že když matice B L L L konverguj́ı k regulárńı matici, potom matice A také
konverguj́ı, a to k horńı trojúhelńıkové matici s vlastńımi č́ısly na diagonále. Plat́ı

A L A

U

L

a tedy
A L L L

B

A L L L

B

Poznámka:

Matice B konverguj́ı k matici, jej́ıž sloupce tvǒŕı vlastńı vektory matice A.
Pro symetrickou matici A je důkaz žrejmý

B A

Λ

AB

Poznámka:

Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı, provád́ıme LU-rozklad ve smyslu Choleského rozkladu
(A LL ). Potom lze ukázat, že A konverguje k diagonálńı matici.

Nevýhody:

- pomalá konvergence posloupnosti A

- velký počet operaćı pro matice věťśıch řádů

- nelze realizovat pro obecné matice A

Metody ortogonálńıch transformaćı

Použijeme podobný princip jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě, tj. sestroj́ıme posloupnost navzájem podobných
matic A , A , A , . . . tak, že

A Q A Q

Požadujeme, aby posloupnost A konvergovala k matici, jej́ıž vlastńı č́ısla lehce urč́ıme. Ortogonálńı matici
Q vyb́ıráme speciálńım postupem. Výhodou tohoto algoritmu je numerická stabilita.
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Poznámka: Pro obecnou matici použ́ıváme metodu QU-rozkladu (QR-transformace).

A QU Q ortogonálńı matice QQT I, tj. QT Q

U horńı trojúhelńıková matice

B UQ U Q A B Q AQ B Q AQ

Motivačńı p̌ŕıklad:

Př́ıkladem ortogonálńı matice je matice rovinné rotace o úhel :

Q

Pro matici

A

stanovte matici B Q AQ tak, aby .

Řešeńı:

Rozeṕı̌seme si prvky matice B:

Pro splněńı podḿınky muśı platit

tj.

Po dosazeńı dostaneme, že

B

B je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly na diagonále a stejná vlastńı č́ısla má i matice A.
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Poznámka:

Podobně jako v p̌redchoźı metodě, pro dostatečně velké je A horńı trojúhelńıková matice a vlastńı
vektory jsou (p̌ribližně) sloupce matice Q Q Q .

Poznámka:

Pro symetrickou matici A vede uvedený postup na tzv. metodu Jacobiovy diagonalizace.

Jacobiova diagonalizace (speciálńı p̌ŕıpad QR-transformace)

Věta: Je-li A reálná symetrická matice, potom existuje ortogonálńı matice Q tak, že

Q AQ Λ

(Λ . . . spektrálńı matice = diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly na diagonále).

Princip: Matici Q źıskáme součinem matic Q , kde

Q

. . .

...
...

...
. . .

...
...

...

. . .

-tý řádek

-tý řádek

-tý sloupec -tý sloupec

a parametr voĺıme tak, abychom vynulovali prvek v pozici a tedy i v pozici .

( D.cv. Q Q I )

B A Q AQ

-tý řádek Q

A

-tý sloupec Q

požadujeme, aby :

Numerické metody
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Poznámka:

Při výpočtech nemuśıme určovat úhel , ale stač́ı nám vyjáďrit a . Lze odvodit vzorce pro

Celkovou matici źıskáme takto Q Q - postupně nulujeme všechny nediagonálńı prvky.

Poznámka:

Zbývá zvolit strategii na volbu index̊u a . Nejjednoduš̌śı je postupně nulovat všechny mimodiagonálńı
prvky (podobně jako v Gaussově eliminačńı metodě pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic). Uvědomme si ale, že
se źıskané nuly z p̌redchoźıho kroku obecně nezachovaj́ı. Daľśı možnost́ı je nulovat vždy mimodiagonálńı prvek,
který je nejvěťśı v absolutńı hodnotě (zde je ťreba v každé iteraci vyhledat tento prvek, což zpomaĺı výpočet).
Iteračńı proces zastav́ıme, je-li norma trojúhelńıkové matice pod diagonálou menš́ı než zadaná tolerance.

1. varianta - postupné nulováńı

2. varianta - nulováńı nejvěťśıho prvku (v abs. hodnotě)

Vlastńı vektory:

A Q AQ

A Q A Q

...

A Q A Q

A Q Q Q

P

A Q Q Q

P

P A A P

A Λ P X . . . jej́ıž sloupce jsou vlastńı vektory matice A
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Givensova transformace

• Slouž́ı pro p̌revod matice A na ťŕıdiagonálńı tvar (p̌redpokládáme, že A je symetrická)

• Opět použ́ıváme podobnostńı transformace

A Q A Q

matice Q jsou opět maticemi rovinné rotace, ovšem jsou voleny tak, abychom zachovali již anulované
prvky

Q

. . .

A Q AQ bude ḿıt v pozici (3,1) a (1,3)

Q

. . .

A Q A Q bude ḿıt v pozici (4,1) a (1,4)

atd.

Př́ıklad: Převed’te matici A na ťŕıdiagonálńı tvar.

A

, ,
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Q

Q Q I ?

Q AQ

Efektivńı výpočet hodnoty charakteristického polynomu pro ťŕıdiagonálńı matici

A . . . . . . . . .
. . . . . .

A
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A I

M

. . . . . . . . .

rozvoj podle posledńıho řádku:

M M M

(M . . . prvńıch řádk̊u a sloupc̊u z M)

M M

M

M

Podstata výpočtu vlastńıch č́ısel ťŕıdiagonálńı matice pomoćı jednoduchého vyjaďrováńı hodnoty charak-
teristického polynomu metodou bisekce:

Př́ıklad:

A

Zvoĺıme interval . . . v něm očekáváme všechna vlastńı č́ısla

Výpočtem snadno urč́ıme

A

A
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Vypočteme sťred intervalu, a urč́ıme . . .
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Kapitola 7. Aproximace funkćı - I

Motivace

Při numerickém řešeńı úloh matematické analýzy často nahrazujeme danou funkci , vystupuj́ıćı v řešené
matematické úloze, jinou funkćı , která v nějakém vhodném smyslu napodobuje funkci a snadno se p̌ritom
matematicky zpracovává či modeluje na poč́ıtači. Tuto funkci nazýváme aproximaćı funkce .

Poznámka: Aproximaci funkce jsme již použ́ıvali u řešeńı nelineárńı rovnice. Nap̌ŕıklad u Newtonovy
metody jsme danou funkci z řešené rovnice aproximovali lineárńı funkćı (tečnou ke grafu funkce

); podobně tak tomu bylo u metody sečen.

Poznámka: Již pouhý výpočet funkčńıch hodnot některých základńıch funkćı ( , , , ) v
poč́ıtači či na kalkulačce se provád́ı užit́ım aproximace těchto funkćı. Tyto aproximace jsou ovšem zabudovány
do výpočetńıho systému a uživatel si často ani neuvědomuje, že ṕı̌se-li v programu nap̌r. y=sin(x), nahrazuje
výpočet hodnoty funkce výpočtem hodnoty jistého polynomu.

Př́ıklady užit́ı:

numerické metody pro výpočet určitého integrálu
zpracováńı výsledků mě̌reńı

Formulace (základńı aproximačńı úloha)

Je dána funkce . Zvoĺıme lineárně nezávislých funkćı a hledáme
funkci definovanou na , kterou lze vyjáďrit ve tvaru lineárńı kombinace

a která je v nějakém smyslu bĺızká funkci .

• Tento typ aproximace se nazývá lineárńı aproximace

• Pokud za funkce voĺıme polynomy, mluv́ıme o polynomiálńı aproximaci

• Př́ıkladem nelineárńı aproximace je funkce :

V tomto p̌ŕıpadě mluv́ıme o racionálńı aproximaci

Př́ıstupy k aproximaci

Aproximace na okoĺı bodu - Použijeme, chceme-li aproximovat chováńı funkce v malém okoĺı bodu.
Př́ıkladem může být nap̌r. vyč́ısleńı hodnoty na kalkulačce.

Interpolace - Použijeme, chceme-li tabulkou danými body proložit polynom, tj. požadujeme-li, aby aproxi-
mace p̌resně procházela zadanými body.

L2-aproximace - Použijeme, hledáme-li funkčńı závislost mezi tabulkou danými body (źıskaných nap̌ŕıklad

Numerické metody
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mě̌reńım), kde nutně nevyžadujeme, aby aproximace danými body procházela. Důvodem můžou být
nap̌r. chyby, se kterými jsme hodnoty namě̌rili.

Aproximace na okoĺı bodu

– mluv́ıme o aproximaci Taylorovým polynomem

Předpokládáme, že daná funkce má v daném bodě a jeho okoĺı spojité derivace až do řádu .
Podḿınky pro funkci, která co nejlépe napodobuje chováńı funkce matematicky zaṕı̌seme takto:

(Hodnoty derivaćı funkćı , v bodě jsou stejné až do řádu .)

Tuto podḿınku samožrejmě splňuje Taylor̊uv polynom

Pro chybu aproximace Taylorovým polynomem plat́ı

uḿıme-li odhadnout ( )-ńı derivaci funkce na daném okoĺı bodu , můžeme provést následuj́ıćı odhad
chyby aproximace:

Plat́ı-li , potom .

Př́ıklad Stanovte odhad chyby aproximace Taylorovým polynomem 10. stupně funkce v bodě
na intervalu .
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KMA/NM

13.2.2o13

Př́ıklad Určete stupeň Taylorova polynomu funkce v bodě tak, aby jeho chyba
na intervalu byla nejvýše , resp. .

Pro chybu plat́ı

.

Zaj́ımá nás chyba na intervalu délky odhad pro je

bud’ nebo - tento odhad je vždy nejmenš́ı
možný

resp.
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0 3.141592653589793

1 4.934802200544679

2 5.167712780049969

3 4.058712126416768

4 2.550164039877345

5 1.335262768854589

6 0.599264529320792

7 0.235330630358893

8 0.082145886611128

9 0.025806891390014

10 0.007370430945714

11 0.001929574309404

12 0.000466302805768

13 0.000104638104925

14 0.000021915353448

15 0.000004303069587

16 0.000000795205400

17 0.000000138789525

18 0.000000022948429

19 0.000000003604731

20 0.000000000539266

21 0.000000000077007

22 0.000000000010518

23 0.000000000001377

24 0.000000000000173

Jak vypadá Taylor̊uv polynom ?

= =

= =

= =

= =

=
...

...

Má-li kalkulačka vypoč́ıtat nap̌r. a má povolenou chybu , urč́ı .

Pro dodržeńı chyby stač́ı určit , tj. p̌rič́ıst daľśı 4 členy.

Poznámka:

Stejný postup lze už́ıt i pro výpočet v bodech mimo interval . Stač́ı využ́ıt periodičnosti funkce
.
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Aproximace interpolačńım polynomem

Aproximujeme funkci, která je dána svými hodnotami v bodech , (body
nazýváme uzly interpolace), a požadujeme, aby aproximace (interpolačńım polynomem) procházela zadanými
body.

Aproximace nám potom poslouž́ı k źıskáńı p̌ribližné hodnoty zadané funkce v libovolném bodě intervalu
.

Interpolačńı podḿınky

Chyba pak nabývá nulových hodnot v uzlech interpolace.

Věta Interpolačńı úloha má jediné řešeńı, pokud jsou uzly , navzájem r̊uzné.

Důkaz: Interpolačńı polynom uvažujeme ve tvaru

.

Dosazeńım do interpolačńıch podḿınek źıskáme soustavu lineárńıch rovnic pro koeficienty
.
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Matice soustavy (Vandermondova matice):

V ...
...

...
...

Soustava má právě jedno řešeńı, pokud V .

Matici soustavy p̌revedeme na trojúhelńıkový tvar

• p̌ričteńım násobku řádku k jinému řádku se determinant nezměńı

• vynásob́ıme-li řádek č́ıslem , pak je determinant násobkem původńıho

Od 2. až -ńıho řádku odečteme 1. řádek.

V

...
...

...
...

...

Vynormujeme – -ńı řádek vyděĺıme , .

V

...
...

...
...

...

od 3. až -ńıho řádku odečteme 2. řádek

V

...
...

...
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...

Vynormujeme – -ńı řádek vyděĺıme , .

V

...
...

...

...

Źıskáme trojúhelńıkovou matici s jedničkami na diagonále, tj. výsledná matice má determinant roven 1.

Při úpravách jsme dělili ,

V

V

Lagrange̊uv interpolačńı polynom

Označme si hledaný polynom -tého stupně .

V́ıme, že muśı být splněny interpolačńı podḿınky

Lagrange̊uv interpolačńı polynom hledáme ve tvaru

,

kde jsou polynomy -tého stupně takové, že plat́ı

(snadno se p̌resvědč́ıte, že dosad́ıte-li do p̌redpisu pro uzly interpolace, źıskáte zadané interpolačńı
podḿınky).

Konkretizujme nyńı d́ılč́ı polynomy .
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V́ıme, že má kǒreny a nabývá hodnoty v bodě .

Můžeme jej tedy zapsat ve tvaru

.

Na obrázku je ukázán p̌ŕıklad d́ılč́ıho polynomu :

Newton̊uv interpolačńı polynom

Označme si hledaný polynom -tého stupně .

Pro jeho odvozeńı použijeme jinou kontrukci. Polynom voĺıme ve tvaru

.

Opět požadujeme splněńı interpolačńıch podḿınek

Poznámka: Výhodou volby tohoto zdánlivě složitého p̌redpisu je fakt, že p̌ridáme-li daľśı bod interpolace
, nemuśıme celý výpočet opakovat, ale stač́ı dopoč́ıtat p̌ŕıslušný koeficient (ostatńı

koeficienty z̊ustávaj́ı beze změny). Při použit́ı Lagrangeova polynomu bychom museli celý výpočet provést
znovu.

Ukažme si, co dostaneme dosazováńım interpolačńıch podḿınek do p̌redpisu polynomu:
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Poznámka:

Poč́ıtat koeficienty p̌ŕımo ze soustavy neńı praktické, budeme je poč́ıtat pomoćı tzv. poměrných
diferenćı.

Algoritmus (koeficienty Newtonova polynomu)

Pro

A

Pro

A
A A

Výstup: A

Schéma algoritmu

A

A A

A A A

...
...

...
...

. . .

A A A . . . A

Poznámka: Vezmu-li z matice A pouze prvńıch řádk̊u znamená to, že jsem sestavil Newtonův polynom
pro pouze prvńıch zadaných tabulkových bodů.
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KMA/NM

13.2.2o13

procháźı bodem

procháźı bodem a směrnici má takovou, aby procházel také bodem

procháźı bodem , dále jelikož plat́ı , procháźı i bodem a
nav́ıc

procháźı bodem .

procháźı

p̌ridáme tento člen tak, aby se zachoval pr̊uchod (hodnota pro je 0), se
urč́ı

tak, aby procházel

p̌ridáme tento člen tak, aby se zachoval pr̊uchod a (hodnota členu
pro

a je nulová), se urč́ı tak, aby procházel bodem

Co znamenaj́ı jednotlivá č́ısla v tabulce?
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A

A A

A A A

...
...

...
...

A A A

Věta Má-li funkce , k ńıž p̌ŕısluš́ı data , spojité derivace v nějakém intervalu
do řádu a derivaci v , potom tak, že

pro chybu interpolačńıho polynomu plat́ı:

polynom stupně

(Důkaz pomoćı věty o sťredńı hodnotě, viz dále. )

Odhad chyby interpolace

Uḿıme-li stanovit č́ıslo takové, že je , pak

,

kde jsme označili .
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Pr̊uběh chyby nezáviśı jen na , ale i na !

Důkaz: Zvolme bod libovolně. Definujme funkci

.

Tato funkce proměnné má nulových bodů:

• , :

• :

Použijeme-li krát Rollovu větu zjist́ıme, že prvńı derivace má v alespoň nulových
bodů.

Rollova věta: Necht’ je v spojitá a má v derivaci. Necht’ . Pak existuje
alespoň 1 bod tak, že .

Pokračujeme dál a aplikujeme nyńı Rollovu větu na funkci a zjist́ıme, že má v alespoň
nulových bodů, atd.

...

má v alespoň jeden nulový bod a ten označ́ıme .
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Vztah zderivujeme krát podle :

V́ıme, že existuje tak, že
. . . polynom -tého stupně

je polynom stupně a u je koeficient 1

• Pokud interpolujeme funkci zadanou v ekvidistantńıch uzlech, mohou ḿıt nep̌resnosti ve vstupńıch da-
tech silný vliv na hodnotu výsledku úloha je špatně podḿıněná

Poznámka: Špatná podḿıněnost plat́ı t́ım v́ıce i pro extrapolaci.

• Dobrou strategíı je volit tak, aby byly rozloženy stejně jako kǒreny Čebyševových polynomů
minimalizuje se tak hodnota .

Definice (Čebyševova aproximace)

K dané spojité funkci , , chceme naj́ıt mezi všemi polynomy stupně nejvýše takový
polynom , který splňuje:
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.

Poznámka:

Při volbě ekvidistantńıch uzl̊u byla úloha špatně podḿıněná.

Při vhodné volbě uzl̊u (kǒreny tzv. Čebyševových polynomů - viz dále ) má interpolačńı proces pro
tu vlastnost, že interpolačńı polynomy konverguj́ı na stejnoměrně k aproximované funkci

nap̌r. v p̌ŕıpadě, když existuje spojitá prvńı derivace na .

Stejnoměrná konvergence funkce definované na
• varianta 1: posloupnost je na stejnoměrně konvergentńı

: stejné tak, že

a

• varianta 2: posloupnost je na stejnoměrně konvergentńı

Čebyševovy polynomy

Užijeme-li substituci , a goniometrické vzorce, dostaneme

Důkaz:

dosad́ıme do vztahu

Plat́ı:

Kǒreny polynomů jsou
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Poznámka: Pro obecný interval použijeme transformaci

Př́ıklad

Uvažujme funkci zadanou na intervalu .

Pro zvolený počet uzlových bodů proved’te interpolaci zadané funkce pro uzlové body, které jsou

a) ekvidistantńı,

b) kǒreny Čebyševových polynomů.

Porovnejte chybu źıskaných interpolačńıch polynomů.

1)
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2)

3)
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4)

5)
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6)

Následuj́ıćı obrázek ukazuje poměr maximové normy chyby interpolačńıho polynomu vypočteného pro
hodnoty v ekvidistantńıch uzlech ku maximové normě chyby interpolačńıho polynomu vypočteného pro hodnoty
v uzlech určených jakožto kǒreny Čebyševových polynomů.
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Poznámka:

Interpolačńı polynomy vyš̌śıch řádů neńı vhodné už́ıvat pro aproximaci hodnot funkce mimo interval obsa-
huj́ıćı uzly interpolace (tzv. extrapolaci), protože absolutńı hodnota polynomu nabývá velkých hodnot.

Poznámka:

Neńı obecně vhodné interpolovat polynomem funkci, která je dána velkým počtem svých hodnot. Stupeň
interpolačńıho polynomu by potom byl velký.
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Poznámka:

Použijeme-li vhodně zvolené neekvidistantńı uzly, můžeme amplitudy chyby minimalizovat.
(Vhodnou volbou jsou uzly zvolené jako kǒreny tzv. Čebyševových polynomů.)

Poznámka:

Interpolace polynomem neńı obecně vhodná nap̌r. pro funkce, které maj́ı asymptotu.

Numerické metody
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Pokud chceme aproximovat funkci, která má asymptotu, je vhodné ḿısto lineárńı aproximace (polynomiálńı)
použ́ıt nelineárńı aproximaci

Poznámka:

Pokud máme daľśı informace nap̌r. o derivaci dané funkce v uzlových bodech, můžeme použ́ıt tzv. Her-

mitovu interpolaci.

Poznámka:

Všimněme si, že v konstrukci interpolačńıho polynomu nezálež́ı na pǒrad́ı zadaných tabulkových bodů.

V řadě p̌ŕıpadů poťrebujeme kromě vypoč́ıtat hodnotu polynomu v daném bodě , tj.

Při vhodném uzávorkováńı můžeme výpočet zefektivnit (zmenš́ıme počet operaćı sč́ıtáńı a násobeńı):

Tento postup můžeme samožrejmě použ́ıt jen tehdy, když už známe koeficienty .

Chceme-li vypoč́ıtat pouze hodnotu polynomu v bodě za co nejmenš́ıho počtu operaćı a ne-
poťrebujeme-li koeficienty , použijeme tzv. Neville̊uv algoritmus.

Princip je podobný jako v algoritmu pro určeńı koeficient̊u Newtonova polynomu.

Neville̊uv algoritmus
1.

2.
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3.

Princip Nevilleova algoritmu je ukázán v následuj́ıćım p̌ŕıkladu.

Př́ıklad Vypočtěte , kde funkce je dána tabulkou:

1 2 4 5

1 8 64 125

Řešeńı:

Uzly je výhodné uspǒrádat podle rostoućı vzdálenosti od bodu , v němž chceme stanovit p̌ribližnou
hodnotu funce . Podle rozd́ılu hodnot a lze rozhodnout o p̌redčasném ukončeńı
Nevilleova algoritmu, pop̌r. o vhodnosti interpolace pomoćı .

-0,5 4 64

1,5 2 8 8+1,5

= 50

-1,5 5 125 125–1,5 66,5–1,5

= 66,5 = 41,75

2,5 1 1 1+2,5 78,5+2,5 48,5+2,5

= 78,5 = 48,5 = 42,875

Z následuj́ıćıch obrázk̊u je patrný význam hodnot, které dostáváme na diagonále.

Poznámka:

Vyjděme z p̌redpokladu, že máme p̌ribližně interpolovat hodnotu tabulkou dané funkce v libovolném bodě.
Pokud nutně netrváme na tom, že v tomto bodě chceme přesně určit hodnotu interpolačńıho polynomu
procházej́ıćımi všemi tabulkovými body, p̌ristupujeme k Nevilleovu algoritmu iteračně, tj. pokud bude rozd́ıl
po sobě jdoućıch diagonálńıch prvků dostatečně malý, ukonč́ıme výpočet.

V tomto p̌ŕıpadě je ovšem rozumné sěradit uzlové body podle rostoućı vzdálenosti od zadaného bodu, ve
kterém interpolujeme hodnotu funkce.

V následuj́ıch p̌ŕıkladech jsou demonstrovány výsledky pro stejné zadáńı, ovšem p̌ri použit́ı r̊uzných sěrazeńı
uzlových bodů:

1) od nejbližš́ıho po nejvzdáleněǰśı,

2) od nejvzdáleněǰśıho po nejbližš́ı.

Př́ıklad 1 Interpolujte hodnotu zadané funkce v bodě .



Numerické metody

Josef Daněk
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1 2 3 4 5 6 7

-5 14 19 16 12 14 35

Výsledky Nevilleova algoritmu, když uvažujeme uzly sěrazené podle vzdálenosti od vzestupně:

výsledky źıskané v MATLABu

x(k) | f(k) | Aproximace f(alfa)

================================================

4.0000 | 16.0000

3.0000 | 19.0000 | 17.2000

5.0000 | 12.0000 | 16.9000 | 17.3200

2.0000 | 14.0000 | 12.9333 | 19.2800 | 17.7120

6.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 11.4400 | 17.7120 | 17.7120

1.0000 | -5.0000 | 4.8800 | 28.5920 | 17.4432 | 17.7926 | 17.7228

7.0000 | 35.0000 | 12.3333 | -13.0080 | 15.2800 | 18.9574 | 17.9674 | 17.6901

Př́ıklad 2 Interpolujte hodnotu zadané funkce v bodě .
1 2 3 4 5 6 7

-5 14 19 16 12 14 35
Výsledky Nevilleova algoritmu, když uvažujeme uzly sěrazené podle vzdálenosti od sestupně:

výsledky źıskané v MATLABu

x(k) | f(k) | Aproximace f(alfa)

================================================

7.0000 | 35.0000

1.0000 | -5.0000 | 12.3333

6.0000 | 14.0000 | 4.8800 | -13.0080

2.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 28.5920 | 15.2800

5.0000 | 12.0000 | 12.9333 | 11.4400 | 17.4432 | 18.9574

3.0000 | 19.0000 | 16.9000 | 19.2800 | 17.7120 | 17.7926 | 17.9674

4.0000 | 16.0000 | 17.2000 | 17.3200 | 17.7120 | 17.7120 | 17.7228 | 17.6901

Poznámka

Jak se dá interpretovat libovolná (tj. i nediagonálńı) hodnota v trojúhelńıkové matici, kterou źıskáváme
Nevilleovým algoritmem?

Interpolace spline funkcemi

Nejjednoduš̌śı spline funkćı je tzv. lineárńı spline funkce; jde vlastně o lomenou čáru spojuj́ıćı zadané
interpolované body.
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Máme dánu funkci tabulkou hodnot .

Funkci definovanou na intervalu nazýváme lineárńı spline interpolaćı funkce , má-li
následuj́ıćı vlastnosti:

(i) na každém intervalu , je polynom prvńıho stupně, tj.

, , kde

(ii) splňuje interpolačńı podḿınky , tj.

,

(iii) je spojitá na , tj. i v uzlech
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Poznámka: Těmito požadavky je funkce určena jednoznačně.

(i) hledáme koeficient̊u a

(ii) p̌redstavuje podḿınek

(iii) p̌redstavuje podḿınek

Plat́ı: ,

Pokud bychom chtěli, aby byla aproximace spline funkćı hladká, muśıme použ́ıt polynomy vyš̌śıho stupně než
.

Nejv́ıce použ́ıvanou je tzv. kubická spline interpolace, která použ́ıvá polynomy stupně.
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Poznamenejme zde, že ostatńı volby stupně polynomů nep̌rináš́ı lepš́ı výsledky a výpočty jsou v p̌ŕıpadě
vyš̌śıch stupňů složitěǰśı.

Kubická spline interpolace

Funkce je dána tabulkou ,

Funkci definovanou na intervalu nazýváme kubickou spline interpolaćı funkce , má-li
následuj́ıćı vlastnosti:

(i) je na každém intervalu , polynomem 3. stupně ve tvaru

(ii) splňuje interpolačńı podḿınky , tj.

,

(iii) je spojitá na , tj. v uzlech plat́ı

(iv) má spojitou prvńı derivaci na

(v) má spojitou druhou derivaci na
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Funkce neńı podḿınkami (ii) – (v) určena jednoznačně:

(ii) podḿınek

(iii) podḿınek

(iv) podḿınek

(v) podḿınek

celkem podḿınek; (počet koeficient̊u je ale )

2 podḿınky je nutno dodat:

( ) p̌rirozené podḿınky

( ) podḿınky periodicity (s periodou )

. . . splněna automaticky ( )

,

( ) podḿınky tečen

, kde jsou daná č́ısla

( ) viz MATLAB

Konstrukce kubické spline funkce

Funkci lze psát ve tvaru

kde jsou charakteristické funkce intervalu, tj.

na , na

jinde
Snadno lze odvodit:

Pomoćı těchto vztahů p̌reṕı̌seme podḿınky (ii) až (v) (označ́ıme )

(ii) interpolačńı podḿınky

(iii) spojitost

(iv) spojitost derivace
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(v) spojitost 2. derivace

Z těchto podḿınek lze sestavit soustavu lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé a jejich
prosťrednictv́ım vypoč́ıtat a . Po úpravách dostaneme:

kde

Vztahy p̌redstavuj́ı soustavu rovnic pro neznámých. Pro jednoznačnost je ťreba p̌ridat jednu
z podḿınek . Soustava bude ḿıt tvar:

. . .

. . . prvńı a posledńı řádek soustavy p̌redstavuje podḿınka nebo ,

. . . použit́ı podḿınky znamená vyškrtnout 1. a posledńı řádek a sloupec

Poznámka:

Matice soustavy je ťŕıdiagonálńı a osťre diagonálně dominantńı ( ). je regulárńı
řešeńı.

Soustavu řeš́ıme GEM pro ťŕıdiagonálńı matice.

Odvozeńı ťŕıdiagonálńı matice pro výpočet koeficient̊u

Druhá derivace je lineárńı funkćı, tj. známe-li , pak na

můžeme psát

.

(Ově̌reńı: je lineárńı.)
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KMA/NM

13.2.2o13

Integraćı dostaneme

Z interpolačńıch podḿınek plyne ( ):

Pro

Ze spojitosti prvńı derivace s užit́ım a plyne

Vynásob́ıme a dostaneme
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Minimálńı vlastnost a odhad chyby

Označme množinu funkćı , které splňuj́ı podḿınky až a podḿınku a jsou nav́ıc
na integrovatelné s kvadrátem. Mezi všemi funkcemi právě p̌rirozený kubický spline

ud́ıĺı nejmenš́ı hodnotu integrálu

.

. . . ḿıra celkové ǩrivosti ǩrivky .

Věta

Necht’ funkce má spojité derivace až do řádu 4 a má omezenou 4. derivaci pro . Necht’ dále
plat́ı:

Když je spline interpolace funkce v bodech a splňuje podḿınky , potom
pro plat́ı:

Př́ıklad

Určete kubický spline pro funkci zadanou tabulkou

.

Použijte r̊uzné dodatečné podḿınky. Pro spline s podḿınkami tečen použijte a .
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Numerické metody

Josef Daněk
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Kapitola 8. Aproximace funkćı - II

Aproximace funkćı

Aproximace na okoĺı bodu - aproximujeme chováńı funkce
”
v malém okoĺı bodu“

Interpolace - tabulkou danými body prokládáme polynom, tj.
požadujeme-li, aby aproximace p̌resně procházela zadanými body.

-aproximace - použijeme, hledáme-li funkčńı závislost mezi tabulkou danými body
(źıskaných nap̌ŕıklad mě̌reńım), kde nutně nevyžadujeme,
aby aproximace danými body procházela.
Důvodem můžou být nap̌r. chyby, se kterými jsme hodnoty namě̌rili.

urč́ıme systém jednoduchých základńıch (bázových) funkćı (ne nutně polynomů) , , , ,
a funkci aproximujeme lineárńı kombinaćı základńıch funkćı

Otázka výběru aproximace se tedy p̌revede na určeńı hodnot parametr̊u , , , podle nějakého
kritéria vhodného pro konkrétńı úlohu.

Poznámka: Velmi často budeme za základńı funkce volit funkce , , , , , tj. aproximaci
budeme hledat ve ťŕıdě polynomů nejvýše -tého stupně.

Úvod d diskrétńı -aproximace

Myšlenka

Chceme aproximovat funkci, která je dána tabulkou .

V p̌ŕıpadě, kdy jsou zat́ıženy chybou (nap̌r. výsledky mě̌reńı) nebo pokud je bodů
”
mnoho“,

neńı vhodné provádět interpolaci.

Aproximaci hledáme ve tvaru

kde jsou zadané funkce a hledané parametry.

– počet bázových funkćı je menš́ı než počet zadaných bodů ( )

– v p̌ŕıpadě rovnosti se může jednat o interpolaci (zálež́ı na zvolených bázových funkćıch)

– o interpolaci se může jednat i pokud je

Naš́ım ćılem je minimalizovat
”
odchylku“ funkce od zadaných dat.
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U interpolace jsme požadovali, aby aproximace p̌ŕımo procházela zadanými body, tj. chyba

Nyńı na tomto netrváme, pouze chceme tuto chybu v nějakém smyslu minimalizovat.

Jakou použ́ıt normu pro mě̌reńı chyby ?

•

•

•
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Ćılem je chybu minimalizovat vybereme tu normu, která umožńı nejsnažš́ı postup.

Uvažujme p̌ŕıklad:

1 2 3

1 2 2
;

Jak by vypadala minimalizace s užit́ım p̌redchoźıch norem?

• . . . pro poč́ıtáńı nevhodné

• . . . opět nevhodné

• zjednoduš́ıme

(Nezáporná funkce nabývá svého minima ve stejném bodě jako nabývá minima funkce )

. . . kvadratická funkce proměnných (konvexńı) je hladká, snadno se derivuje

Formulace

Je dána funkce tabulkou hodnot v bodech ,
. . .

. . .
.

Zvoĺıme tvar aproximuj́ıćı funkce

s počtem parametr̊u nejvýše rovným .
Diskrétńı -aproximaćı funkce je potom taková lineárńı kombinace bázových funkćı , jej́ıž

koeficienty splňuj́ı podḿınku, že norma chyby je minimálńı, tj.

je minimálńı.

Poznámka:

Tato nejlepš́ı aproximace má velmi dobré statistické vlastnosti a vyrovnává vliv náhodných chyb v zadaných
(namě̌rených) funkčńıch hodnotách.

Diskrétńı -aproximace lineárńım polynomem

Úkolem je stanovit diskrétńı -aproximaci funkce dané tabulkou lineárńım
polynomem, tj. zvoĺıme nap̌r. , .

Tedy

.

Minimalizujeme funkci

.
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Nutná a postačuj́ıćı podḿınka minima je

Koeficienty a nalezneme jako řešeńı soustavy

Maticově zapsáno

Pc q , kde P je symetrická, pozitivně definitńı.

Jiný postup:

Užijeme metodu pro řešeńı
”
něrešitelných soustav“.

Plat́ı (mělo by):

...
...

...

Maticově zapsáno

Qc F .

Soustava Qc F je něrešitelná. Provád́ıme minimalizaci r r, kde r F Qc je reziduum soustavy.

Dosad́ıme-li, pak plat́ı:

r r F Qc F Qc F F c Q F F Qc c Q Qc F F c Q F c Q Qc

protože c Q F

č́ıslo

F Qc

č́ıslo

.

Matice Q Q je symetrická, pozitivně definitńı. Nutná a postačuj́ıćı podḿınka minima:

Q Qc Q F Q Qc Q F

tzv. soustava normálńıch rovnic.

Plat́ı:
P Q Q a q Q F .

Diskrétńı -aproximace kvadratickým polynomem

Funkci aproximujeme kvadratickým polynomem

.

Minimalizujeme veličinu
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.

Z nutných a postačuj́ıćıch podḿınek minima

dostaneme soustavu ve tvaru

Stejnou soustavu dostaneme i postupem, kdy řeš́ıme něrešitelnou soustavu pomoćı minimalizace kvadrátu
rezidua.

Poznámka: V p̌ŕıpadě, že některé hodnoty chceme eliminovat, např. důsledkem špatného mě̌reńı, je vhodné

použ́ıt váhy, tj. minimalizujeme

kde . . . váha uzlu .

Př́ıklad

Aproximujte funkci , která je dána tabulkou
0 1 2

1 2 3

pomoćı funkce .

Numerické metody

Josef Daněk
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Qc F Q singulárńı matice

• prvńı rovnici nelze splnit soustava nemá řešeńı

• řeš́ıme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Q Qc F Q Qc Q F
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Řešitelnost úlohy diskrétńı -aproximace

Definice: Řekneme, že systém funkćı , definovaných na int
je diskrétně lineárně nezávislý, jsou-li vektory

...

lineárně nezávislé.

Poznámka:

Tato definice ř́ıká, že hodnost matice je rovna .

Plat́ı, že .

Podḿıněnost úlohy diskrétńı -aproximace

Budeme-li aproximovat na intervalu funkci a zvoĺıme-li ekvidistantńı děleńı a bázové funkce budeme
volit , bude matice P Q Q soustavy normálńıch rovnic bĺızká Hilbertově matici, která je velmi
špatně podḿıněná.

Řešeńı: Za funkce voĺıme ortogonálńı polynomy (nap̌r. Gramovy polynomy).

Poznámka: Ze systému -lineárně nezávislých funkćı lze pomoćı Gram-Schmidtova ortogonalizačńıho
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procesu zkonstruovat systém ortogonálńıch funkćı.

Spojitá -aproximace

Definice:

Mějme funkci , která je definována na a je kladná a omezená. Množinu reálných funkćı
definovaných na takových, že

označ́ıme . Skalárńım součinem dvou funkćı nazýváme č́ıslo

.

Č́ıslo

nazýváme normou funkce v .

Funkce se nazývaj́ı ortogonálńı, plat́ı-li

.

Chceme tedy minimalizovat veličinu

.

Nutné a postačuj́ıćı podḿınky minima maj́ı tvar

.

Derivováńım a jednoduchými úpravami dostaneme

Zapsáńım všech podḿınek dostaneme soustavu
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...

Věta

Jsou-li funkce lineárně nezávislé, má úloha spojité -aproximace jediné řešeńı.
Koeficienty jsou řešeńım normálńı soustavy a plat́ı:

,

tj. funkce je ortogonálńı ke všem funkćım .

Geometrická interpretace

Pokud lež́ı funkce v množině funkćı , potom

Př́ıklad

Stanovte spojitou -aproximaci funkce na lineárńı funkćı .
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Minimalizujeme funkci

Podḿınky minima

Řešeńı: ,

.
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Podḿıněnost úlohy spojité -aproximace

Př́ıklad: Voĺıme-li váhu a aproximujeme-li funkci na intervalu funkćı
ve tvaru

tj. , plat́ı

Soustava normálńıch rovnic Pc g je opět špatně podḿıněná, protože P je Hilbertova matice.

Řešeńı problému: Voĺıme funkce , ortogonálńı ve smyslu skalárńıho součinu

Potom plat́ı: pro a soustava normálńıch rovnic má diagonálńı matici. Pak lze psát:

. . . Fourierovy koeficienty.

Gram-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

Jsou dány lineárně nezávislé funkce (prvky jistého prostoru).

Hledáme funkce (prvky téhož prostoru), které jsou navzájem po dvou ortogonálńı.
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KMA/NM

13.2.2o13

hledáme ve tvaru a použijeme

hledáme ve tvaru a použijeme

a

Obecně hledáme ve tvaru

a

Př́ıklad

Najděte ortogonálńı bázi prostoru polynomů do stupně 2 na .

Vyjdeme z báze , , .
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Př́ıklad

Určete ortogonálńı bázi prostoru polynomů do stupně 2 pro uzlové body
; ; ; ; ;

Opět použijeme jako výchoźı bázi

tj.

tj.

tj.

Poznámka

Pokud bychom zvolili jiné uzlové body , dostali bychom i obecně jiný systém ortogonálńıch bázových
funkćı.

Nap̌r. pro ; ; ; ; ; ; ; ;
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bychom źıskali následuj́ıćı ortogonálńı bázi prostoru polynomů do stupně 2:

, , . . . Ově̌rte (D.cv.).

Poznámka:

Uvažujme úlohu (spojité) -aproximace, kde za aproximuj́ıćı funkci voĺıme polynom stupně .

Jak máme volit stupeň polynomu ?

Pokud nemáme daľśı informace, je vhodné řešit normálńı rovnice postupně pro a sledovat
hodnotu

,

kde . . . polynom stupně .

Pokud s rostoućım významně klesá, pokračujeme, jinak hodnota po ńıž nenásleduje výrazný pokles
je ze statistických důvodů vhodným stupněm polynomu.

Voĺıme-li za

1. muśıme řešit soustavu normálńıch rovnic pro každý stupeň znovu,

2. špatná podḿıněnost

Řešeńı: Použijeme ortogonálńı polynomy potom stač́ı vždy dopoč́ıtat pouze 1 koeficient.

Př́ıklad

Určete spojitou -aproximaci funkce na pomoćı polynomů stupně nejvýše 1, 2, 3, 4
a 5.
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Nelineárńı aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Nap̌r. voĺıme-li ( )

• 1. p̌ŕıstup je metoda linearizace dat: zlogaritmujeme

(původńı body je ťreba transformovat na body )
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źıskáme , a z vypočteme .

• 2. p̌ŕıstup minimalizujeme normu chyby p̌ŕımo

parciálńı derivace:

soustava normálńıch rovnic:

1. rovnice:

2. rovnice:

. . . soustava nelineárńıch rovnic, pro řešeńı lze použ́ıt nap̌r. Newtonovu metodu.

Př́ıklad

Určete diskétńı -aproximaci funkce zadané tabulkou
0 1 2 3 4

1,5 2,5 3,5 5 7,5
funkćı ve tvaru .

Pro řešeńı použijeme oba p̌redchoźı p̌ŕıstupy.

1. p̌ŕıstup

script v MATLABu
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x=0:4

f=[1.5 2.5 3.5 5 7.5]

F=log(f)’

Q=[x.ˆ0’ x.ˆ1’]

P=Q’*Q

g=Q’*F

koef=P\g

A=koef(2)

C=exp(koef(1))

výsledky v MATLABu

x =

0 1 2 3 4

f =

1.5000 2.5000 3.5000 5.0000 7.5000

F =

0.4055

0.9163

1.2528

1.6094

2.0149

Q =

1 0

1 1

1 2

1 3

1 4

P =

5 10

10 30

g =

6.1989

16.3097

koef =

0.4574

0.3912

A =

0.3912

C =

1.5799

2. p̌ŕıstup

script v MATLABu
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koef=fminsearch(’R’,[1 1]);

AA=koef(1)

CC=koef(2)

%-------------------------------------------------------------

function out=R(koef);

A=koef(1);

C=koef(2);

out=(C-1.5).ˆ2+(C.*exp(A)-2.5).ˆ2+(C.*exp(2*A)-3.5).ˆ2+ ...

(C.*exp(3*A)-5).ˆ2+(C.*exp(4*A)-7.5).ˆ2;

výsledky v MATLABu

AA =

0.3836

CC =

1.6109



Numerické metody

Josef Daněk
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Fourierova analýza

Do této chv́ıle jsme se zabývali aproximacemi funkce hlavně pomoćı polynomů. V úvodu jsme uvedli, že za
bázové funkce můžeme volit libovolné funkce. Nap̌ŕıklad pro aproximaci periodických funkćı neńı vhodné použ́ıt
polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak ve smyslu -aproximace). Pro aproximaci periodických funkćı
je vhodné použ́ıt nějaký systém periodických bázových funkćı, nap̌r. systém tzv. trigonometrických polynomů:

nebo
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kde p̌redstavuje periodu zadané funkce (vzdálenost prvńıho a posledńıho uzlu v diskrétńım p̌ŕıpadě, resp.
délku zadaného intervalu ve spojitém p̌ŕıpadě).

Pro jednoduchost uvažujeme ekvidistantńı uzly (v diskrétńım p̌ŕıpadě).

Počet uvažovaných bázových funkćı voĺıme bud’ menš́ı než je počet zadaných bodů (ve smyslu -
aproximace), nebo roven počtu zadaných bodů (ve smyslu interpolace).

Jednoduchým cvičeńım je ukázat, že systém trigonometrických polynomů je ortogonálńı jak v diskrétńım
(pozor na počet) tak ve spojitém p̌ŕıpadě. Ově̌rte!

Úlohu naj́ıt koeficienty u bázových funkćı z vyjáďreńı

nazýváme v tomto p̌ŕıpadě Fourierovou analýzou.

Formálně pouze p̌reznač́ıme koeficienty , tj.

u bázové funkce použijeme koeficient ,

u bázových funkćı použijeme . . .

u bázových funkćı použijeme . . .

Následuj́ıćı jednoduchý p̌ŕıklad ukáže princip Fourierovy analýzy.

Př́ıklad

Aproximujte -periodickou funkci zadanou tabulkou za použit́ı maximálńıho počtu bázových funkćı (tj.
ve smyslu interpolace).

Řešeńı

Ze zadáńı je žrejmé, že perioda zadané funkce je . Aproximuj́ıćı trigonometrický polynom budeme tedy
volit ve tvaru

Zaṕı̌seme interpolačńı podḿınky

tj.

tj.
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tj.

Q c F

tj.

Q Q c Q F

Q Q je diagonálńı, protože funkce , , jsou diskrétně ortogonálńı
ve smyslu skalárńıho součinu

D.cv:

Vy̌rešeńım soustavy źıskáme hledané koeficienty , , , a t́ım i aproximuj́ıćı
trigonometrický polynom
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Úloha diskrétńı Fourierovy analýzy

Řadu periodických funkćı (integrovatelných) lze vyjáďrit ve tvaru Fourierovy řady

nebo

, kde

Položili jsme , ,
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Fourierovou (harmonickou) analýzou rozuḿıme úlohu určit amplitudy a fáze tzv. harmonických

složek , je-li dána funkce .

Fourierovou (harmonickou) syntézou rozuḿıme úlohu určit funkci , jsou-li dány fáze a amplitudy
.

Tuto úlohu můžeme řešit několika způsoby:

Vyjdeme z úlohy spojité Fourierovy analýzy a numericky vypočteme Fourierovy koeficienty, které jsou dány:

Užijeme nap̌r. lichoběžńıkové pravidlo (viz daľśı p̌rednáška). Pozor, pro velká integrandy osciluj́ı!

Funkci aproximujeme (interpolace, diskrétńı -aproximace) p̌ŕımo vhodnou funkćı , která má
tvar trigonometrického polynomu.

Použijeme p̌ŕıstup realizovaný v p̌ŕıkladu.

Diskrétńı Fourierova analýza - ve smyslu interpolace

Věta Trigonometrický polynom

liché

resp.

sudé

splňuje interpolačńı podḿınky

právě když koeficienty polynomu jsou dány pomoćı vzorc̊u
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Důkaz:

, a využijeme ortogonality.

Z těchto vzorc̊u vycháźı algoritmus diskrétńı Fourierovy analýzy.

Úlohu a řešeńı Fourierovy analýzy lze formulovat elegantně použit́ım komplexńı proměnné.

Uvažujme pro jednoduchost lichý počet bázových funkćı ( ) a periodu dané funkce .

Potom má aproximuj́ıćı funkce tvar

Pomoćı Eulerova vzorce

lze pro funkce a odvodit vztahy

a tedy

Označ́ıme-li

dostaneme

.

Pro koeficienty dostaneme vynásobeńım ( ) jednotlivými bázovými funkcemi, využit́ım jejich ortogonality a
interpolačńıch podḿınek p̌redpisy:
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Poznámka

Vezmeme-li aproximuj́ıćı polynom o menš́ım počtu bázových funkćı než je počet zadaných bodů, jedná se
o aproximaci ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u, tj. diskrétńı -aproximaci. Potom obecně nemohou být
splněny interpolačńı podḿınky p̌resně (jen ve speciálńıch p̌ŕıpadech).

Výpočet koeficient̊u p̌redstavuje sč́ıtáńı konečné řady.

Uvažujeme-li počet aproximuj́ıćıch bázových funkćı jako mocninu č́ısla (tj. ), lze odvodit
velmi rychlý a efektivńı algoritmus pro výpočet koeficient̊u .

Tento algoritmus se potom nazývá rychlá Fourierova transformace (Fast Fourier transform - FFT).

Princip metody si ukážeme na následuj́ıćım p̌ŕıkladě.

Př́ıklad

Uvažujme následuj́ıćı zadáńı funkce pro ekvidistantńı uzlové body.

Poč́ıtáme koeficienty .

Plat́ı:

.

Označme

, .

Potom

Uvědomme si, že plat́ı

obecně
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Výpočetńı náročnost:

na . . .

na . . .

. . .

Př́ıklad

Aproximujte periodickou funkci (perioda ) zadanou tabulkou pomoćı trigonometrického polynomu
(ve smyslu -aproximace, až p̌ri použit́ı plného počtu bázových funkćı ve smyslu interpolace).

pro

pro

pro

pro

Řešeńı

výsledky v MATLABu
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koeficient A(0) = 0.000000 u bazove funkce phi(0) = 1

koeficient A(1) = 0.128701 u bazove funkce phi(1) = cos(2*pi*1*x/31-1)

koeficient B(1) = 1.265623 u bazove funkce phi(2) = sin(2*pi*1*x/31-1)

koeficient A(2) = 0.001321 u bazove funkce phi(3) = cos(2*pi*2*x/31-1)

koeficient B(2) = 0.006426 u bazove funkce phi(4) = sin(2*pi*2*x/31-1)

koeficient A(3) = 0.126074 u bazove funkce phi(5) = cos(2*pi*3*x/31-1)

koeficient B(3) = 0.401825 u bazove funkce phi(6) = sin(2*pi*3*x/31-1)

koeficient A(4) = 0.005229 u bazove funkce phi(7) = cos(2*pi*4*x/31-1)

koeficient B(4) = 0.012184 u bazove funkce phi(8) = sin(2*pi*4*x/31-1)

koeficient A(5) = 0.120926 u bazove funkce phi(9) = cos(2*pi*5*x/31-1)

koeficient B(5) = 0.217866 u bazove funkce phi(10) = sin(2*pi*5*x/31-1)

koeficient A(6) = 0.011564 u bazove funkce phi(11) = cos(2*pi*6*x/31-1)

koeficient B(6) = 0.016614 u bazove funkce phi(12) = sin(2*pi*6*x/31-1)

koeficient A(7) = 0.113468 u bazove funkce phi(13) = cos(2*pi*7*x/31-1)

koeficient B(7) = 0.132175 u bazove funkce phi(14) = sin(2*pi*7*x/31-1)

koeficient A(8) = 0.020067 u bazove funkce phi(15) = cos(2*pi*8*x/31-1)

koeficient B(8) = 0.019075 u bazove funkce phi(16) = sin(2*pi*8*x/31-1)

koeficient A(9) = 0.104007 u bazove funkce phi(17) = cos(2*pi*9*x/31-1)

koeficient B(9) = 0.080507 u bazove funkce phi(18) = sin(2*pi*9*x/31-1)

koeficient A(10) = 0.030389 u bazove funkce phi(19) = cos(2*pi*10*x/31-1)

koeficient B(10) = 0.018942 u bazove funkce phi(20) = sin(2*pi*10*x/31-1)

koeficient A(11) = 0.092929 u bazove funkce phi(21) = cos(2*pi*11*x/31-1)

koeficient B(11) = 0.045584 u bazove funkce phi(22) = sin(2*pi*11*x/31-1)

koeficient A(12) = 0.042109 u bazove funkce phi(23) = cos(2*pi*12*x/31-1)

koeficient B(12) = 0.015596 u bazove funkce phi(24) = sin(2*pi*12*x/31-1)

koeficient A(13) = 0.080687 u bazove funkce phi(25) = cos(2*pi*13*x/31-1)

koeficient B(13) = 0.020891 u bazove funkce phi(26) = sin(2*pi*13*x/31-1)

koeficient A(14) = 0.054747 u bazove funkce phi(27) = cos(2*pi*14*x/31-1)

koeficient B(14) = 0.008387 u bazove funkce phi(28) = sin(2*pi*14*x/31-1)

koeficient A(15) = 0.067784 u bazove funkce phi(29) = cos(2*pi*15*x/31-1)

koeficient B(15) = 0.003438 u bazove funkce phi(30) = sin(2*pi*15*x/31-1)

Aproximace je dana predpisem :

-----------------------------------------------------------------------------

L

phi = A(0) + suma [ A(k)*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ]

k=1

pro pocet bazovych funkci N=2L+1

-----------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------------

L-1

phi = A(0) + suma [ A(k)*phi(2k-1) + B(k)*phi(2k) ] + A(L)*phi(2L-1)

k=1

pro pocet bazovych funkci N=2L

-----------------------------------------------------------------------------
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Kapitola 9. Numerické derivováńı

Definice: Existuje-li pro danou funkci vlastńı (tj. konečná) limita

ř́ıkáme, že funkce má v bodě derivaci.
Př́ıslušnou limitu znač́ıme .

Poznámka:

Geometrický význam derivace je směrnice tečny ǩrivky dané rovnićı v bodě (nebot’ tečna
v bodě je limitńı polohou sečny pro ).

Fyzikálně znač́ı derivace funkce , kde je čas a dráha pohybu, limitu z pr̊uměrné rychlosti,
tedy okamžitou rychlost v čase .

Poznámka:

Pro danou funkci vyjaďruje derivace ḿıru
”
stoupáńı“, resp.

”
klesáńı“ v bodě .
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Zp̊usoby odvozeńı vzorc̊u pro výpočet derivace

1. Odvozeńı pomoćı interpolačńıho polynomu

Pro funkci , která je zadána tabulkou, sestroj́ıme interpolačńı polynom a derivaci funkce v bodě
ztotožńıme s derivaćı tohoto interpolačńıho polynomu v bodě .

Poznámky:

- Stupeň polynomu nemůže být nižš́ı než řád poč́ıtané derivace.

- Pro jednoduchost hledáme hodnotu derivace v uzlovém bodě a nav́ıc uvažujeme ekvidistantńı uzly
s krokem .

2. Odvozeńı pomoćı Taylorova rozvoje

Pro dostatečně hladkou funkci plat́ı (pro ):
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Z prvńı rovnice potom plyne vztah

Podobně ze druhé rovnice

Obdrželi jsme dva základńı dvoubodové vzorce a , tzv. pravou a levou poměrnou
diferenci.

Podobně odvod́ıme daľśı vzorce pomoćı Taylorova rozvoje vyš̌śıch řádů. Plat́ı:

Po odečteńı obdrž́ıme:

Odtud vyjáďŕıme prvńı derivaci a źıskáme ťŕıbodový vzorec , tzv. centrálńı poměrnou diferenci
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Uvedené vzorce jsou pro výpočet prvńı derivace .

Pro výpočet druhé derivace lze použ́ıt nap̌ŕıklad vzorec, který dostaneme po sečteńı vztahů:

Odtud vyjáďŕıme druhou derivaci a źıskáme ťŕıbodový vzorec pro druhou derivaci
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Poznámka:

Samožrejmě lze odvodit řadu daľśıch vzorc̊u, p̌ričemž plat́ı, že č́ım v́ıce bodů použijeme, t́ım bude řád
chyby vyš̌śı.

Př́ıklad: Pomoćı uvedených ťŕı vzorc̊u vypočtěte p̌ribližnou hodnotu prvńı derivace funkce
v bodě . Použijte krok .

Řešeńı:

Nejprve si pro kontrolu analyticky zjist́ıme p̌resnou hodnotu prvńı derivace funkce bodě .

tj.

Nyńı použijeme pravou, levou a centrálńı poměrnou diferenci:
1.

chyba

2.

chyba

3.

chyba

Všimněme si velikosti chyb v jednotlivých p̌ŕıpadech. Potvrzuje se fakt, že chyba prvńıch dvou (dvoubo-
dových) vzorc̊u je řádu , tj. v řádu desetin a chyba posledńıho (ťŕıbodového) vzorce je řádu , tj. v řádu
setin.

Podḿıněnost úlohy numerického derivováńı

Uvažujme nyńı nap̌r. vzorec s pravou diferenćı , tj. plat́ı

chyba metody

Chybu metody označme .

Plat́ı-li pro , potom .

Muśıme uvážit chyby mě̌reńı (zaokrouhlovaćı chyby) - označ́ıme .

Označ́ıme-li
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p̌resné hodnoty

vstupńı hodnoty

Potom pro plat́ı

p̌resná hodnota vzorce vypočtená hodnota vzorce

A dále

Využili jsme zde odhady

č́ıslo může p̌redstavovat nap̌r. strojovou p̌resnost.

Pro celkovou chybu potom plat́ı

Úloha numerického derivováńı je špatně podḿıněná ! (pro zmenšuj́ıćı se roste chyba)

Lze naj́ıt optimálńı krok opt
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V následuj́ıćıch p̌ŕıkladech ukažte chybu 3 odvozených vzorc̊u pro výpočet prvńı derivace funkce v bodě
p̌ri použit́ı krok̊u .

Př́ıklad 1 , .

Př́ıklad 2 , .

Numerické metody
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Př́ıklad 3 , .
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Př́ıklad 4 , .

Numerické metody
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Poznámka:

Na základě špatné podḿıněnosti se zdá, že nebude možné p̌ri výpočtu derivace dosáhnout libovolné
p̌resnosti.

Zvýšeńı p̌resnosti ale můžeme dosáhnout

1) použit́ım vzorce s chybou vyš̌śıho řádu

2) použit́ım tzv. Richardsonovy extrapolace

Richardsonova extrapolace

Jde o obecný princip, který se použ́ıvá nejen u numerického derivováńı.

Myšlenka vycháźı z toho, že na základě znalosti výrazu pro rozvoj chyby využijeme dvou p̌ribližných výsledků
k źıskáńı ťret́ıho, který bude p̌resněǰśı.

Tento proces eliminace chyb budeme demonstrovat např. na poměrné centrálńı diferenci .

Vyjdeme z Taylorova rozvoje:
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Stejný vzorec použijeme pro výpočet s krokem .

Podtržené členy chceme eliminovat – rovnici vynásob́ıme 4

Odečteme

nebo jinak zapsáno

Poznámka:

T́ımto způsobem jsme eliminovali chybu řádu . Algoritmus Richardsonovy extrapolace lze samožrejmě
použ́ıt opakovaně pro eliminaci chyb vyš̌śıch řádů. Tato metoda je potom velmi efektivńı.

Pokud bychom chtěli stejným způsobem eliminovat chybu řádu nap̌r. , potom bychom dostali:

4 4 a odečteme 2. rovnici

4 4

4

4

4

Pro eliminaci chyb vyš̌śıch řádů postupujeme analogicky, tj. ḿısto 4 použijeme p̌ŕıslušný řád.

Poznámka:

V názvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, že nová hodnota derivace je lineárńı kombinaćı
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Při určováńı rozvoje chyb jednotlivých vzorc̊u vycháźıme z Taylorova rozvoje funkce .

Rozvoj chyby pro a

Rozvoj chyby pro

Po odečteńı:
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Algoritmus Richardsonovy extrapolace

Na základě znalosti rozvoje chyby p̌ŕıslušného vzorce můžeme pro zp̌resňováńı hodnoty vypočtené derivace
použ́ıt následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus (nap̌r. pro vzorec )

Pro

Pro

, protože v rozvoji chyby tohoto vzorce jsou pouze sudé mocniny .

Schéma

Poznámka: Pokud se nap̌r. rovnaj́ı a , nemuśıme poč́ıtat , protože vyjde stejně.

Př́ıklad:

Použijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro výpočet derivace funkce v bodě
pomoćı centrálńı poměrné diference s kroky ; ; a .

Řešeńı:

Ukázali jsme, že pro dostatečně hladkou funkci plat́ı vztah

rozvoj chyby

kde č́ısla , , p̌redstavuj́ı kontanty obsahuj́ıćı p̌ŕıslušné derivace.

Výsledky zaṕı̌seme p̌rehledně do tabulky:
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1. korekce 2. korekce

0 333332

0 333332

Ve výpočtu jsme použili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby řádu , ale dále také 2. korekci, která
eliminovala chybu řádu .

V tabulce chyb́ı sloupec pro 3. korekci. Důvod je ten, že se hodnoty, ze kterých by se extrapolovala nová
hodnota, rovnaj́ı (dostali bychom to samé č́ıslo).

Pro úplnost dodejme, že p̌resná hodnota derivace je , tj. .

Pomoćı následuj́ıćıch výsledků lze porovnat efektivitu p̌ri použit́ı r̊uzných vzorc̊u.

výsledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_P’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

----------------------------------------------------------------

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce

f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky

h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec prave pomerne diference D_P.

Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

----------------------------------------------------------------

! h | D_P(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |

=============================================================================

| 0.40000 | 3.006234654 |

| 0.20000 | 2.941793905 | 2.877353156 |

| 0.10000 | 2.737868276 | 2.533942647 | 2.419472477 |

| 0.05000 | 2.612795286 | 2.487722295 | 2.472315512 | 2.479864517 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je 2.478349732955

výsledky v MATLABu



Numerické metody
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>> derivace_richardson(’D_L’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

----------------------------------------------------------------

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce

f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky

h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec leve pomerne diference D_L.

Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

----------------------------------------------------------------

! h | D_L(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |

=============================================================================

| 0.40000 | 1.394507747 |

| 0.20000 | 1.912110950 | 2.429714153 |

| 0.10000 | 2.195575019 | 2.479039089 | 2.495480735 |

| 0.05000 | 2.338245228 | 2.480915437 | 2.481540886 | 2.479549479 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je 2.478349732955

výsledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_C’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);

----------------------------------------------------------------

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce

f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky

h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec centralni pomerne diference D_C.

Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

----------------------------------------------------------------

! h | D_C(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |

=============================================================================

| 0.40000 | 2.200371201 |

| 0.20000 | 2.426952427 | 2.502479503 |

| 0.10000 | 2.466721648 | 2.479978054 | 2.478477958 |

| 0.05000 | 2.475520257 | 2.478453127 | 2.478351465 | 2.478349457 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je 2.478349732955

Aproximaci derivace funkce jsme již použili nap̌r. u odvozeńı metody sečen z Newtonovy metody.

Newtonova metoda

metoda sečen
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Metoda konečných diferenćı

. . . jeden ze způsobů řešeńı okrajových úloh.

Řešme okrajovou úlohu (ODR 2.̌rádu)

. . . dané funkce definované a spojité na ,
. . . daná č́ısla

( úloha má právě 1 klasické řešeńı)

Interval rozděĺıme na stejných podinterval̊u (ekvidistantńı śıt’)

śıt’ krok śıtě.

Přibližné řešeńı konstruujeme jako funkci diskrétńıho argumentu .

Přibližné řešeńı je určeno vektorem U , kde složky aproximuj́ı hodnoty
p̌resného řešeńı v uzlech śıtě.

Klasické řešeńı splňuje rovnici v každém bodě , tj.

Na jsme zvolili rovnoměrnou śıt’ a v každém vniťrńım bodě této śıtě muśı plat́ıt:

druhou derivaci aproximujeme druhou poměrnou diferenćı

soustavu nahrad́ıme soustavou p̌ribližných rovnost́ı

tj.
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. . . soustava diferenčńıch rovnic

Neznáme hodnoty uvniťr intervalu, tj. v .

V prvńı rovnici figuruje hodnota , ta je ale rovna a tento člen p̌revedeme na pravou stranu.

Obdobně pro posledńı rovnici, za dosad́ıme a p̌revedeme na pravou stranu.

Źıskaná soustava:

...
...

...
. . .

...
...

...
...

A

...

...

U

...

...

F

Soustava lineárńıch algebraických rovnic AU F

A . . . symetrická, ťŕıdiagonálńı, pozitivně definitńı ( regulárńı)

- symetrie matice je důsledek symetrie použité diferenčńı aproximace a oč́ıslováńı uzl̊u
(zde je vše p̌rirozené, význam u parciálńıch diferenciálńıch rovnic)

- pro regulárńı matici soustavy ! řešeńı

Otázky:

S jakou p̌resnost́ı p̌ribližné řešeńı aproximuje p̌resné řešeńı?

Zmenšuje se chyba p̌ribližného řešeńı, zjemňujeme-li śıt’, tj. ?

Poznámka: Pro aproximaci derivaćı lze samožrejmě použ́ıt i jiné vzorce.

Použijeme-li nap̌r. vzorec 7, bude výsledná matice soustavy opět pásová, š́ı̌re pásu bude nyńı 5.
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Ukažme si jak postupovat p̌ri diskretizaci úlohy s derivaćı v okrajové podḿınce.

Je-li na některém z konc̊u intervalu zadána Neumannova nebo Newtonova okrajová podḿınka, muśıme
p̌redchoźı postup modifikovat, nebot’ neznáme hodnotu nebo .

V takovém p̌ŕıpadě muśıme sestavit také diferenčńı aproximaci p̌ŕıslušné okrajové podḿınky a p̌ripojit ji k
soustavě diferenčńıch rovnic, jež ve vniťrńıch uzlech aproximuj́ı diferenciálńı rovnici.

Ukážeme ťri takové možné aproximace pro řešeńı následuj́ıćı úlohy.

Ve vniťrńıch uzlech śıtě aproximujeme diferenciálńı rovnici stejnými diferenčńımi rovnicemi jako v
p̌redchoźım p̌ŕıpadě

V těchto rovnićıch vystupuj́ı neznámé .

Abychom dostali stejný počet rovnic jako neznámých, muśıme tedy (na základě okrajových podḿınek) k
źıskaným rovnićım ještě 2 rovnice p̌ripojit. Jednu z nich dostaneme z Dirichletovy okrajové podḿınky

v bodě tak, že polož́ıme . Levou okrajovou podḿınku (v bodě ) můžeme zužitkovat

r̊uznými způsoby.

1.způsob

Aproximujeme-li pomoćı vzorce 1 (tj. pravé poměrné diference), dojdeme k diferenčńı rovnici

kterou klasické řešeńı splňuje s chybou velikosti . Rovnici vynásob́ıme č́ıslem a uprav́ıme na tvar
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;

tuto úpravu děláme proto, aby výsledná matice soustavy śıt’ových rovnic byla symetrická.

Předchoźı rovnici p̌ridáme k źıskaným diferenčńım rovnićım a dosad́ıme za . Dostaneme opět soustavu
lineárńıch algebraických rovnic se symetrickou ťŕıdiagonálńı matićı (pozor: U ).

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...

...

...

Matice soustavy je řádu a lze dokázat, že je regulárńı. Přibližné řešeńı lze proto jednoznačně stanovit
a dá se ukázat, že jeho chyba je velikosti .

Tato skutečnost, tj. sńıžeńı řádu chyby metody, možná p̌rekvaṕı, nebot’ śıt’ová rovnice pro všechny uzly s
výjimkou aproximuje diferenciálńı rovnici s diskretizačńı chybou . Přesto však okolnost, že jsme se v
jediné rovnici dopustili diskretizačńı chyby velikosti , ovlivńı velikost chyby metody nejen v bĺızkosti bodu

, ale ve všech bodech śıtě. Jde tu o jev, který je pro užit́ı diferenčńı metody typický a ukazuje, že chceme-li
využ́ıt p̌resnosti, s ńıž jsme aproximovali diferenciálńı rovnici samotnou, muśıme stejně p̌resně aproximovat i
okrajové podḿınky.

2.způsob

Bezprosťredńı možnost p̌resněǰśı náhrady hodnoty derivace v okrajové podḿınce spoč́ıvá v užit́ı vzorc̊u 4
a 5 z tabulky. Tyto aproximace maj́ı pro diskretizačńı chybu .

Vzniklá soustava diferenčńıch rovnic však již neńı ťŕıdiagonálńı, neńı symetrická a nav́ıc se p̌ri jej́ım řešeńı
standardńımi metodami mohou vyskytnout numerické problémy. Proto tento postup nedoporučujeme.

3.způsob

Hodnotu aproximujeme pomoćı vzorce 3 (centrálńı poměrná diference).

kde .

Chyba aproximace je druhého řádu. Okrajovou podḿınku tak nahrad́ıme diferenčńı
rovnićı

Je zde však nav́ıc daľśı neznámá a poťrebujeme proto p̌ripojit ještě jednu rovnici.

Nejjednodušeji to provedeme tak, že žádáme platnost rovnice pro vniťrńı uzly i pro hraničńı uzel , tj.
platnost rovnice

(Jde vlastně o aproximaci diferenciálńı rovnice v bodě x0 = 0).

Fiktivńı hodnotu ,která nemá význam aproximace p̌resného řešeńı naš́ı okrajové úlohy (nebot’ toto
řešeńı uvažujeme pouze na intervalu ), z rovnic , vylouč́ıme

Numerické metody

Josef Daněk
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dosad́ıme

a dospějeme k diferenčńı rovnici

která aproximuje okrajovou podḿınku v bodě a kterou dostatečně hladké p̌resné řešeńı naš́ı okrajové
úlohy splňuje s chybou řádové velikosti . Rovnici uprav́ıme na tvar

a p̌ripoj́ıme ji k diferenčńım rovnićım pro vniťrńı uzly.

Dá se ukázat, že chyba p̌ribližného řešeńı je v tomto p̌ŕıpadě velikosti .
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Kapitola 10. Numerické integrováńı

Numerický výpočet hodnoty určitého integrálu

Formulace: Mějme na dánu integrovatelnou funkci . Naš́ım ćılem je určit p̌ribližnou hodnotu
určitého integrálu

.

Poznámka:

Geometrický význam integrálu (viz obrázek) je obsah plochy mezi grafem funkce a osou na
intervalu .

Numerické metody výpočtu integrálu už́ıváme zejména tehdy, když neńı možno spoč́ıtat analyticky
(velmi častý p̌ŕıpad) nebo je sice analytické řešeńı možné, ale je velmi pracné. V p̌ŕıpadě, že máme zadánu
funkci tabulkou, neńı ani jiný p̌ŕıstup možný.

Přirozený princip numerických metod pro výpočet integrálu vycháźı z aproximace funkce. Danou funkci
nahrad́ıme jej́ı vhodnou aproximaćı a jako aproximaci integrálu prohláśıme hodnotu integrálu , tj.

.

Poznámka:

Narozd́ıl od výpočtu derivace je výpočet integrálu stabilńı, protože je-li dobrou aproximaćı funkce na
intervalu , je integrál dobrou aproximaćı .
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Princip věťsiny metod na výpočet určitého integrálu

je založen na tom, že interval rozděĺıme na podinterval̊u tak, že

Na těchto podintervalech nahrad́ıme funkci polynomem a integrujeme tento polynom.

Vzorce pro výpočet určitého integrálu (tzv. kvadraturńı vzorce) děĺıme na:

na intervalech . . . základńı

p̌res celý interval . . . složený (složený kv. vzorec je součtem základńıch kv. vzorc̊u)

Pro jednoduchost p̌redpokládáme, že jsou všechny podintervaly stejně velké.

Ekvidistantńı uzly potom vyjáďŕıme takto

kde a

Newtonovy-Cotesovy základńı kvadraturńı vzorce

1) Obdélńıkové pravidlo ( nahrazujeme konstantńı funkćı )

d

2) Lichoběžńıkové pravidlo ( nahrazujeme lineárńı funkćı )
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d

3) Simpsonovo pravidlo ( nahrazujeme kvadratickou funkćı )

d

Odvozeńı Simpsonova pravidla

Nap̌r. pomoćı Lagrangeova interpolačńıho polynomu:
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viz pomocný výpočet pro odvozeńı lichoběžńıkového pravidla (slide 10.5.)

stejně jako – plyne ze symetrie

Př́ıklad:
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Pomoćı základńıch Newtonových-Cotesových vzorc̊u vypočtěte integrál

Řešeńı:

(Přesné řešeńı je .)

chyba: 0,001002

chyba: 0,002003

chyba: 0,000000

Poznámka:

Všimněme si chyb. U obdélńıkového pravidla vyšla chyba menš́ı než u lichoběžńıkového, p̌restože u li-
choběžńıkového pravidla jsme funkci aproximovali

”
lepš́ı“ funkćı (lineárńı). Chyba u Simpsonova pravidla

vyšla menš́ı než u ostatńıch. Tyto výsledky potvrzuj́ı vztahy pro chyby jednotlivých vzorc̊u. Fakt, že obdélńıkové
pravidlo je p̌resněǰśı než lichoběžńıkové můžeme demonstrovat na obrázku:

Základńı vzorce se odvod́ı snadno na základě geometrické interpretace.

Pokud chceme vyjáďrit současně i vztahy pro chyby těchto vzorc̊u, muśıme použ́ıt k odvozeńı Taylor̊uv
rozvoj.

Numerické metody

Josef Daněk
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Odvozeńı pro obdélńıkové pravidlo

Předpokládejme, že je integrovaná funkce dostatečně hladká a použijeme Taylor̊uv polynom.

Označ́ıme

Potom plat́ı:

chyba metody

Odvozeńı pro lichoběžńıkové pravidlo

Funkci aproximujeme na lineárńı funkćı, tj. interpolačńım polynomem 1. stupně.
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Z aproximaćı funkce známe:

Potom plat́ı:

pomocný výpočet

chyba metody

Komentá̌r pro Simpsonovo pravidlo

Funkci aproximujeme na kvadratickou funkćı, tj. interpolačńım polynomem 2. stupně.
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Ačkoliv z uvedeného vycháźı, že chyba by řádově měla být , je chyba o jeden řád vyš̌śı. Důvod je podobný
jako u odvozeńı chyby obdélńıkového pravidla (integrujeme funkci symetrickou podle sťredu intervalu).

Jelikož výraz pro chybu základńıho Simpsonova pravidla obsahuje 4-tou derivaci, je žrejmé, že Simpsonovo
pravidlo bude p̌resně integrovat polynomy až do stupně 3, protože pro ně je 4-tá derivace identicky nulová.

Newton-Cotesovy složené kvadraturńı vzorce

Složené kvadraturńı vzorce źıskáme sečteńım základńıch kvadraturńıch vzorc̊u:

Pro chyby složených vzorc̊u potom plat́ı:
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chyba základńıho

vzorce na

Pr̊uměr hodnot lež́ı mezi minimálńı a maximálńı hodnotou:

Ze spojitosti funkce vyplyne:
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Jak dosáhnout požadovanou p̌resnost ?

Ze vzorc̊u lze odhadnout velikost chyby, př́ıpadně určit krok tak, aby chyba byla menš́ı než p̌redem
zadaná tolerance.

Př́ıklad Určete tak, aby chyba složeného lichoběžńıkového pravidla pro výpočet

byla nejvýše .

Muśı platit:

je nutné odhadnout :

na je (kladná)

je klesaj́ıćı

nejbližš́ı vyš̌śı
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Přesná hodnota:

Skutečná chyba:

Nevýhody tohoto postupu:

• výrazy pro chybu obsahuj́ı derivace (často vysokého řádu), které neńı lehké odhadnout

• výsledné odhady jsou věťsinou velmi pesimistické

• Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentńı

(zvyšujeme-li řád vzorce, nemuśı konvergovat aproximace integrál̊u k teoretické hodnotě)

• pro odhad chyby je vhodné už́ıt metodu polovičńıho kroku (Richardsonova extrapolace)

Numerické metody

Josef Daněk
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Richardsonova extrapolace

Stručně si p̌ripomeňme princip Richardsonovy extrapolace, kterou jsme již použ́ıvali pro zp̌resňováńı p̌ri
výpočtu hodnoty derivace funkce.

Předpokládejme, že výraz pro chybu má tvar

Přesná hodnota integrálu je potom

Integrál vypočteme stejným vzorcem, ale s krokem . Dostaneme

ozn.

Dosad́ıme-li do , źıskáme

Předpokládáme-li, že se hodnota derivace ve výrazu pro chybu p̌ŕılǐs neměńı (tj. ), potom

a pro a muśı platit

Odtud plyne odhad chyby

a p̌resněǰśı hodnota integrálu je potom

. . . řád eliminované chyby

Algoritmus (Pro složené lichoběžńıkové pravidlo)

Pro

Pro ...

Schéma
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Všechny hodnoty jsou aproximacemi původńıho integrálu.

Pro funkci integrovatelnou v Riemannově smyslu plat́ı

pro

a také

pro .

Dále se dá ukázat, že celá procedura je numericky stabilńı.

Př́ıklad

Pomoćı lichoběžńıkového pravidla vypočtěte . Ke zp̌resněńı použijte Richardsonovu extrapolaci.

Řešeńı: Pro rozvoj chyby lichoběžńıkového pravidla plat́ı

tab. k=2 tab. k=4

Výsledky opět zaṕı̌seme do tabulky

1. zp̌resněńı 2. zp̌resněńı
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Pro kontrolu uved’me p̌resnou hodnotu integrálu:

d d

Poznámka

Metoda Richardsonovy extrapolace pro lichoběžńıkové pravidlo se nazývá Rombergova metoda.

Adaptivńı integrováńı

• intervaly integrace nejsou dány dop̌redu

• určuj́ı se na základě splněńı testu chyby založeném na odhadu pomoćı metody polovičńıho kroku

Motivace: Pokud má integrovaná funkce nap̌r. tento pr̊uběh

je žrejmé, že na druhé části intervalu stač́ı pro splněńı zadané tolerance uvažovat věťśı kroky, než v prvńı

části.

Stavy

. . . interval, na kterém je zajǐstěno splněńı chybového testu

. . . aktivńı interval integrace

. . . interval, p̌res který se ještě nezapoč́ıtal d́ılč́ı integrál
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Změny stavu:

Je splněna podḿınka na velikost chyby na intervalu

Neńı splněna podḿınka na velikost chyby na intervalu

Test chyby: (pomoćı metody polovičńıho kroku) – interval rozpůĺıme a použijeme stejný vzorec

řád chyby vzorce

– celková požadovaná p̌resnost

Algoritmus

na začátku:

je splněn TEST CHYBY:

;

neńı splněn TEST CHYBY:
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rozpůĺıme, tj.

nový TEST CHYBY

a opakujeme dokud

Př́ıklad

Použijte adaptivńı p̌ŕıstup pro výpočet

tak, aby výsledná chyba aproximace integrálu byla menš́ı než .

Pro výpočet použijte obdélńıkové, lichoběžńıkové i Simpsonovo pravidlo.

Obdélńıkové pravidlo

výsledky v MATLABu
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KMA/NM

13.2.2o13

------------------------------------------------------------------

Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce

f(x)=1 /((0.3*x-.1)ˆ2+.01)+1/((x-.5)ˆ2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije obdelnikove pravidlo I_O.

------------------------------------------------------------------

Presna hodnota integralu ....... 69.800931

Vypoctena hodnota integralu .... 69.784747

Skutecna chyba ................. 0.016184

Odhadnuta chyba ................ 0.110713

Pocet podintervalu ............. 17

Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 94

------------------------------------------------------------------

Lichoběžńıkové pravidlo

výsledky v MATLABu
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------------------------------------------------------------------

Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce

f(x)=1 /((0.3*x-.1)ˆ2+.01)+1/((x-.5)ˆ2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije lichobeznikove pravidlo I_L.

------------------------------------------------------------------

Presna hodnota integralu ....... 69.800931

Vypoctena hodnota integralu .... 69.686611

Skutecna chyba ................. 0.114320

Odhadnuta chyba ................ -0.084305

Pocet podintervalu ............. 17

Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 89

------------------------------------------------------------------

Simpsonovo pravidlo

výsledky v MATLABu
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------------------------------------------------------------------

Adaptivni numericky vypocet urciteho integralu funkce

f(x)=1 /((0.3*x-.1)ˆ2+.01)+1/((x-.5)ˆ2+.04)-6

na intervalu <0.000000,3.000000>

se zadanou presnosti 0.250000

Pro vypocet se pouzije Simpsonovo pravidlo I_S.

------------------------------------------------------------------

Presna hodnota integralu ....... 69.800931

Vypoctena hodnota integralu .... 69.849993

Skutecna chyba ................. -0.049061

Odhadnuta chyba ................ -0.073144

Pocet podintervalu ............. 4

Celkovy pocet deleni intervalu

pro dodrzeni odhadu chyby .... 11

------------------------------------------------------------------

Poznámka

Odhadujeme-li chybu pomoćı metody polovičńıho kroku, nemuśı být skutečná chyba menš́ı než zadaná
tolerance.

Př́ıklady v nichž je splněn TEST CHYBY, ale chyba je ve skutečnosti věťśı než zadaná tolerance
• Obdélńıkové pravidlo:
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• Lichoběžńıkové pravidlo:

Nap̌r:

tolerance
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KMA/NM

13.2.2o13

Odhad chyby je

Přesná hodnota je

Chyba skutečná je

Poznámka:

Newtonovy-Cotesovy vzorce použ́ıvaj́ı ekvidistantńıch uzl̊u a integruj́ı p̌resně polynomy až do
-tého, p̌ŕıpadně. -ńıho stupně (máme na mysli základńı vzorce na intervalu ).

Pro zvýšeńı p̌resnosti by se mohlo zdát výhodné použ́ıt v́ıce uzl̊u a funkci aproximovat polynomem vyš̌śıho
řádu. Ze zkušenost́ı z aproximace funkce polynomem ovšem v́ıme, že limitńı p̌ŕıpad polynomu stupně
nemuśı odpov́ıdat původńı funkci (̌ŕıkáme, že Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentńı).

Gaussovy kvadraturńı vzorce

Princip: Snaž́ıme se , aby kvadraturńı vzorec integroval p̌resně polynomy co možná nejvyš̌śıho řádu.

Obecně kvadraturńı vzorec (základńı) uvažujeme ve tvaru

kde jsou tzv. váhy a jsou uzly.

Máme-li na základńım intervalu bodů, potom nejvyš̌śı možný stupeň polynomu, který ještě kvad-
raturńı vzorec integruje p̌resně, je (mluv́ıme o tzv. algebraickém řádu p̌resnosti).

Počet parametr̊u kvadraturńıho vzorce je

– polovina pro váhy

– polovina pro uzly

(Newton-Cotesovy vzorce integrovaly p̌resně polynomy do stupně .)

Cenou za vyš̌śı p̌resnost budou ovšem neekvidistantńı uzly.

Př́ıklad: Odvod’te pro interval základńı Gauss̊uv kvadraturńı vzorec pro (tj. v intervalu
uvažujeme pouze jeden uzel).

Řešeńı:

Kvadraturńı vzorec pro má tvar

kde vystupuj́ı neznámé a .
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Vzorec muśı p̌resně integrovat:

1) konstantu

pož.

2) lineárńı funkci

pož.

Jednobodový základńı Gauss̊uv kvadraturńı vzorec je

d

chyba

Př́ıklad: Odvod’te pro interval základńı Gauss̊uv kvadraturńı vzorec pro (tj. v intervalu
uvažujeme 2 uzly).

Řešeńı:

Kvadraturńı vzorec pro má tvar

kde vystupuj́ı neznámé , , a .

Vzorec muśı p̌resně integrovat polynom až stupně:
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pož.

pož.

Soustava nelineárńıch rovnic pro neznámé:

: (1)

: (2)

: (3)

: (4)

(1) – (3): .

(2) – (4):

(3) a (4)

analogicky:
(3) a (4)

(3) a (4):
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Dvoubodový základńı Gauss̊uv kvadraturńı vzorec je

chyba

Poznámka:

Daľśı základńı Gauss̊uv kvadraturńı vzorec (ťŕıbodový, tj. pro ) vypadá na intervalu takto:

chyba

.
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Poznámka: Koeficienty a uzly vzorc̊u vyš̌śıch řádů jsou uvedeny v tabulkách.

Poznámka: To, že jsme vyjáďrili neub́ırá nic na obecnosti, můžeme totiž libovolný interval

transformovat na a použ́ıt odvozené vztahy.

Poznámka: Gaussovy kvadraturńı vzorce jsou konvergentńı.

Př́ıklad

Vypočtěte použit́ım jedno- a dvoubodového základńıho Gaussova kvadraturńıho vzorce.

Řešeńı:

,

.

.

Numerické metody

Josef Daněk
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.

,

,

,

.

Přesný výsledek: .

Poznámka:

Podobně jako u Newton-Cotesových vzorc̊u můžeme definovat složené Gaussovy kvadraturńı vzorce

Př́ıklad

Vypočtěte použit́ım jedno-, dvou- a ťŕıbodového složeného Gaussova kvadraturńıho vzorce.

Počet děleńı intervalu volte , resp. .

Řešeńı:

výsledky v MATLABu

------------------------------------------------------------------

Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=xˆ2*sin(3*x)

na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=10

------------------------------------------------------------------

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priblizna hodnota integralu chyba

- pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.266250 0.124530

- pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141191 -0.000529

- pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141721 0.000001
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výsledky v MATLABu

------------------------------------------------------------------

Numericky vypocet urciteho integralu funkce f(x)=xˆ2*sin(3*x)

na intervalu <0.000000,3.141593> s poctem deleni N=20

------------------------------------------------------------------

Presna hodnota integralu je 3.141720

Priblizna hodnota integralu chyba

- pomoci Gausova vzorce s 1 uzlem 3.172331 0.030612

- pomoci Gausova vzorce s 2 uzly 3.141687 -0.000033

- pomoci Gausova vzorce s 3 uzly 3.141720 0.000000
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Integrováńı periodické funkce p̌res periodu

Pro lichoběžńıkové pravidlo plat́ı:

(tzv. Euler̊uv - Maclaurin̊uv vzorec)

Souvislost s rozvojem chyby:

Pro kladnou periodickou funkci s periodou na intervalu plat́ı:

...

Pozor: Obecně nemuśı platit, že je p̌resná hodnota integrálu , protože zbytek má tvar

a neznáme.

Plat́ı však, že chyba je velikosti pro libovolné takové, že má spojitou -tou derivaci. Proto

neńı nutné použ́ıvat Rombergovu metodu.
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Př́ıklad: Vypočtěte složeným lichoběžńıkovým pravidlem

(Přesná hodnota je .)

Zvoĺıme krok , tj. :

Plat́ı: Složené lichoběžńıkové pravidlo s uzly integruje p̌resně trigonometrické polynomy -tého
stupně a stupňů menš́ıch (tj. obsahuj́ıćı členy ) p̌res periodu .

Nevlastńı integrály

Při výpočtu integrálu

lze věťsinou p̌redpokládat, že hodnoty funkce a nižš́ı derivace jsou vně nějakého intervalu
dostatečně malé. Proto je vhodné použ́ıt lichoběžńıkové pravidlo pro integrál

.

Př́ıklad

Vypočtěte integrál .

Pro je integrand menš́ı než a jeho prvńı derivace menš́ı než . Použijeme-li li-
choběžńıkové pravidlo pro , dostaneme:
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Přesná hodnota

Poznamenejme, že

Při výpočtu integrálu můžeme použ́ıt transformaci .

a) , ,
0

1 0

b) , ,
0

0 1

Integrováńı funkce 2 proměnných

Odvod’te obdélńıkové a lichoběžńıkové pravidlo pro integrováńı funkce 2 proměnných na obdélńıku
, tj.

Řešeńı:
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, , ,

• obdélńıkové pravidlo:
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• lichoběžńıkové pravidlo:
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Kapitola 11. Počátečńı úlohy pro ODR - I

Počátečńı úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice 1. řádu

Formulace:

Je dána funkce dvou proměnných , , a č́ısla a .
Chceme naj́ıt takovou funkci , , která na intervalu vyhovuje rovnici

a splňuje počátečńı podḿınku

.

Funkci , která splňuje počátečńı podḿınku a rovnost na p̌ŕıslušném intervalu,
nazýváme řešeńım úlohy.

V některých p̌ŕıpadech budeme uvažovat speciálńı úlohu s rovnićı

nebo s rovnićı
.

Velmi podstatnou úlohu v našich daľśıch úvahách bude hrát p̌redpoklad, že funkce je na nějakém intervalu
lipschitzovsky spojitá (v druhé proměnné), tj. plat́ı:

Př́ıklad 1

Uvažujme úlohu

Funkce je lipschitzovsky spojitá na libovolném konečném intervalu .

Konstanta .
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Řeš́ıme pomoćı separace proměnných

Řešeńı této úlohy má tvar

Když , pak .

Pro všechna nelze naj́ıt jednu konstantu a

řešeńı neexistuje pro libovolné (̌rešeńı existuje pouze do určitého času).

Př́ıklad 2

Uvažujme úlohu

Funkce neńı lipschitzovsky spojitá v okoĺı , protože pro

.
Z věty o sťredńı hodnotě plyne:

Řešeńı této úlohy neńı jednoznačné:
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OK

Př́ıklad 3

Uvažujme úlohu

Funkce je lipschitzovsky spojitá pro všechna s konstantou .

Tato úloha má právě jedno řešeńı pro všechna ve tvaru

e

e

e

e
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Následuj́ıćı p̌ŕıklady ukazuj́ı význam Lipschitzovy konstanty.

Př́ıklad 4

Uvažujme úlohu ve tvaru

Řešeńı má tvar a Lipschnitzova konstanta .

Křivky řešeńı mohou vypadat ťreba takto:

Změńıme-li počátečńı podḿınku , potom nové řešeńı je pouhé posunut́ı původńıho do hodnoty .

Př́ıklad 5

Uvažujme úlohy

a

Dostaneme řešeńı
a

V obou p̌ŕıpadech je Lipschitzova konstanta . Jej́ı velikost však může ovlivňovat chováńı konkrétńı
numerické metody pro konkrétńı úlohu.
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Věta Necht’ funkce má následuj́ıćı vlastnosti:
je definována v pásu ( konečné),

je spojitá v proměnné pro každé ,

splňuje Lipschitzovu podḿınku v proměnné , tj. existuje č́ıslo takové, že plat́ı nerovnost

Potom pro každé a libovolné existuje právě jedna funkce s vlastnostmi:

a) je spojitá a spojitě diferencovatelná pro ,

b) plat́ı rovnost pro ,

c) .

Numerické metody lze dělit podle r̊uzných kritéríı:
A) metody založené na numerické derivaci X na numerické integraci

B) jednokrokové metody X v́ıcekrokové metody

C) explicitńı metody X implicitńı metody

D) metody s konstantńım krokem X metody s proměnným krokem

Princip:

Základem metod je diskretizace proměnných.

Přibližné řešeńı nehledáme jako spojitou funkci, ale nagenerujeme body

a určujeme č́ısla , která aproximuj́ı .

Pro jednoduchost můžeme uvažovat ekvidistantńı děleńı, tj. , .

Eulerova metoda

- nejjednoduš̌śı jednokroková explicitńı metoda; lze odvodit řadou postupů
• 1.odvozeńı

dáno

poč́ıtáme extrapolaćı z hodnoty , p̌ričemž se na intervalu řešeńı aproximuje p̌ŕımkou,

která procháźı bodem a má směrnici .

Ta má rovnici . Tj. pro dostáváme:

Obecně dostaneme rekurentńı vztah
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• 2.odvozeńı Pomoćı Taylorova rozvoje.

zanedbáme a dostaneme vztah pro p̌ribližné řešeńı

počátečńı podḿınka

• 3.odvozeńı Původńı diferenciálńı rovnici nahrad́ıme diferenčńı rovnićı (aproximujeme derivaci).

• 4.odvozeńı Původńı diferenciálńı rovnici zintegrujeme a aproximujeme určitý integrál.

na aproximujeme konstantou

Numerické metody
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KMA/NM

13.2.2o13

.

Poznámka:

Eulerova metoda je

• jednokroková metoda ( )

K výpočtu použijeme pouze p̌redchoźı hodnotu .

• explicitńı metoda (na pravé straně neńı )

V źıskané formuli je explicitně vyjáďrena hodnota .

Př́ıklad

Pomoćı Eulerovy metody řešte následuj́ıćı úlohu na intervalu s konstantńımi kroky a
.

Řešeńı:

(Přesné řešeńı: e ).

Eulerova metoda je dána rekurentńım vztahem:
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0 1,000 1,000 0,000 1,000 0,000

0,1 0,910 0,900 0,010

0,2 0,837 0,800 0,037 0,820 0,017

0,3 0,782 0,758 0,024

0,4 0,741 0,680 0,061 0,712 0,029

0,5 0,713 0,681 0,032

0,6 0,698 0,624 0,074 0,663 0,035

Poznámky:

1) Vid́ıme, že je chyba úměrná .

2) Chyba s rostoućım vzr̊ustá.

Definice: Lokálńı diskretizačńı chyba na intervalu je nep̌resnost, s ńıž hodnoty teoretického
řešeńı dané úlohy splňuj́ı rekurentńı vztah, ze kterého se poč́ıtá hodnota .

Pro Eulerovu metodu je lokálńı diskretizačńı chyba :

Poznámka:

Lokálńı diskretizačńı chyba se nazývá lokálńı proto, že lze interpretovat také jako chybu jednoho kroku
metody (p̌ri výpočtu ) za p̌redpokladu, že všechny hodnoty poťrebné k výpočtu jsou
p̌resné.

Numerické metody

Josef Daněk
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Definice: Globálńı diskretizačńı chyba je , tj. rozd́ıl teoretické hodnoty řešeńı a vypočtené
hodnoty řešeńı v daném bodě .
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Globálńı diskretizačńı chyba Eulerovy metody (pro konstantńı krok )

Přibližné řešeńı:

Přesné řešeńı:

Po odečteńı:
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,

tj. v každém kroku se ke globálńı chybě p̌ripoč́ıtá lokálńı chyba a člen , který p̌redstavuje
nep̌resnosti z minulých krok̊u.

Př́ıklad:

Speciálńı p̌ŕıpad, kdy nezáviśı na :

,

tj. globálńı chyba je součtem lokálńıch chyb.

Poznámka:

Lokálńı chyba Eulerovy metody je (viz daľśı slide).

Protože má sč́ıtanc̊u a protože pro pevné je , plyne z

podobně jako u základńıch a složených kvadraturńıch vzorc̊u.

Poznámka:

Lokálńı i globálńı diskretizačńı chyba jsou chyby aproximace, tj. neuvažovali jsme zaokrouhlovaćı chyby.

Definice: Řád diferenčńı metody je nejvěťśı p̌rirozené č́ıslo takové, že pro danou metodu aplikovanou na
libovolou počátečńı úlohu s dostatečně hladkým řešeńım plat́ı p̌ri každém pevném a odhad

Řád Eulerovy metody

Ze vztahu pro lokálńı diskretizačńı chybu plyne:

vyjáďŕıme pomoćı Taylorova rozvoje (p̌redpokládáme, že má 2. derivaci)

Po dosazeńı:

=

řád Eulerovy metody je .
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Obecná jednokroková metoda

Eulerova metoda je sice velmi jednoduchá (̌rád je ), ale k dosažeńı určité p̌resnosti muśıme použ́ıvat
velmi malé kroky . Chceme-li jednokrokovou metodu vyš̌śıho řádu, muśıme se žŕıci linearity

Metody Taylorova typu

Hodnotu budeme aproximovat pomoćı Taylorova rozvoje vyš̌śıho řádu

(v Eulerově metodě byl použit řád ), tj.

Je ťreba dosadit za derivace v bodě . Derivace urč́ıme postupným derivováńım funkce .

ozn.

ozn.

...

Obecně lze odvodit rekurenci

Po dosazeńı (uvažujme konstantńı krok ) dostáváme

Poznámka:

Metody Taylorova typu se v praxi nepouž́ıvaj́ı právě z důvodu nutnosti vyjaďrovat derivace , , . . .

Př́ıklad Odvod’te metodu Taylorova typu 2.̌rádu pro řešeńı následuj́ıćı úlohy na intervalu s kon-
stantńım krokem

.

Řešeńı:

(Přesné řešeńı: ).
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Dostáváme rekurentńı vztah:

0 1,000 1,000 -0,200 0,040 0,000

0,2 0,837 0,840 -0,128 0,033 -0,003

0,4 0,741 0,745 -0,069 0,027 -0,004

0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznámka:

Vid́ıme, že metoda Taylorova typu 2. řádu pro dává p̌resněǰśı výsledky než Eulerova metoda s
.

Metody Runge-Kuttova typu

• Univerzálněǰśı metody než metody Taylorova typu.

• Vycháźı také z Taylorova polynomu, ale nepouž́ıvá se ho p̌ŕımo, aby nebylo nutné explicitně vyjaďrovat
derivace funkce a poč́ıtat jejich hodnoty. Hledaná aproximace je kombinaćı několika
hodnot funkce vypoč́ıtaných v několika strategicky volených bodech na intervalu .

Poznámka: Těchto metod je velké množstv́ı!

Heunova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. řádu)

– vztah zintegrujeme p̌res interval

– použijeme lichoběžńıkové pravidlo

viz chyba

lich. pr.

– na pravé straně vystupuje hodnota , jej́ı aproximaci urč́ıme pomoćı Eulerovy metody

– dostáváme metodu ve tvaru
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Poznámka: Lokálńı diskretizačńı chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je . Globálńı chyba

je potom o řád nižš́ı, tj. , protože chyba metody se zvěťsuje lineárně s počtem krok̊u .

Modifikovaná Eulerova metoda (Runge-Kuttova metoda 2. řádu)

– vztah opět zintegrujeme p̌res interval

– použijeme obdélńıkové pravidlo

viz chyba

obd. pr.

– hodnotu urč́ıme pomoćı Eulerovy metody

– dostáváme metodu ve tvaru

Poznámka: Lokálńı diskretizačńı chyba je opět . Globálńı chyba je potom o řád nižš́ı, tj.

, protože chyba metody se zvěťsuje lineárně s počtem krok̊u .

Ukažme si jiné odvozeńı p̌redchoźıch dvou Runge-Kuttových metod 2. řádu.

Odvozeńı vycháźı z geometrické interpretace.
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Věta

Necht’ oblouk je část́ı paraboly. Potom plat́ı:
1. Tečna v bodě je rovnoběžná s tětivou .

2. Směrnice tětivy je aritmetickým pr̊uměrem směrnic tečen v a .

Důkaz:

Rovnice paraboly (polynomu 2.stupně):

1. Směrnice tečny v bodě :

Směrnice tětivy je:
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2. Směrnice tečny v bodě je:

Směrnice tečny v bodě je:

Jejich aritmetický pr̊uměr:

2

Nyńı použijeme vlastnost 1.

Známe soǔradnice bodu . Jestliže bychom znali -soǔradnici bodu , pak stač́ı udělat tečnu a bodem

vést rovnoběžku a dostaneme -soǔradnici bodu . My ale -soǔradnici bodu neznáme, takže ji

vyjáďŕıme p̌ribližně. Bod nahrad́ıme bodem , který má stejnou -ovou soǔradnici a lež́ı na tečně k .

má soǔradnice:

Tečna v bodě má směrnici:

, tj.

=

.

Stejnou směrnici by však měla ḿıt i tětiva soǔradnice bodu jsou:

Tyto vztahy lze p̌repsat do tvaru (obecně)
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modifikovaná Eulerova metoda

Nyńı použijeme vlastnost 2.

Známe soǔradnice bodu . Protože neznáme -soǔradnici bodu , nahrad́ıme ho bodem , který má
stejnou -soǔradnici a lež́ı na tečně procházej́ıćı bodem .

má soǔradnice:

Směrnice tečny v je:

Bod dostaneme z podḿınky, že směrnice tětivy je aritmetickým pr̊uměrem směrnic tečen v
a , tj.

má soǔradnice:

Obecně:

Heunova metoda

Poznámka: Obě tyto metody jsou 2.̌rádu (aproximovali jsme parabolou).

Klasická Runge-Kuttova metodu 4. řádu

– jedna z nejv́ıce použ́ıvaných metod tohoto typu

– p̌redpis metody:
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Poznámka: Lokálńı diskretizačńı chyba, tj. chyba jednoho kroku metody, je . Globálńı chyba

je potom o řád nižš́ı, tj. , protože chyba metody se zvěťsuje lineárně s počtem krok̊u .

Př́ıklad

Pomoćı Heunovy metody, modifikované Eulerovy metody a klasické Runge-Kuttovy metody 4.

řádu řešte následuj́ıćı úlohu na intervalu s konstantńım krokem

.

Řešeńı:

(Přesné řešeńı: ).

Předpis pro Heunovu metodu:

0 1,000 1,000 -1,000 -0,600 -0.160 0,000

0,2 0,837 0,840 -0,640 -0,312 -0.095 -0,003

0,4 0,741 0,745 -0,345 -0,076 -0.042 -0,004

0,6 0,698 0,703 -0,005

Předpis pro modifikovanou Eulerovu metodu:
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0 1,000 1,000 -1,000 -0,800 -0.160 0,000

0,2 0,837 0,840 -0,640 -0,476 -0.095 -0,003

0,4 0,741 0,745 -0,345 -0,210 -0.042 -0,004

0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznámka:

Vid́ıme, že výsledky Heunovy i modifikované Eulerovy metody odpov́ıdaj́ı výsledkům źıskaným metodou
Taylorova typu 2. řádu (uvedené metody jsou 2. řádu).

Předpis pro klasickou Runge-Kuttovu metodu 4. řádu:

0 1.00000000 1,00000000 -1,000000 -0,800000 -0.820000 -0.636000 0,00000000

0,2 0.83746150 0.83746666 -0.637466 -0.473720 -0.490094 -0.339447 0.00000516

0,4 0.74064009 0.74064854 -0.340648 -0.206583 -0.219990 -0.096650 0.00000845

0,6 0.69762327 0.69763364 0.00001037

Několik otázek k zamyšleńı:

1. Uved’te p̌ŕıklad počátečńı úlohy pro obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu (s nenulovým řešeńım), pro
kterou budou výsledky Eulerovy metody totožné s výsledky metody Taylorova typu 2. řádu.

2. Uved’te p̌ŕıklad počátečńı úlohy pro obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu (s nenulovým řešeńım), pro
kterou bude metoda Taylorova typu 2. řádu totožná s metodou Taylorova typu 3. řádu, ale r̊uzná
od Eulerovy metody.

3. Uved’te p̌ŕıklad počátečńı úlohy pro obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu (s nenulovým řešeńım), pro
kterou bude modifikovaná Eulerova metoda totožná s Heunovou metodou, ale r̊uzná od Eulerovy

metody.



Numerické metody
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Kapitola 12. Počátečńı úlohy pro ODR - II

V́ıcekrokové metody

V p̌ŕıpadě jednokrokových metod vystupovaly ve formuli pouze hodnoty .

V p̌ŕıpadě v́ıcekrokových metod vypoč́ıtáváme hodnotu pomoćı hodnot

Poznámka: Pokud nepoužijeme hodnotu , jedná se o explicitńı metody, v opačném p̌ŕıpadě mluv́ıme

o implicitńıch metodách.

Opět vyjdeme z rovnosti

Muśı tedy platit i rovnost integrál̊u

.

Tedy

ozn

.

Dále postupujeme tak, že funkci aproximujeme interpolačńım polynomem , který zintegrujeme
p̌resně.

Poznámka: Připomeňme si odvozeńı jednokrokové Eulerovy metody.

Funkci ze vztahu aproximujeme konstantńı funkćı
a)

,

Dostáváme:

Eulerova metoda

explicitńı jednokroková metoda, řád 1
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b)

,

Dostáváme:

Implicitńı Eulerova metoda

implicitńı jednokroková metoda, řád 1

Poznámka:

Při použit́ı implicitńı metody je ťreba zvolit počátečńı aproximaci a dále realizovat iteračńı proces

Odvozeńı dvoukrokových metod

Funkci ze vztahu aproximujeme lineárńı funkćı
a)

,

Adams-Bashforthova metoda

explicitńı dvoukroková metoda, řád 2

b)
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,

Adams-Moultonova metoda

implicitńı dvoukroková metoda, řád 2

Odvozeńı ťŕıkrokových metod

Funkci ze vztahu aproximujeme kvadratickou funkćı
a)

polynom procházej́ıćı body

D.cv.

Adams-Bashforthova metoda

explicitńı ťŕıkroková metoda, řád 3

b)

polynom procházej́ıćı body

D.cv.

Adams-Moultonova metoda

implicitńı ťŕıkroková metoda, řád 3
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KMA/NM

13.2.2o13

Poznámky:

U -krokových metod je ťreba znát hodnot

Na začátku výpočtu však tyto hodnoty, tj. , nejsou známy.

Pro jejich výpočet je ťreba už́ıt explicitńı jednokrokové metody odpov́ıdaj́ıćıho řádu.

U implicitńıch metod je ťreba určit aproximaci a realizovat metodu prosté iterace

Obecný zápis metod

V́ıcekrokovou (i jednokrokovou) metodu lze obecně zapsat ve tvaru

.

• Explicitńı Eulerova metoda ( , , , )

• Implicitńı Eulerova metoda ( , , , )

• Adams-Bashforthova metoda - dvoukroková

( )

• Adams-Moultonova metoda - dvoukroková

• Adams-Bashforthova metoda - ťŕıkroková
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(

)

• Adams-Moultonova metoda - ťŕıkroková

(

)

Definice: Lokálńı diskretizačńı chybou metody rozuḿıme

.

Definice: Řekneme, že metoda je konzistentńı, je-li splněna podḿınka

pro .

Použijeme-li Taylor̊uv rozvoj, źıskáme:

...

a analogicky pro derivaci (formálně p̌riṕı̌seme ):

...
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Tj. jde vždy polynom v proměnné ( i ).

Dosazeńım do vztahu pro lokálńı diskretizačńı chybu

,

tj.

dostaneme

konstantńı členy lineárńı členy kvadratické členy

kubické členy

Po roznásobeńı:

D.cv: Ukažte, že ďŕıve odvozené metody jsou konzistentńı.

Definice: Polynomy v proměnných a ve tvaru

a

nazýváme charakteristické polynomy metody.

Poznámka: Metoda je konzistentńı, plat́ı-li

a

Poznámka:

Nestabilita - do výsledku je vnášena chyba, jej́ıž vliv zesiluje až celý výpočet znehodnot́ı.

Př́ıčiny - špatná podḿıněnost úlohy (nezáviśı na volbě metody); nevhodná metoda nebo p̌ŕılǐs velký krok.

Definice: Mějme dánu počátečńı úlohu s lipschitzovskou funkćı :

Řekneme, že metoda je konvergentńı, když plat́ı:

a
pro

pro každé pevné (uvažujeme -krokovou metodu).
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Poznámka: Je žrejmé, že nutnou podḿınkou konvergence je konzistence metody. Je i podḿınkou
postačuj́ıćı?

Věta Uvažujme úlohu

.

Eulerova metoda je pro tuto úlohu konvergentńı.

Důkaz:

Tj.

...

Obecně lze psát:

Dále plat́ı (z Taylorova rozvoje e ):

a tedy
e e e

Potom

e

pro .

pro , protože je Eulerova metoda konzistentńı.
2

Důkaz:

Plat́ı
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Funkce je lipschitzovsky spojitá:

Pak lze psát:

Dále je důkaz stejný ( )

e

2

Konvergence v́ıcekrokových metod

Př́ıklad: Uvažujme v́ıcekrokovou metodu ve tvaru

.

Obecný zápis byl

Plat́ı:

metoda je konzistentńı.

Touto metodou budeme řešit počátečńı úlohu

.

Pro tuto úlohu má metoda tvar
.

Obecně lze psát:

.

Důkaz: (pomoćı úplné matematické indukce)

1. ,
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2.

2

Problém:

Pokud .

Pokud se bude lǐsit (i když velmi málo) od , pak pro . �

Považujeme-li rovnost za diferenčńı rovnici, můžeme ji řešit.

Předpokládáme, že . Pak lze psát

Dále v́ıme, že pro

;

Připomeňme, že v́ıcekrokovou metodu jsme zapisovali ve tvaru

a charakteristické polynomy jsme definovali

a .

O stabilitě výpočtu rozhoduj́ı kǒreny polynomu (viz ).

Pro kǒreny polynomu muśı platit .
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KMA/NM

13.2.2o13

Definice: Řekneme, že metoda je -stabilńı, pokud kǒreny charakteristického polynomu splňuj́ı
podḿınky:

pro ,

je-li násobný kǒren, potom .

Poznámky:
• Je-li metoda -stabilńı, nebude v pr̊uběhu výpočtu radikálně zvěťsovat jednokrokovou chybu.

• Uvažujme Eulerovu metodu

Eulerova metoda je -stabilńı.

Odhad chyby metodou polovičńıho kroku

Pro globálńı chybu metody lze psát

p̌resné

pro polovičńı krok

Po odečteńı :

Poznámka: Opět lze použ́ıt Richardsonovu extrapolaci

• aktivńı extrapolace

extrapolaci provád́ıme v každém kroku (extrapolované použijeme pro výpočet )

• pasivńı extrapolace

vypočteme , s r̊uznými parametry potom provedeme extrapolaci

Algoritmus prediktor-korektor

Poznámka: Jde o obecné schéma výpočtu.

Princip:
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Předpokládejme, že máme dostatečně p̌resně vypoč́ıtány hodnoty nějakou explicitńı

jednokrokovou metodou.

Nyńı chceme poč́ıtat .

1) Nejprve nějakou explicitńı metodou urč́ıme nultou iteraci jako vstupńı hodnotu pro daľśı výpočet

(PREDIKTOR).

2) Vypočteme hodnotu pravé strany .

3) Vypočteme lepš́ı aproximaci pomoćı nějaké implicitńı metody s využit́ım

(KOREKTOR).

Pomoćı krok̊u 2) a 3) urč́ıme iteraćı ( – dáno).

Na závěr p̌rǐrad́ıme .

Stejný postup opakujeme pro .

Poznámka: Dané schéma lze použ́ıt na r̊uzné metody. Je žádoućı použ́ıt explicitńı a explicitńı metodu
stejného řádu (pro zachováńı p̌resnosti). Volba konkrétńıch metod je na nás.

Poznámka: Označ́ıme-li operaci:

a) P . . . prediktor

b) E . . . vyč́ısleńı ( )

c) C . . . korektor

Můžeme toto schéma zapsat ve tvaru:

p̌ŕıpadně , vyč́ıslujeme-li ještě (což je lepš́ı).
Dostaneme pak r̊uzné varianty tohoto schématu:

,

,

,
... ,

...

Př́ıklad: Řešte algoritmem prediktor-korektor založeném na Adamsových metodách druhého řádu na
intervalu počátečńı úlohu:

e tj. e

Přesné řešeńı: e .

Použijeme algoritmus typu .

Vzorec prediktoru má tvar:

Korektor:

Volte krok .
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p̌resné

Pro určeńı hodnoty použijeme nap̌r.
jednokrokovou modifikovanou Eulerovu metodu (2. řádu):

e

e

Urč́ıme hodnoty a .

Odhad chyby pomoćı algoritmu prediktor-korektor

Za p̌redpokladu, že se hodnota derivace , kde je řád metody, p̌ŕılǐs neměńı, lze odvodit odhad pro
lokálńı chybu algoritmu

kde

, konstanty v lokálńı chybě metody, tj.

vypočteno korektorem

vypočteno prediktorem

Podḿıněnost úlohy a stabilita metody

Př́ıklad Řešme počátečńı úlohu

.

řešeńı této počátečńı úlohy má tvar

obecné řešeńı dané rovnice je e
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KMA/NM

13.2.2o13

úloha je špatně podḿıněná!

( e )

pro řešeńı je ťreba použ́ıt metodu vyš̌śıho řádu a dostatečně p̌resnou aritmetiku

Př́ıklad Pomoćı Eulerovy metody řešme počátečńı úlohu

.

p̌resné řešeńı úlohy je e

v tomto p̌ŕıpadě má Eulerova metoda tvar

Je-li , pak je posloupnost omezená a klesaj́ıćı.

Je-li , pak posloupnost neomezeně roste (osciluje).

Pro konkrétńı úlohu:

a krok pomoćı Eulerovy metody dostaneme:

1)
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2)
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3)
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Tj. v p̌ŕıpadě velké záporné hodnoty

řešeńı e pro

pro

Poznámka:

Řekneme, že metoda je pro absolutně stabilńı, jestliže p̌ri a : , všechna p̌ribližná řešeńı
maj́ı pro limitu rovnou .

Úlohu uvažujeme proto, že rovnice po linearizováńı p̌rejde na tvar .

Stabilita záviśı jak na metodě, tak na úloze.

Připomeňme, že plat́ı:

Chceme-li, aby pro , muśıme požadovat

.
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Tuto úvahu můžeme učinit i pro obecnou v́ıcekrokovou metodu

Definujeme polynom stability:

.

Definice: Oblast́ı absolutńı stability metody nazýváme množinu

pro násobné kǒreny

tj.
”
množina hodnot v komplexńı rovině, pro které kǒreny polynomu splňuj́ı podḿınku

“

Př́ıklady

1. (explicitńı) Eulerova metoda

Koeficienty metody

Polynom stability

Kǒren

Oblast absolutńı stability metody
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2. implicitńı Eulerova metoda

Koeficienty metody

Polynom stability

Kǒren

Oblast absolutńı stability metody

Intervaly absolutńı stability
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Eulerova metoda

Implicitńı Eulerova metoda

Př́ıklad Stanovte oblast absolutńı stability pro tzv. obdélńıkové pravidlo, tj. metodu s p̌redpisem

Koeficienty metody

Polynom stability

Kǒreny

Pro oblast absolutńı stability muśı platit (D.cv.)

Př́ıklad Stanovte oblast absolutńı stability pro tzv. lichoběžńıkové pravidlo, tj. metodu s p̌redpisem

Koeficienty metody

Polynom stability

Kǒren
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Plat́ı
pro Re

Nebot’

tj. vzdálenost od je menš́ı než vzdálenost od .

Oblast absolutńı stability metody


