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‘Kabitola 9. Riemanniiv integral v js; Rjsupinj/supii/si

Definice 9.1. ( integralni soutet v js; Rijsup;2j/supii/si )

Necht funkce f je omezend na obdéiniku @ = {(a,b) x {(c, d).

1. Délenim D obdélnika @ nazveme mnozinu vSech Qjx := (Z;_1,Z;) X (Yk_1, V), kde D, := {zo, ..., T, }
a Dy :={yo,...,ys} jsou déleni intervall (a,b) a (c, d).

2. Normou déleni D obdélnika @) rozumime Cislo

v(D) = rrﬁx{”%]k“}, ?jk = (Az;, Ayg).

3. Dolni (horni) integralni soucet funkce f pfislusny k déleni D definujeme

5(f;D) == % inf f(z,y)- Az;Ay,
=1 k=1 (z.¥)€Qjk
S(f;D) == Y X sup f(z,y) Az;Ay;.

4. Integralnim souctem funkce f odpovidajici déleni D a vybéru V' rozumime ¢Eislo

f D V ZZf(E;;")k Aw]Aykn

7=1k=1

kde vybér V' je mnozina vsech bodil (&5, M%), & € (Tj—1,Z;), Mk € (Yr—1, Ys)-
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1. Necht funkce f je omezend na obdélniku @ = (a,b) x (c, d).
Rekneme, Ze funkce f ma dvojny Riemanniiv integral pres obdélnik ¢, pokud

[[ #(2,9) dzdy = [[ f(2,9) dzdy = [[ £(2,9) dedy,
Q Q Q

kde L
[[f(z,y) dzdy = i%fg(f; D) je horni Riemanniiv integral,
Q

[[f(z,y) dzdy := supS(f;D) je dolni Riemanniiv integral
g D

2. Necht f je omezend funkce na omezené oblasti 2 C R2.
Dvojny Riemanniiv integral pres oblast €2 je definovan jako

[ 1as = [[ f(@,y)dedy = [[ g(z,y) dway,
Q Q Q

kde Q C Q a
_ ) f(z,y) pro(z,y) € Q,
o2l = { 0 pro (z,y) € Q \ Q.

3. Mnozinu vsech funkci f, k nimz existuje Riemanniv integral na 2, tj. které jsou riemannovsky integro-
vatelné znaéime R(Q) a piseme f € R(Q).

Véta 9.3. ( méfitelnost a mira mnoZiny )

Omezena mnozina £ C R™ se nazyva méfitelna, pokud je funkce f(Z) = 1 integrovatelna na . Hodnota
integralu

u(Q) = /1 ds

se nazyva mira mnoziny Q. Mnozina miry nula je takovd mnozina Q, pro niz u(2) = 0.

Véta 9.4. ( postalujici podminka riemannovské integrovatelnosti )

Je-li f omezena funkce na méFitelné mnoziné 2, jejiz mnozina bodii nespojitosti ma miru nula, potom f € R(£2).

Véta 9.5. ( skoro viude nulova funkce )

Funkce f je skoro vSude nulova, pokud se lisi od nulové funkce na mnoziné miry nula.
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1. Necht f € R(Q1), f € R(Q2) a Q1 N Q2 = 0. Potom f € R(Q; U Q) a plati

/ de:/de+/de.
(923 Qo

Q1080

2. MnoZina R(f2) je linedrnim prostorem.
3. Jestlize f € R(2) a g € R(R2), potom f - g € R(2).
4. Jestlize f € R(Q), g e R(Q) aVT € Q: f(T) < g(T), potom

/ FdS < / g ds.
Q Q
5. Jestlize f € R(Q), potom |f| € R() a plati

Q/de

6. Jestlize f,g € R(Q) aplati-i VZ € Q: g(Z) >0 A m< f(Z) < M,
potom existuje u takové, ze m < u < M a plati

/fgdS:y,/gdS.
Q Q

< [1flas.
Q

Véta 9.7. ( Fubiniova véta pro obdélnik v R? )

Necht f € R(Q), @ = (a,b) x (c, d).

1. Jestlize pro kazdé y € (c,d) je f(-,y) € R({a, b)), potom plati

JJ £ 9) dedy = /d ( /b f(z,) dw) dy.
Q c \a

2. Jestlize pro kazdé z € (a,b) je f(z,-) € R({c,d)), potom plati

Hf(:r,y) dmdy:/b (/df(:c,y) dy) dz.
Q a \c
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1. Necht f € R(R), y1, 92 € C({a, b)),
Q={(z,y) eR*: a<z<b, y(z) <y <)}

Potom plati

b [ y2(z)
{[ f@v) dwdy/( / f(z,y) dy) dz,

e \yi(z)
pokud pro kazdé z € (a,b) existuje vnitini integral.
2. Necht f € R(Q), 21,2, € C({c,d)),
Q={(z,y) eR*: c<y<d, z1(y) <z < z3(y)}-

Potom plati

z2(y)
jjfmy)da:dy /(/ wy)dm)dy,

¢ \zi(y)

pokud pro kazdé y € (c, d) existuje vnitfni integral.

Véta 9.9. ( Fubiniova véta pro oblast v R® )

Necht f € R(), 21,22 € C(Q4zy), Oy C R? méfitelns,

Q={(z,9,2) €ER’: (z,y) € Quy, 21(7,y) < 2z < 25(z,9)}-

Potom plati

z

(z,y)
jjff(x Y, 2 dmdydzjj( | @2 dz) dz dy,

z1(z,y)

pokud pro kazdé (z,y) € g, existuje vnitfni integral.

Véta 9.10. ( substituce ve dvojném integralu )

Necht Q¢, C R? je oteviend méfitelnd mnoZina a necht @ : Q¢ — R? : (¢,1) — (z,y) je prosté regularni
zobrazeni na mnoZinu Q,, C R%

Jestlize funkce f : Q,, — R je omezend a spojita na €2;,, potom plati

jjf z,9) dedy = [[ £(2(&,n), y(¢,n))|det Jo| dé dn,

Ly

kde Jg je Jacobiho matice zobrazeni ®.
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| Necht Q¢,c C R? je oteviend méfitelnd mnozina a necht ® : Q¢ — R3: (€,7,¢) — (2,9, 2) je prosté regularni
zobrazeni na mnoZinu Q,, C R®.

Jestlize funkce f: Q,y, — R je spojita na €2;,,, potom plati

{[[ £(@,9,2) dedyaz = [{[ f(@(&,n,¢)y(&n,€), 2(¢,m,))| det Jo| dg dnd,

TYz Qfﬂf

kde Jg je Jacobiho matice zobrazeni ®.




