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Definice 7.1. ( derivace funkce vice proménnych )

Necht f:Q C R® = R, T je vnitfni bod mnoZiny 2 a necht § € R™ je dany vektor.
Jestlize existuje konecna limita
f(@o+t5) = ()

lim ,

t—0 t
pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé 7, podle vektoru s a zna&ime ji
0f (@)
8s

Jeli jednotkovy vektor, pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé 7 ve sméru vektoru 5.

Jeli ¥ =€, (tj. jednotkovy vektor ve sméru osy z;), potom derivaci
8f (@)
oe i
nazyvame parcialni derivaci funkce f v bodé Z podle i-té proménné (nebo podle z;) a znaéime ji

8f(?o) of
oz; ! oz; (?0)’ fa:z(?o), fz(Yo)

Definice 7.2. ( gradient )

Necht f: Q C R* — R, T je vnit¥ni bod mnoZiny Q a necht f ma parcialni derivace podle véech proménnych
v bodé 70. Potom vektor
8f(To) 8f(To)  8(T)
6zy ' Oz, ' Oz,

nazyvame gradientem funkce f v bodé 7o a znadime

grad f(Zo) nebo Vf(Zo).

Definice 7.3. ( totalni diferencial )

Necht f:Q C R® — R, T je vnitini bod mnoZiny § a necht W= (h1,ha, ..., hy) je vektor z R™.

v —
Rekneme, ze funkce f je diferencmgtelné v bod& T, vzhledem k A, jestlize existuje vektor
D= (D1, D, ..., D,) afunkce w( h) tak, ze

N
f(?o—i_ﬁ))_f(io):(B,ﬁ))—l—w(ﬁ), e w(h) _

j—
Eo ||l

Vyraz .
(DB, B) = Dyhy + Dahs + - - + Dok

_>
nazyvame totalnim diferencialem funkce f v bodé 'y a znatime jej df(To, b ).

Je-li f diferencovatelnad v kazdém bodé T c Q, rekneme, ze f je diferencovatelna v €.
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| — —
Je-li f:Q C R™ — R diferencovatelnd v bodé T a je-li df(?o, h) = (B, h') totalni diferencial funkce f
v bod& Ty, potom plati

Di:@, ’I;:1,2,...,?’I,.
BiBi
Dale potom pro libovolny vektor ﬁ) € R™ plati
— — — 8f(Zo)
df(To, h) = (grad f(To), b ) = (VF(To), k) = =

Véta 7.5. ( gradient a derivace podle vektoru )

Necht f:Q C R® — R, @' je vnitfni bod mnoZiny §2 a necht s € R™ je dany vektor.
Je-li funkce f diferencovatelna v bodé T, potom plati

0f(Z o)

85 (?,grad f(?o)) :

Véta 7.6. ( diferencovatelnost a spojitost )

Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé Zo, potom je v tomto bodé Zo spojita.

Véta 7.7. ( postatujici podminka diferencovatelnosti )

of .
f,z:1,2,...,n,
Z;

Necht f: Q C R* — R, Z je vnitfni bod mnoZiny Q a necht existuji parcialni derivace

na n&jakém okoli bodu Zg.

Jsou-li parcialni derivace ,1=1,2,...,n, spojité v bodé o, je funkce f v tomto bodé Z o diferencovatelna.

6:1:i

Véta 7.8. ( smér nejvétsiho ristu )

Je-li funkce f diferencovatelna v bodé Z, a gradient grad f(?o) je nenulovy vektor, potom pro derivaci funkce
f v bodé Z o ve sméru vektoru z’ plati

0f(Zo) _ . ‘af(?o) e 7 . &r2d f(To)
07 FECER " Ilgrad f(Z0)II’

o)

5]l =1

Kl je libovolny jednotkovy vektor.

Definice 7.9. ( te¢nd nadrovina )

Necht f: Q C R® — R, 70 € Q. Fv{ekneme, ze nadrovina
y:D1$1++Dn$n+DO

je te€nou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé (7o, f(To)), jestlize plati

F(T) = (D121 + -+ + Dy + Do) = w(T — Ty), lim %%@ _

770 | ol

0.
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| Funkce f mé v bod& 7o = (zo1,---,Zo,xn) totalni diferencial pravé tehdy, kdyz v bodé (:z:g,f(?o)) existuje
teCna nadrovina.
Rovnice této te¢né nadroviny je

- z": Z(ED (@ — Tos) + F(To).

Normala v tomto bodé ma tvar

y—f(yo) _Zi—Tog _ _ Tn—Top
-1 T 8f(Fo) T 8f(Zo)
Oz Ozn

Véta 7.11. ( derivace sloZené funkce | )

Necht z a y jsou realné funkce jedné redlné proménné definované na okoli bodu t; € R. Necht = a y jsou obé&
diferencovatelné v t5. Necht f je redIna funkce dvou reélnych proménnych definovana na okoli bodu (zq, %) € R?,
kde o = z(to), Yo = y(to). Necht f je diferencovatelnd v bodé (zo, yo).
Potom funkce F(t) = f(z(t), y(t)) je diferencovatelna v bodé ¢, a plati

dF(to)  O0f(Zo,%0) dz(to) n 0f(zo, yo) dy(to)_

dt or dt oy dt

Véta 7.12. ( derivace sloZené funkce Il )

Necht % a v jsou redlné funkce dvou redlnych proménnych definované na okoli bodu (z, %) € R% Necht u a
v jsou obé diferencovatelné v (zo, yo). Necht f je redlnd funkce dvou redlnych proménnych definovana na okoli
bodu (ug,vy) € R?, kde ug = u(zo, ¥o), vo = v(Zo,¥o). Necht f je diferencovatelnd v bodé& (ug, vy). Potom
funkce F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) je diferencovatelnad v bodé (zq, yo) a plati

OF (o, Yo) _ 0 f(uo, vo) Ou(To, Yo) 4 0 f(uo, o) 6v(Zo, Yo)

oz - du oz ov oz
OF (Zo,Y0) _ Of(uo,v0) Ou(zo, %o) 4 8 f (o, o) Ov(Zo, Yo)
8y  Ou Oy ov oy

Véta 7.13. ( derivace sloZené funkce Il )

Necht f je funkce n redlnych proménnych, kterd ma v oteviené mnoziné 2 C R”™ spoijité parcilni derivace podle
vdech proménnych. Necht z; = @;(ty,...,t,) jsou funkce 7 proménnych se spojitymi parcidlnimi derivacemi
podle vSech proménnych v oteviené mnoziné D C R”. Potom funkce

F(ti,ta - t) = F(01(£),03(E)s- -, 0n( 1))

ma parcialni derivace podle vSech proménnych v mnoziné D a plati

i A R

Btk 8:[3] atk T

j=1
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. B T . [ v 1o
8 14,-( 'parcialni derivace vyssich Fadua )

EATT AR

|Necht f: Q C R* = R, Zo je vnitfni bod mnoZiny  a necht funkce f ma v né&jakém okoli bodu Z parcialni

derivaci podle i-té proménné %.
Tq

Pokud existuje parcialni derivace funkce gTi v bod& Ty podle j-té proménné
0 (0f =
o, (52) (79

nazyvame ji parcialni derivaci druhého radu funkce f v bodé Zo podle i-té a j-té proménné (v tomto
poradi) a znaéime ji
’f(@,)  f
azz:iaa:j ' 33218112]
(7o) _ 0°f(o)
aiBiaij aijafEi
Parcialni derivaci k-tého fadu funkce f v bodé Z0 definujeme rekurentné jako

8 f(To) 9 <8milaklf )(70)-

32)1‘1 000 Bmik_lamik afL‘ik o000 afEik_l

2 —
(B0), fom(Fo)s F5(Ra)y BT i

2
oz;

Pro 1 # 7 nazyvame

smiSenymi parcialnimi derivacemi druhého radu.

Véta 7.15. ( o zaménnosti smiSenych derivaci )

Necht funkce f : 2 C R® — R je definovana na okoli bodu Z'o € §2. Déle necht f ma na tomto okoli parcialni

_ of of o%f . .
d — :
erivace T G a 9.0 14 ]
6 8 f(T
Je-li funkce - f:z: spojita v bodé 70, potom v bodé tomto bodé ?o existuje i derivace :J;(:BO) a plati
i0Z; ;OZ;

8°f(o) _ 0°f(Zy)
Ba:jéxi B 8332833] i

Definice 7.16. ( diferencidl vyssiho ¥adu )

Necht m4 funkee f diferencial d f(Z, 1) = (grad f(Z), ﬁl) velilledan [k st T w s olelf bedy T
Diferencial funkce df(?, h)v b(;dé Zo opét vzhledem k h rEZ)'Ivéme druhym diferencialem funkce f v
bodé T a znatime ho d?f(, ). Pokud existuje d2f( o, h ), potom plati

[ 0%f(To) 82%f(Zo) 82f(7o)
6:1:% Oz10z> U Oz10zy
82f(To) 82f(Fo) 82f(7o)
— — - Oz20z1 Bz2 *°° Ozo0zn
Pf(Zo, h)= k H(To) BT,  kde H(Z,) = ’
8f(Zo) 06°f(Zo) 8%f(Zo)
i 8z,0z1 8z, 0z2 coe 8z J

je tzv. Hessova matice. . .
Diferencil k-tého ¥adu definujeme rekurentné jako d’“f(?, h)=4d (dkilf(ﬁ, h)) .
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| Necht f:Q C R™ — R je (k + 1)-krat diferencovatelna funkce na okoli U(Z o) C Q, k € Np.
Potom pro kazdé @ € U(Ty), T # T, existuje 8 € (0,1) tak, e plati

F@) = F(@o)+af(Fo, 7 = Fo) 4o+ 5l [(Zo, F — Bo)+ g F(Fo+ 0(F — o), P

- 0

).

= Tu(T) — Ry(7)

Definice 7.18. ( lokalni a globalni extrémy )

Necht f: Q CR™ = R, Z € .

1. Rekneme, e &islo f(Zo) je lokalnim minimem (resp. lokalnim maximem) funkce f na mnoZiné €,
jestlize existuje okoli U(Z o) bodu Ty takové, Ze

VZ € U(To)NQ: f(To) < F(T)  (resp. f(To) > f(T)).

Pokud plati ostré nerovnosti, fekneme, ze f ma v bodé ?0 ostré lokalni minimum (resp. ostré lokalni
maximum) na mnoziné .

(pz’“eme: f(?o) = _ min f(?) (resp. f(?o) = max f(?)) )

ZeU(Zo)n0 €U(To)NQ
2. Rekneme, 7e &islo (o) je globalnim minimem (resp. globalnim maximem) funkce f na mnozing Q,
jestlize plati

VT €Q: f(To) < f(T)  (resp. f(To) > f(T)).
(ptseme: (@) =minf(F)  (resp. £(To) = max (@) |

Véta 7.19. ( nutna podminka lokalniho extrému )

Necht je funkce f : @ C R™ — R ve vnitfnim bodé T € Q diferencovatelna a nechf ma v tomto bodg lokélni
extrém. Potom
— —
Vh eR*: df(To, B)=0
a plati .
grad f(To) = 0.

Definice 7.20. ( stacionarni bod )

Necht f: Q C R™ — R je diferencovatelna funkce v bodé& Zo € Q. Bod Ty nazyvame stacionarnim bodem
funkce f, pokud .
grad f(Zo) = 0.
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gta 21 pestatujici podminka lokalniho extrému )

R .

| Necht funkce f: Q2 C R™ — R je dvakrét diferencovatelna ve vnitfnim bodé& To€Q.

=5 =5
Jestlize pro véechna h € R” je diferencial df(?o, h) =0, potom plati:

— — —

1. jelliVh R h # 0 d2f(70, h) > 0, ma funkce f v Z ¢ ostré lokalni minimum:
— — —

2. je-lliVh eR* h # 0 d2f(?o, h) < 0, méa funkce f v Z ¢ ostré lokalni maximum;

- = — —
3. jestlize existuji h1, hs € R™ tak, 2e d°f(Zo, K1) > 0 a d2f(To, h2) < O, nema funkce f v o
extrém, ale tzv. sedlovy bod.

Véta 7.22. ( ekvivalentni postatujici podminky extrému )

Necht funkce f : 2 C R™ — R je dvakrat diferencovatelna ve vnitfnim bodé& T € Qanecht T je staciondrni
bod funkce f, tj.

grad f(T o) = 0.
Potom plati

1. funkce f ma v bodé ?0 ostré lokalni minimum, pokud
- Hessova matice H( @) je pozitivné definitni;
- vechny hlavni minory matice H ?0) jsou kladné, tj. M; >0, M >0, M5 >0, ...;
- vSechna vlastni Cisla matice H('Z'g) jsou kladng;

2. funkce f ma v bodé 7o ostré lokalni maximum, pokud
- Hessova matice H(?o) je negativné definitni,
- hlavni minory matice H(?o) stfidaji znaménka, tj. M; <0, M5 >0, M3 <O, ...;
- vechna vlastni &isla matice H( ) jsou zaporné;

3. funkce f ma v bod& T, sedlo, pokud
- Hessova matice H( ) je indefinitni;
- hlavni minory matice H(?o) jsou nenulové a znaménka méni jinak nez v prechozich dvou pripadech;
- vSechna vlastni ¢isla matice H(?o) jsou nenulova, alespon jedno z nich je kladné a jedno zaporné;

4. nelze rozhodnout resp. je treba dalSich kritérii, pokud
- Hessova matice H(@,) je pozitivné & negativné semidefinitn;
- alespoi jeden z hlavnich minorii matice H(Z ) je nulovy;
- alespoi jedno vlastni &islo matice H(Zo) je nulové.

Definice 7.23. ( Fe3eni rovnice )

Necht F(?,y) = F(z1,Z2,...,Zxs,Y) je funkce (n + 1) proménnych, n € N.
Funkci y = f(Z) pro @ € © C R™ nazveme (globalnim) ¥eSenim rovnice F(Z,y) = 0 na , jestlize pro
véechna 7 € Q plati

F(Z,f(7)) =0

Jestlize pro viechna @ € U(@,) C R” je F(Z,f(T)) = 0, pak y = f() nazveme lokalnim FeSenim
rovnice F(Z,y) = 0.
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|Funkci y = f(?) kterd je feSenim rovnice F(?,y) = 0, nazveme implicitni funkci nebo funkci danou
implicitné.

Véta 7.25. ( o existenci globalniho FeSeni )

Necht funkce F(Z,y) je definovan na mno¥in& Q X (a,b) C R™ a necht pro viechna pevna = € Q je
F(?,y) spojita funkce proménné y. Jestlize pro viechna Z € Q plati F(?,a) F(?,b) < 0, potom existuje
alespon jedna funkce y = f(?) ktera je globalnim fesenim rovnice F(?,y) =0 na Q.

Véta 7.26. ( o existenci lokalniho Feseni, o implicitni funkci )

Necht F(?,y) je funkce, kterd ma spojité parcialni derivace az do k-tého fadu (k € N) v néjakém okoli bodu
(T, vo) a necht
8F(?0) yO)

F(?o, yo) =0, dy

£0.

Potom plati:

1. existuje okoli U(Z) C R™ bodu T a funkce y = f(@), ktera je jedingm ¥edenim rovnice F(Z,y) = 0
na U(To), tj.
VZ e U(T,): F(Z,f(Z))=0;

2. funkce y = f(@) méa spojité parcialni derivace a do k-tého ¥adu v U(Z ) a pro Z € U(T,) plati

OF(Z, f(T))
8/() = — O; 1=1 n
oz; OF (T, f(T))’ o

Oy




