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\bitola 3. Fourierovy fady

Definice 3.1. ( ortogonalni a trigonometricky systém funkci )

1. Necht (f,) je posloupnost funkci definovanych na omezeném intervalu (a,b), které jsou integrovatelné
s kvadratem na (a,b). Rikdme, Ze posloupnost (f,) tvofi ortogonalni systém funkci na (a, b), jestlize
pro vSechna m,n € N, m # n, plati

/: F(@) fu(2) dz = O

g . . . 2
2. Funkéni posloupnost (1, coswz, sin wz, cos 2wz, sin 2wz, . . ., COS NWZ, Sin nwz, ... ), kde w = T T >

0, se nazyva trigonometricky systém funkci.

Véta 3.2. ( o ortogonalité trigonometrického systému funkci )

: e . VR . . 2m
Trigonometricky systém funkci je ortogonalni na libovolném intervalu délky T' = —.
w

Definice 3.3. ( trigonometricky polynom a trigonometricka fada )

Trigonometricky polynom stupné nejvyse n, n € Ny, je funkce tvaru
sn(z) = % + > (arcoskwz + by sinkwz), € R,
k=1
kde ag,ax, b € R (k=1,2,...,n).

. NP : 27 . e
Trigonometricka fada s periodou T' = — se nazyva funk¢ni fada tvaru
w

Qg

+oo
> T > (ax cos kwz + b sinkwz), z€R.

k=1
Reélna &isla ag, ar, bx (K = 1,2,...) se nazyvaji koeficienty trigonometrické fady.
Specialné:

1. kosinova trigonometricka fada je trigonometricka fada tvaru (b =0, k =1,2,...)

a, I
?0 + > arcoskwz, «€R,
k=1

2. sinova trigonometricka Fada je trigonometricka ¥ada tvaru (ax =0, Kk =0,1,2,...)

+oo
> besinkwz, z€R.
k=1
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| Jestlize trigonometricka fada

Qo

+oo
T > (axcoskwz + by sinkwz), z € R,
k=1

2m
konverguje na néjakém zakladnim intervalu periodicity délky T' = o potom je konvergentni na celém R a jeji

souctova funkce
s(z) = lim s,(z), z€R,

n—+oco

2w
je funkce periodicka se zakladni periodou T' = o

Véta 3.5. ( o koeficientech trigonometrické fady )

Jestlize trigonometricka rada

Qo

+o0o
5 T > (axcoskwz + by sinkwz), € R,
k=1

konverguje stejnomérné na R a s je jeji souctova funkce, potom koeficienty ag,ax,brx (kK = 1,2,...) této
trigonometrické rady jsou jednoznacné urceny vzorci

2 a+T
ag = f/a s(z) dz,
2 a+T
ap = T/ s(z)coskwz dz, k=1,2,...,

2 a+T .
by = T/ s(z)sinkwz dz, k=1,2,...,

27
kd R = —.
eacRaw T
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| Necht f je periodicka funkce se zékladni periodou T, integrovatelna na intervalu periodicity (o, +T), o € R.
Potom trigonometricka fada

+oo
% + > (arcoskwz + by sinkwz), € R,
k=1
kde

2 a+T

Gy = f/a f(z) dz,
2 a+T

ap = T/ f(z)coskwz dz, k=1,2,...,
2 a+T .

by = = f(z)sinkwz dz, k=1,2,...,

se nazyva Fourierova fada funkce f. Koeficienty a;, by této fady se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

+oo 2
(pz’“eme: f(z) ~ % + > (axcos kwz + by sinkwz), w= % )
k=1

Véta 3.7. ( o koeficientech Fourierovy fady sudé / liché funkce )

1. Pro Fourierovy koeficienty sudé periodické funkce f se zakladni periodou T' = 2[, [ > 0, integrovatelné
na intervalu periodicity délky T', plati

a; = %fé f(z) dz,
ar = 2[;f(z)coskwz dz, k=1,2,...,
by = 0, k=1,2,....
Fourierova fada sudé periodické funkce f je tedy kosinovd trigonometricka rada
“+oco
Qg 2r 0w
)~ — apCoskwz, w=— = —.
2. Pro Fourierovy koeficienty liché periodické funkce f se zakladni periodou T' = 2[, [ > 0, integrovatelné
na intervalu periodicity délky T', plati

ar = 0, k=0,1,2,...,
b = 2[ f(z)sinkwz dz, k=1,2,....
Fourierova fada liché periodické funkce f je tedy sinovd trigonometricka rada
= 2T
f(z) ~ > bpsinkwz, w=—=—.
= T [

Definice 3.8. ( po tastech hladka funkce )

Rikame, Ze funkce f je po castech hladka na intervalu {(a,b), pokud je na ném po Eastech spojita spolu se

svou derivaci f’.
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a9 (Sl kritérium bodové konvergence Fourierovy fady )

| Je-li periodicka funkce f se zakladni periodou T' po &astech hladké na intervalu periodicity (a,a + T'), a € R
potom Fourierova fada funkce f je konvergentni na R a pro jeji souctovou funkci s plati

L. sp(z) — s(z) = f(z) v kazdém bodé z, ve kterém je funkce f spojita,

2. s5(z) = s(z) = L [f(z+) + f(z—)] v kazdém bod& z nespojitosti nejvySe prvniho druhu funkce f.

Véta 3.10. ( 2. kritérium bodové konvergence Fourierovy fady )

Necht periodickd funkce f se zakladni periodou T splfiuje na intervalu periodicity (a,a + T, a € R,
tzv. Dirichletovy podminky:

1. f je po Castech spojitd na (a,a + T),

2. f ma nejvyse konecny pocet ostrych lokalnich extrémi na (a,a + T').

Potom Fourierova fada funkce f je konvergentni na R a pro jeji souctovou funkci s plati
1. s,(z) — s(z) = f(z) v kazdém bodé z, ve kterém je funkce f spojit,

2. sp(z) = s(z) = L [f(z+) + f(z—)] v kazdém bod& z nespojitosti nejvySe prvniho druhu funkce f.

Véta 3.11. ( kritérium stejnomérné konvergence Fourierovy fady )

Je-li periodicka funkce f se zakladni periodou T' spojitd na intervalu periodicity (a,a 4+ T), a € R, a ma-li f na

tomto intervalu po ¢astech spojitou derivaci f’, potom Fourierova fada funkce f je stejnomérné konvergentni na
R k funkci f, tj. pro jeji souctovou funkci s plati

sngs a VzeR: s(z)= f(z).

Definice 3.12. ( Fourieriiv rozvoj )

Rikame, Ze periodickou funkci f rozvijime ve Fourierovu fadu, pokud uréime Fourierovu fadu funkce f
ktera konverguje na R a pro kazdé z € R plati

N | —

[f(z+) + f(z-)] = ?0 Z ay cos kwz + by, sin kwz),

kde ay a by jsou Fourierovy koeficienty. Fourierové radé potom fikdme Fouriertiv rozvoj dané periodické funkce




