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nitola 2. Mocninné Fady

Definice 2.1. ( mocninna ¥ada )

Mocninnou fadou nazyvame funkcni fadu tvaru

“+co
Zan(:z:—mo)" =ag+a:1(z — To) + ax(z —zp)> + - +an(z —x)" + -,
n=0
kde z € R je proménna, zg, ag, a1,-..,0y,... jsou redlna Cisla.

Cislo zy se nazyva stfed mocninné fady. Cisla a,, se nazyvaji koeficienty mocninné rady.

Véta 2.2. ( Abelova véta o absolutni konvergenci )

Je-li mocninna rada E a,(z — zo)"™ konvergentni v nékterém bodé z; # z,, potom Fada konverguje absolutné
ve vsech bodech z € ]R pro které plati

|z — zo| < 0, kde g:= |z, — z¢],

tj. v bodech z € U(zo, 0) = (z0 — 0,Z0 + 0).

Definice 2.3. ( polomér konvergence )

Cislo .
R :=sup {g =lz—zo| ERY : ¥ an(T — z)" konverguje}
n=0

—+o00
se nazyva polomér konvergence mocninné fady > a,(z — zo)".
n=0

Interval Ji, = (zo — R, Zo + R) se nazyva interval konvergence mocninné fady.

Véta 2.4. ( o poloméru konvergence )

—+o0
Pro mocninnou fadu Y- a,(z — zo)™ ozna¢me [ := limsup {/|a,|. Potom pro jeji polomér konvergence R plati

n=0 n—+00
0 prol =400,
R = ; pro [ € (0,+400),
400 prol =0.
Gni1

( specidlné: = lim

n—-+oo

, resp. l= lim {/|a,| )

n—+oco

an

Véta 2.5. ( Abelova véta o stejnomérné konvergenci )

Kazda mocninna fada konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu (a,b), ktery je podmnozinou
jejiho oboru konvergence K.
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| Souctova funkce mocninné fady je spojita na svém oboru konvergence K.

Véta 2.7. ( operace s mocninnymi fadami )

1. Soucet a rozdil mocninnych fad:

+oo +o0o +oo
Yoan(z—20)" £ D ba( — 20)" = D _(an £ by)(z — z0)",
n=0 n=0 n=0

2. k-nasobek mocninné fady, k € R:
—+ oo “+ oo
k-> an(z—z0)" =) kan(z — zo)",
n=0 n=0

3. (Cauchyiiv) soucin mocninnych fad:

+oo +o00 +o00
Yoan(z — o) > balz —z0)" = ) cu(z — o),
n=0 n=0 n=0

kde ¢, = agb, + arb,_1 + --- + a,bg.

Véta 2.8. ( o integrovani mocninné fady )

1 . 7 v +m Ve v 1 . . .7 v Ve
Necht mocninné fada Y a,(z — zo)™ ma polomér konvergence R > 0 a necht s = s(z) je jeji souctova funkce.
n=0

Potom pro kazdé z € J, = (zo — R, o + R) plati

/s(t) dt = / [Z an(t _ xo)n] dt = Z /an(t — xo)n dt = Z an, (:E — :I,‘O)TH-]-.
zo zo n=0 ’I’L:OZO n=0 n + 1

Véta 2.9. ( o derivovani mocninné fady )

U - 7/ v —|—00 7 v U . . w7 v 7
Necht mocninné fada Y a,(z — o)™ ma polomér konvergence R > 0 a necht s = s(z) je jeji souctova funkce.
n=0

Potom pro kazdé z € J, = (2o — R, o + R) plati

—+ oo

s'(z) = Ej: an(z — xo)nll =3 [an(z — z0)"] = i nan(z — o)™ .

n=0

Véta 2.10. ( mocninny rozvoj )

Rikame, ze funkci f lze rozvinout v mocninnou fadu se stfedem v bodé z,, pokud existuje mocninna rada

+00

> an(z — o)™ s polomérem konvergence R > 0 tak, Ze jeji souctova funkce s je rovna funkci f na néjakém
0

okoli U (o), tj.
s(z) = f(z), z € U(zo) N Jx, = (o — R, 2o + R).

Tato mocninna fada se nazyva mocninny rozvoj funkce f se stredem v bodé z,.
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. .
Je-li funkce f rozvinutelnd v mocninnou fadu Y- a,(z — o)™ se stfedem v bodé z,

n=0
potom koeficienty a,, n € Ny, tohoto rozvoje jsou jednoznacné uréeny
(n) T
VneNy: a, = fn(IO)

Definice 2.12. ( Taylorova a Maclaurinova fada )

Mocninna fada se sttredem v bodé z, ve tvaru

2 f¥)(z,)
2 k!o

() (g,
(&~ 50)* = f(zo) + lao)a — o) 4+ T (g gy

k=0

se nazyva Taylorova fada funkce f se sttedem v bodé z, a jeji koeficienty jsou Taylorovy koeficienty.
Specialné pro zo = 0 se fada nazyva Maclaurinova fada.

Véta 2.13. ( Taylorova véta )

Necht funkce f ma na n&jakém okoli U(zg) bodu z, derivace az do ¥adu n + 1 véetné, n € Nj.
Potom pro kazdy bod z € U(zo) plati Tayloriiv vzorec

()
£(2) = f(@) + F'@o)(o —z0) + -+ L (@ — o) + Ru(o),

pricemz zbytek R, (z) v Taylorové vzorci Ize vyjadFit v nasledujicich tvarech:

1. Lagrangeiv tvar zbytku je dan vzorcem

_ e il
Rn(x) = W(IE = $0) ,
kde ¢ je vhodny bod lezici mezi = a zo;
2. Cauchyiv tvar zbytku je dan vzorcem
(n+1)
R, (z) = fn,(")(x — )" (z — o),

kde 7 je vhodny bod lezici mezi z a zg;

3. integralni tvar zbytku je dan vzorcem

R.(z) = ; / :(m _ gy D (4 di.
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| Necht funkce f ma derivace viech ¥adii na n&jakém okoli U(zy) bodu zj.
Potom pro z € U(z,) konverguje Taylorova fada funkce f k funkéni hodnoté f(z), tj. je

+0o r(n) T
fl@)=3" fTﬁc’)(x —20)", € U(),
n=0 :
pravé tehdy, kdyZ pro toto z € U(z,) plati

lim R,(z)=0.

n——+oco

Definice 2.15. ( analyticka funkce )

Rikame, Ze funkce f je analyticka v bodé z,, pokud jeji Taylorova rada se stredem v bodé zo konverguje k f
na néjakém okoli . Taylorové radé potom tikdme Tayloriiv rozvoj funkce f se stredem v bodé z,.

Véta 2.16. ( postatujici podminka analyti¢nosti )

Necht funkce f ma na néjakém okoli U(z,) bodu z, derivace viech Fad.
Pokud existuje ¢islo M > 0 takové, Ze pro vSechna z € U(z,) a pro vSechna n € Ny plati

(@) < M,

potom f je analyticka v bodé z.
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fadni Maclaurinovy rozvoje )
1 = . 2, .3 _
. Yz 1+z+z>+23+..., z e (—1,1),
-z n=0
+oo -1
(1+z) Z(Z):z:" 1+pa:+p(p2'):z:2+..., ze(-1,1), peR,
n=0 4
+o00 ,.n 2 3
e’ z—l 1+:z:—|———|—:c——|— , z € R,
= 2t 3!
+oo fEn+1 $2 :BS $4
In(l+«z 1" T— —+——— ze(—-1,1
(L+a) = 2 (U s t3 -t Te(L),
+co0 m2n+1 st £B5 $7
sinz -yt T— —+—=——=++..., z eR,
nz::o( ) anT 1) T
+oo xZn :E2 fL'4 ZEG
COS -1)r— 1 — — = R
’ nz::o( ) on) oty et PEN
=% [(2n — 1)M]2g?nrt 3  3z° b5z’
arcsi —+ — 4+ —+... -1,1
FeSInE nz::o (2n + 1)! et tap o TECLL,
+oo L2+l T
arctgx -H" zT——+——— ) z € (—1,1),
g nZ::O( Vot st 7" (-L1)
+oo  pontl T
sinhz — T+ —+—+ = , z € R,
2 o 1) M TR T
+00 $2n :1;2 3:4 $6
coshz 1 — zeR
2 (on)i Tty T T TEN
= [(2n — 1)N]2g2n L z>  3z° 5z
argsinh 1" -t — - — ., TEe(-1,1
. ?;0( i D] 6 "0 12 o 2L
f m2n+l 3 5 7
argtgh z z+—+—+—1..., z € (-1,1).
on+1




